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197. Des Groupes Linaires Irr.ductibles et la
Gom&rie Difrentielle
Par Sh6shichi KOBAYASHI

(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.A., Dee. 13, 1954)

1. Notations. Soit Gun groupe de Lie connexe op6rant transi-
tivement et effectivement sur une vari6t6 V, H le groupe d’isotropie
en un point p de V et H sa composante connexe de l’identit6. Soit

Hle groupe d’isotropie lin6aire en p. (H peut 6tre consid6r6 comme
une representation lin6aire de H. Cette repr6sentation est biunivo-
que, s’il existe sur V une connexion affine invariante par G.) Soient. et les algbres de Lie de G et de H respectivement.

Th6orme 1. Si H est irrdductible et si est rductive dans
dans le sens de Koszul [2, alors le normalisateur connexe N(H) de
H dans G coincide avec H’N(H)--H.

D$monstration. Le sous-ensemble N(O) de d6fini par

N()= [x ; Ix, ]c}
est une sous-algbre de qui engendre N(H). Puisque est rduc-
ive dans , il existe un sous-espace vectoriel m de 6 eel que:

-+, m-0, [, m]C m.

Si l’on d6finit un sous-espaee n par

n-- m N(O),
on a

N()-O +., -0, [,.=0.
Puisque est r6ductive dans , il existe un sous-espace vectoriel
de m tel que:

D’autre part, cause de l’irr6ductibilit6 de on a

[,
Donc n=0, c.q.f.d.

Th6orme 2. Si H est irr$ductible et si et sont rductives
dans , alors G est semi-simple.

Dmonstration. Par hypothse, et se d6composent de la
manire suivante:

=[, +c, [, c=o

[, et , sont semi-simples et c et b sont les centres de et
de respectivement. Nous allons d’abord d6montrer que b[g, .



No. 10] Des Groupes Lingaires Irrductibles et la Gdomtrie Diffrentielle 935

Soit dun lment de b different de zro. (S’il n’y en a pas, on n’a
rien dmontrer.) On dcompose d’d-=x+c, oh xe [., et c e .
Evidemment, [, x’ [, d =0. Donc x’ e N(), puis x’ e par le
thorme 1. Enfin on a c=d-xe . Puisque G est effective sur
V, c--0, et d-x’ [,

Consid6rons la ddcomposition suivante:

-+m, m-0 e [,mm.
Immdiatement on a [0, m J m [, . D’autre part l’irrdductibilit

de Hentraine quea[f,m-m. Done m[,-m. On a dSj vu
que [, g Enfin --[g, .

Corollaire 1. Si G est compact et si H est irrSductible, alors G
est semi-simple.

2. Par la mthode que l’on a utilisde pour dmontrer le thorme
1, on peut tablir le lemme suivant.

Lemme. Soit H un sous-groupe connexe, ferm$ et irr$ductible du
groupe orthogonal o(n). Si n est impair, le normalisateur connexe
N(H) de H dans o(n) est $gal h H. Si n est pair, posons n-2m,
alors deux cas sont possibles" ou bien (1) H peut tre considr comme
un sous-groupe du groupe unitaire de d$terminant 1" SU(m), ou bien
(2) N(H) est $gal H.

Ddmonstration. Soient , et N@) les algbres de Lie de o(n),
de .H et de N(H) respectivement. Par la mme mdthode, que dans
le horme 1, on obtient un sous-espace vectoriel de N(O) tel que"

N()-O+n, )-0 et [,-0.
Tout ldment de o(n) engendrd par est donc permutable avec tout
dldment de H. D’ofi notre lemme [lJ.

Thorme 3. Soit V une variSt5 riemannienne irrductible n
dimensions et le groupe d’holonomie homogne restreint (le point de
rf5rence tant p e V). Soit G le groupe des transformations isomtri-
ques (on ne suppose pas que G soit transitive sur V) et H le groupe
d’isotropie de G en un point p de V. Alors

(1) Si nest impair, la composante connexe de l’identit de H
est contenu dans .

(2) Si n=2m, ou bien V est pseudo-khlerienne courbure de
Ricci nulle [3], ou bien la composante connexe de l’identit5 de H, est
contenu dan8 .

Dmonstration. Cela rsulte du ait que H, est contenu dans le
normalisateur du groupe d’holonomie.

Corollaire. Soit V une varit$ riemannienne irrductible h n
dimensions. Soient r et d les dimensions du groupe des transforma-
tions isomtriques et du groupe d’holonomie respectivement. Alors
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( a r n + d, sin est impair.
b r n + d, si n est pair et si V n’est pas pseudo-khlerienne

courbure de Ricci nulle.
c ) r n + d + 1, si Vest pseudo-khlerienne & courbure de Ricci

nulle.
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