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\S 1. Introduction.

Soit $f(z)$ une fonction alg\’ebroIde transcendante \‘a $n(\geqq 2)$ branches dans
le plan $|z|<\infty$ d\’efinie par une \’equation irr\’eductible

\langle 1) $F(z, f)=A_{0}(z)f^{n}+A_{1}(z)f^{n- 1}+\cdots+A_{n}(z)=0$

o\‘u les $A_{0},$ $\cdots$ , $A_{n}$ sont des fonctions enti\‘eres sans z\’eros communs \‘a toutes au
moins un rapport entre lesquelles est transcendant.

Pour $n=2,3$ et 4, Niino et Ozawa $[3, 4]$ ont d\’emontr\’e le
THEOR\‘EME A. Quand $A_{0}(z)\equiv 1$ , s’il $y$ a $2n-1$ valeurs finies et distinctes

$a_{1},$ $\cdots$ , $a_{2n- 1}$ telles que

$\sum_{\iota=1}^{2n-1}\delta(a_{l}, f)>2n-2$ ,

alors,
i) il $y$ a $n-1$ valeurs excePtionnelles au sens de Picard dans $\{a_{i}\}_{i=1}^{2n-1}$ (soient

$a_{1},$ $a_{n-1}$);
ii) $\delta(a_{n}, f)=$ $=\delta(a_{2n- 1})>1-1/n$ ;
iii) s’il $y$ a une autre valeur exceptiOnnelle au sens de Nevanlinna $a_{2n}$ ,

alors $\delta(a_{zn}, f)\leqq 1-\delta(a_{n}, f)$ .
De plus, ils ont conjectur\’e que ce th\’eor\‘eme est peut-\^etre valable pour

tout $n(\geqq 2)$ entier.
D’autre part, il $y$ a longtemps Cartan [1] a conjectur\’e que s’il n’y a entre

les $A_{0},$ $\cdots$ , $A_{n}$ que $\lambda$ relations lin\’eaires, homog\‘enes ind\’ependantes \‘a coefficients
constants au plus $(\lambda<n)$ ,

$\sum_{a}\delta(a, f)\leqq n+\lambda+1$ .

Dans [8], on a d\’emontr\’e que si la conjecture de Cartan est vraie, celle
de Niino et Ozawa l’est aussi. C’est-\‘a-dire, on a prouv\’e le

TH\’EOR\‘EME B. Quand $\lambda=n-1$ , le Th\’eor\‘eme $A$ est vrai Pour tout $n(\geqq 2)$ .
En appliquant ce th\’eor\‘eme, on a d\’emontr\’e que la conjecture de Niino et

Ozawa est positive pour $n=5$ et 6, et donn\’e quelques g\’en\’eralisations pour
$n=2,3$ et 4 ([7, 8]).
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Dans ce m\’emoire, on d\’emontre que, dans le Th\’eor\‘eme $B$, l’hypoth\‘ese
$\lambda=n-1$ peut \^etre enlev\’ee pour tout $n$ sans restriction que $A_{0}(z)\equiv 1$ . C’est-
\‘a-dire, on donne le

TH\’EOR\‘EME C. S’il $y$ a $2n$ valeurs distinctes $a_{1},$ $\cdots$ , $a_{2n}$ telles que

$\sum_{i=1}^{2n}\delta(a_{i}, f)>2n-1$

alors
1) les valeurs $a_{1},$ $\cdots$ , $a_{2n}$ se repartissent en deux classes jouissant les pro-

prze t\’es suivantes:
a) chaque classe contient $n$ valeurs (soient $\{a_{1},$ $\cdots$ , $a_{n}\}$ et $\{a_{n+1},$ $\cdots$ , $a_{2n}\}$ );
b) tous les rapports entre $\{F(z, a_{i})\}_{i=1}^{n}$ et cels entre $\{F(z, a_{i})\}_{i=n+1}^{2n}$ sont des

constantes;
c) $|T(r, f)-T(r, F(z, a_{1})/F(z, a_{n+1}))/n|<0(1)j$

2) soit $X$ un ensemble de valeurs diff\’erentes de $a_{1},$
$\cdots$ , $a_{2n}$ telles qu’aucun

des rapports entre les \’el\’ements dans $\{F(z, a);a\in X\}$ n’est constante, alors
$\sum_{a\in X}\delta(a, f)<1/n$ .

Ce th\’eor\‘eme contient une r\’eponse positive pour la conjecture de Niino
et Ozawa.

D’abord, on consid\‘ere sur le cas du syst\‘eme et puis applique au cas
d’alg\’ebroide.

On utilise les symboles usuels de la th\’eorie de Nevanlinna-Selberg libre-
ment ([2], [5]).

\S 2. Pr\’eliminaires.

Soit $f=$ $(f_{0}, f_{1}, \cdots , f_{n})$ un syst\‘eme transcendant dans le plan $|z|<\infty$ ; c’est-
\‘a-dire, les fonctions $f_{0},$ $\cdots$ , $f_{n}$ sont enti\‘eres sans z\’eros communs \‘a toutes et

$\varliminf\frac{T(r,f)}{\log r}=\infty$

o\‘u $T(r, f)$ est la fonction caract\’eristique d\’efinie par Cartan ([1]).

Soit
$F=a_{0}f_{0}+a_{1}f_{1}+\cdots+a_{n}f_{n}$ $(\not\equiv 0)$

une combinaison lin\’eaire de $f_{0},$ $\cdots$ , $f_{n}$ , homog\‘ene \‘a coefficients constants. On
dit que la combinaison $F$ est

1) lacunaire si elle n’admet pas de z\’ero dans $|z|<\infty$ ;
2) exceptionnelle au sens de Picard si elle n’admet qu’un nombre fini de

z\’eros dans $|z|<\infty$ ;
3) exceptionnelle au sens de Nevanlinna si
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$\delta(F)=1-\lim_{r}\underline{\sup}\frac{r,0,F)}{(r,f)}\underline{N}(T>0$ .

On note que $1$) $\rightarrow 2$) $\rightarrow 3$) et $0\leqq\delta(F)\leqq 1$ .
On donne ici quelques lemmes qui seront utilis\’es apr\‘es.
LEMME 1. Soient A une $(n+1, n+1)$ -matrice r\’eguli\‘ere \‘a \’el\’ements constants

et $(F_{0}, F_{n})^{t}=A(f_{0}, \cdots , f_{n})^{t}$ , alors

$|T(r, f)-T(r, F)|<O(1)$

o\‘u $F=(F_{0}, F_{n})$ ([1], p. 8).

LEMME 2. Pour $i\neq j,$ $f_{j}\not\equiv 0$ ,

$T(r, f_{i}/f_{j})-O(1)<T(r, f)$

([1], p. 10).

LEMME 3. Soient $F_{1},$ $F_{q}q$ combinaisons liniaires des fonctions $f_{0},$ $\cdots$ , $f_{n}$ ,
homog\‘enes \‘a coefficients constants et lin\’eairement ind\’ependantes $n+1$ \‘a $n+1$

$et$

$v(z)=\max\log|F_{\beta_{1}}\cdots F_{\beta_{q- n- 1}}|(\beta_{1}\ldots..\beta_{q- n- 1)}$

o\‘u $n+1<q$ et $\beta_{1},$ $\beta_{2},$ $\beta_{q- n- 1}$ sont $q-n-1$ entiers distincts pris d’une fagon
quelconque parmis les $q$ premiers entiers. Alors, on a

$(q-n-1)T(r, f)<\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}v(re^{i\theta})d\theta+O(1)$

([1], Corollaire 2).

LEMME 4. Soit $X=\{F\}$ un ensemble de combinaisons lin\’eaires des fonc-
tions $f_{0},$ $\cdots$ , $f_{n}$ , homog\‘enes \‘a coefficients constants et lin\’eairement ind\’ependantes
$n+1$ \‘a $n+1$ . S’il $n’ y$ a pas de relations lin\’eaires homog\‘enes entre les fonctions
$f_{0},$ $\cdots$ , $f_{n}$ , alors on a

$\sum_{F\subset X}\delta(F)\leqq n+1$

([1], p. 20).

LEMME 5. Quand il $y$ a $n-1$ relations lin\’eaires homog\‘enes ind\’ependantes
\‘a coeJfcients constants entre les fonctions $f_{0},$ $f_{n}$ , s’il $y$ a un ensemble $X=$

$\{F_{i}\}_{i=1}^{N}$ de combinaisons lin\’eaires des fonctions $f_{0},$ $f_{n}$ , homog\‘enes \‘a coefficients
constants et lin\’eairement ind\’ependantes $n+1$ \‘a $n+1$ telles que

$\delta(F_{i})>0$ $(i=1, N)$
$et$

$\sum_{t=1}^{N}\delta(F_{i})>2n-1$

o\‘u $ 2n\leqq N\leqq\infty$ , alors
1) il $y$ $a$ au moins deux syst\‘emes de $n$ combinaisons dans $X$ (soient

$\{F_{i_{1}}, F_{in}\},$ $1\leqq i\leqq p,$ $p\geqq 2$) tels que les $F_{i_{1}},$ $F_{in}$ sont proportionnelles aus
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unes aux autres, par cons\’equent

$\delta(F_{i_{1}})=\cdots=\delta(F_{in})$ $(i=1, \cdots, p)$ ;

2) soit $X^{r}$ un ensemble des combinaisons dans $X-\bigcup_{\neq}^{p}\{F_{i_{j}}\}_{i=1}^{n}$ telles qu’aucun

des rapports des elements dans $X^{\prime}$ n’est censtante, alors

$b1s\delta(F_{\dot{l}1})+\sum_{z\in z’}\delta(F_{i})\leqq 2$ .
Ce lemme est une am\’elioration du Th\’eor\‘eme 1 dans $t8$] et on peut le

$d\xi montrer$ comme dans sa d\’emonstration. $C’ est\rightarrow\grave{a}$-dire, le Th\’eor\‘eme 1 et sa
d\’emonstration ([8]) sont valables sans restriction qu’il $y$ a une combinaison
$F$ dans $X$ telIe que $\aleph F$) $=1$ .

\S 3. Quelques d’autres lemmes.

Pour d\’emontrer le Th\’eor\‘eme $C$ cit\’e dans l’introduction, on pr\’epare $quel\leftrightarrow$

ques lemmes encore.
LEMME 6. Soient $f=(f_{0}, \cdots, f_{n})$ un syst\‘eme transcendant dans ] $ z|<\infty$ ,

$F_{\iota},$ $\cdots$ , $F_{2n}2n$ combinaisons lin\’eaires des fonctions $f_{\alpha}\cdots,$ $f_{n}$ , homog\‘enes \‘a co-
efficients constants et lin\’eairement ind\’ependantes $n+1$ \‘a $n+1$ telles que

(2) $\sum_{=1}^{2n}\delta(F_{i})>2n-1$

et $\lambda$ le nombre maximum de relations lin\’eaires, homog\‘enes ind\’ependantes \‘a co-
efficients constants entre les fonctions $f_{0},$ $f_{n}$ . Alors,

$\lambda>n-\sqrt{n+2}$ .
DEMONSTRATION. On peut supposer que $\lambda<n-1$ et

$\delta(F_{1})\geqq\delta(F_{2})\geqq\cdots\geqq\delta(F_{2n})$ .
Alors, en a de (2)

(3) $\delta(F_{1})\geqq\delta(F_{1})\geqq$ $\geqq\delta(F_{n})>n/(n+1)$ .
Parce que $F_{1},$ $\cdots$ , $F_{n*1}$ sont $1ine^{\prime}airement$ ind\’ependantes $n+1$ \‘a $n+1$, le

nombre maximum de relations lin\’eaires, homog\‘enes ind\’ependantes \‘a co-
efficients constants entre $F_{1},$ $\cdots$ , $F_{n*1}$ est aussi $\lambda$ . Par $conse^{\prime}quent$ , il $y$ a
$ n+1-\lambda$ combinaisons dans $\{F_{1}, \cdots , F_{n*1}\}$ (soient $g_{0},$ $\cdots,$ $g_{n-\lambda}$) telles que

$\# g,,$ $g_{1},$ $\cdots,$
$g_{n-\lambda}\Downarrow\not\equiv 0$

et
$\Downarrow g_{0}.g_{\iota},$ $\cdots$ , $g_{l-\lambda},$ $F_{i}\#\equiv 0$ $(i=1,2. \cdots , 2n)$ ,

o\‘u $\beta g_{0},$
$\cdots,$

$ g_{n-\lambda}\$ $ signifie Ze wronskian de $g_{0},$ $\cdots$ , $g_{n-\lambda}$ et ainsi de suite. On
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peut prendre

$\delta(g_{0})=\min_{0\xi i\leq n-\lambda}\delta(g_{i})$

Repre’sentons $F_{1},$ $F_{2n}$ par $g_{0},$ $\cdots$ , $g_{n-\lambda}$ et soit $k$ le nombre des combinai-
sons dans $\{F_{i}\}_{i=1}^{2n}-\{g_{0}, \cdots , g_{n-\lambda}\}$ dont le coefficient de $g_{0}$ est nul. D’apr\‘es
l’hypoth\‘ese, on a $ 0\leqq k\leqq\lambda$ . Soient $\{H_{j}\}_{j=1}^{k}$ telles combinaisons. Pour $j=1$ ,

$k$ , il $y$ a au moins un des coefficients des $g_{1},$ $\cdots$ , $g_{n-\lambda}$ qui n’est pas nul.
Soit le coefficient de $g_{i(j)}$ diff\’erent de z\’ero $(1 \leqq i(j)\leqq n-\lambda, j=1, k)$ .

En modifiant la d\’emonstration du Th\’eor\‘eme 2 dans [6] et utilisant les
Lemmes 2 et 3 comme dans la d\’emonstration du th\’eor\‘eme fondamental de
Cartan ([1], p. $12-p$ . $15$), on a

$(2n-n-k-1)T(r, f)<\sum_{i=1}^{2n}N(r, 0, F_{i})+\lambda\sum_{i=1}^{n-\lambda}N(r, 0, g_{i})$

$-\sum_{j=1}^{k}N(r, 0, g_{i(j)})+o(T(r, f))$

sauf peut-\^etre dans un ensemble de $r$ de mesure lin\’eaire finie. Par con-
s\’equent, on a

$\sum_{i=1}^{2n}\delta(F_{i})+\lambda\sum_{\ell=1}^{n-\lambda}\delta(g_{i})-\sum_{j=1}^{k}\delta(g_{i(j)})\leqq n+k+1+\lambda(n-\lambda)-k$

$=n+1+\lambda(n-\lambda)$ .
En utilisant (2) et (3), on a

$2n-1+\frac{n\lambda(n-\lambda-1)}{n+1}<n+1+\lambda(n-\lambda)$ ,

c’est-a-dire,
$\lambda^{2}-2n\lambda+n^{2}-n-2<0$ .

En $conse^{\prime}quence$ , on a
$\lambda>n-\sqrt{n+2}$ .

LEMME 7. Soient $f,$ $F_{1},$ $\cdots$ $F_{2n}$ et $\lambda$ comme dans le Lemme 6. Alors, $si$

$\lambda\geqq n-2$, on a $\lambda=n-1$ .
DEMONSTRATION. Supposons que $\lambda=n-2$ . Alors, il $y$ a trois combinai-

sons dans $\{F_{i}\}_{i=1}^{2n}$ (soient $F_{1},$ $F_{2},$ $F_{3}$) telles que

$||F_{1},$ $F_{2},$ $F_{3}\Vert\not\equiv 0$

et toutes les autres combinaisons peuvent \^etre repr\’esent\’ees par $F_{1},$ $F_{2}$ , et $F_{\$}$ :

$F_{j}=\alpha_{1j}F_{1}+\alpha_{2j}F_{2}+\alpha_{3j}F_{3}$ $(j=4, 2n)$ .
Du Lemme 4 et de (2), au moins un des $\alpha_{1j},$ $\alpha_{2j},$ $\alpha_{3j}$ est z\’ero pour tout j.

$L’ hypoth\grave{e}se\lambda=n-2$ entraine qu’au moins $n-1$ coefficients entre $\{\alpha_{1j}\}_{j=4}^{2n}$

( $resp_{\iota}\{\alpha_{2j}\}_{f-\prec}^{2n}$ , resp. $\{\alpha_{3j}\}_{j=4}^{2n}$) ne sont pas nuls. Par cons\’equent, il $y$ a au
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moins une combinaison (soit $F_{p}$) telle que $\alpha_{1p}\neq 0,$ $\alpha_{2p}\neq 0$ et au moins une
combinaison (soit $F_{s}$) telle que $\alpha_{2S}\neq 0,$ $\alpha_{3S}\neq 0(4\leqq P\leqq 2n, 4\leqq s\leqq 2n)$ . C’est-
\‘a-dire,

$F_{p}=\alpha_{1p}F_{1}+\alpha_{2p}F_{2}+0$ ,

$F_{s}=0+\alpha_{2S}F_{2}+\alpha_{3\$}F_{3}$ .
En \’eliminant $F_{2}$ , on a

$F_{p}=\alpha_{1p}F_{1}+\frac{\alpha_{2P}}{\alpha_{2s}}F_{s}-\frac{\alpha_{2p}\alpha_{3s}}{\alpha_{2l}}F_{3}$ .

Comme $\alpha_{1p}\neq 0,$ $\alpha_{2p}/\alpha_{2S}\neq 0,$ $\alpha_{2p}\alpha_{3S}/\alpha_{2S}\neq 0$ et $F_{1},$ $F_{s},$ $F_{3}$ sont lin\’eairement ind\’e-
pendantes, on a du Lemme 4

$\delta(F_{1})+\delta(F_{s})+\delta(F_{3})+\delta(F_{p})\leqq 3$ .
D’autre part, de (2) on a

$\delta(F_{1})+\delta(F_{s})+\delta(F_{3})+\delta(F_{p})>3$ ,

qui est absurde. Cela veut dire que

$\lambda\geqq n-1$ .
Maintenant, le syst\‘eme $f$ est transcendant, par cons\’equent $\lambda\leqq n-1$ . Donc,

on a
$\lambda=n-1$ .

COROLLAIRE 1. Dans le Lemme 6, quand $2\leqq n\leqq 7,$ $\lambda=n-1$ .
En effet, du Lemme 6, on a $\lambda>n-3$ , de sorte que $\lambda\geqq n-2$ . Du Lemme

7, on a $\lambda=n-1$ .
LEMME 8. Soient $f,$ $F_{1},$ $F_{2n}$ et $\lambda$ comme dans le Lemme 6. Quand $n\geqq 4$,

si $\lambda\leqq n-3$, p0ur les $g_{0},$ $g_{n-\lambda}$ donn\’ees dans la d\’emonstration $du$ Lemme 6, $il$

existe $ n-\lambda$ combinaisons $G_{1},$ $G_{n\sim\lambda}$ dans $\{F_{i}\}_{l=1}^{2n}-\{g_{0}, g_{n-\lambda}\}$ dont le co-
efficient de $g_{0}$ n’est pas nul telles que

$(n-\lambda)\sum_{i=1}^{n-\lambda}\delta(g_{i})+\delta(g_{0})+\sum_{f=1}^{n-\lambda}\delta(G_{i})\leqq(n-\lambda)(n+1-\lambda)$ .

D\’EMONSTRATION. Repre’sentons $\{F_{i}\}_{i=1}^{2n}$ par $g_{0},$ $g_{n-\lambda}$ . Alors, il $y$ a au
plus $\lambda$ combinaisons dans $\{F_{t}\}_{i=1}^{2n}-\{g_{0}, g_{n-\lambda}\}$ dont le coefficient de $g_{0}$ est
\’egal \‘a z\’ero. Cela veut dire qu’il $y$ a au moins $n-1$ combinaisons dans
$\{F_{i}\}_{l\Rightarrow 1}^{2n}-\{g_{0}, g_{n-\lambda}\}$ dont le coefficient de $g_{0}$ est diff\’erent de z\’ero. L’in\’egalit\’e
$\lambda\leqq n-3$ signifie qu’il $y$ a au moins $\lambda+1$ combinaisons dans $\{F_{i}\}_{i=1}^{2n}-\{g_{0},$ $\cdots$

$g_{n-\lambda}\}$ (soient $G_{1}^{\prime},$ $G_{\lambda+1}^{\prime}$) dont le coefficient de $g_{0}$ n’est pas \’egal \‘a z\’ero.

Du Lemme 6, $\lambda>n-\sqrt{n+2}$ ; par cons\’equent $\lambda>(n-1)/2$ . Cela veut dire
que $\lambda+1>n-\lambda$ .

Or, choisissons de $G_{1}^{\prime},$ $\cdots$ , $ G_{\lambda+1}^{\prime}n-\lambda$ combinaisons (soient $G_{1},$ $G_{n-\lambda}$) telles



164 N. $T\infty A$

que pour tout $i$ $(=1. *\cdot , n-\lambda)$ au moins un coefficient de $g_{\iota}$ n’est r\S \’egal \‘a
z\’ero:

(4) $G_{j}=\sum_{i=0}^{n-\lambda}\beta_{if}g_{i}$ $(j=1, \cdots\prime n-\lambda)$ ,

o\‘u $\beta_{0j}\neq 0(j=1, n-\lambda)$ et pour tout $i(=1, n-\lambda)$ il $y$ a au moins un
$j(i)$ tel que $\beta_{ij(\ell)}\neq 0$ .

De (4), on a
(5) $-\sum_{i=1}^{n-\lambda}\frac{\beta_{ij}}{\beta_{0f}}g_{i}+\frac{1}{\beta_{0j}}G_{j}=g_{1}$ $(j=1, ’ n-\lambda)$ .

De (5), on a pour $i$ tel que $\beta_{ij}\neq 0$,

(6) $g_{i}=-\beta_{0\oint}g_{0}\Delta_{ij}/\beta_{ij}\Delta_{i}$

o\‘u
$\Delta_{i}=\Vert g_{1},$ $g_{n-\lambda},$ $G_{f}||/g_{1}\cdots g_{n-\lambda}G_{i}$ ,

$\Delta_{ij}=\frac{\Vert g_{1},\cdots g_{i- 1},g_{0},g_{i+1},..\cdot.\cdot\cdot,g_{n-\lambda},G_{i}\Vert}{g_{1}’\cdots g_{i\sim 1}g_{0}g_{i+1}g_{n-\lambda}G_{j}}$ .
Dans (5), il $y$ a au moins un $\beta_{ij(i)}\neq 0$ pour tout $i$, par cons\’equent

$\{g_{1}, g_{n-\lambda}\}\subset\{g_{i} ; \beta_{ij}\neq 0,1\leqq i, j\leqq n-\lambda\}$ .
En cons\’equence, on a

$\max_{0\leqq i\leqq n-\lambda}$
log $|g_{i}|\leqq\log|g_{0}|+\sum_{\rho_{ij}\neq 0}\log^{+}|\Delta_{lj}|$

$+\sum_{j=1}^{n-\lambda}\log^{+}|\frac{1}{\Delta_{j}}|+O(1)$ .

De cela, en utilisant la d\’efinition de $T(r, f)$ , les Lemmes 1 et 2 on a comme
d’habitude

$T(r, f)\leqq N(r, 0, g_{0})+\sum_{J=1}^{n-\lambda}N(r, 0, G_{j})+(n-\lambda)\sum_{i=1}^{n-\lambda}N(r, 0, g_{i})+o(T(r, f))$

sauf peut-\^etre dans un ensemble de $r$ de mesure lin\’eaire finie. Donc, on a
par d\’efinition de $\delta(F)$

$(n-\lambda)\sum_{i=1}^{n-\lambda}\delta(g_{i})+\delta(g_{0})+\sum_{r=1}^{n-\lambda}\delta(G_{i})\leqq(n-\lambda)(n+1-\lambda)$ .

LEMME 9. Soient $f,$ $F_{1},$ $\cdots$ , $ F_{2n}et\lambda$ comme dans le Lemme 6. Alors, on a

$\lambda=n-1$ .
DEMONSTRATION. Quand $2\leqq n\leqq 7$. on a d\’e i\‘a d\’emontr\’e que $\lambda=n-1$ dans

le Corollaire 1. Donc, on d\’emontre ce lemme quand $n\geqq 8$ .
On peut supposer que
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$\delta(F_{1})\geqq\delta(F_{2})\geqq\cdots\geqq\delta(F_{2n})$ .
Supposons que $\lambda\leqq n-3$. Soient $g_{0},$ $\cdots$ , $g_{n-\lambda}$ les combinaisons d\’efinies dans $la$

\’emonstration du Lemme 6; $c’ est$ -\‘a-dire,
$||g_{\epsilon},$

$\cdots,$
$g_{n-\lambda}||\not\equiv 0$ ,

$\Vert g_{0},$
$\cdots,$ $g_{n\sim\lambda},$ $F_{i}\Vert\equiv 0$ $(i=1, 2n)$ ,

$\{g_{0}, g_{n-\lambda}\}\subset\{F_{1}, F_{n+1}\}$

et
$\delta(g_{0})=\min_{0\leq t\leqq n-\lambda}\delta(g_{1})$ .

De plus, on peut prendre $F_{1}\in\{g_{0}, \cdots, g_{n-\lambda}\}:g_{1}=F_{1}$ .
Du Lemme 7, on a $\sqrt{n+2}>n-\lambda$ , par cons\’equcnt

$(n-\lambda)^{2}+1+n-\lambda\leqq 2n+2-\lambda\leqq 2n-2$ .
Or, dans $\{F_{\dot{t}}\}_{i=n+2}^{2n}-\{G_{f}\}_{j=1}^{n-\lambda}$ , il $y$ a au moins $\lambda-1$ combinaisons, o\‘u $G_{f}$

$(\langle j=1, n-\lambda)$ sont les combinaisons donn\’ees dans le Lemme 8. De plus,

$2n+2-\lambda=2+(n+1-\lambda)+(n-\lambda)+(\lambda-1)$ .
Donc, en utilisant le Lemme 8 on a

$\sum_{j=2n-(n-\lambda)(n+1-\lambda)}^{2n}\delta(F_{j})\leqq(n-\lambda)\sum_{i=1}^{n-\lambda}\delta(g_{i})+\delta(g_{0})$

$+\sum_{i=1}^{n-\lambda}\delta\langle G_{i})\leqq(n-\lambda)(n+1-\lambda)$ .
D’autre part, on a de (2)

$(n-\lambda)(n+1-\lambda)<$ $\sum_{}^{2n}$ $\delta(F_{j})$ ,

’qui est absurde. Cela veut dire que

$\lambda\geqq n-2$ ,

$tde$ sorte que gr\^ace au Lemme 7, on a
$\lambda=n-1$ .

THEOR\‘EME $C^{\prime}$ . Soient $f=$ $(f_{0}, \cdots , f_{n})$ un syst\‘eme transcendant dans $|z|<\infty$ ,
$I_{1},$

$\cdots,$ $F_{2n}2n$ combinaisons lin\’eaires des fonctions $f_{0},$ $f_{n}$ , homog\‘enes \‘a co-
$\prime \mathfrak{l}efficients$ constants et lin\’eairement ind\’ependantes $n+1$ \‘a $n+1$ telles que

$\sum_{i=1}^{2n}\delta(F_{i})>2n-1$ ,

alors
1’) les combinaisons $F_{1},$ $F_{2n}$ se repartissent en deux classes jouissant

les propri\’et\’es suivantes:
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$a^{\prime})$ chaque classe contient $n$ combinaisons (soient $\{F_{1}, \cdots, F_{n}\}$ et $\{F_{n+1’}$

$F_{2n}\})$ ;
$b^{\prime})$ les $combina\iota sons$ d’une m\^eme classe sont proporttonnelles;
$c^{\prime})$ $|T(r, f)-T(r, F_{1}/F_{n+1})|<O(1)$ ;
2’) soit $X$ un ensemble de combinaisons des $f_{0},$ $\cdots$ , $f_{n}$ , lin\’eaires, homog\‘enes

\‘a coefficients constants et diff\’erentes de $F_{1},$
$’\cdot\cdot,$

$F_{2n}$ telles qu’aucun des rapp0rts
n’est constante et les combinaisons dans $X\cup\{F_{i}\}_{i=1}^{2n}$ sont lin\’eairement ind\’elen-
dantes $n+1$ \‘a $n+1$ , alors

$\sum_{F\in X}\delta(F)<1/n$ .

D\’EMONSTRATION. Gr\^ace au Lemme 9, l’hypoth\‘ese entraine qu’il $y$ a $n-1$

relations lin\’eaires, homog\‘enes ind\’ependantes \‘a coefficients constants entre
les fonctions $f_{0},$ $\cdots$ , $f_{n}$ . Par cons\’equent, on a, en appliquant le Lemme 5
pour $N=2n,$ $a^{\prime}$ ) et $b^{\prime}$ ) de 1’) tout de suite. Puis, soit $F=(F_{1}, F_{n+1})$ , alora
du Lemme 1

$|T(r, f)-T(r, F)|<O(1)$ .
D’autre part, on a de la d\’ePnition de $T(r, f)$ et utilisant que $F_{1},$ $F_{n_{t}}$

sont proportionnelles

$|T(r, F)-T(r, F_{1}/F_{n+1})|<O(1)$ ,

de sorte que l’on a $c^{\prime}$ ).

On d\’emontre $2^{\prime}$ ). En appliquant 2) du Lemme 5, on a

$\sum_{F\in X}\delta(F)+\delta(F_{1})+\delta(F_{n+1})\leqq 2$ .

De plus, de 1’) et l’hypoth\‘ese, on a

$\delta(F_{1})+\delta(F_{n+1})>2-1/n$ .
Par cons\’equent, on a

$\sum_{F\in X}\delta(F)<1/n$ .

COROLLAIRE 2. Dans le Th\’eor\‘eme $C^{\prime}$ , s’il $y$ a une combinaison lacunaire
(resp. exceptionnelle au sens de Picard) dans $\{F_{i}\}_{i=1}^{2n}$ , il $y$ a $ncombinaisonS^{j}$

lacunaires (resp. exceptionnelles au sens de Picard).

\S 4. D\’emonstration du Th\’eor\‘eme C.

En appliquant le Th\’eor\‘eme $C^{\prime}$ aux fonctions alg\’ebroides, on peut prouver
le Th\’eor\‘eme C.

LEMME 10. Soit $f$ une fonction alg\’ebroide d\’efinie par (1). Alors, on a
$|T(r, f)-T(r, A)/n|<O(1)$

o\‘u $A=(A_{0}, \cdots, A_{n})([9])$ .
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D\’EMONSTRATION DU THEOR\‘EME C. Soient

$F(z, a_{i})=F_{i}$ $(i=1, --, 2n)$

et
$F(z, a)=F_{a}$ $(a\in X)$

o\‘u $F(z, \infty)\equiv A_{(\}}$. Alors, on a du Lemme 10

$\delta(a_{i}, f)=1-\lim_{r}\underline{\sup}\frac{N(r,a_{i})}{T(r,f)}$

$=1-\lim_{r}\underline{\sup}\frac{N(.r,0,F_{i})}{nT(r,f)}=\delta(F_{i})$ .
Donc,

$\sum_{i=1}^{2n}\delta(a_{i}, f)=\overline{\sum_{i=1}}\delta(F_{i})>2n-1$ .

Visiblement, $F_{i}(i=1, 2n)$ et $F_{a}(a\in X)$ sont lin\’eairement ind\’ependantes
$n+1$ \‘a $n+1$ . En cons\’equence, le Th\’eor\‘eme $C^{\prime}$ entraine le Th\’eor\‘eme C.

COROLLAIRE 3. Quand $N=2n$ , on peut enlever l’hypoth\‘ese $\lambda=n-1$ dans
le Th\’eor\‘eme B. En particulier, on a le Th\’eor\‘eme A p0ur tout $n$ entier $(\geqq 2)$ .
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