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Dans un travail paru en 1954, [3], $j’ ai$ montr\’e que le groupe des mouvements
d’un espace de Riemann $V_{n}$ \‘a groupe d’isotropie irr\’eductible, \‘a m\’etrique d\’efinie
et \‘a courbure variable peut avoir au plus $p^{2}$ param\‘elres, si $n=2p+1$ ou $n=2p$.

Ce r\’esultat est une cons\’equence du fait que le groupe de stabilit\’e d’un
point de $V_{n}$ peut avoir au plus $p^{2}$ param\‘etres et $j’ ai$ donn\’e une d\’emonstration
par recurrence de ce th\’eor\‘eme. Bien que le th\’eor\‘eme est vrai, la d\’emonstra-
tion s’appuyait sur la proprie’te’ suivante, qui n’est pas g\’en\’erale: si $a_{J^{\alpha}}^{i}(x^{j}\partial/\partial x^{t}$

$-x^{i}\partial/\partial x^{j})$ sont les transformations infinit\’esimales d’une base normale de
l’alg\‘ebre de Lie d’un groupe orthogonal $H$, alors la forme biquadratique
$\sum_{a}[a_{j\alpha}^{i}(x^{i}y^{j}-x^{j}y^{i})]^{2}$ n’est jamais proportionnelle \‘a la forme $\sum_{i,j}(x^{i}y^{f}-x^{j}y^{i})^{2}$ . Or

cette propri\’et\’e n’est pas satisfaite par le groupe en sept variables ayant la
structure de la forme unitaire du groupe exceptionnel $G_{2}$ , ou par le groupe
en huit variables qui fournit la repr\’esentation spinorielle de 0(7).

Toutefois, la d\’emonstration peut \^etre adapt\’ee \‘a une classe assez g\’en\’erale
de groupes orthogonaux, que j’appelle s\’eparables; ce sont les groupes qui
laissent invariant dans l’espace euclidien $E_{n}=$ $\{(x_{1}, \cdots , x_{n})\}$ un syst\‘eme de Pfaff
diff\’erent des syst\‘emes

$x_{1}dx_{1}+$ $+x_{n}dx_{n}=0$ ; $x_{i}dx_{j}-x_{j}dx_{i}=0$ .
Il faut seulement remarquer que cette propri\’et\’e des groupes s\’eparables est

h\’er\’editaire relativement au raisonnement par recurrence que $j’ ai$ suivi dans
[3].

Dans ce travail, nous allons reconstituer la d\’emonstration pour les groupes
s\’eparables. L’h\’er\’edit\’e est exprim\’ee par le theor\‘eme 4.

Le th\’eor\‘eme concernant le groupe des mouvements d’un espace de Riemann
reste valable, gr\^ace au theor\‘eme 7, qui montre que le groupe de stabilit\’e d’un
point de $V_{n}$ est s\’eparable, si $V_{n}$ est \‘a courbure variable.

Pour la dimension des groupes orthogonaux irr\’eductibles $H$ , M. Obata [2]
a donn\’e pour maximum le nombre $\dim O(n-3)+\dim O(3)$, si $n\geqq 14$ . De m\^eme,
M. Obata a montr\’e [1] qu’un espace de Riemann homog\‘ene $V_{8}$ , ayant pour
groupe d’isotropie la repr\’esentation spinorielle de $O(7)$, est localement euclidien.
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I. Un th\’eor\‘eme sur les espaces de Riemann s\’eparables

1. Formules fondamentales dans le calcul des congruences
Nous dirons qu’un espace de Riemann $V_{n}$ a \’et\’e rapport\’e \‘a un syst\‘eme de

congruences orthogonales, si on a d\’efini un syst\‘eme de $n$ formes de Pfaff
$ds^{1},$ $\cdots$ , $ds^{n}$ dans $V_{n}$ , telle que la me’trique $ds^{2}$ de $V_{n}s’\acute{e}crive$

(1) $ds^{2}=(ds^{1})^{2}+$ $+(ds^{n})^{2}$ .
Nous d\’esignerons par $w_{bc}^{a}$ les coefficients des covariants bilin\’eaires $\Delta s^{a}$ des

formes $ds^{a}$, donc on a

$\Delta s^{a}=\frac{1}{2}w_{bc}^{a}[ds^{b}ds^{c}]$ , $[ds^{b}ds^{c}]=ds^{b}\delta s^{c}-ds^{c}\delta s^{b}$ ,

$[ds^{b}ds^{c}]$ \’etant le produit ext\’erieur des formes $ds^{b},$ $ds^{c}$ . Nous d\’esignerons par
$\gamma_{bc}^{a}$ les coefficients de Ricci des formes $ds^{a}$, qui sont donn\’es par les formules

(1) $\gamma_{bc}^{a}=\frac{1}{2}(w_{bc}^{a}+w_{ca}^{b}+w_{ba}^{c})$

et on a
$w_{bc}^{a}=\gamma_{bc}^{a}-\gamma_{cb}^{a}$ , $\gamma_{bc}^{a}+\gamma_{ac}^{b}=0$ .

Nous dirons que l’espace $V_{n}$ est s\’eparable si en dehors de la structure
d’espace riemannien, on a d\’efini dans $V_{n}$ une seconde structure, d\’efinie par
un syst\‘eme de Pfaff. Dans ce cas, on peut choisir les formes $ds^{1},$ $\cdots$ , $ds^{n}$ telles
que ce syst\‘eme soit

(2) $ds^{h}=0$ $(h=1,2, \cdots, m<n)$ .
Les equations

(2) $ds^{\alpha}=0$ ($\alpha=m+1,$ $\cdots$ , n)

forment le syst\‘eme complementaire du syst\‘eme (1).

Nous allons \’etudier le groupe des transformations en lui-m\^eme de $V_{n}$ con-
servant la m\’etrique $ds^{2}$ et les syst\‘emes (2), $(2^{\prime})$ . Si

(3) $\overline{x}^{i}=\overline{x}^{i}(x^{1}, \cdots, x^{n})$ $(i=1, \cdots, n)$

est une telle transformation et si 1‘on d\’esigne par $d\overline{s}^{a}$ les formes de Pfaff
qu’on obtient en remplagant dans $ds^{a}$ les variables $x^{i}$ par $\overline{x}^{i}$ et les diff\’eren-
tielles $dx^{i}$ par $d\overline{x}^{i}$, on a des formules de la forme

(4) $d\overline{s}^{h}=c_{k}^{h}ds^{k}$ $(h, k=1, \cdots, m)$

(4) $d\overline{s}^{\alpha}=c_{\beta}^{ct}ds^{\beta}$ $(\alpha, \beta=m+1, \cdots, n)$

o\‘u $c_{\beta}^{a},$ $c_{k}^{h}$ sont des fonctions de $x^{i}$ v\’erifiant les conditions d’orthogonalit\’e

(5) $c_{k}^{h}c_{k}^{h^{\prime}}=\delta_{h}^{h},$ , $c_{\beta}^{\alpha}c_{\beta^{\prime}}^{a}=\delta_{a}^{a},$ .
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Les coefficients de Ricci $\gamma_{bc}^{a}(x)$ et $\overline{\gamma}_{bc}^{a}(\overline{x})=\gamma_{bc}^{a}(\overline{x})$ v\’erifient les relations en termes
finis [4, p. 241]

(6) $\overline{\gamma}_{hk}^{\alpha}c_{\iota}^{h}c_{r}^{k}-\gamma_{lr}^{\beta}c_{\beta}^{a}=0$

(6) $\overline{\gamma}_{\alpha\beta}^{h}c_{\lambda}^{a}c_{\mu}^{\beta}-\gamma_{\lambda\mu}^{k}c_{k}^{h}=0$ .
Les quantit\’es $(1^{\prime})$ et les quantites

(7) $v_{\hslash k}^{\alpha}=\frac{1}{2}(\gamma_{hk}^{\alpha}+\gamma_{kh}^{\alpha})$

(7) $v_{\alpha\beta}^{h}=\frac{1}{2}(\gamma_{\alpha\beta}^{h}+\gamma_{\beta\alpha}^{\hslash})$

subiront des transformations analogues,

(8) $\overline{w}_{\alpha}^{h}\rho c_{\lambda}^{\alpha}c_{\mu}^{\beta}-w_{\lambda\mu}^{k}c_{k}^{h}=0$

(9) $\overline{v}_{\alpha}^{h}\rho c_{\lambda}^{a}c_{\mu}^{\beta}-v_{\lambda\mu}^{k}c_{k}^{h}=0$

(10) $\overline{w}_{hk}^{a}c_{\iota}^{h}c_{r}^{k}-w_{lr}^{\beta}c_{\beta}^{\alpha}=0$

(11) $\overline{v}_{hk}^{\alpha}c_{\iota}^{h}c_{r}^{k}-v_{lr}^{\beta}c_{\beta}^{a}=0$ .
Les relations $w_{\alpha\beta}^{h}=0$ expriment que les syst\‘eme $ds^{h}=0$ est compl\‘etement

int\’egrable. Si nous avons de plus $v_{hk}^{a}=0,$ la m\’etrique

(12) $ds_{1}^{2}=(ds^{1})^{2}+$ $+(ds^{m})^{2}$

peut s’exprimer \‘a l’aide de $m$ variables et de leurs diff\’erentielles [Vranceanu,

4, $I$ , p. 257].

2. Nous allons d\’eterminer les espaces s\’eparables $V_{n}$ qui admettent un
groupe de transformations (3) ayant au moins $m(m-1)/2$ param\‘etres et telles
que les coefficients $c_{k}^{h},$ consideres comme fonctions de ces param\‘etres, ne satis-
fassent \‘a aucune identit\’e ind\’ependante des conditions d’orthogonalit\’es. Plus
pr\’ecis\’ement, si $a^{1},$ $\cdots$ , $a^{r}$ sont des param\‘etres essentiels du groupe, la matrice
fonctionnelle

(13) $(\frac{\partial c_{k}^{h}}{\partial a}\rho-)$

doit avoir le rang $m(m-1)/2$ .
Supposons qu’on a $n\geqq 6,$ $m>n/2$ et consid\’erons le tenseur du groupe (4),

donn\’e par

(14) $\gamma^{hk}=\gamma_{\lambda\mu}^{h}\gamma_{\lambda\mu}^{k}$

qui subit les substitutions

(15) $\overline{\gamma}^{hk}c_{\iota}^{h}c_{r}^{k}-\gamma^{lr}=0$ ;

ces \’equations ne donnent aucune identit\’e pour les fonctions $c_{k}^{h}(x, a)$ seulement
si la forme quadratique $\gamma^{hk}ds^{h}ds^{k}$ est proportionnelle \‘a (12), donc si on a
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$\langle 15^{\prime})$ $\gamma^{hk}=\sigma\delta_{k}^{h}$ .
Si $\sigma\neq 0$ ; en multipliant (6) avec $\gamma_{\lambda\mu}^{k}$ et en sommant, on obtient
$(15^{\prime\prime})$ $\sigma\epsilon_{k}^{h}=\gamma_{\lambda\mu}^{k}\overline{\gamma}_{\alpha\beta}^{h}c_{\lambda}^{\alpha}c_{\mu}^{\beta}$

et ces relations permettent de r\’esoudre les $c_{k}^{h}$ par rapport aux $c_{\beta}^{a}$ . Or parmi
les fonctions $c_{\beta}^{\alpha}(x, a)$ on a au plus $(n-m)(n-m-1)/2<m(m-1)/2$ fonctions
ind\’ependantes, donc le rang de la matrice (13) ne peut pas \^etre \’egal \‘a $m(m-1)/2$ .
Il en r\’esulte $\sigma=0$ et alors $\gamma^{hk}=0$ ; les \’equations $\gamma^{hh}=0$ , donnent

(16) $\gamma_{\lambda\mu}^{h}=0$, $w_{\lambda/I}^{h}=0$ , $v_{\lambda\mu}^{h}=0$ .
Consid\’erons maintenant le tenseur du quatri\‘eme ordre, sym\’etrique gauche

en $h,$ $k$ et $l,$ $r$

(17) $W_{hklr}=w_{hk}^{\alpha}w_{lr}^{\alpha}$ .
Un tel tenseur n’impose aucune identit\’e entre les fonctions $c_{k}^{h}(x, a)$, ind\’e-

pendante des conditions d’orthogonalit\’e, seulement si la forme quadratique

(18) $W_{hklr}p_{hk}p_{lr}$ ,

definie dans 1‘espace des tenseurs sym\’etriques gauches $p_{kh}=-p_{hk}$ est propor $\cdot$

tionnelle \‘a

(18) $\sum_{h,k}p_{hk}^{9}$ ,

car le groupe orthogonal admet une representation irr\’eductible dans 1‘espace
des tenseurs $p_{hk}$ . On a donc $W_{hklr}=0$ si les paires $(h, k),$ $(l, r)$ ont au moins un
\’el\’ement distinct et $ W_{hkhk}=-W_{hkkh}=\rho$ . Donc si 1‘on d\’esigne par $A$ la matrice

$A=(w_{hk}^{\alpha})$ $(h<k)$

\‘a $n-m$ colonnes et $m(m-1)/2$ lignes, on doit avoir, d’apr\‘es(17),
$A^{*}A=\rho E$ ,

$A^{*}$ \’etant la transpos\’ee de $A$ et $E$ la matrice unit\’e d’ordre $m(m-1)/2$ . Comme
on a rang $E=m(m-1)/2$ , si l’on suppose que $m>3$ , on a

rang $(A^{*}A)\leqq rangA\leqq n-m<m(m-1)/2$ ,

et il en r\’esulte $\rho=0$ . D’autre part, d’apr\‘es un th\’eor\‘eme de Sylvester, on a
pour deux matrices $A,$ $B$

rang $A+rangB-p\leqq rang$ (AB),

$p$ \’etant le nombre des colonnes de $A$ et le nombre des lignes de $B$ . Dans
notre cas, rang $A=rangA^{*}$ , rang $(AB)=0$ et $p=n-m$ et il en r\’esulte

rang $A\leqq\frac{n-m}{2}$ .

Donc le syst\‘eme
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$w_{hk}^{a}ds^{\alpha}=0$

contient au plus $(n-m)/2$ \’equations lin\’eairement $ir_{A}^{\backslash }d\acute{e}pendantes$ . Par une
substitution orthogonale des formes $ds^{a}$ , on peut choisir les formes $ds^{a}$ telles
que ces \’equations soient

$ds^{\alpha\prime}=0$ , ($\alpha^{\prime}=m+1,$ $\cdots$ $m+p$, $p\leqq\frac{n-m}{2}$),
$p$ \’etant le rang de la matrice $(w_{hk}^{\alpha})$ et on a alors $w_{hk}^{\rho}=0(\rho>m+p)$ .

Le m\^eme raisonnement, applique’ au tenseur
$W_{hklr}=w_{hk^{\prime}}^{a}w_{lr}^{\alpha\prime}$

montre qu’on a
rang $(w_{hk}^{\alpha\prime})\leqq\frac{p}{2}$ .

Or on a rang $(w_{hk}^{a\prime})=rang(w_{hk}^{a})=p$ , d’o\‘u $p=0$ , donc on a
(19) $w_{hk}^{\alpha}=0$

et le syst\‘eme $ds^{\alpha}=0$ est compl\‘etement inte’grable. On peut alors choisir des
coordonn\’ees $x^{1},$ $\cdots$ , $x^{n}$ dans $V_{n}$ telles qu’on ait

(19’) $ds^{a}=\lambda_{\beta}^{\alpha}dx^{\beta}$ ( $\alpha,$ $\beta=m+1,$ $\cdots$ , n)

et le troisi\‘eme groupe des formules (16) nous dit que la m\’etrique

(20) $ds_{2}^{2}=(ds^{m+1})^{2}+$ $+(ds^{n})^{2}$

ne d\’epends pas des variables $x^{1},$ $\cdots$ , $x^{m}$ .
Consid\’erons enfin le tenseur

$V_{hklr}=v_{hk}^{a}v_{lr}^{a}$

qui est sym\’etrique en $h,$ $k;l,$ $r$ et dans les paires $(h, k),$ $(l, r)$ . Un tel tenseur
n’impose aucune condition aux fonctions $c_{k}^{\hslash}(x, a)$ seulement si la forme quad-
ratique

$V_{hklr}q_{hk}q_{lr}$

d\’efinie dans 1‘espace des tenseurs symetriques $q_{hk}=q_{kh}$ , s’expriment lin\’eaire-
ment \‘a 1‘aide des formes

$\sum_{h,k}q_{hk}^{2}$ , $(\sum_{h}q_{hh})^{2}$ ,

car ce sont les seuls invariants orthogonaux du deuxi\‘eme $degre^{\prime}$ , qu’on peut
former avec les coefficients $q_{hk}$ d’une forme quadratique. On doit donc avoir
des formules de la forme

$V_{hklr}=\rho^{\prime}\delta_{\iota}^{h}\delta_{r}^{k}+\rho\delta_{k}^{h}\delta_{r}^{\iota}$ , $(h\leqq k, l\leqq r)$ .
Donc si 1‘on introduit la matrice $B=(v_{hk}^{a}),$ $(h\leqq k)$ \‘a $n-m$ colonnes et $m(m+1)/2$

lignes, on a
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$B^{*}B=\rho^{\prime}E_{1}+\rho M$ ,

o\‘u $E_{1}$ est la matrice unit\’e d’ordre $m(m+1)/2$ et $1\psi$ est donn\’e par
$m$ fois

$M=(\frac{\mathfrak{c}0}{o}S0^{-}0\dot{0}\dot{0}^{:}\dot{i}i1\cdot.\cdot.\cdot\cdot..\cdot.\cdot.\cdot...\cdot...\cdot\cdot..1$

$\dot{0}\cdot..\dot{0_{:}}0\cdot.\cdot..\cdot.\cdot.\cdot\cdot..\cdot\cdot.\cdot.\cdot..000\dot{0}\dot{0})$

en supposant que les premi\‘eres $m$ lignes de $(vh_{k})$ correspondent aux valeurs
$(1, 1)$, $(2, 2)$, $\cdots$ , $(m, m)$ donn\’ees aux indices $(h, k)$ .

Des relations
rang $(B^{*}B)\leqq rangB\leqq n-m<m(m-1)/2$ on d\’eduit $\rho^{\prime}=0$ et la formule de

Sylvester donne

rang $B\leqq\frac{rangM+n-m}{2}=\frac{n-m+1}{2}$ .

Soit alors $r\leqq(n-m+1)/2$ le rang de la matrice $B$ et supposons qu’on a
choisi les formes $ds^{\alpha}$ de mani\‘ere que le syst\‘eme

$v_{hk}^{\alpha}ds^{\alpha}=0$

soit \’equivalent au syst\‘eme
$ds^{a\prime}=0$ , $(\alpha^{\prime}=m+1, \cdots , m+r)$ .

On a alors $v_{hk}^{\rho}=0,$ $(\rho>m+r)$ .
Un raisonnement tout \‘a fait analogue au pr\’ec\’edent, applique’ au tenseur

$V_{hklr}=v_{hk^{\prime}}^{\alpha}v_{lr}^{a\prime}$

montre qu’on a rang $(v_{hk^{\prime}}^{a})=rang(v_{hk}^{a})\leqq\frac{r+1}{2}$ . Or on a rang $(vh_{k})=r$, donc
$r\leqq 1$ . Il en r\’esulte que les formes quadratiques

$\Omega^{\alpha}=v_{hk}^{\alpha}ds^{h}ds^{k}$

sont proportionnelles \‘a une m\^eme forme quadratique 2, qui doit \^etre elle-
m\^eme proportionnelle \‘a la m\’etrique (12). On a donc des formules de la forme

(21) $2v_{hk}^{\alpha}=\gamma_{hk}^{\alpha}+\gamma_{kh}^{a}=2\delta_{k}^{h}v^{\alpha}$ ,
$v^{\alpha}$ \’etant les composantes d’un vecteur du groupe $(4^{\prime})$ .

$D’ apr\grave{e}s$ le second groupe de formules (16), le syst\‘eme $ds^{h}=0$ est compl\‘ete-
ment int\’egrable, donc on peut choisir les variables $x^{1},$ $\cdots$ , $x^{m}$ telles qu’on ait,
simultan\’ement avec (19),

$ds^{h}=\lambda_{k}^{h}dx^{k}$, $(h, k=1, \cdots , m)$ .
Soit
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$ds_{1}^{2}=a_{hk}dx^{h}dx^{k}$ , $(a_{hk}=\lambda_{h}^{r}\lambda_{k}^{r})$

l’expression de la m\’etrique (12) dans ces variables.
On a les formules [4, $I$ , p. 270]

$\frac{\partial a_{hk}}{\partial x^{\alpha}}=2v_{rl}^{\beta}\lambda_{h}^{l}\lambda_{k}^{r}\lambda_{\alpha}^{\beta}$ ,

donc dans le cas (21),

$\frac{\Theta a_{hk}}{\partial x^{\alpha}}=2a_{hk}\lambda_{\alpha}^{\beta}v^{\beta}$

ou, en multipliant par $dx^{\alpha}$, et en d\’esignant par $\delta$ le symbole de diff\’erentiation
quand les $x^{h}$ restent constantes,

$\langle 21^{\prime})$ $\delta\log a_{hk}=2v^{l?}ds^{\theta}$ .
Par une transformation des formes $ds^{\alpha}$ , on peut r\’eduire le vecteur $v^{\alpha}$ \‘a la

forme $(0,0, \cdots , 0, v)$ . La fonction $v$ est alors un invariant, qui ne doit pas
d\’ependre des variables $x^{h}$ , car dans le cas contraire, $\partial v/\partial s^{h}$ seraient les com-
posantes d’un vecteur non nul du groupe (4), qui permeterait d’annuler quel-
ques unes des fonctions $c_{k}^{\hslash}$ . La m\’etrique (20) ne d\’ependant pas des variables
$x^{h}$ , on peut supposer que les formes $ds^{a}$ sont aussi ind\’ependantes de ces
variables. Dans ce cas, le deuxi\‘eme membre de l’\’equation (21) est la diff\’er-
entielle totale exacte d’une fonction $ 2\rho$ des variables $x^{\alpha}$ et en int\’egrant les
\’equations (21) on obtient

$a_{hk}=e^{2\beta}a_{hk}^{*}$ ,

$a_{\hslash R}^{*}$ ne d\’ependant que des variables $x^{h}$ . On a donc

\langle 22) $ds_{1}^{2}=e^{2\rho}d\sigma^{2}$ , $d\rho=vds^{n}$ ,

o\‘u $d\sigma^{2}=a_{hk}^{*}dx^{h}dx^{k}$ est une m\’etrique dans les variables $x^{h}$ .
Nous avons suppos\’e $n\geqq 6,$ $m>n/2$ . Conside’rons maintenant le cas $m=n/2$ .

Les r\’esultats pr\’ec\’edents restent vrais, si l’on suppose que le nombre des
fonctions $c_{\beta}^{\alpha}$ ind\’ependantes n’est pas \’egal \‘a $m(m-1)/2$ . Dans le cas o\‘u on a
$m(m-1)/2$ fonctions $c_{\beta}^{\alpha}$ ind\’ependantes, on peut avoir les formules (15) avec
$\sigma\neq 0$ . D’autre part, on a des formules analogues aux formules (19),

$w_{\alpha\beta}^{h}=0$ ,

si l’on suppose que $m>3$ . Donc dans ce cas,

(22) $v_{\alpha\beta}^{h}=\gamma_{\alpha\beta}^{h}=\gamma_{\beta\alpha}^{h}$ .
De m\^eme, on a des $fo$rmules analogues aux formules (21),

$(22^{\prime\gamma})$ $v_{\alpha\beta}^{h}=\delta_{\beta}^{\alpha}\gamma^{h}$ .
En composant les formules (15), (22), $(22^{\prime\prime})$ , on trouve $\sigma=0$ et on obtient

les formules $rh\beta=0$, donc on a les relations
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$\frac{\partial(ds_{1}^{2})}{\partial x^{\alpha}}=\frac{\partial(d}{\partial x}s_{2}^{2}\underline{)}h=0$

s’encadrant dans les r\’esultats concernant le cas $m>n/2\geqq 3$ .
Donc si $m>3$ et $m\geqq n/2$ , la m\’etrique $ds^{2}$ de $V_{n}$ est de la forme

(23) $ds^{2}=e^{2\rho}d\sigma^{2}+ds_{2}^{2}$ ,

o\‘u $d\sigma^{2}$ est une m\’etrique dans des variables $x^{h}$ et $\rho,$
$ds_{2}^{2}$ ne dependent que

des variables $x^{\alpha}$ .
Consid\’erons le tenseur de Ricci \‘a quatre indices des congruences $ds^{h},$ $ds^{\alpha}$,

(23) $\gamma_{bcd}^{a}=\frac{\partial\gamma_{bc}^{a}}{\partial s^{a}}-\frac{\gamma_{b}^{a}}{s}-+\gamma_{fc}^{a}\gamma_{ba}^{f}-r_{fa}^{a}r_{b}^{f_{c}}+\gamma_{bf}^{a}w_{cd}^{f}\underline{\partial}_{\partial^{c^{d}}}$ .

Si l’on suppose $a,$ $b,$ $c,$ $d\leqq m$ et si 1‘on utilise les formules d\’ej\‘a obtenues,
$\gamma_{\alpha\beta}^{h}=w_{hk}^{a}=0$ , $\gamma_{hk}^{\alpha}=v_{hk}^{\alpha}=v\delta_{k}^{h}\delta_{n}^{\alpha}$ ,

on trouve
$(23^{\prime/})$ $\gamma_{bcd}^{a}=\Gamma_{bcd}^{a}+v^{2}(\delta_{d}^{a}\delta_{c}^{b}-\delta_{c}^{a}\delta_{a}^{b})$ ,

$\Gamma_{bca}^{a}$ \’etant le tenseur de Ricci des congruences $ds^{h}$, o\‘u l’on a suppos\’e que les
$x^{\alpha}$ sont constantes. Pour que le tenseur $\gamma_{bca}^{a}$ n’impose aucune relation entre
les fonctions $c_{k}^{h}$ , outre les conditions d’orthogonalit\’e, il faut que le tenseur $\Gamma_{bcd}^{a}$

ait la m\^eme proprie’te’. Il en r\’esulte que la m\’etrique (22) doit \^etre \‘a courbure
constante, pour des valeurs fix\’ees des variables $x^{\alpha}$ . Donc la m\’etrique $d\sigma^{2}$ est
\‘a courbure constante.

Les transformations de l’espace $V_{n}$ , qui conservent la m\’etrique (23) et les
syst\‘emes $ds^{h}=0,$ $ds^{\alpha}=0$ , donc les syst\‘emes $dx^{h}=0,$ $dx^{\alpha}=0$ , sont de la forme

$\overline{x}^{h}=\overline{x}^{h}(x^{1}, \cdots, x^{m})$ ; $\overline{x}^{\alpha}=\overline{x}^{a}(x^{m+1}, \cdots, x^{n})$

les $\overline{x}^{h}$ subissant une transformation qui conserve la m\’etrique \‘a courbure
constante $d\sigma^{2}$ , ou qui multiplie cette metrique par une constante, si la cour-
bure est nulle.

En r\’esumant les r\’esultats obtenus, on peut enoncer ce th\’eor\‘eme:
TH\’EOR\‘EME 1. Soit $V_{n}$ un espace de Riemann s\’eparable, ayant un syst\‘eme

de Pfaff invariant, form\’e par $m$ \’equations $ds^{h}=0$ . Supposons que les transfor-
mations (4), correspondant aux transformations en lui-m\^eme de $V_{n}$ , sont telles
que la matrice (13) ait le rang $m(m-1)/2$ . Dans ce cas, si $m>3$ et $m\geqq n/2$ , la
metrique de $V_{n}$ est de la forme (23), o\‘u $d\sigma^{2}$ est une m\’etrique \‘a courbure constante
en $m$ variables $x^{1},$ $\cdots$ , $x^{m}$ et $\rho,$

$ds_{2}^{2}$ ne d\’ependent que des variables $x^{m+1},$ $\cdots$ , $x^{n}$.
R\’eciproquement, toute m\’etrique de la forme (23) poss\‘ede un groupe ayant la
propri\’et\’e que le rang de la matrice (13) soit \’egal \‘a $m(m-1)/2$ .

De m\^eme, on peut d\’eduire le

TH\’EOR\‘EME 2. Si $m>(n+1)/2,$ $n\geqq 6$ ou si $m=\frac{n+1}{2}$ et $n\neq 7,15$ et si le rang
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de la matrice (13) est plus petit que $m(m-1)/2$ , mais le rang de la matrice
$(\partial c_{k}^{h}/\partial a^{\rho}, \partial c_{\beta}^{a}/\partial a^{\rho})$ est plus grand que $(n-m\chi n-m-1)/2$, alors le groupe (4) pos-
s\‘ede au moins un invariant de l’un des types suivants:
$(23^{\prime\prime\prime})$ $\gamma^{hk}ds^{h}ds^{k}$ , $W_{hklr}ds^{h}ds^{l}\delta s^{k}\delta s^{r}$, $V_{hklr}ds^{h}ds^{k}\delta s^{\iota}\delta s^{r}$

$(\gamma^{hk}=\gamma^{kh}, W_{hklr}=-W_{khlr}=W_{lrhk}, V_{hklr}=V_{khlr}=V_{lrhk})$

qui ne soit pas de la forme, respectivement,

(24) $\rho\sum_{h=1}^{m}(ds^{h})^{2}$ , $\rho[\sum_{h=1}^{m}(ds^{h})^{2}\cdot\Sigma^{m}(\delta s^{k})^{2}-(\sum_{hk=1=1}^{m}ds^{h}\delta s^{h})^{2}]$ ,

$\rho\sum_{h=1}^{m}(ds^{h})^{2}\sum_{k\Rightarrow 1}^{m}(\delta s^{k})^{2}+\rho^{\prime}(\sum_{h\Rightarrow 1}^{m}ds^{h}\delta s^{h})^{2}$ ,

donc qui ne soit pas un invariant $du$ groupe orthogonal complet en $m$ variables
$ds^{1},$

$\cdots,$
$ds^{m}$.

En effet, les consid\’erations pr\’ec\’edentes nous montrent que si le rang de
la matrice (13) n’est pas \’egal \‘a $m(m-1)/2$ , et si les \’equations (16), (19), (21)
sont v\’erifi\’ees simultan\’ement, alors la m\’etrique $d\sigma^{2}$ de la formule (23) doit
avoir la courbure variable. Dans ce cas, on a une forme invariante donn\’ee
par le tenseur de courbure de la m\’etrique $d\sigma^{2}$ ,

$\Gamma_{klr}^{h}ds^{h}ds^{\iota}\delta s^{k}\delta s^{r}$ ,

qui ne se r\’eduit pas \‘a la deuxi\‘eme forme (24).

Si les conditions (16) ne sont pas v\’erifi\’ees, deux cas peuvent se pr\’esenter:
ou bien le tenseur $\gamma^{hk}$ n’est pas proportionnel \‘a $\delta_{k}^{\hslash}$, et alors le th\’eor\‘eme 2 est
verifi\’e; ou bien on a les relations (15‘) avec $\sigma\neq 0$ et les \’equations (15’) mon-
trent qu’on a au plus $(n-m)(n-m-1)/2$ fonctions $c_{k}^{h},$ $c_{\beta}^{\alpha}$ ind\’ependantes, ce qui
n’est pas compatible avec l’une des hypoth\‘eses du th\’eor\‘eme 2.

Si les conditions (19) ne sont pas v\’erifi\’ees, on a la forme quadratique (18)
qui n’est pas proportionnelle \‘a (18). De plus, si l’on pose $p_{hk}=ds^{h}\delta s^{k}-ds^{k}\delta s^{\hslash}$

et $\pi_{\alpha}=\frac{1}{2}w_{hk}^{\alpha}p_{hk}=w_{hk}^{a}ds^{h}\delta s^{k}$ , on obtient l’invariant

$\sum_{a=m+1}^{n}\pi_{a}^{2}$

qui ne se r\’eduit pas \‘a la deuxi\‘eme forme de la formule (24), car une relation
du type

$\sum_{n}(ds^{h})^{2}\cdot\sum_{\#}(\delta s^{k})^{2}=\rho^{\prime}\sum_{u}\pi_{\alpha}^{2}+(\sum_{n}ds^{h}\delta s^{h})^{2}$

est impossible si $n-m+1<m$ , donc si $m>(n+1)/2$, et est en contradiction
avec un th\’eor\‘eme classique de Hurwitz,*) si $m\neq 2,4$ ou 8 et $n=2m-1$ .

Enfin, si les relations (21) ne sont pas remplies, on a la forme suivante

$\sum_{a}v_{hk}^{\alpha}v_{lr}^{a}ds^{h}\delta s^{k}ds^{\iota}\delta s^{r}=\sum_{\alpha}(v_{hk}^{a}ds^{h}\delta s^{k})^{2}$

$*)$ Hurwitz, Nachr. Ges. $d$ . Wiss. G\"ottingen, 1898, 309-316 (ajout\’e \‘a la corecture).
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qui ne peut pas s’identifier avec la troisi\‘eme forme de (24) pour les m\^emes

raisons tir\’ees de la th\’eorie des formes quadratiques.
Le th\’eor\‘eme 2 est ainsi d\’emontr\’e.
Supposons maintenant que la m\’etrique (23) est \‘a courbure constante posi-

tive $K=1$ . En posant dans la formule $(23^{\prime/}),$ $a=c,$ $b=d$, on trouve que la
courbure de la m\’etrique (22) est \’egale \‘a $1+v^{2}$ , donc cette courbure est positive.
On peut supposer alors que la courbure de la m\’etrique $do^{2}$ est \’egale \‘a 1 et
alors la m\’etrique (23) aura la courbure $e^{-2\rho}$ ; on a donc

$e^{-2\rho}=1+v^{2}$ .
En posant alors $v=tg0$ , on obtient, en supposant $|\theta|<\pi/2$ ,

(25) $ v=tg\theta$ , $ e^{\rho}=\cos\theta$ ,

et la seconde formule (22) donne

(26) $ ds^{n}=-d\theta$ .
Nous avons observ\’e qu’on peut supposer que les formes $ds^{\alpha}$ ne d\’ependent

pas des variables $x^{h}$ ; dans ce cas nous avons $w_{h}^{a_{\beta}}=0$ . Comme on a aussi
$w_{\alpha n}^{h}=0$ et $w_{ha}^{n}=0$ la formule (1) montre que $\gamma_{a’ h}^{n}=0$ . La formule (23) donne
alors

$\gamma_{h\beta^{\prime}h}^{a\prime}=-\gamma_{\alpha’\beta\prime}^{n}\gamma_{hh}^{n}=-v\gamma_{\alpha\beta\prime}^{n,}$ $(\alpha^{\prime}, \beta^{\prime}=m+1, \cdots, n-1)$

et la m\’etrique (23) \’etant \‘a courbure constante $K=1$ , on doit avoir $\gamma_{h\beta^{\prime}h}^{a\prime}=\delta_{\beta}^{a\prime}$,

et il en r\’esulte

(27) $\gamma_{a’\beta}^{n},$ $=-\delta_{\beta}^{a\prime}$ ctg $\theta$ .
D’autre

$pa_{\alpha}rt$
, le syst\‘eme $ds^{\alpha;}=0$ est compl\‘etement int\’egrable, car on a

$w_{hk}^{\alpha\prime}=0,$ $w_{hn}^{a\prime}=\gamma_{hn}-\gamma_{nh}^{a!}=-\gamma_{\alpha\prime n}^{h}+r_{a\prime}^{n_{h}}=0$ .
On peut donc choisir les variables $x^{m+1},$ $\cdots$ , $x^{n-1}$ telles que

$ds^{\alpha\prime}=\lambda_{\beta^{\prime}}^{a},dx^{\beta^{\prime}}$ ,

et on aura
$ds_{2}^{2}=a_{\alpha’\beta^{\prime}}dx^{a;}dx^{\beta\prime}+d\theta^{2}$, $(a_{\alpha’\beta^{\prime}}=\lambda_{\alpha^{\prime}}^{\rho,}\lambda_{\beta}^{\rho\prime},)$ .

La formule

$\frac{\partial a_{\alpha^{\prime}\beta^{\prime}}}{\partial s^{n}}=-\frac{\partial a_{\alpha^{l}\beta^{l}}}{\partial\theta}=2v_{\lambda\mu\prime}^{n}\lambda_{a}^{\lambda^{\prime},}\lambda_{\beta}^{\mu\prime}$

et l’\’equation (27) montrent que

$\frac{\partial a_{a^{\prime}\beta^{\prime}}}{\partial\theta}=2$ ctg $\theta a_{a^{l}\beta^{\prime}}$ ,

donc on a

$a_{\alpha\beta},$
$=\sin^{2}\theta a_{\alpha’\beta}^{*},,$

$\frac{\partial a_{\alpha\beta\prime}^{*,}}{\partial\theta}=0$ .
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Un calcul simple, fonde sur la formule $(23^{\prime\prime})$ , montre que le tenseur de
Ricci des congruences $ds^{\alpha\prime}(0=const.)$ est donn\’e par

$\Gamma_{\beta’\delta^{\prime=\gamma^{\alpha\prime}\prime}}^{\alpha!}\gamma!\beta’\gamma\delta^{J}+(\delta_{\gamma}^{\alpha}l\delta_{\delta}^{\theta\prime}-\delta_{\delta}^{\alpha\prime}\delta_{\gamma}^{\rho’},)ctg^{2}\theta$

et il en r\’esulte que la m\’etrique
$\sum_{a^{\prime}}(ds^{\alpha;})^{2}$ est \‘a courbure constante, \’egale \‘a

$ 1+ctg^{2}\theta=1,/\sin^{2}\theta$ , donc la m\’etrique $a_{\alpha’\beta^{\prime}}^{*}dx^{\alpha^{\prime}}dx^{\beta^{\prime}}$ est \‘a courbure constante
$K-\rightarrow 1$ .

On a donc d\’emontr\’e le
TH\’EOR\‘EME 3. Si la m\’etrique (23) est \‘a courbure constante $K=1$ , on peut

\’ecrire cette m\’etrique sous la forme
(28) $\cos^{2}\theta d\sigma^{2}+\sin^{2}\theta dt^{2}+d\theta^{2}$ ,

o\‘u $d\sigma^{2},$ $dt^{2}$ sont des m\’etriques \‘a courbure constante $K=1$ dans les variables
$x^{1},$

$\cdots,$
$x^{m}$ ; $x^{m+1},$

$\cdots,$
$x^{n-1}$ .

Supposons que $V_{n}$ est la sph\‘ere de l’espace euclidien $E_{n+1}$ \‘a $n+1$ dimen-
sions, ayant le rayon 1. Consid\’erons la repr\’esentation de cette sph\‘ere donn\’ee
par les formules

(29) $ y^{p}=f^{p}(x^{1}, \cdots, x^{m})\cos\theta$ , $ y^{q}=f^{q}(x^{m+1}, \cdots, x^{n-1})\sin\theta$

$(p=1, \cdots , m+1 ; q=m+2, \cdots , n+1)$

o\‘u les \’equations param\’etriques

$u^{p}=f^{p}(x^{1}, \cdots, x^{m})$ , $\sum_{p}(f^{p})^{2}=1$

d\’efinissent la sph\‘ere unit\’e dans $E_{m+1}$ et

$u^{q}=f^{q}(x^{m+1}, \cdots, x^{n-1})$ , $\sum_{q}(f^{q})^{2}=1$

d\’efinissent la sph\‘ere unit\’e dans $E_{n-m}$ . Dans ce cas, la metrique de la sph\‘ere
$V_{n}$ regoit la forme (28).

R\’eciproquement, si on a \’ecrit la m\’etrique de la sph\‘ere unit\’e de $E_{n+1}$ sous
la forme (28), cette forme est \’equivalente \‘a la forme qu’on obtient de la
repr\’esentation param\’etrique (29), l’\’equivalence \’etant donn\’ee par un mouvement
de la sph\‘ere, donc par une rotation de $E_{n+1}$ autour de l‘origine. Il en r\’esulte
que les vari\’et\’es int\’egrales des syst\‘emes $ds^{h}=0,$ $ds^{\alpha}=0$ , dans le cas o\‘u $V_{n}$ est
la sph\‘ere de $E_{n+1}$ , sont les intersections de cette sph\‘ere avec des vari\’et\’es
lin\’eaires de $E_{n+1}$ . Dans ce cas, le groupe des mouvements de l’espace s\’eparable
$V_{n}$ est la restriction \‘a $V_{n}$ d’un groupe de rotations de $E_{n+1}$ , re’ductible sur le
corps r\’eel. On a le

TH\’EOR\‘EME 4. Si l’espace s\’eparable $V_{n}$ remplit les conditions $du$ th\’eor\‘eme 1
et si $V_{n}$ est la sph\‘ere unit\’e de $E_{n+1}$ , alors le groupe de $V_{n}$ est la restriction \‘a
$V_{n}$ d’un groupe orthogonal de $E_{n+1}$ , r\’eductible dans le domaine r\’eel.

Ce th\’eor\‘eme nous permettra de d\’emontrer, par un raisonnement par
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recurrence, qu’un groupe orthogonal irr\’eductible $H$ en $n+1$ variables, qui peut
\^etre groupe de stabilit\’e d’un point dans un espace de Riemann \‘a courbure
variable, satisfait \‘a $1’ in\acute{e}galit\acute{e}$

$\dim H\leqq p^{2}$ ,
si $n=2p-1$ ou $n=2p$ .

Nous utiliserons encore cette proposition, que nous supposerons connue:
Soient

$\overline{\chi}^{i}=\overline{x}^{i}(x^{1}, \cdots, x^{n};a^{1}, \cdots, a^{r})$ $(i=1, \cdots, n)$

les transformations d’un groupe $G_{r}$ \‘a $r$ param\‘etres dans un espace $V_{n}$ \‘a $n$

dimensions et soit $ds^{a}=\lambda_{i}^{a}(x)dx^{i}$ un syst\‘eme de $n$ formes de Pfaff ind\’ependantes
dans $V_{n}$ ; soient encore $d\overline{s}^{a}=\overline{\lambda}_{i}^{a}(\overline{x})d\overline{x}^{i}$ les formes transform\’ees des $ds^{a}$ par une
transformation $du$ groupe $G_{r}$ . On $a$

$d\overline{s}_{b}^{a}=c_{b}^{a}ds^{b}$ ,

$c_{b}^{a}$ \’etant des fonctions des $x^{i}$ et des param\‘etres $a^{s}du$ groupe $G_{r}$, donn\’ees par

$\lambda_{j}^{b}c_{b}^{a}=\overline{\lambda}_{i}^{a}\frac{\partial\overline{x}^{i}}{\partial x^{j}}$ .
Si le nombre des fonctions $c_{b}^{a}$ ind\’ependantes est $\sigma$ , on a

$r\leqq 0+n$ .

II. Les groupes orthogonaux s\’eparables

Nous dirons qu’un groupe orthogonal $H$ de l’espace euclidien $E_{n+1}$ est
s\’eparable si la restriction $H^{\prime}$ de ce groupe \‘a la sph\‘ere unit\’e $V_{n}$ poss\‘ede au
moins un syst\‘eme de Pfaff invariant, ayant $m$ \’equations $(1 \leqq m<n)$ .

Nous allons d\’emontrer le
TH\’EOR\‘EME 5. Un groupe orthogonal s\’eparable $H$ de $E_{n+1}$ , irr\’eductible dans

le domaine r\’eel, a la dimension major\’ee par $p^{2}$ , si $n=2p-1$ ou $n=2p$ .
Ce th\’eor\‘eme est banal pour le cas $n<6$ , o\‘u les groupes orthogonaux

irr\’eductibles dans le domaine r\’eel sont connus effectivement.
Nous allons supposer le th\’eor\‘eme d\’emontr\’e pour tous les nombres $p<P$

et nous le d\’emontrerons pour $p=P$.
Supposons que $n=2P-1$ et consid\’erons trois cas:
1) Le rang $m$ de tout syst\‘eme de Pfaff invari\’e par le groupe $H^{\prime}$ est plus

petit ou \’egal \‘a $(n-1)/2=P-1$ . Soient $m_{1},$ $m_{2},$ $\cdots,$ $m_{s},$ $m=n-m_{1}-$ $-m_{s}$ les
rangs des syst\‘emes de Pfaff invari\’es par $H^{\prime}$ . Le nombre maximum des fonc-
tions ind\’ependantes $c_{k}^{h},$ $c_{\beta}^{\alpha},$ $\cdots$ , apparaissant dans les transformations des formes
de Pfaff de ces syst\‘emes invari\’ees par $H^{\prime}$ , est egal \‘a

(29) $\varphi=\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{s}[m_{i}(m_{i}-1)]+\frac{1}{2}(n-\sum_{i=1}^{s}m_{i})(n-\sum_{i=J}^{s}m_{i}-1)$ .
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La fonction $\varphi$ est d\’efinie dans le domaine de l’espace num\’erique $R^{s}=\{(m_{1}, \cdots, m_{s})\}$

\‘a $s$ dimensions, donne par les ine’galite’s

(29’) $0\leqq m_{i}\leqq P-1$ , $\Sigma m_{i}\geqq P$ .
Le maximum de $\varphi$ n’est pas atteint dans l’int\’erieur de ce domaine, donc il
est atteint sur la fronti\‘ere; $\varphi$ \’etant sym\’etrique en $m_{i},$ $m$ , on peut supposer
$m=P-1$ et la fonction $\varphi$ devient

$\varphi^{\prime}=\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{s}m_{i}(m_{i}-1)+\underline{(P-1})(P-2)2$
’

o\‘u les $m_{i}$ sont assujetties aux conditions
$m_{i}\leqq P-1$ , $\Sigma m_{i}=P$ ;

le maximum de $\varphi^{\prime}$ s’obtient en supposant $s=2,$ $m_{1}=1,$ $m_{2}=P-1$ et on obtient
$\varphi\max=(P-1)(P-2)$ .

Il en resulte qu’on a
$\dim H^{\prime}\leqq(P-1)(P-2)+2P-1=P^{2}-P+1$ ,

donc $\dim H^{\prime}<P^{2}$ si $P>1$ et l’induction est assur\’ee.
2) Le groupe $H^{\prime}$ admet un syst\‘eme invariant \‘a $m=(n+1)/2=P$ \’equations

ind\’ependantes. Si $n>6,$ le groupe (4) ne peut contenir $m(m-1)/2$ fonctions
$c_{k}^{h}$ ind\’ependantes, car dans ce cas le th\’eor\‘eme 4 montre que $H$ est r\’eductible.
Donc l’une au moins des \’equations

(30) $\overline{\gamma}^{hk}c_{\iota}^{h}c_{r}^{k}=\gamma^{lr}$

(31) $\overline{\gamma}_{klr}^{h}c_{k^{\prime}}^{k}c_{\iota^{\prime}}^{\iota}c_{r}^{r^{\prime}}=\gamma_{kl^{\prime}r^{l}}^{h^{\prime}}c_{h}^{h}$

(32) $\overline{W}_{hklr}c_{h}^{h},c_{h^{\prime}}^{k}c_{\iota}^{\iota},c_{r}^{r,}=W_{h^{\prime}k^{\prime}l^{\prime}r^{\prime}}$

(33) $\overline{V}_{hklr}c_{h}^{h},c_{k}^{k},c_{l}^{l},c_{r}^{r}=V_{h^{\prime}k^{\prime}l^{\prime}r^{\prime}}$

impose au moins une relation entre les $c_{k}^{h}$, inde’pendante des conditions d’ortho-
gonalit\’e. Consid\’erons un des tenseurs $\gamma^{hk},$ $\gamma_{klr}^{h},$ $W_{hklr},$ $V_{hklr}$, qui donne une telle
relation et d\’esignons ce tenseur par $T_{i_{1}\cdots i_{S}}$ et d\’esignons par $T_{\iota_{1}^{\circ}\cdots\iota_{*}}$ la valeur de
ce tenseur en un point g\’en\’erique $Q$ de $V_{n}^{*)}$ . Consid\’erons les \’equations

(34) $\tau_{i_{1}^{\circ}\cdots i_{S}}s$

exprimant que la transformation

(34) $x^{\prime i}=a_{J^{X^{j}}}^{i}$

laisse invariant le tenseur $T_{i_{1}^{\circ}\cdots i_{\$}}$ . Consid\’erons le plus grand groupe orthogonal
en $m$ variables, laissant invariant le tenseur $T_{i_{1}^{\circ}\cdots i_{l}}$ . Par l’hypoth\‘ese, ce groupe

$*)$ Nous dirons qu’un point $Q$ de $V_{n}$ est g\’en\’erique si le groupe lin\’eaire d\’efini par
les \’equations $(34^{\prime}),$ (34) a la dimension maximum.
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n’est pas le groupe orthogonal complet $O(m)$ ; donc il a au plus $(m-1\chi m-2)/2+1$

param\‘etres $[2]^{*)}$ . Il en r\’esulte que parmi les premiers membres des \’equations
(34), on a au moins

$\frac{m(m-1)(m-1)(m-2)}{22}1$

fonctions ind\’ependantes et ind\’ependantes des fonctions $c_{k}^{h}c_{k}^{h^{l}}$ apparaissant dans
les premiers membres des conditions d’orthogonalit\’e. Il en r\’esulte que parmi
les premiers membres des \’equations

(35) $\overline{T}_{i_{1}\cdots i_{S}}c_{j_{1}^{1}}^{i}\ldots c_{j_{S}^{S}}^{i}=T_{j_{1}\cdots j_{S}}$

on a au moins $m(m-1)/2-(m-1)(m-2)/2-1$ fonctions independantes entre
elles et ind\’ependantes des $c_{k}^{h}c_{k}^{h^{\prime}}$ . Donc ces \’equations et les conditions d’ortho-
gonalit\’e peuvent \^etre r\’esolues par rapport \‘a un nombre de $m(m-1)/2-(m-1)$

$\chi(m-2)/2-1+m(m+1)/2$ des fonctions $c_{k}^{h}$ . On a donc au plus

$m^{2}-[\frac{m(m-1)}{2}+\frac{m(m+1)(m-1)(m-2)}{22}1]=\frac{(P-1)(P-2)}{2}+1$

fonctions $c_{k}^{h}$ ind\’ependantes et le groupe $H$ a la dimension

$\dim H\leqq\frac{(P-1)(P-2)}{2}+1+\frac{(P-1)(P-2)}{2}+2P-1=P^{2}-P+2$

donc
$\dim H<P^{2}$ si $P>2$ .

3) Consid\’erons enfin le cas o\‘u on a un syst\‘eme de Pfaff, invariant par
$H^{\prime}$ , ayant $m>(n+1)/2=P$ param\‘etres. Dans ce cas, comme plus haut, le
groupe (4) ne peut avoir $m(m-1)/2$ fonctions $c_{k}^{h}$ ind\’ependantes. D’apr\‘es le
th\’eor\‘eme 2, on a deux possibilit\’es: ou bien le nombre des fonctions $c_{k}^{h},$ $c_{\beta}^{\alpha}$

ind\’ependantes est au plus \’egal \‘a $(n-m)(n-m-1)/2=(P-2)(P-3)/2$ et on a
$\dim H\leqq P(P-1)/2+2$ ; ou bien on a un invariant de l’un des types $(23^{\prime/})$ , dis-
tinct du type correspondant de (24). D\’esignons par $T_{i_{1}^{\circ}\cdots i_{\iota}}$ les coefficients d’un
tel invariant, calcul\’es en un point $Q$ de $V_{n}$ et considerons les transformations
orthogonales en $m$ variables qui laissent invariant le tenseur $T_{t_{1}^{o}\cdots i_{1}}$ . D’apr\‘es
le th\’eor\‘eme 2, \‘a ce tenseur on peut associer une forme invariante, en deux
ou un seul groupe de variables $x^{h},$ $y^{h}$, du deuxi\‘eme degr\’e en l’un de ces
groupes, et qui n’est pas un invariant du groupe complet $O(m)$ . En posant
$y^{h}=dx^{h}$ , on d\’eduit que le groupe $H_{0}$ des transformations orthogonales qui
laissent invariant le tenseur $T_{i_{1}^{\circ}\cdots t_{*}}$ est un groupe s\’eparable. Le groupe $H_{0}$

n’est pas r\’eductible dans le domaine r\’eel, car il est \’equivalent \‘a la restriction
du sousgroupe d’isotropie en $Q$ de $H$, au sousespace de 1‘espace lin\’eaire tangent
en $Q$ \‘a $V_{n}$ de’fini par les e’quations $ds^{\alpha}=0$ . Et si ce dernier groupe serait

$*)$ Obata [1], p. 378. Si $m\neq 4$ , on peut prendre pour maximum $(m-1)(m-2)/2$ .
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r\’eductible, le syst\‘eme $ds^{h}=0$ se de’composerait en deux ou plusieurs sous-
syst\‘emes invariants. $H_{0}$ e’tant s\’eparable et irr\’eductible, d’apr\‘es l’hypoth\‘ese
d’induction, il a au plus $m^{2}/4$ param\‘etres. Donc les \’equations (34) et les con-
ditions d’orthogonalit\’e imposent au moins

$m^{2}-\frac{m^{2}}{4}$

relations ind\’ependantes entre les $a_{k}^{h}$ . Donc parmi les premiers membres des
conditions d’orthogonalit\’e et des \’equations (35), on a au moins $m^{2}-m^{2}/4$ fonc-
tions inde’pendantes. Donc ces e’quations peuvent \^etre r\’esolues par rapport \‘a

un nombre de $m^{2}-m^{2}/4$ coefficients $c_{k}^{h}$ et le nombre des coefficients $c_{k}^{h}$ in-
d\’ependants est au plus \’egal \‘a $m^{2}/4$ . Donc le nombre des coefficients $c_{k}^{h},$ $c_{\beta}^{a}$

ind\’ependants est au plus \’egal \‘a

$\varphi=\frac{m^{2}}{4}+\frac{(n-m)(n-m-1)}{2}=\frac{3m^{2}-2(2n-1)m+2n(n-1)}{4}$ .

La fonction $\varphi$ est d\’efinie pour $P+1\leqq m\leqq n-1$ et les maximums sont atteints
aux extr\’emit\’e de cet interval. Pour $m=P+1$ on obtient $\varphi=(3P^{2}-8P+13)/4$

$<P^{2}$ pour $P>1$ . Pour $m=n-1$ , on obtient $\varphi=(P-1)^{2}$ et on a

$\dim H\leqq(P-1)^{2}+2P-1=P^{2}$ .
Donc l’hypoth\‘ese d’induction se prolonge pour $n=2P-1$ . Avant de passer

au cas $n=2P$, remarquons que le seul cas o\‘u le groupe $H$ peut avoir $P^{2}$

param\‘etres $(n=2P-1, P>2)$ est celui o\‘u $H^{\prime}$ laisse invariant dans $V_{n}$ un syst\‘eme
de Pfaff de rang 2$P-2,$ $ds^{h}=0(h=1, \cdots, 2P-2)$ et une \’equation de Pfaff
compl\’ementaire $ds^{2P-1}=0$ .

Le syst\‘eme $ds^{h}=0$ \’etant en 2$P-1$ variables, il est compl\‘etement integrable
et on peut choisir les coordonn\’ees de $V_{n}$ telles qu’on ait

$ds^{h}=\lambda_{k}^{h}dx^{k}$ $(h, k=1, \cdots , 2P-2)$ .
Les transformations (4) ne laissant invariant aucun sous-syst\‘eme du syst\‘eme
$ds^{h}=0$ , le tenseur quadratique $r_{hk}^{2P-1}$ doit \^etre proportionnel \‘a $\delta_{k}^{h}$ , donc on a

$\gamma_{hk}^{2P-1}=\rho\delta_{k}^{h}$ .
L’\’equation $ds^{2P-1}=0$ ne peut pas \^etre compl\‘etement int\’egrable, car en cas
contraire on pourrait ramener la m\’etrique de $V_{n}$ \‘a la forme (23). En effet,

si $ds^{2P-1}=0$ est compl\‘etement int\’egrable, $ds^{2P-1}$ est une diff\’erentielle totale
exacte $ d\theta$ , car le vecteur $\gamma_{2P-1,2P-1}^{h}$ doit \^etre nul, et on a la forme (23), o\‘u $ds_{2}^{2}$

est le carr\’e d’une diff\’erentielle exacte $ d\theta$ . $D’ apr\grave{e}s$ le th\’eor\‘eme 4, le groupe
$H$ est r\’eductible, ce qui est contraire \‘a l’hypoth\‘ese.

L’\’equation $ds^{2P-1}=0$ n’\’etant pas compl\‘etement int\’egrable, le covariant
bilin\’eaire
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$\Delta s^{2P-I}=\frac{1}{2}w_{hk}^{2P-1}[ds^{h}ds^{k}]$

n’est pas nul et on peut le r\’eduire, par une transformation orthogonale des
formes $ds^{h},$ \‘a la forme canonique,

$\Delta s^{2P-1}=\sum_{f}w_{2f-1,2f}[ds^{2f-1}ds^{2f}]$ .

Les transformations (4) ne laissant invariant aucun sous-syst\‘eme du sys-
t\‘eme $ds^{h}=0$, les invariants $w_{2f-1,2f}(f=1, \cdots , P-1)$ doivent \^etre \’egaux et on a

(35) $\Delta s^{2P-1}=W([ds^{1}ds^{2}]+[ds^{3}ds^{4}]+ +[ds^{2P-8}ds^{2P-2}])$ .
Le groupe $H^{\prime}$ est transitif dans $V_{n}$ , car s’il serait intransitif, les vari\’et\’es

de transitivit\’e seraient les int\’egrales d’un syst\‘eme compl\‘etement int\’egrable,
invariant par $H^{\prime}$ . Or le seul syst\‘eme invariant par $H^{\prime}$ , compl\‘etement int\’e-
grable, est le syst\‘eme $ds^{h}=0$ , dont les inte’grales sont des courbes, qui ne
peuvent pas \^etre des vari\’et\’es de transitivit\’e du groupe $H^{\prime}$ , si $\dim H^{\prime}>1$ .
Donc le sous-groupe $H_{0}^{\prime}$ de $H^{\prime}$ de stabilit\’e d’un point $Q$ de $V_{n}$ est \‘a $P^{2}-(2P-1)$

$=(P-1)^{2}$ param\‘etres. De plus, ce groupe $H_{0}^{\prime}$ laisse invariante en $Q$ une forme
bilin\’eaire altern\’ee, qu’on obtient en calculant le covariant bilin\’eaire (35‘) au
point $Q$ .

Il en re’sulte que $H_{0^{\prime}}$ est la restriction \‘a $V_{n}$ d’un groupe orthogonal $H_{0}$

de $E_{2P}$ , qui laisse invariant un point $Q$ , une forme bilin\’eaire altern\’ee dans
$2P-2$ variables et qui a $(P-1)^{2}$ param\‘etres. Il en r\’esulte que $H_{0}$ est le
groupe unitaire $U(P-1)$ d’un sousespace $E_{2P-3}$ de $E_{2P}$ . Le groupe $H$, contenant
le groupe $U(P-1)$ et ayant 2$P-1$ param\‘etres de plus que $H_{0}$ , on montre par
des calculs simples, qu’on a $H=U(P)$ . Donc on peut \’enoncer le

TH\’EOR\‘EME 6. Les seuls sous-groupes de $O(2P)$, irr\’eductibles dans le domaine
r\’eel, s\’eparables et ayant $P^{2}$ param\‘etres, sont les groupes conjugu\’es, dans $0(2P)$,
au groupe unitaire $U(P)$ .

Consid\’erons maintenant le cas $n=2P$ est distinguons ici encore plusieures
possibilit\’es:

1) Tous les syst\‘emes de Pfaff, invari\’es par $H^{\prime}$ , ont les rangs $m,$ $m_{1},$ $\cdots$ ,
$m_{s}<P$. Le maximum de la fonction (29) \’etant atteint sur la fronti\‘ere du
domaine $(29^{\prime/})$, on peut supposer $m=P-1$ . Comme on a $n-m=P+1>P-1$ ,

le syst\‘eme $ds^{\alpha}=0$ doit contenir au moins deux sous-syst\‘emes invariants, donc
on a $s\geqq 2$ . On obtient le maximum de $\varphi$ en posant $m_{1}=2,$ $m_{2}=P-1$ et on
obtient $\varphi=(P-1)(P-2)+1$ et il en r\’esulte

$\dim H\leqq(P-1)(P-2)+1+2P=P^{2}-P+3\leqq P^{2}$

si $P\geqq 3$ .
2) Supposons qu’on a un syst\‘eme invariant de rang $m=P$ et $P>3$ . Dans

ce cas, aucun des groupes (4), (4) ne peut contenir $P(P-1)/2$ fonctions $c_{k}^{h}$ ou



150 C. TELEMAN

$c_{\beta}^{\alpha}$ ind\’ependantes. Un raisonnement utilis\’e pr\’ec\’edemment montre alors que le
nombre des fonctions $c_{k}^{h}$ (ou $c_{\beta}^{\alpha}$) ind\’ependantes est au plus \’egal au nombre des
param\‘etres d’un sous-groupe non trivial du groupe orthogonal $O(P)$ , donc on
a au plus $2[(P-1)(P-2)/2+1]=(P-1)(P-2)+2$ fonctions $c_{k}^{h},$ $c_{\beta}^{a}$ ind\’ependantes
et alors

$\dim H\leqq P^{2}-3P+4+2P=P^{2}-P+4\leqq P^{2}$

si $P>3$ .
3) Consid\’erons le cas o\‘u $P>3$ et le groupe $H$ admet un syst\‘eme invariant

de rang $m>(n+1)/2$ , donc $m>P$ et $m\leqq n-3$ . Alors on a deux possibilit\’es:
ou bien le groupe (4) contient $m(m-1)/2$ fonctions $c_{k}^{h}$ ind\’ependantes et $d’ apr\grave{e}s$

le th\’eor\‘eme 4, le groupe $H$ est r\’eductible; ou bien le nombre $N$ des fonctions $c_{k}^{h}$

ind\’ependantes est au plus \’egal au nombre des param\‘etres d’un groupe ortho-
gonal, s\’eparable et irr\’eductible dans le domaine r\’eel, en $m$ variables. Dans
ce dernier cas, on a, d’apr\‘es l’hypoth\‘ese d’induction, $N\leqq m^{2}/4$ et alors

$\dim H\leqq\frac{m^{2}}{4}+\frac{(n-m)(n-m-1)}{2}+n$ .

On obtient la valeur maximum de $\dim H$ si l’on pose $m=P+1$ ou $m=2P-3$ .
Pour $m=P+1$ on a

$\dim H\leqq\frac{3P^{2}+4P+5}{4}\leqq P^{2}$

si $P\geqq 5$ . Pour $P=4,$ $m$ est cinq et on peut \’ecrire

$\dim H\leqq 3+3+8=14<P^{2}$ ,

car un groupe orthogonal irr\’eductible en cinq variables, peut avoir 10 ou 3
param\‘etres. Si $m=2P-3$ , on a

$\dim H\leqq(P-2)^{2}+3+2P=P^{2}-2P+7<P^{2}$

pour $P>3$ .
4) Supposons maintenant que le groupe irr\’eductible $H$ poss\‘ede un syst\‘eme

invariant de rang $m=n-2=2P-2$ et que $P>3$ . On a deux possibilit\’es: ou
bien le nombre des fonctions $c_{k}^{h},$ $c_{\beta}^{\alpha}$ ind\’ependantes est au plus 1, donc

$\dim H\leqq 2P+1<P^{2}$ ,

ou bien on a les relations (16). Consid\’erons donc cette derni\‘ere possibilit\’e.
Consid\’erons le tenseur $vh_{k}$ . Si les formes quadratiques $v_{hk}^{a}ds^{h}ds^{k}$ ne sont

pas proportionnelles \‘a $\sum_{h=1}^{m}(ds^{h})^{2}$ , les relations

$v_{hk}^{\alpha}c_{l}^{h}c_{r}^{k}=v_{lr}^{\beta}c_{\beta}^{a}$

montrent que le syst\‘eme $ds^{h}=0$ admet un sous-syst\‘eme invariant par $H$ Car
le sous-groupe de stabilit\’e de $H$ en un point g\’en\’erique $Q$ de $V_{n}$ laisse alors
invariantes les vari\’et\’es lin\’eaires
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$(\delta_{k}^{h}+\lambda\mathring{v}_{hk}^{2P}+\rho^{\cap}v_{hk}^{2P-I})\xi^{h}=0$

corr\’espondant aux solutions $(\lambda, \rho)$ de 1‘\’equation $|\delta_{k}^{h}+\lambda^{o}v_{hk}^{2P}+\rho\mathring{v}_{hk}^{2P-1}|=0$ qui r\’eali-
sent les minimums de $\lambda^{2}+\rho^{2}$ . Donc la restriction $H_{0}$ du groupe de stabilit\’e
$H$ au sousespace $ds^{\alpha}=0$ est un groupe r\’eductible. On doit donc avoir:

(36) $v_{hk}^{\alpha}=v^{\alpha}\delta_{k}^{h}$ .
Si on a aussi $w_{hk}^{a}=0$, la m\’etrique de $V_{n}$ regoit la forme (23) et le th\’eo-

r\‘eme 4 montre que le groupe $H$ est r\’eductible dans le corps des nombres r\’eels.
Si les formes bilin\’eaires $w_{hk}^{a}ds^{h}\delta s^{k}$ ne sont pas nulles, mais sont propor-

tionnelles, on a $w_{hk}^{\alpha}=W^{\alpha}W_{hk}$ et on peut r\’eduire le vecteur $W^{\alpha}$ \‘a la forme
$(1, 0)$ . Dans ce cas, la forme $W_{hk}ds^{h}\delta s^{k}$ est invariante par les transformations
(4). Par une substitution orthogonale des formes $ds^{h}$ , on peut ramener cette
forme \‘a

$W_{1}[ds^{1}ds^{2}]+W_{2}[ds^{3}ds^{4}]+$ $--+W_{P-1}[ds^{2P-3}ds^{2P-2}]$

et le groupe (4) n’admettant pour invariant aucun sous-syst\‘eme du syst\‘eme
$ds^{h}=0$ , on doit avoir

(36) $W=W_{1}=W_{2}=\cdots=W_{P-1}\neq 0$ .
On a donc les formules

(37) $w_{hk}^{2P-1}=0$ $(h, k\neq 2f-1,2f)$ , $w_{2f-1,2f}^{2P-1}=W$

(38) $w_{hk}^{2P}=0$ $(h, k=1, \cdots , m)$ ,

et les \’equations $ds^{2P-1}=0,$ $ds^{2P}=0$ sont invariantes pour le groupe (4), donc
$c_{2P}^{2P-1}=c_{2P-1}^{2P}=0$ . Dans ce cas, $\gamma_{2Ph}^{2P-1}$ sont les composantes d’un vecteur du groupe
(4). Ce groupe \’etant irreductible, on doit avoir

(39) $\gamma_{2Ph}^{2P-I}=\gamma_{2P-I,h}^{2P}=0$ .
D’autre part, l’equation $ds^{2P}=0$ \’etant compl\‘etement int\’egrable, \‘a cause

de (38), on peut supposer que

(40) $ds^{2P}=\lambda dx^{2P}$ .
Les formules (36), (38) donnent

(41) $\gamma_{hk}^{2P}=v^{2P}\delta_{k}^{h}$ .
Les formules (23), (16), (39), (41) montrent que pour $h\neq k$ on a

$\gamma_{h2Pk}^{2P}=-\gamma_{2P,2P}^{2P-1}\gamma_{hk}^{2P-1}-v^{2P}\gamma_{h,2P}^{k}+v^{2P}w_{2P,k}^{h}$ .
D’autre part on a $,$

$V_{n}$ e’tant \‘a courbure constante, si $h\neq k,$ $\gamma_{h2Pk}^{2P}=0$ ; de m\^eme
$w_{2P,k}^{h}=\gamma_{2P,k}^{h}-\gamma_{k,2P}^{h}=r_{h,2P}^{k}$ et on obtient l’\’equation

$\gamma_{2P,2P}^{2P-1}\gamma_{hk}^{2P-1}=0$ .
Si l’on pose $h=1,$ $k=2$ , on obtient, en tenant compte de (36‘),
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(42) $\gamma_{2P2P}^{2P-1}=0$ .
Le formules (16), (42) montrent que la fonction $\lambda$ de (40) ne depend que

de la variable $x^{2P}$ et par un changement convenable de cette variable on peut
la r\’eduire \‘a 1, donc

(43) $ds^{2P}=dx^{2P}$ .
D’une mani\‘ere analogue, la condition $\gamma_{2P-1,1,2}^{2P}=0$ donne $-v^{2P}\gamma_{12}^{2P-1}+v^{2P}\gamma_{21}^{2P-1}$

$+\gamma_{2P-1,2P-1}^{2P}w_{12}^{2P-1}=0$ , ou bien

(44) $\gamma_{2P-1,2P-1}=v^{-P}$ ;$2P^{\circ}$

enfin, $1’\acute{e}quation\gamma_{h2Ph}^{2P}=1$ donne

$-\frac{\partial v^{2P}}{\partial x^{2P}}-(v^{2P})^{2}=1$ ,

donc on a
(45) $v^{2P}=-tg(x^{\underline{9}P}+c)$

o\‘u $c$ est une fonction de $x^{1}$ , $\cdot$ , $x^{2P-1}$ .
Les syst\‘emes $ds^{h}=0;ds^{h}=0,$ $ds^{2P-1}=0$ \’etant compl\‘etement int\’egrables,

on peut choisir les variables $x^{1},$ $\cdots$ , $x^{2P-1}$ de mani\‘ere qu’on ait

$ds^{h}=\lambda_{k}^{h}dx^{k}$ , $ds^{2P-1}=\lambda_{h^{P-1}}^{9}dx^{h}+\lambda_{2P-1}^{2P-1}dx^{2P-1}$

et alors

(46) $d\omega^{2}=(ds^{1})^{2}+$ $+(ds^{2P-1})^{2}$

est une forme quadratique en $dx^{1},$ $\cdots$ , $dx^{2P-1}$ , dont les coefficients peuvent
d\’ependre aussi de $x^{2P}$. En fixant la valeur de cette variable, on obtient une
m\’etrique en 2$P-1$ variables, rapport\’ee aux congruences orthogonales $ds^{h},$ $ds^{2P-1}$ .
Calculons le tenseur de Ricci $\Gamma_{bc\text{{\it \‘{a}}}}^{a}$ de cette m\’etrique. On obtient

$\Gamma_{bcd}^{a}=\gamma_{ac}^{2P}\gamma_{bd}^{2P}-\gamma_{ad}^{2P}\gamma_{bc}^{2P}+\gamma_{bcd}^{a}$

et il en r\’esulte que pour $a\neq c,$ $d$ on a $\Gamma_{bca}^{a}=0$ , car $\gamma_{bca}^{a}$ a cette propri\’et\’e et
$\gamma_{ab}^{2P}=v^{2P}\delta_{b}^{a}$ . De m\^eme, pour $a=c,$ $b=d$, on obtient

$\Gamma_{bab}^{a}=1+(v^{2P})^{2}$ .
Il en re’sulte qu’en chaque point $(x^{1}, \cdots , x^{n-1}),$ la m\’etrique $d\omega^{2}$ a la courbure

d’une facette plane ind\’ependante de cette facette. D’apr\‘es le th\’eor\‘eme de
Schur, cette courbure doit \^etre la m\^eme en chaque point, si 2$P-1>2$ , donc
$P>1$ . Donc $v^{2P}$ ne d\’epend pas des variables $x^{I},$ $\cdots$ , $x^{2P-1}$ et alors la quantite’ $c$

de (45) est constante; par un changement de la variable $x^{2P}$, on peut arriver
\‘a la formule

$v^{2P}=-$ tg $x^{2P}$ .
Des formules $\gamma_{ab}^{2P}=v^{2P}\delta_{b}^{a}$ , $(a, b=1, \cdots , 2P-1)$ on d\’eduit que la m\’etrique (46)
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est de la forme
$d\omega^{2}=\cos^{2}x^{2P}do_{1}^{2}$ ,

$d\sigma_{1}^{2}$ \’etant une m\’etrique \‘a courbure constante $K=1$ . Donc la m\’etrique de $V_{n}$

$s$ ecrit
$ds^{2}=\cos^{2}x^{2P}\cdot d\sigma_{1}^{2}+(dx^{2P})^{2}$

et cette m\’etrique correspond \‘a une param\’etrisation de la sph\‘ere de la forme

$y^{i}=f^{i}(x^{1}, \cdots, x^{2P-1})\cos x^{2P},$ $(i=1, \cdots, 2P),y^{2P+1}=\sin x^{2P},$ $\Sigma(f^{i})^{2}=1$ .
L’\’equation $dx^{2P}=0$ \’etant invariante pour $H^{\prime},$ $dy^{2P+1}=0$ sera une \’equation

invariante pour $H$, donc $H$ est reductible.
Consid\’erons alors le cas ou les formes $w_{hk}^{\alpha}[ds^{h}ds^{k}],$ $(\alpha=2P-1,2P)$ ne sont

pas proportionnelles.
Les transformations (4) ne peuvent contenir $(2P-2)(2P-3)/2$ fonctions $c_{k}^{h}$

ind\’ependantes. $D’ apr\grave{e}s$ le th\’eor\‘eme 2, le nombre $N$ des fonctions $c_{k}^{h}$ ind\’e-
pendantes est alors \’egal \‘a la dimension d’un groupe orthogonal $G$ en $2P-2$

variables, irr\’eductible dans le domaine r\’eel et s\’eparable. On a donc $N\leqq(P-1)^{2}$

et d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 6, le maximum $(P-1)^{2}$ est atteint seulement dans le
cas o\‘u $G$ est le groupe unitaire $U(P-1)$ en 2$P-2$ variables r\’eelles. Or le
groupe $G$ laisse invariante la forme biquadratique

$\sum_{a}(\dot{w}_{hk}^{\alpha}ds^{h}\delta s^{k})^{2}$ ,

o\‘u $w_{hk}^{\circ c\ell}$ sont les valeurs des coefficients $w_{hk}^{\alpha}$ en un point g\’en\’erique $Q$ de $V_{n}$ ;
on sait d’autre part que les seuls invariants du groupe $U(P-1)$ , qu’on peut
former avec deux vecteurs $u^{h},$ $v^{h}$ sont

$(u, u)=\sum_{h}(u^{h})^{2}$ ; $(v, v);(u, v);[u, v]=\sum_{r=1}^{P-1}(u^{2f-1}v^{2f}-u^{2f}v^{zf-1})$

et leurs combinaisons. On doit donc avoir une \’egalit\’e de la forme

$\sum_{\alpha}(\circ w_{hk}^{a}ds^{h}\delta s^{k})^{2}=\rho(u, u)(v, v)+p^{\prime}(u, v)^{2}+\rho^{\prime/}[u, v]^{2}$ ;

pour $u=v,$ le premier membre s’annule, donc on a $\rho^{\prime}=-\rho$ . On ne peut pas
avoir $\rho=0$ , car dans le cas contraire, les formes $w_{hk}^{\alpha}u^{h}v^{k}\circ,$ $(\alpha=2P-1,2P)$

seraient proportionnelles \‘a $[u, v]$ . On arrive alors \‘a une \’egalit\’e de la forme

$(u, u)(v, v)=(u, v)^{2}+\rho_{1}[u, v]^{2}+\sum_{\alpha}(\dot{w}_{hk}^{a}u^{h}v^{k})^{2}$ .

$En:fixant$ le vecteur $v$ , il en r\’esulterait que $(u, u)$ se d\’ecompose en la somme
des carr\’es de quatre formes $1ine^{\prime}aires$ en $u$ , ce qui est impossible si 2$P-2>4$,
donc si $P>3$ .

5) Consid\’erons enfin le cas o\‘u $H^{\prime}$ poss\‘ede un syst\‘eme invariant de rang
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$m=2P-1;H^{\prime}$ laisse alors invariante la forme de Pfaff $ds^{2P}$ . Le syst\‘eme
$ds^{h}=0$ est compl\‘etement int\’egrable, donc on peut avoir, par un choix conve-
nable des variables,

$ds^{h}=\lambda_{k}^{h}dx^{k}$ ; $(h, k=1, \cdots , 2P-1)$ ;

la forme quadratique $\gamma_{hk}^{2P}ds^{h}ds^{k}$ est proportionnelle \‘a $\sum_{\hslash}(ds^{h})^{2}$ , car les trans-

formations (4) ne laissent invariant aucun sous-syst\‘eme du syst\‘eme $ds^{h}=0$ .
Donc on a

$\gamma_{hk}^{2P}=\rho\delta_{k}^{h}$ .
Le vecteur $\gamma_{2P,2P}^{h}$ doit \^etre nul pour le m\^eme raison. Il en r\’esulte que l’\’equa-
tion $ds^{2P}=0$ n’est pas compl\‘etement int\’egrable, car dans ce cas la m\’etrique

de $V_{n}$ aurait la forme (23) et d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 4, le groupe $H$ serait
r\’eductible.

Donc le covariant bilin\’eaire $\Delta s^{2P}=\frac{1}{2}w_{hk}^{2P}[ds^{h}ds^{k}]$ n’est pas nul. Or les

transformations (4), en un nombre impaire de formes $ds^{h}$ , laissant invariante
une forme bilin\’eaire altern\’ee $\Delta s^{2P}$ , laissent aussi invariant au moins un sous-
syst\‘eme du syst\‘eme $ds^{h}=0$ , ce qui est contraire \‘a l’hypoth\‘ese.

Donc le cas $m=2P-1$ ne peut pas donner un groupe $H$ irr\’eductible.
6) Le dernier cas que nous devons consid\’erer est celui ou $P=3$ , donc

$n=6$ . Si $m=3$ , on ne peut avoir six fonctions $c_{k}^{h}$ , $c_{\beta}^{\alpha}$ ind\’ependantes, que si
l’on a $r^{hk}=0,$ $\gamma^{\alpha\beta}=0$ , donc

$\gamma_{hk}^{a}=\gamma_{a\beta}^{h}=0$ ,

ce qui est impossible, car 1‘espace $V_{n}$ est irre’ductible.
Supposons qu’on a 3 fonctions $c_{k}^{h}$ independantes. Dans ce cas, on a

$\gamma^{hk}=\sigma\delta_{k}^{h}$ . Si $\sigma\neq 0$ , les formules $(15^{\prime\prime})$ montrent qu’on a au plus 3 fonctions
$c_{k}^{h},$

$c_{\beta}^{\alpha}$ ind\’ependantes et alors
$\dim H\leqq 9$ .

Si $0=0$, donc $\gamma_{\alpha\beta}^{h}=0$, on doit avoir $\gamma^{\alpha\beta}\neq 0$ ; si $\gamma^{\alpha\beta}=0\delta_{\beta}^{\alpha},$ $\sigma\neq 0$ , on peut exprimer
les $c_{\beta}^{\alpha}$ \‘a l’aide des $c_{k}^{h}$ et on a encore

$\dim H\leqq 9$ .
Enfin, si $\gamma^{\alpha\beta}$ n’est pas proportionnel \‘a $\delta_{\rho,}^{a}$ on a au plus une fonction $c_{\beta}^{a}$ ind\’e-
pendante et

$\dim H\leqq 10$ .
Si $m=4$ , le nombre des fonctions $c_{k}^{h}$ ind\’ependantes ne peut pas \^etre \’egal

\‘a 6, sans que $H$ soit reductible. On a donc au plus 4 fonctions $c_{k}^{h}$ inde’pendantes
et 5 fonctions $c_{k}^{h},$ $c_{\beta}^{\alpha}$ ind\’ependantes, donc

$\dim H\leqq 11$ .
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En effet, on sait que le groupe $O(4)$ n’admet aucun sous-groupe $a\backslash 5$ param\‘etres.
Le cas $m=5$ est impossible, pour le m\^eme raison qui nous a permis

$d’\acute{e}liminer$ le cas $m=2P-1$ , pour $n=2P$.
Donc un groupe s\’eparable irr\’eductible en sept variables a au plus 11

param\‘etres.
D’autre part, on sait $d’ apr\grave{e}s$ Cartan, qu’un groupe orthogonal irr\’eductible

en sept variables peut avoir 3, 14 ou 21 param\‘etres. Donc:
Les seuls sous-groupes s\’eparables irr\’eductibles de $O(7)$ sont des sous-groupes

\‘a 3 param\‘etres.
Le th\’eor\‘eme 5 est ainsi compl\‘etement d\’emontr\’e.
On peut remarquer que le groupe orthogonal \‘a 14 param\‘etres, en 7 vari $\cdot$

ables, qui appartient \‘a la premi\‘ere classe de groupes simples exceptionels,
n’est pas s\’eparabIe. C’est le groupe des automorphismes de $1’ aIg\grave{e}bre$ de
Cayley et il en resulte qu’il ne peut pas \^etre groupe de stabilit\’e dans un
espace de Riemann \‘a 7 dimensions*).

III. Les groupes des mouvements d’un espace de Riemann

Nous allons tirer quelques cons\’equences des r\’esultats pre’ce’dents, en \’eta-

blissant le nombre maximum des param\‘etres dont peuvent d\’ependre les mouve-
ments d’un espace de Riemann \‘a m\’etrique d\’efinie, irr\’eductible, et \‘a courbure
variable.

On sait qu’un espace de Riemann $V_{n}$ \‘a courbure constante admet un
groupe de mouvements \‘a $n(n+1)/2$ param\‘etres.

Un espace ce Riemann $V_{n}$ est dit (localement) r\’eductible si l’on peut
trouver, dans tout voisinage de coordonn\’ees de $V_{n}$ , un syst\‘eme de coordonn\’ees
tel que la m\’etrique de $V_{n}$ soit de la forme $ds^{2}=ds_{1}^{2}+ds_{2}^{2}$ , o\‘u $ds_{1}^{2},$ $ds_{2}^{2}$ soient des
m\’etriques ne contenat aucune variable en commun. Un $teI$ espace peut avoir
un groupe de mouvements ayant au plus $n(n-1)/2+1$ param\‘etres est ce
maximum est atteint si $ds_{1}^{2}$ est une m\’etrique \‘a courbure constante en $n-1$

variables.
Supposons que l’espace $V_{n}$ est irr\’eductible et \‘a courbure variable.
Nous allons d\’emontrer le
TH\’EOR\‘EME 7. Le groupe de stabilit\’e d’un point g\’en\’erique de $V_{n}$ est, $en$

coordonn\’ees normales et orthogonales en ce point, un sous-groupe s\’eparable de
$O(n)$.

Si l’espace $V_{n}$ n’est pas \‘a courbure constante, il existe au moins un point
$Q$ de $V_{n}$ o\‘u le tenseur de courbure $R_{ijkl}$ n’est pas de la forme

$*)$ Voir aussi Obata, [1], [2].
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$R_{ijkl}=K(\delta_{k}^{i}\delta_{\iota}^{j}-\delta_{\iota}^{i}\delta_{k}^{j})$ .
Nous dirons alors que le point $Q$ est g\’en\’erique. Dans un tel point, la forme
biquadratique

$R=R_{ijkl}x^{i}x^{k}dx^{j}dx^{\iota}$

n’est pas proportionnelle \‘a la forme
$ds_{0}^{2}=\sum_{i,j}(x^{i}dx^{j}-x^{j}dx^{i})^{2}$ .

Dans ce cas, le groupe de stabilit\’e $g_{Q}$ du point $Q$ admet pour invariants deux
m\’etriques $ds^{2}=R,$ $ds_{0}^{2}$ qui ne sont pas proportionnelles et dont la derni\‘ere,
ajout\’ee \‘a $(\sum x^{i}dx^{i})^{2}$ , donne une m\’etrique invariante de rang $n$ . Il en re’sulte
que le groupe $g_{Q}$ admet pour invariants les valeurs propres de la matrice
formee avec les quantit\’es $S_{jl}=R_{ijkl}x^{i}x^{k}$ et les espaces propres qui correspondent
a ces valeurs propres.

Avec ces invariants on peut former au moins un syst\‘eme de Pfaff, in-
variant par les transformations de $g_{Q}$ et diff\’erant de chacun des syst\‘emes.

$x^{i}dx^{i}=0$ ; $x^{i}dx^{j}-x^{j}dx^{i}=0$ .
Le groupe $g_{Q}$ est donc s\’eparable. Q. E. D. Les theor\‘emes 5 et 7 nous per-

mettent d’\’enoncer le
TH\’EOR\‘EME 8. Si le groupe de stabilit\’e d’un point g\’en\’erique de $V_{n}$ est irr\’e-

ductible dans le domaine r\’eel, alors la dimension de ce groupe est au plus $p^{2}$ , si
$n=2p$ ou $2p+1$ .

En particulier, si $V_{n}$ est homog\‘ene, chacun de ses points est g\’enerique et
on a le

TH\’EOR\‘EME 9. Si le groupe de stabilit\’e d’un point, dans un espace de Riemann
homog\‘ene $V_{n}$ \‘a courbure variable, est irr\’eductible dans le domaine r\’eel, alors les
mouvements de $V_{n}$ d\’ependent au plus de $n+p^{2}$ param\‘etres.

Supposons maintenant que le groupe de stabilit\’e $g_{Q}$ d’un point $Q$ de
l’espace homog\‘ene $V_{n}$ a plus de $p^{2}$ param\‘etres. Dans ce cas, le groupe $g_{Q}$ est,
en coordonn\’ees normales orthogonales, un groupe r\’eductible et la restriction
de $g_{Q}$ \‘a l’un des sousespaces stables $L_{Q}^{m}$ de l’espace lin\’eaire $L_{Q}^{n}$ tangent en $Q$

\‘a $V_{n}$ , est un groupe isomorphe \‘a $O(m),$ $m>n/2$ . On peut choisir les formes
de Pfaff $ds^{\alpha}$ telles que le syst\‘eme $ds^{\alpha}=0$ , (a $=m+1,$ $\cdots$ , n) donne en chaque
point l’espace $L_{Q}^{m}$ et alors les formules (4) contiennent $m(m-1)/2$ fonctions $c_{k}^{h}$

ind\’ependantes. Le th\’eor\‘eme 1 montre alors que la m\’etrique $ds^{2}$ est de la
forme (23). Dans la formule (23), $ d\rho$ est un invariant et si la courbure de
la m\’etrique $d\sigma^{2}$ n’es.t pas nulle, $\rho$ est lui-m\^eme un invariant. Dans ce cas, si
$\rho$ n’est pas constant, l’espace $V_{n}$ n’est pas homog\‘ene. Par contre, si $\rho$ est
constant, l’espace $V_{n}$ est r\’eductible.

L’espace $V_{n}$ peut encore \^etre homog\‘ene si la courbure de la m\’etrique $d\sigma^{2}$
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est nulle. Dans ce cas, si de plus la fonction $\rho$ n’est pas constante, on peut
la choisir pour coordonn\’ee $x^{n}$ et on obtient la m\’etrique

(47) $ds^{2}=e^{2x^{n}}[(dx^{1})^{2}+ +(dx^{m})^{2}]+ds_{2}^{2}$ .
Pour que l’espace $V_{n}$ ayant la m\’etrique (47) soit homog\‘ene, il faut qu’il

admet un mouvement de la forme
$\overline{x}^{h}=e^{c}x^{h}$, $\overline{x}^{n}=x^{n}-c$

et on peut supposer que pour ce mouvement, les coordonn\’ees $x^{m+1},$ $\cdots$ , $x^{n-1}$ sont
des invariants. Dans ce cas, les coefficients de la forme quadratique $ds_{2}^{2}$ ne
d\’ependent pas de $x^{n}$ . On a donc le

TH\’EOR\‘EME 10. Soit $V_{n}$ un espace de Riemann homog\‘ene et irr\’eductible, \‘a

courbure variable et ayant plus de $n+p^{2}$ param\‘etres. La m\’etrique de $V_{n}$ $a$ alors,
dans un certain syst\‘eme de coordonn\’ees la forme (47), o\‘u $ds_{2}^{2}$ est une m\’etrique

dans les variables $x^{m+1},$
$\cdots,$

$x^{n}$ dont les $coeff\tau cients$ ne d\’ependent pas de la
variable $x^{n}$ .

D’apr\‘es le th\’eor\‘eme 6, si $n=2p$ , le seul groupe orthogonal se’parable ayant
$p^{2}$ param\‘etres est le groupe unitaire $U(p)$ . D’apr\‘es un th\’eor\‘eme de M. G.
Vranceanu [5], les seuls espaces homog\‘enes $V_{zp}$ ayant ce groupe pour groupe
de stabilit\’e, sont les formes r\’eelles des espaces projectifs complexes unitaires,
de Study et Fubini.

On peut encore remarquer que pour $n=2p+1$ , il existe un espace homo-
g\‘ene $V_{2p+1}$ ayant un groupe $n+p^{2}$ param\‘etres et dont la m\’etrique n’est pas
de la forme (23). On peut en effet consid\’erer la m\’etrique

$ds^{2}=\frac{(dx^{1})^{2}+}{1+(x^{1})^{2}+}\frac{+(dx^{2p})^{2}}{+(x^{2P})^{2}}\frac{1+\cdots+x^{2p}dx^{2p})^{2}+[.\sum_{i=1}^{p}(x^{2i-1}dx^{2i}-x^{2^{i}}dx^{2i-1})]^{2}}{[1+(x^{1})^{2}+\cdot\cdot+(x^{zp})^{2}]^{2}}\underline{(\underline{x^{1}dx}}$

$+\lambda[d\varphi+\frac{\sum_{i=1}^{p}(x^{2i-1}dx^{zi}-x^{2i}dx^{2i-1})}{1+(x^{1})^{2}+\cdots+(x^{2p})^{2}}]^{2}$

,

qui pour $\lambda=0$ donne la m\’etrique des espaces $V_{2p}$ de Study, et pour $\lambda=1/4$

donne la m\’etrique de la sph\‘ere de $E_{2p+2}$ .
Remarquons enfin que les espaces $V_{n}$ ayant une m\’etrique de la forme

(23) sont des espaces sous-projectifs d’ordre $m-1$ , leurs g\’eod\’esiques appar-
tenant \‘a des vari\’et\’es lin\’eaires $E_{n-m+1}$ de la forme

$x^{s}=a^{s}x^{m}+b^{s}$, $(s=1, \cdots, m-1)$ .
On a donc le
TH\’EOR\‘EME 11. Soit $G$ le groupe des mouvements d’un espace de Riemann

irr\’eductible $V_{n}$ .
Si on a $\dim G>n+p^{2}$ ($n=2p$ ou $n=2p+1$), alors l’espace $V_{n}$ est sous-

projectif d’un certain ordre $m-1$ , o\‘u $m>n/2$ .
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