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1. Introduction. Soit f(z) une fonction algébroide a4 n(>=1) branches dans
le plan |z| << dordre non nul définie par une équation irréductible

(1) A=)+ A=)+ eee + Au(z) =0

ou les fonctions A,,--+A, sont entiéres sans zéros communs a toutes. Alors, on
sait que le nombre de valeurs exceptionnelles au sens de Borel de f(z) est au plus
égal a 2n ([4),[51,[6]) et .que celui de valeurs exceptionnelles au sens de
Nevanlinna de défaut 1 est aussi au plus égal & 27 ([4],[6]). De plus, il y a
des fonctions algébroides admettant des valeurs exceptionnelles au sens de Borel
dont les défauts ne sont pas égals a 1 et celles qui admettent des valeurs
exceptionnelles au sens de Nevanlinna de défaut 1 sans étre exceptionnelles au
sens de Borel (voir[4]ou[ll]quand n=1). Mais, dans ce mémoire, on donne un
théoréme qui affirme que le nombre de valeurs exceptionnelles au sens de Borel
ou au sens de Nevanlinna de défaut 1 est au plus égal &4 27 pour toutes les
fonctions algébroides définies par (1). D’abord, on considére dans le cas du
systéme et puis, applique aux fonctions algébroides. On utilise les symboles usuels
de la théorie de Nevanlinna-Selberg ([4]1,[6]) librement.

2. Préliminaires. Soit f = (f,, ++*, fs) un systéme transcendant dans le plan
|z| <oo. Clest-a-dire, les fonctions f5,+-+, f sont entiéres sans zéros communs a
toutes et

i T

=

1
e log 7

oi T(r,f) est la fonction caractéristique du systéme f définie par Cartan ([1]).
On dit que le nombre

*) Ce travail a été fait en partie avec l'aide de la fondation de Sakkokai (The Sakkokai Foundation).
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log T(r, f)

p = lim sup

7o log
est 'ordre de f et le nombre
4 = lim infw
T—o00 Og r

est l'ordre inférieur de f.
Si p=p, le systéme f est dit étre A croissance réguliére.

Soit
F=a,fo+-"+a,fn (£0)

une combinaison linéaire des fonctions fo, - -+, f,, homogéne a coefficients constants
non tous nuls. On dit que la combinaison F' est
1) exceptionnelle au sens de Borel si 'ordre de N(r, 0, F) est plus petit que

celui de f;

2) exceptionnelle au sens de Nevanlinna de défaut 1 si

8(F) = 1 — lim suinT(?—;-Ql? ~1,

T—roo

C’est-a-dire, si

NOF) _
fim = 5y =0-

On donne quelques lemmes qui sont utilisés aprés.

LEMME 1. Soient f=(fo,++,fz) un systeme dans le plan |z| <<oo et A une
(n+1, n+1)-matrice réguliére. Si

A(fosoo=, fu)t = (FO,...Fn)"

alors, on a

| T(r, f) = T(r, F)| <O(1)

o F=(Fy,+-+,F,) ([1]).
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LEMME 2. Soit f=(fs,***,fn) un systeme dans le plan |z|<oo, alors, pour
tout i #j,f; %0,

T(r, fi/f5) — OQ) < T(r, f) < 2. T(r, fiu/f3) + O(1)

k=]

(voir [ 71]).

LEMME 3. Soient f= (fo, = fa) un systeme transcendant dans le plan
2] < oo et

alors le syst me f est a croissance réguliere et d'ordre positif entier quand

lU'ordre de f est fini ([2],[8]).

3. Cas de systémes. D'abord, on donne deux propositions connues bien quand
n=1

PROPOSITION 1. Soit f=(fo, [y (n==1) un systeme d'ordre p (0<p<oo)
dans le plan |z| <<oco. S'il y a n+1 combinaisons linéaires des fonctions fo,++*,fr,
homogenes a coefficients constants, linéairement indépendantes n+1 a n+1 et
exceptionnelles au sens de Borel, le systeme f est a croissance réguliere et
Uordre p est entier quand il est fini.

DEMONSTRATION. Soient Fy,---,F, n+ 1 combinaisons satisfaisant @ I’hy-

pothése de cette proposition. D'aprés les lemmes 1 et 2, il y en a deux (soint Fy, F;)
telles que

I’ordre de F=F,/F,=p.
Les inégalités suivantes
N(r,0,F) < N(r,0,F,) et N(r, F)<<N(r,0, F,)

signifient que 0 et oo sont les valeurs exceptionnelles au sens de Borel de F.
Cela veut dire que F est & croissance réguliére et p est entier quand il est fini.
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1l faut démontrer que l'ordre inférieur de f est égal a p. Soient
n n
Fo=3ayf, et F, =3 ayf;
i=0 ‘ i=0

ou les a,;, @;; sont constants. Alors, de I'égalité (on peut supposer que f,30):

F. Eaufilfs
F: Fl = ;
0 15 lifi/fo
on a
Tir, F)< 2 Y. Tir, f./fs) + O(1)

et en utilisant le lemme 2,

T(r, F) < 2nT(r,f) + O(1) .

Cela veut dire que le systéme f est a croissance réguliere.

N.B. Dans ce cas,

PROPOSITION 2. Soient f = (fo, -+, fn) un systéme d'ordre non nul dans le
plan |2\ <oo et F une famille de combinaisons linéaires des fonctions fo,+++, fn,
homogenes a coefficients constants et linéairement indépendantes n+1 a n+1. S'il
y a n+1 combinaisons dans F (soient F,,--+,F,) telles que

8F,)=1(=0,++,m),

toutes les combinaisons exceptionnelles au sens de Borel dans F sont except-
tonnelles au sens de Nevanlinna de défaut 1.

DEMONSTRATION. Soit F=(F,,+-+,F,). Alors, d’aprés I'hypothése et grice
au lemme 1, on a
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3 N(~,0,F,)

0 K(F) = lingagup‘izo—T(r,F)—<n +1 —gs(ﬂ) =0.

Cela veut dire que, d’'aprés le lemme 3, le systéme F est & croissance réguliere.
Par conséquent, en vertu du lemme 1, le systéme f est & croissance réguliére
aussi. Soit G une combinaison exceptionnelle au sens de Borel appartenant a .
Alors, on a facilement que, f étant a croissance réguliére,

N(r,0,G) _

lim =0.

e L(r,f)
C’est-a-dire,
3G) =1.
En utilisant ces propositions, on a le

THEOREME 1. Soient f=(fy,+++,fs) un systeme d'ordre non nul dans le
plan |z| <oo et F une famille de combinaisons linéaires des fonctions fy,+++, fn,
homogeénes & coefficients constants et linéairement indépendantes n+1 4 n+1.
Alors, le nombre N de combinaisons exceptionnelles au sens de Borel ou au
sens de Nevanlinna de défaut 1 dans F est au plus égal a 2n.

DEMONSTRATION. Soit A le nombre maximum de relations linéaires, homogénes
indépendantes a coefficients constants entre les fonctions fo,«+«, f,. Alors,

(2) o<a<n—1.

1) le cas ou & contient au moins 7 + 1 combinaisons exceptionnelles au sens
de Borel. Dans ce cas, grice a la proposition 1, le systéme f est a croissance
réguliére. Par conséquent, les combinaisons exceptionnelles au sens de Borel dans
& sont exceptionnelles au sens de Nevanlinna de défaut 1. On en déduit qu'en
vertu du théoréme 3 [1] dans [9]

N n+n+1.

2) le cas ot & contient au moins 7z + 1 combinaisons exceptionnelles au sens
de Nevanlinna de défaut 1. Dans ce cas, en vertu de la proposition 2, les combin-
aisons exceptionnelles au sens de Borel dans &' admettent le défaut 1. Par cons-
équent, grace au théoréme 3 [1] dans [9], on a
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N n+a+1.

3) les autres cas. La famille & contient au plus 7z combinaisons exceptionnelles
au sens de Porel et au plus 7 combinaisons exceptionnelles au sens de Nevanlinna

de défaut 1. Il en résulte que
N<n+n=2n.
De 1), 2) et 3) en considérant (2), on a le résultat.

En cas particulier, on peut préciser le théoréme 1. D’abord, on donne quelques
lemmes.

LEMME 4. Soient 1l(z) un produit canonique de genre q et n(t)=n(t,0,1I).
Alors, on a

0 o
log M(r,1I) < cr“{f ?q(fz dt+rf %ﬂdt}

r

oun 11(0) # 0 et ¢ ne dépend pas de r ([ 4]).

LEMME 5. Soient ¢(t) et (t) deux fonctions continues positives de t pour
t=>t,>0 telles que

1) Y(t) nest pas décroissante,
2) lirrtx_wsnup d(t) =+ o0,

. PE) _
3) ltl_r'l: v =0.

Alors, il existe une suite {r,}m-, telle que

(I) t,<r et r, |+
$(2) (Tm)
(II) o) < Plrn) Gt Lry) et o) < v (ra<t)

pour tout m ([ 3] p.101).

THEOREME 2. Soient f=(fy,«++,fs) un systeme d’ordre p positif fini non



LE THEOREME DE PICARD-BOREL-REMOUNDOS 111

entier dans le plan |z| < oo et F une famille de combinaisons linéaires des
Sfonctions fy, -, fn, homogenes & coefficients constants et linéairement indépen-
dantes n+1 a n+ 1. Alors, le nombre Nde combinaisons exceptionnelles au

sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de défaut 1 dans F est au plus
égal a n.

DEMONSTRATION. Supposons que N=n+1. Soient Fy,«++, F, n+1 combin-
aisons exceptionnelles considérées dans ce théoréme et F'=(F,, -, F,). De quelques
propriétés de T(r,f) (p.ex.le lemme 2), on peut supposer que les ordres de
fi(i=0,+-+,n) sont au plus égals a p. D’aprés ’hypothése que 'ordre p du systéme
f nest pas entier, en utilisant les propositions 1 et 2, on peut conclure qu’il y a
au moins une combinaison exceptionnelle au sens de Nevanlinna de défaut 1 sans
étre exceptionnelle au sens de Borel et au moins une combinaison exceptionntlle
au sens de Borel sans étre exceptionnelle au sens de Nevanlinna de défaut 1 dans
{F,}~,. Soient p; 'ordre de N(r,0,F;) (i =0,++,n). Alors, on peut supposer que

p<p(=0,--k),p=p(i=k+1--,n)

et

. N(r,0F,) . .
]E.}——T(r,f)i =0(=k+1,---,n)

o 0Lk n—1.
De la définition de TY(r, F), on a I’inégalité

(3) Tir, F) < 3" log M(r, F,)

i=0
facilement. Ici, on peut écrire
F,(z) = 2" exp (P(z)) IL(z)

ol p,(==0) est entier, p,(z) est polynome de degré [p]=¢q au plus et II(z) est
produit canonique des zéros (# 0) de F,(z), de sorte que

log M(r,F,) < log M(r, IL,) + O(r%) + Olog 7),

en utilisant le lemme 4,
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log M(r, F)) < car® “‘ ﬂ?@dt + rf %dt} + O(r?%) + O(log 7)
0 r

ou n;(t) =n(t, 0, IL) et g, est genre de IL(z), intégrant en partie

(4) logM(r,F,)<cir‘“{ a.f D9 41+ g+ 1 i\ﬁ%)—dt}
0 r

+ O(r?) + O(log 1)

ou
[ nw
Ny(2) —j; y du
Soit
(5) > Nir,0,F) = N{r),

alors, N(r) est d’ordre p.
Or, il existe un nombre € positif tel que

max {]rgnai(pt,q)+8<p——8 et p+E<qg+1
=

parce que p;<<p(i=0,:<+, k) et g<p<g+1
Soit

B = max (maxp, q),
0=i<k

alors, le coté droit de (4) est d’ordre B au plus pour =0, «+-, k; par conséquent,
onade (3)et(5)

(60 Tnn<crlqf 2 e [ dt}+0(rﬁ+‘)

r

pour toutes les valeurs 7 suffisamment grandes ot C=max C,. On applique le
k+1=si=n
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lemme 5 a
plt) = DO et ie) = oo
Alors, on a
No<() N a<e<n),
(7)

pour tout 7.
De (7), il existe un nombre a positif tel que

I<a< Nirm).

et
pour tout m_—>m,. D’autre part, en utilisant
N(r,0,F,) <T(r,F)+0(1),
on a
Nr)<(n—kT(r, F)+0O(1),

de sorte que

0<—%r< ryF) | O(1)
n— e e
pour m == m,. Par conséquent
(8) rat =o(T(r,, F))  (m—oco).

Si 0<p<1,¢=0. Dans ce cas, on a de (6) et (7)

T(r,, F) < r.Nr,) f ” ( rt_ )o+._, 2o+ O N

113
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En utilisant le lemme 1, (5) et (8), on a

m—reo ms ieki1 s

parce que & est quelconque s’il est suffisamment petit, qui est absurde.
Quand ¢ >0, g<p<<g+1. Dans ce cas, on a de (6) et (7)

T(rm, F) - 0(113:5)

™t \" dt [t \" dt
<Cri N(T'm) {QI ("r—) o + (g + 1)7'mf (7‘_) 7;;}
0 m Tm

g g+l
p—q—¢& g+1—p—¢

= CN(r,,) (

C(g—(29+1)&)N(r,)
(pP—q—¢&) (g+1—p—¢)

En utilisant le lemme 1, (5) et (8), on a

0< (g+1—p)(p—g) < lim sup—m< > lim supM

=0
CP Mm—ro0 T(rm)f) j=k+1 MO T(r’ln’f)

parce que € est quelconque s’il est suffisamment petit, qui est absurde.
Cela veut dire que N< 7 si p n’est pas entier.

4. Applications. Dans ce paragraphe, on applique les théorémes dans le
paragraphe précédent aux fonctions algébroides (ou méromorphes) définies par
’équation (1). Le lemme suivant est nécessaire.

LEMME 6. Soit f(z) une fonction algébroide définie par (1). Alors, on a

| Tl f) = Tlr, A)/n| <O(1)
o A= (A, A,) ([10]).

En utilisant ce lemme, on a des théorémes 1 et 2 facilement les théorémes
suivants.

THEOREME 3. Soit f(z) une fonction algébroide (ou méromorphe) définie
par (1). Alors, le nombre de valeurs (finies ou non) exceptionnelles au sens de
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Borel ou au sens de Nevanlinna de défaut 1 est au plus égal a 2n.

N.B. C’est une généralisation du théoréme de Picard-Borel-Rémoundos ([4],[5])

et du théoréme 10 [I] dans [9].

THEOREME 4. Soit f(z) une fonction algébroide (ou méromorphe) définie

par (1) d’ordre fini non entier. Alors, le nombre de valeurs (finies ou non)
exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de défaut 1 est
au plus égal a n.

N.B. C’est une généralisation d’un théoréme de Nevanlinna ([ 4]) quand n=1

et du théoréme 5 dans [7 ] quand 7 est quelconque.

(1]
[21]
131
[4]
[51
161
[71
[8]
191
[10]

[11]
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