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1. Introduction. Soit f(z) une fonction algebroϊde a n(^l) branches dans
le plan |£ |<oo dordre non nul definie par une equation irreductible

(1) A0(z)fn + A1(z)fn'1 + + An(z) = 0

oύ les fonctions Ao, An sont entieres sans zeros communs a toutes. Alors, on

sait que le nombre de valeurs exceptionnelles au sens de Borel de f(z) est au plus

egal a 2n ([ 4 ] , [ 5 ] , [6]) et ,que celui de valeurs exceptionnelles au sens de

Nevanlinna de defaut 1 est aussi au plus egal a 2n ( [4] , [6 ] ) . De plus, il y a

des fonctions algebroϊdes admettant des valeurs exceptionnelles au sens de Borel

dont les defauts ne sont pas egals a 1 et celles qui admettent des valeurs

exceptionnelles au sens de Nevanlinna de defaut 1 sans etre exceptionnelles au

sens de Borel (voir [ 4 ] ou [11] quand n = l). Mais, dans ce memoire, on donne un

theoreme qui affirme que le nombre de valeurs exceptionnelles au sens de Borel

ou au sens de Nevanlinna de defaut 1 est au plus egal a 2n pour toutes les

fonctions algebroϊdes definies par ( 1 ) . D'abord, on considere dans le cas du

systeme et puis, applique aux fonctions algebroϊdes. On utilise les symboles usuels

de la theorie de Nevanlinna-Selberg ([ 4 ], [ 6 ]) librement.

2. Preliminaires. Soit / = (/„, •••,/») un systeme transcendant dans le plan

\z\ <oo. C'est-a-dire, les fonctions/0, * , / n sont entieres sans zeros communs a

toutes et

log r

oύ T(r9f) est la fonction caracteristique du systeme / definie par Cartan ([ 1 ]).

On dit que le nombre

*) Ce travail a etέ fait en partie avec Γaide de la fondation de Sakkokai (The Sakkokai Foundation).
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P = lim s φ ^
log r

est Γordre de / et le nombre

v . £ log Γ(r,
= hm mf——,—v

log r

est Γordre inferieur de / .

Si p = μ, le systeme / est dit etre a croissance reguliere.

Soit

une combinaison lineaire des fonctions f09

 # , / n , homogene a coefficients constants

non tous nuls. On dit que la combinaison F est

1) exceptionnelle au sens de Borel si Γordre de N(r9 0, F) est plus petit que

celui de f;

2) except ionnelle au sens de Nevanlinna de defaut 1 si

xtm 1 i N{r,09F)
8{F) = 1 - lim sup—Λ ,\ = 1,

JVJi

c'est-a-dire, si

.. N(r,0,F) „

On donne quelques lemmes qui sont utilises apres.

LEMME 1. Soient f=(f09 , / J un systeme dans le plan \z\ < ° o et A une

(n-hl,n + l)-matrice reguliere. Si

alors, on a

\T(r,f)-T{r,F)\
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LEMME 2. Soit / = ( / 0 , " ,fn) un systeme dans le plan \z\ <°°, alors, pour
tout iΦj,f,mθ,

ΆrJJfi) - O(l) < T(r,f) < Σ, Άr,fjf}) -

(voir[7]).

LEMME 3. Soient f— (f0, •• ,fn) un systeme transcendant dans le plan
\z\ <oo et

ΣΛΓ(r,O,/t)
K(f) = limjup ' - T ( r > / )

ou N{r9 0,/iJΞθ quand /i = 0. Si

K{f)=0,

alors le syst me f est a croissance rέguliere et d'ordre positif entier quand
Vordre de f est fini ([ 2 ], [ 8 ]).

3. Cas de systemes. D'abord, on donne deux propositions connues bien quand
n = 1.

PROPOSITION 1. Soit / = ( / 0 , •••,/») (w>l) un systeme d'ordre p (0<ρ<oo)
dans le plan \ z \ <oo. S'il y a n + l combinaisons linέaires des fonctίons fθ9 ,/n,
homo genes a coefficients constants, linέairement indέpendantes n + lάn + let
exceptionnelles au sens de Borel, le systeme f est a croissance rέguliere et
Vordre p est entier quand il est fini.

DEMONSTRATION. Soient F09 , Fn n + 1 combinaisons satisfaisant a Fhy-
pothese de cette proposition. D'apres les lemmes 1 et 2, il y en a deux (soint F09Fι)
telles que

Γoidre de F = FJFQ = p .

Les inέgalites suivantes

N(r, 0, F) < N(r, 0, FJ et N(r, F) < N(r, 0, Fo)

signifient que 0 et oo sont les valeurs exceptionnelles au sens de Borel de F.
Cela veut dire que F est a croissance reguliere et p est entier quand il est fini.
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II faut demontrer que Γordre inferieur de / est egal a />. Soient

i>Oi/i etF, = £>•/•
i=0 ' ί=0

oύ les ccOi,aH sont constants. Alors, de Γegalite (on peut supposer que

n

Σ aufjfo
ί=0

on a

T(r,F)<2±T(r,fι/fa)
1 = 1

et en utilisant le lemme 2,

T(r,F)<2nT(r,f)

Cela veut dire que le systeme / est a croissance reguliere.

N.B. Dans ce cas,

PROPOSITION 2. Soient f— (f0, * ,/n) w# systeme d'ordre non nul dans le
plan 12; I < 00 ££ £F w ê famille de combinaisons linέaires des functions fOy ,/n,
homogenes a coefficients constants et linέairement indέpendantes n + l ά n + 1. Sil
y a n + 1 combinaisons dans 3? (soient Fo, •• ,Fn) telles que

8(F f) = l (/ = 0, , Λ ) ,

toutes les combinaisons exceptionnelles au sens de Borel dans £F 5o^ί except-
ionnelles au sens de Nevanlinna de dέfaut 1.

DEMONSTRATION. Soit F = ( F 0 , •• ,iΓ

n) Alors, d'apres Γhypothese et grace
au lemme 1, on a
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SiSΓ(r,O,Ft)
0 < K(F) = lim sup M

 τ F < n + 1 - £ W = 0

Cela veut dire que, d'apres le lemme 3, le systeme F est a croissance reguliere.

Par consequent, en vertu du lemme 1, le systeme / est a croissance reguliere

aussi. Soit G une combinaison exceptionnelle au sens de Borel appartenant a £F

Alors, on a facilement que, f etant a croissance reguliere,

,. N(r,0,G)

ίS T(r,f) = 0

C'est-a-dire,

δ(G) = 1.

En utilisant ces propositions, on a le

THEOREME 1. Soient f — (/0, , / J un systeme d'ordre non nul dans le

plan \z\<oo et 3?une famϊlle de combinaisons lίnέaires des functions/0, ,/n,

homogenes a coefficients constants et linέairement indέpendantes n + 1 a w + 1.

Alors, le nombre N de combinaisons exceptionnelles au sens de Borel ou au

sens de Nevanlinna de dέfaut 1 dans £F est au plus έgal a 2n.

DEMONSTRATION. Soit λ le nombre maximum de relations lineaires, homogenes

independantes a coefficients constants entre les fonctions/0, •• ,/7 l. Alors,

(2) 0<λ<n-l.

1) le cas oύ £F contient au moins n + 1 combinaisons exceptionnelles au sens

de Borel. Dans ce cas, grace a la proposition 1, le systeme f est a croissance

reguliere. Par consequent, les combinaisons exceptionnelles au sens de Borel dans

£F sont exceptionnelles au sens de Nevanlinna de defaut 1. On en deduit qu'en

vertu du theoreme 3 [ I ] dans [ 9 ]

2) le cas oύ £F contient au moins n + 1 combinaisons exceptionnelles au sens

de Nevanlinna de defaut 1. Dans ce cas, en vertu de la proposition 2, les combin-

aisons exceptionnelles au sens de Borel dans £F admettent le defaut 1. Par cons-

equent, grace au theoreme 3 [ I ] dans [ 9 ], on a
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iV< n + λ 4- 1.

3) les autres cas. La famille £F contient au plus n combinaisons exceptionnelles

au sens de Eorel et au plus n combinaisons exceptionnelles au sens de Nevanlinna

de defaut 1. II en resulte que

+ n = 2n.

De 1), 2) et 3) en considerant (2), on a le resultat.

En cas particulier, on peut preciser le theoreme 1. D'abord, on donne quelques

lemmes.

LEMME 4. Solent Ii{z) un produit canonique de genre q et n(t)=n(t,0,ΐl).

Alors, on a

log M(r, Π) < cr' {£ j&dt +

oύ Π(0) Φ0 et c ne depend pas de r ([4]).

LEMME 5. Soient φ(t) et ψ(t) deux functions continues positives de t pour

>O telles que

1) "ψ(ί) n'est pas decroissante,

2 ) lim sup φ(t) = + oo ,

Alors, il existe une suite {rm}Z=\telle que

(I) to < rx et rm / + o

(II) φ(t)<φ(rm) (to<t<rm) et

pour tout m ( [3] p.101).

THEORfeME 2. Soient f= (f0, ,fn) un systeme d'ordre p positif fini non
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entier dans le plan \ z | < oo et £F une famίlle de combinaisons linέaires des

functions f0,
 # , / n , homogenes a coefficients constants et linέairement indepen-

dantes n + 1 a n + 1. Alors, le nombre Nde combinaisons exceptionnelles au

sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de dέfaut 1 dans £? est au plus

έgal a n.

DEMONSTRATION. Supposons que N^n + 1. Soient F o , β , F n n + 1 combin-

aisons exceptionnelles considerees dans ce theoreme et F=(F0, « , F n ) . De quelques

proprietes de T(r,f) (p. ex. le lemme 2), on peut supposer que les ordres de

fi(i=09 9n) sont au plus egals a p. D'apres Γhypothese que Γordre p du systeme

f n'est pas entier, en utilisant les propositions 1 et 2, on peut conclure qu'il y a

au moins une combinaison exceptionnelle au sens de Nevanlinna de defaut 1 sans

etre exceptionnelle au sens de Borel et au moins une combinaison exceptionntlle

au sens de Borel sans etre exceptionnelle au sens de Nevanlinna de defaut 1 dans

^o Soient pt Γordre de N{r,0,Ft) (i =0, ••• ,n). Alors, on peut supposer que

Pi < P (i = 0, , *), Pt= p (i = k + 1, , n)

et

lim—ψf—9ψγ— = 0 (i = k + 1, , n)

oύ 0 < k < n - 1.

De la definition de T(r, F), on a Γinέgalite

(3) T(r,F)<£log M(r,Ft)
i=0

facilement. Ici, on peut ecrire

F,(z) = ^ exp (Pt(«)) Uτ(z)

oύ />i(^0) est entier, pt(z) est polynome de degre [p] — q au plus et Π^z) est

produit canonique des zeros ( Φ 0) de F^z), de sorte que

r ^ ) < log M(r, ΠJ + O(r«) + Olog r),

en utilisant le lemme 4,
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log M(r, Ft) < c%r<» 1 ( £®-dt + r[ ^-dt \ + O{r") + O(log r)

oύ fii(t) = n(t9 0, Hi) et q% est genre de Π,(z), integrant en partie

( 4 )

+ O(r") + O(log r)

oύ

Soit

(5) Σ.N(r,0,Ft)=N{r),
i=k+l

alors, N(r) est d'ordre p.

Or, il existe un nombre 8 posit if tel que

max (max piyq) + 8 < p — 8 et ρ+8 < q + 1

parce que Pi<p(i = 0, •••, k) et q<p<q+l.

Soit

/β = max (max pu q),

alors, le cote droit de ( 4 ) est d'ordre β au plus pour z=0, •••,£; par consequent,

on a de ( 3 ) et ( 5 )

( 6 ) T(r9F)<C

pour toutes les valeurs r suffisamment grandes oύ C = max Ct. On applique le



LE THEOREME DE PICARD-BOREL-REMOUNDOS H 3

lemme 5 a

=^- etψ(t)=t>'.

Alors, on a

N(t) <U-\ 'N(rm) ( l<ί<

( 7 )

l Y ' (rro<ί<oo)

pour tout m.
De (7 ), il existe un nombre CL positif tel que

pour tout ra^m0. D'autre part, en utilisant

N(r,0,Ft)<T(r,F)+O(l),

on a

N(r)<{n-k)T{r,F)+O{l),

de sorte que

c ^ T(rm,F) , O(l
0 < »-A < rt- + rtr

pour m ^ m 0 . Par consequent

(8) r£+ = O(T(rm,F)) (m->oo).

Si 0 < p < 1, # = 0. Dans ce cas, on a de ( 6 ) et (7 )

(rm> F) < r m N ( r J j Γ ^ j # + < 'T(rm> F) < r m N ( r J j Γ ̂ j Λ + O(r£+ ) = ̂ j p + O(r5,+ )
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En utilisant le lemme 1, ( 5 ) et (8 ), on a

0 < 1 - p < lim suψ"['mf\< Σ I™ s u p - y 0 ' / ^ = 0

parce que £ est quelconque s'il est suffisamment petit, qui est absurde.
Quand q>0, q<ρ<q + l. Dans ce cas, on a de (6) et (7)

T(rm,F)-O(ί+ή

p+ε dt

C(g-(2g+l)€)N(rm)
(p-g-€)(g+l-p-ε) *

En utilisant le lemme 1, (5) et (8 ), on a

parce que θ est quelconque s'il est suffisamment petit, qui est absurde.
Cela veut dire que N<^n si p n'est pas entier.

4. Applications. Dans ce paragraphe, on applique les theoremes dans le
paragraphe precedent aux fonctions algebroϊdes (ou meromorphes) definies par
Γequation ( 1 ) . Le lemme suivant est necessaire.

LEMME 6. Soit f(z) une fonction algέbroϊde dέfinie par (1). Alors, on a

\T(rJ)-T(r,A)/n\<O(l)

oώ A = (A0, ,AΛ)([10]).

En utilisant ce lemme, on a des theoremes 1 et 2 facilement les theoremes
suivants.

THEOREME 3. Soit f(z) une fonction algέbroϊde (ou meromorphe) dέfinie
par (1). Alors, le nombre de valeurs (finies ou non) exceptionnelles au sens de
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Borel ou au sens de Nevanlίnna de dέfaut 1 est au plus έgal a 2n.

N.B. C'est une generalisation du theoreme de Picard-Borel-Remoundos ([4], [5])
et du theoreme 10 [ I ] dans [ 9 ].

THEOREME 4. Soit f(z) une fonction algέbroϊde (ou mέromorphe) dέfinie
par ( 1 ) d'ordre fini non entier. Alors, le nombre de valeurs (finίes ou non)
exceptionnelles au sens de Borel ou au sens de Nevanlinna de dέfaut 1 est
au plus έgal a n.

N.B. C'est une generalisation d'un theoreme de Nevanlinna ([4]) quand n = l

et du theoreme 5 dans [ 7 ] quand n est quelconque.
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