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UBER EINE ERWEITERUNG DER ALGEBRAISCHEN
OPERATIONEN

GUNTHER FREI-IMFELD

1 Einleitung* Es ist bekannt, wie man mit Hilfe der Nachfolgeroperation
die Addition, die Multiplikation und die Potenz fiir natiirliche Zahlen
definiert. Dem liegt zu Grunde, daf3 die Addition eine iterierte Nachfolger-
operation, die Multiplikation eine iterierte Addition und die Potenz eine
iterierte Multiplikation ist (Ausfiihren derselben Operation eine gewisse
Anzahl von Malen hintereinander). Die Nachfolgeroperation induziert
iiberdies auf der Menge der natiirlichen Zahlen eine Ordnung, die sich in
bestimmter Weise auch auf die 3 Operationen iibertrfigt. Schon frith hat
sich die Frage gestellt nach der Umkehrung dieser Operationen und der
Erweiterung der natiirlichen Zahlen zu einem Bereich, in welchem die
Umkehroperationen uneingeschriinkt (eventuell mit vereinzelten Ausnahmen)
ausfithrbar sind. Auf bekannte Weise konstruiert man mit Hilfe von
Aequivalenzklassen zur Addition die negativen Zahlen und zur Multiplika-
tion die rationalen Zahlen, so dal die Umkehroperationen der Addition und
Multiplikation im neuen Bereiche uneingeschrinkt ausfiihrbar werden.
Diese Konstruktion beruht ganz wesentlich auf der Kommutativitit und
Assoziativitit von Addition und Multiplikation, welches erstere Gesetz auch
daflir verantwortlich ist, daB Addition und Multiplikation je nur eine
Umkehroperation besitzen. Das Fehlen der Kommutativitit und auch der
Assoziativitdt flir die Potenz erlaubt dieselbe Konstruktion fiir die beiden
Umkehroperationen der Potenz, das Radizieren und das Logarithmieren,
nicht mehr. Um nun das Radizieren und Logarithmieren allgemein
durchzusetzen, verlieB man den eingeschlagenen algebraischen Pfad und
griff zu einem ‘‘Gewaltmittel’’, der Konstruktion der reellen Zahlen. Das
der Konstruktion der reellen Zahlen zu Grunde liegende Prinzip ist eigent-
lich ein ‘‘geometrisches’” und der Algebra fremd (und beruht auf der
Erkenntnis der Griechen, daB die ‘“Menge der Strecken viel grofier ist als
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die Menge der rationalen Zahlen’’ wegen der Existenz inkommensurabler
Strecken wie V2 und 7). Im Falle des Radizierens gelang es teilweise,
wieder zur Algebra zuriickzukehren. Anstelle der Ldsbarkeit von x” - ¢ = 0
betrachtete man allgemeiner die L®sbarkeit von f(x) =0, wo f(x) ein
ganzzahliges Polynom in x ist. Die Menge aller dieser Ldsungen, d.h. die
Menge aller algebraischen Zahlen, ist nach dem Gauss’schen Fundamen-
talsatz der Algebra eine abzdhlbare Untermenge der Menge aller kom-
plexen Zahlen. Wie schlieBlich die Radikalzahlen (als L8sungen der ersten
Umkehroperation der Potenz mit ne Q) in der Menge aller algebraischen
Zahlen liegen, wurde dann durch die Galois-Theorie gel8st. Fiir die
Logarithmen ist ein analoges Vorgehen bisher, soweit mir bekannt ist, nicht
durchgefiihrt worden.

Ziel der vorliegenden Note ist es, einen Weg vorzuschlagen, wie man
auf algebraische Weise die Menge der reellen, nicht algebraischen Zahlen
mehr ausschopfen konnte. In 2 wird zuniichst in Erweiterung der 3
elementaren Rechenarten eine unendliche Menge von algebraischen Opera-
tionen diber den natiirlichen Zahlen eingefiihrt, und in 3 wird mit Hilfe der
Ordnung die Eindeutigkeit der Umkehroperation im Bereiche der natiir-
lichen Zahlen nachgewiesen.

2 Die nattirlichen Zahlen und die natiirlichen Operationen Es ist bekannt,
wie man die Multiplikation als spezielle Addition und die Potenz als
spezielle Multiplikation gewinnen kann. Diesen ProzeB wollen wir tiber die
Potenz hinaus fortsetzen.

Wir beginnen ganz von vorne und konstruieren zwei Arten von Mengen:
N, die Menge der natiirlichen Zahlen, deren Elemente wir mit Typen des
normalen Drucksatzes wie 1, 2,3, ..., M (Variable), . . . bezeichnen und
0, die Menge der natlirlichen Operationen, deren Elemente mit den
entsprechenden Typen des fetten Drucksatzes wie 1, 2, 3, ..., M (Vari-
able), . . . bezeichnet seien. Die Art der Erzeugung von N und O und die
gegenseitigen Beziehungen ihrer Elemente seien durch die folgenden
Axiome festgelegt.

A) Axiome der Erzeugung

(A1) 1ist eine natiivliche Opevation; d.h. 1€ O
(A2) Ist Ae O, soistauch 1Ae O

(A3) 1ist eine natiivliche Zahl, d.h. 1e N

(A4) Ist Ae N, so ist auch 1Ae N

Den Operator 1 nennen wir den Nachfolgevoperator. Er operiert ein-
stellig von links auf N und auf 0. 1& ist der Nackfolger von e N UO
(groBe griechische Buchstaben sollen eine Variable bezeichnen, die sowohl
fiir eine natiirliche Zahl als auch flir eine natiirliche Operation stehen kann).

B) Gleichheitsaxiome

Um zu erreichen, daB zwei aus 1 und 1 aufgebaute Zeichenreihen & und ©
dann und nur dann gleich sind (in Zeichen: =), falls sie dieselben Zeichen
und in gleicher Reihenfolge enthalten, fordert man
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(B1) Ist 1® =10, dann ist auch =0 (&, 0e N UO)
(B2) 1A # 1, filr jedes A€ O,
1A + 1, fiir jedes Ae N,

und die logischen Postulate des tertium non datur
(L1) ®=0o0der ®+0
und des Gleichheitsprinzipes

d = .
(L2) Ist & = ©, und gilt eine Aussageform flber &, so gilt die entsprechende
Aussageform auch iibev ©.

Damit hat man dann auch

1=1
(B3) 4 _,

(B4) Ist & = ©, dann ist auch 1d = 10.
Beweis: (B3) folgt unmittelbar aus (L2). (B4) folgt auf folgende Weise:
a) Es sei & = T die Aussageform iiber &, dann ist mit (L2):
®=Qund &= —>06=2.
b) Daraus folgt mit & an Stelle von Z:
®=0und =& — O =9,
¢) SchlieBlich sei 1® = A die Aussageform iiber &, dann ist mit (L2)
¢=0und1&d=A—>16=A
und mit b) und a)
A=1dund A=10—- 14 =10.

Zur genauen Behandlung der hierher gehdrenden logischen und axioma-
tischen Teile vergleiche man [2], besonders die §§9 und 13. Der Nachfolger
von &e N U O ist damit eindeutig bestimmt. Weiter sei festgesetzt, daBl die
Operation 1, falls mehrfach auf ein & angewandt, stets von rechts nach
links auszufiihren sei, falls Klammern nichts anderes andeuten, d.h.

Definition 1: 11® = 1(19)

Wir ersetzen jetzt wie {iiblich die Zeichenreihen 1, 11, 111, etc. durch
die kiirzeren Symbole 1, 2, 3, etc. und (1), (11), (111) entsprechend durch
1, 2, 3, etc., deren Menge wir als die Menge der natiirlichen Zahlen N,
bzw. als die Menge der natiirlichen Operationen O bezeichnen.
Ist1...... 11=Ne N,soseil...... 11 =NeO

N — N ——

N - 1 mal N - 1mal
C) Axiome der vollstindigen Induktion

(C1) Gilt eine Aussageform iiber 1, und wenn diese Aussageform, falls sie
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iber ivgend eine natilvliche Zahl A gilt, dann auch iiber den Nachfolger 1A
gilt, so gilt diese Aussageform tibev jede natilvliche Zahl.

(C2) Gilt eine Aussageform iiber 1, und wenn diese Aussageform, falls sie
iiber ivgend eine natiivliche Opervation A gilt, dann auch ilber ihven
Nachfolger 1A gilt, so gilt diese Aussageform iiber jede natiivliche Opera-
tion.

D) Verkniipfungsaxiome

Zwischen den Elementen in O und N sollen die folgenden Beziehungen
gelten

A21=1A, fiir alle Ae N

A2(1B) = 1(A2B), fiir alle A, Be N

A(OM)1 = A, fiiralle Ae N und M # 1 in O

A(TM)(1B) = AM(A(1M)B), fiir alle A, Be N und alle M # 1 in 0.

(D1)
(D2)

Jedes M # 1 ist also eine zweistellige Operation, die N X N eindeutig
auf N abbildet. Die Eindeutigkeit folgt mit den Axiomen (C1) und (C2) aus
der Eindeutigkeit der Nachfolgeroperation 1. Fiir M =2, 3,4, erhdlt man
die natlirlichen Operationen der Addition, Multiplikation und Potenz von
nattirlichen Zahlen. Die Operation 5 kann als ‘‘Spezielles Potenzieren’’
aufgefaflt werden:

aSn=a* =aexpaGexpa...expa.

n mal n mal
Wir wollen 5 die Operation der Evhdhung nennen.

Man gewinnt also auf diese Weise eine Menge O von abzdhlbar un-
endlich vielen natlirlichen Operationen, von denen jede aus der vorherge-
henden durch ‘‘Spezialisierung’’ hervorgeht. Fiir die Operationen 2, 3, und
4 erhilt man nun die iiblichen Gesetze der Addition, Multiplikation und der
Potenz (vergl. z.B. [1], Kapitel IX, XI-XIII): ausfiihrlicher gilt fiir beliebige
A, B, Ce N:

(1) A2B=B2A
(2) (A2B)2C =A2(B2C)

(3) A3B=B3A

(4) (A3B)3C =A3(B3C)

(5) A3(B2C)=(A3B)2(A3C)
(6) (A2B)3C =(A3C)2(B3C)
(7) A4(B2C) = (A4B)3(A4C)
(8) (A4B)4C = A4 (B3C)
(9) (A3B)4C = (A4C)3(B4C)

Die Potenz 4 ist im allgemeinen nicht mehr kommutativ und auch nicht
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assoziativ. Das gleiche gilt fiir 5 und vermutlich fiir alle hoheren
Operationen.

Wie aus (D2) hervorgeht, wird ‘‘von rechts nach links gerechnet’”’. Um
Klammern zu sparen setzen wir fest

Definition 2: AMBMC = AM(BMZC), fiir alle A, B, Ce N und alle M # 1 in
0.

Man hat tiberdies die folgenden ganz einfachen Eigenschaften
(10) NM1 =N, fiir alle Ne N und alle M # 1,2, in 0.
Dies folgt unmittelbar aus (D2).
(11) 1MN =1, fiir alle Ne N und fiir alle M # 1,2, 3 in O.
Beweis: (mit doppelter vollstindiger Induktion nach M und N)

(O,) Zun#ichst gilt (11) fir M =4: 141 = 1 (nach (D2)), und falls 14 N = 1 fiir
irgend ein Ne N gilt, so folgt wegen (D2)

14(1N) =13(14N) =131 =1.
Also gilt 14 N = 1 fiir alle Ne N (nach (C1)).

(O— 0 +1) Es gelte nun 1MN =1 fiir irgend ein M # 1, 2, 3 und fiir alle
Ne N. Es ist nach (C2) zu zeigen, daB dann 1(1 M)N = 1 ebenfalls fiir alle
N gilt.

Wenden wir wiederum (C1) an:

1(1M)1 =1 (nach (D2)), und falls 1(1M)N =1 fiir irgend ein Ne N gilt, so
folgt wegen (D2)

1(TM)(IN) = IM(1(1IM)N) = 1M1 =1,
Nach (C2) gilt also IMN = 1 fiir alle M # 1, 2, 3 und fiir alle Ne N.
(12) 2M2 =4, fiir alle M # 1.

Beweis: (Q,) Zunichst gilt dies fiir M = 2. Mit zweimaliger Anwendung von
(D1) ergibt sich nimlich

222 =22(11) =1(221) = 1(12) = 4.
(O — O +1) Weiter sei 2M2 = 4 fiir irgend ein M # 1. Dann folgt mit (D2)
2(1M)2 = 2(1M)(11) = 2M(2(1M)1) = 2M2 = 4.
Nach (C2) gilt (12) jetzt allgemein fir M # 1,

3 Ordnung Auf natfirliche Weise 148t sich nun in & und O je eine Ordnung
definieren durch

Definition 3: 1<A, fiiralleAeN
1 <A, fiiralleAeO
Ist < ©,soistauch 1 & < 19, fiir alle &, 0e¢ N U 0.
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Man hat dann die folgenden Eigenschaften (vergl. [2], §13) (&, © und =
sind stets in A U0, A in N und A in 0.)

(13) Ist1® < 10, so ist auch & < ©.
(14) 1A 1, d.h. es gilt nicht 1A < 1.

(15) 1A L1,

(16) & < &.

(17) Ist ® < ©Oundo < T, dann ist & < T.

(18) Ist ® < © und © < &, dann ist & = ©.

(19) Esist & < © oder © < &.

(20) Esist® < © oder & £ ©.

Definition 4: $>0: 2840
$<0: 206>9
®20: 20

(21) Es ist © < & dann und nuv dann, wenn © = & oder © < & ist.
(22) Es gilt genau eine dev Beziehungen ® < ©, ® =0, & > ©O.
(23) Istd<Ound © < Z,s0istd<Z.

(24) Ist @ <O und © < Z, soist &< Z.

(25) Iste< ®,soist106< 1.

(26) Es ist & < © dann und nur dann, wenn & < 10 ist,

Die Ordnung {ibertrigt sich nun auf folgende Weise auf die Operations-
stufen. Zunidchst gilt fiir die Addition (M = 2) fiir beliebige A, B, C, De N
(vergl. [2], §15):

Satz 1: Ist A< B, soist A2C<B2C.

Satz 2: Ist A< Bund C< D, soistA2C < B2D.

Satz 3: Ist A2C=B2C, soistA = B.

Satz 4: Es ist A < B dann und nuv dann, wenn ein Ce N existiert, so dafl
A2C = Bist.

Das nichste Ziel ist nun, Satz 3 fiir beliebige M # 1 zu beweisen. Zun#chst
zwei Hilfssitze:

Lemma 5: Gilt filr ein festes M + 1 mit A < B stets auch CMA < C MB fiir
alle A, B, Ce N und C # 1, so gilt fiir dieses M#1 D < EMD fiir alle D,
EeN und E + 1.

Beweis: (Mit vollstindiger Induktion nach D).

(N, 1< E < EMT1 fir alle E # 1 (nach (D2), (21), (16), (26), und (D1)), also
1 < EM1 (nach (24)).

(N— N+ 1) Es sei D < EMD fiir ein beliebiges De N und fiir alle Ee N
und E # 1. Dann gilt nach (25), (26) und (16) und der Voraussetzung des
Lemmas

1D < 1(EMD) < 1(EM(1D))
und damit nach (26) 1(EM D) < EM(1D) und mit (23) 1 D < EM(1D).



UBER EINE ERWEITERUNG 285

Lemma 6: Gilt filr ein festes M # 1 mit A < B stets auch CMA < CMB fiir
alle A, B,Ce N mit C # 1, so gilt filr diesesM #1 E(1M)A < E(1M)(A2D),
fitr alle A, D, Ee N mit E # 1.

Beweis: (Mit vollstindiger Induktion nach C).
(No) E(OIMA < EM(E(1M)A) = E(1M)(14) = E(1M)(A21) nach Lemma 5,
(D2) und (D1).

(N — N + 1) Es sei E(1M)A < E(1 M)(A2 D) fiir ein beliebiges De N und alle
A und E in N mit E # 1. Dann folgt mit Lemma 5, (D2) und (D1)

E(1M)A2D) < EM(E(I1M)A2D)) = E(1M)(1(A2D)) = E(1 M)A 2(1D))
und also nach (24) E(1M)A < E(1M)(A2(1D)).
Jetzt beweisen wir die zu Satz 1 analogen Sitze.

Satz 7: Ist A < B, soist CMA<CMB, fiir alle A, B, Ce N mit C # 1 und
alle Me O mit M # 1.

Beweis: (Mit vollstindiger Induktion nach M).

(Op) Satz 7 ist richtig fiir M = 2 (nach Satz 1 und Formel (1)).

(O— O+ 1) Es sei mit A < B auch CMA < CMB fiir ein beliebiges festes
M #1 in O und fiir alle A, B, Ce N mit C # 1. Es ist zu zeigen, daB3 dann
auch C(1IM)A < C(1M)B fiir alle A, B, Ce N mit C # 1 gilt. WegenA <B
existiert nach Satz 4 ein D, so daB A2 D = B ist. Mit Lemma 6 folgt jetzt
firalleC#1 C(IM)A <C(IM)A2D) =C(1M)B.

Satz 8: Ist A < B, so ist AMC <BMC ftir alle A, B, Ce N und fiir alle
MeO mit M # 1,

Beweis: (Mit doppelter vollstiindiger Induktion nach M und C).

(O,) Satz 7 ist richtig fiir M = 2 (nach Satz 1).

(O— 0 +1) Es sei mit A< Bauch AMC < BMC fiir ein beliebiges festes
M#1 in O und fiir alle A, B, C in N. Es ist zu zeigen, daB dann auch
A(1M)C < B(1 M)C fiir alle A, B, Ce N gilt.

Wenden wir vollstindige Induktion nach C an.
(N,) AOM)1 = A < B=B(1M)1 (nach (D2)).

(N— N+ 1) Es sei A(1IM)C < B(1M)C fiir ein beliebiges festes C. Dann
folgt mit (D2), der Induktionsvoraussetzung (O) und der Induktions-
voraussetzung (N) zusammen mit Satz 7 und wegen B > A = 1,

A(IM)(1 C) = AM(A(1M)C) < BMA(1M)C) < BM(B(1M)C)) = B(IM)(1 C).

Die den S#tzen 2 und 3 entsprechenden Sitze ergeben sich jetzt un-
mittelbar fiir beliebige M # 1.

Satz 9: Ist A< B und C< D, so ist AMC < BM D fiir alle A, B, C, De N
und fitv alle M # 1.
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Beweis: Aus A < B folgt wegen Satz 8 AMC < BMC, und wegen Satz 7 und
B>A21undC <D BMC<BMD,alsoAMC <BMD.

Satz 10: Aus AM B= AMC folgt B =C fiir alle A, B, Ce N mit A+ 1 und
alle M # 1.

Beweis: Wire B# C, so wire entweder B < C oder B >-C (nach (22)). Mit
B < C wire dann nach Satz TAMB <A MC und ebenso mit C < B AMC <
AMB also in jedem Falle AMB # AMC. Also muBB B = C sein.

Bemerkung: Fiir M = 2, 3 fillt die Bedingung A # 1 weg. (Vergl. Satz 3 und
(D2) mit Formel (3)).

Satz 11: Aus AMB=CMB folgt A =C fiiralle A, B, Ce N und alle M + 1.

Beweis: Wire A # C, so wiire entweder A < C oder A > C. Mit A < C wiire
nach Satz 8 AMB < CMB und ebenso mit C< A CMB < AMB also stets
AMB # CMB. Also muBB A = C sein.

4 Das Problem der Umkehroperationen Es wire wiinschenswert, erstens
fur jede Operation M den Zahlbereich & so minimal zu erweitern, daf3 die
beiden Umkehroperationen darin gerade 18sbar werden, und zweitens einen
Bereich zu konstruieren, in welchem nicht nur M umkehrbar wird, sondern
in welchem alle Operationen zwischen 2 und M und ihre Umkehroperationen
uneingeschrinkt (event. von einigen speziellen Ausnahmen abgesehen) aus-
fiihrbar werden. Da aber beinahe alle iiblichen Rechenbeziehungen auf der
allgemeinen Stufe M nicht mehr gelten, ist dies wohl eine auBerordentlich
schwierige Aufgabe. Wir bemerken daher nur folgendes.

Es sei M # 1 beliebig, aber fest. Gibt es fiir ein Paar B, Ce N ein
Xe N, so daB X MB = C ist, so setzen wir X = BM'C und nennen M’ die
linksinverse Opevation zu M. Gibt es analog fiir B, Ce N ein Ye N, so daB
AMY = C ist, so setzen wir Y= AM" C und nennen M'" die rechisinverse
Opervation zu M. (Im Falle M =4 muB wegen (11) das Paar (4, C) ver-
schieden sein vom Paar (1, D), wobei De N aber D # 1 ist).

Erginzend kann man fiir den Fall M = 1, 1’ definieren durch:

1"C=X: 2 1X=Cfiir Xund Cin N.
1" ist die Vorgingeroperation.

Aufgrund der Kommutativitit (1) und (3) fiir 2 und 3 ist 2’ =2'" und
3" =3". 2' ergibt die Subtraktion, 3’ die Division, 4’ das Radizieren und 4"
das Logarithmieren in N. Es ist bekannt, wie man beziiglich 2 und 3 den
Zahlbereich AN so minimal erweitern kann, daB 2' und 3' im neuen
Zahlbereich uneingeschriinkt ausfiihrbar werden. Die Minimalitit wird
erreicht durch die Forderung, dafl gewisse Eigenschaften, die sich fiir die
natiirlichen Zahlen aus den Axiomen ergaben, auch fiir die neuen Zahlen
gelten sollen (Permanenzprinzip).

Die zu 2 und 3 gehdrigen minimalen Erweiterungsbereiche von N sind
Z, die Menge der ganzen Zahlen und Q%, die Menge der positiven rationalen
Zahlen (ohne die Null). Es ist mdglich mit @, der Menge der rationalen
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Zahlen, einen Zahlbereich zu schaffen, in welchem 2, 2’, 3 und 3’ gleich-
zeitig stets (mit einer Ausnahme) ausfithrbar sind. (Ein solcher minimaler
Bereich 146t sich auch fiir M = 1 schaffen.)

Auf der Stufe 4 scheint man aber erst das erste der beiden Probleme
geldst zu haben. Die Menge der algebraischen Zahlen of hat nidmlich die
Eigenschaft, daBl sie B4'C fiir B, Ce N, ja sogar fiir Be Q und C e A stets
enthilt. Auch ist of gegenuber den Operationen 2 und 3 und ihren Umkehrop-
erationen abgeschlossen. Hingegen stellt sie noch nicht den allgemeinsten
minimalen Bereich dar, in welchem 4, 4' und 4'' uneingeschrinkt ausfiithr-
bar werden. Man hat noch nicht einmal einen minimalen Bereich angeben
kdnnen, in welchem neben den niederen Operationen auch noch wenigstens
eine der Operationen 4, 4’ oder 4'' stets ausfithrbar ist.

Fiir die nichsth8here Operation 5 zeigen wir, daB X5B = C fiir B,
Ce N mit reellen Zahlen stets l8sbar ist, daf aber die L8sungen, wenig-
stens im Falle B = 2, im allgemeinen nicht algebraisch sind. Statt X5B
schreiben wir kiirzer X2,

Satz 12: x%=c ist fir beliebige n, ce N im Intervall 1 < x < © stets
eindeutig veell 10sbar.

Beweis:

a) Fiir n = 1 ist ¥* = x = ¢ trivialerweise eindeutig 16sbar.

b) Fiir n = 2 ist x% = x¥ = (e!°8*)*= ¢* °8* eine stetige und sogar differenzier-
bare Funktion flir alle x > O. Fir 1< x < « ist ihr Wertebereich W =
{ye R |1 < y < «}. Uberdies ist die Funktion dort streng monoton wachsend,

denn ihre Ableitung x%(log x + 1) ist dort (sogar fur x > -i:) streng positiv,
also hat x2 = ¢ fir ce N genau eine reelle positive L8sung im Intervall
1< x< ™, (Das Minimum der Funktion x2 liegt tibrigens bei x = i, und sie

strebt fiir x — O gegen 1.
c) Es sei x%=c fiir alle ce N im Intervall 1 < x < « eindeutig reell 18sbar,

und Uberdies sei -&% ¥” existent und positiv fir alle x > 1. Dann ist ¥ =

<2 logxyx2 _ *Zlog x . . .
x* = (e°8%)*" = e* '°8* stetig und differenzierbar und streng monoton wach-
n
send fiir x > 1, denn a% x (-}Ex— + logx d—c}cﬂ) ist dort existent und positiv.
Fiir 1 < x < = ist ihr Wertebereich W = {ye £ |1 <y < }. Damit istxZ=c
fiir jedes n, ¢ € N eindeutig im Intervall 1 < x < = reell 14sbar.

Bemerkung: Wie aus dem Beweis hervorgeht, ist Satz 12 sogar fiir
beliebige reelle ¢ = 1 gliltig.

Satz 13: x2 = a ist nicht 1sbay fiir algebraische Zahlen a + O, wenn a e N,
aber a ¢ {n"lne N}ist.
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Beweis:

a) Es seia= :cl rational mit ¢ und d teilerfremd und ce £ und de N. Wéire

< c
(5)‘1: a, so hitte man (fz) = a? und damit ¢ = d°a®
al) ¢ = 0 ist ausgeschlossen.

a2) Es sei ¢ > 0. Dann sind a, ¢, d alle drei natlirliche Zahlen. Es sei
a=pl...pl'sdie Primfaktorzerlegung von a. Jedes der p; (i=1, ..., s)
muB nach der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung auch Teiler von ¢ sein
und damit aber nicht Teiler von d, da ¢ und d als teilerfremd vorausgesetzt

waren. Man hat jetzt eine Zerlegung von c als ¢ = plr. L plsh, wo h mit
jedem der p; (i =1, .. ., s) teilerfremd ist. Weiter ist wegen

cC=pPL L pts R=dpt . pds
und der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung c u; =dv; (i =1, ..., s), da

7 und d keinen der Faktoren p; enthalten, und 2= d€, also % = d. c ist jetzt
Teiler von v; und d Teiler von y;, d.h. v; = fcund u; = g;d. Wegen cg;d =
cu; =dv; = df;c ist g; = f;. Jetzt folgt

a=pr. . pre=(pl. . pl )
und
c=pl. . ptsn=(plr. ... pl)a.
Setzen wir b = p{l C .psfs, dann ist a = b = (b)"”’d= (bd)bd= n” mit ne N,

was wir ausgeschlossen hatten.

a3) Es sei ¢ < 0. Dann ist ¢ = -g mit ge N. ¢ = (-g)0& = d(-&qd ergibt
d® = (-1)¢g¢a® und damit, daB g gerade wire. Dann miifte auch ¢ = -g und d
gerade sein wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung, was aber der
Voraussetzung widerspricht, daf c und d teilerfremd sind.

b) Es sei a algebraisch irrational. Dann ist a®nach dem Satz von Gel’fand
und Schneider transzendent, also sicher nicht gleich der natiirlichen Zahl a
(vergl. [3] Kapitel III).
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