ENGELSCHE ELEMENTE DER LANGE DREI

VON
HerMANN HEINEKEN

Einleitung

Es ist bekannt, daf alle Elemente einer Gruppe G sicher dann engelsch
der Linge » sind, wenn @ nilpotent der Klasse n ist (d.h. wenn das (n + 1)-te
Glied der absteigenden Zentralreihe gleich 1 ist). Allgemeiner sind alle
Elemente aus G engelsche Elemente, wenn jede von zwei Elementen erzeugte
Untergruppe nilpotent (von endlicher Klasse) ist. Da die abgeleiteten
Eigenschaften auf den ersten Blick schwiicher als die Ausgangseigenschaften
sind, ist die Frage interessant, wie weit eine Umkehrung moglich ist. Um
diese Fragen etwas mehr zu prizisieren, erinnern wir an die Definition der
engelschen Elemente:

Sind z, y Gruppenelemente, so sei ihr Kommutator durch z o y = 27"y 'y
bezeichnet; und die iterierten Kommutatoren werden induktiv durch
2™ oy = 20 (2™ o y)
erklirt. Das Gruppenelement e heile engelsch der Linge n, kurz n-engelsch,
wenn 2™ oe = 1 fiir alle z gilt; und e heifie engelsch, wenn fiir jedes x in
der Kommutatorreihe x” o ¢ die Eins vorkommt. Weiter sei G eine E,-
Gruppe, wenn alle Elemente aus G engelsch der Linge n sind.

Unter Benutzung dieser Definitionen ergeben sich folgende Fragen:

2P oy ==woy,

(A) Ist eine Gruppe lokal nilpotent, wenn thre Elemente simtlich engelsch
sind?

(B) Sind alle Elemente einer Gruppe G engelsch, wenn G von engelschen
Elementen erzeugt wird?

(A, n) Ist G eine nilpotente Gruppe der Klasse c(n), wenn die Elemente
aus G simtlich n-engelsch sind?

(B, n) Ist G eine E.-Gruppe, wenn G von n-engelschen Elementen erzeugt
wird?

Diese Fragen sind bisher nur unter Zusatzannahmen behandelt worden; so
ist etwa die Antwort auf die Fragen (A) und (B) positiv, wenn die betrachte-
ten Gruppen noethersch sind (Baer [3]); und Gruenberg [4] hat alle vier
Fragen fiir lokal auflosbare Gruppen behandelt.

Levi [7] und Kappe [6] beschiftigten sich mit engelschen Elementen der
Linge zwei und konnten dabei (A, 2) bzw. (B, 2) positiv beantworten.
Gruenberg zeigte in einem Beispiel [4, S. 166], dalf (A, 3) fur Gruppen vom
Exponenten 4 gewil zu verneinen ist. Man mufl daher damit rechnen,
daB die Antworten auf die Fragen (A, 3) und (B, 3), die das Ziel dieser Ar-
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beit sind, Bedingungen iiber die “Charakteristik’ der Gruppe G enthalten.
So beantwortet die Frage (A, 3) der folgende

Havprsatz 1. Eine Es-Gruppe ohne Elemente der Ordnung 2 und 5 4st
nilpotent der Klasse 4.

Hierbei bleibt die Frage offen, ob die Annahme iiber Elemente der Ordnung
5 entbehrlich ist; die Annahme iiber Elemente der Ordnung 2 ist jedoch
unentbehrlich nach Gruenberg [4, S. 166].

Der Beweis von Hauptsatz 1 stiitzt sich wesentlich auf den folgenden

Haversarz 2. Eine von endlich vielen Elementen erzeugte Es-Gruppe ist
nilpotent von endlicher Klasse.

Der Beweis von Hauptsatz 2 stiitzt sich auf eine Untersuchung von Ej-
Gruppen, die von zwei Elementen erzeugt werden. Diese Gruppen sind
nilpotent der Klasse 4; wenn keine Elemente der Ordnung 2 vorkommen,
sind sie sogar nilpotent der Klasse 3 (§1, Satz 1). Wir erhalten daraus
weiter, dafl in einer E3;-Gruppe das Quadrat eines jeden Elements in einem
lokal nilpotenten Normalteiler liegt (§3, Lemma 9).

Auf die Frage (B, 3) antwortet schlieflich der folgende

Havprsatz 3. Die Menge A der Elemente a aus der Gruppe G, die die
Bedingung ¢© o a = g® oa™ =1 fir alle g aus G erfiillen, ist eine Unter-
gruppe von G, wenn wenigstens eine der folgenden Bedingungen erfullt ist:

(I) G enthdlt keine Elemente der Ordnung 2.
(II) A enthdlt nur Elemente endlicher ungerader Ordnung.

Wie sich wihrend der Arbeit herausstellt, bleibt die Art der Klammerung
der Kommutatoren ohne Bedeutung. Identisch in @ und b gilt ndmlich

(bo(bo(boa))) =b"(((aob™)od™) o b )b’

Dadurch ergibt sich sofort die Aquivalenz der fiir alle ¢ aus G geltenden
Bedingungen ¢® ca = 1 und (((aog)og)eog) = 1, und mit a®og =1
ergibt sich

(((gea™)eaMoa™) = 1.

Da die Voraussetzungen immer symmetrisch in @ und ™' gew#hlt wurden,
andert die Art der Klammerung nichts am Ergebnis.

Fiir seine Anregungen zu dieser Arbeit danke ich Herrn Professor R. Baer
sehr herzlich.

Bezeichnungen

Das Erzeugnis {a, b} von a und b ist die kleinste Untergruppe, die a und b
enthilt.
Die Gruppe G ist nilpotent der Klasse n, wenn die Zentralreihe die Form

G=G12G22"'2Gn;)_gn+l=l



ENGELSCHE ELEMENTE DER LANGE DREI 683

hat. Hierbei ist Gy41 = {-+-,goh, -+ | g aus G, h aus G;}. Die Gruppe @
ist nilpotent der Klasse genau n, wenn G, = 1 und G, # 1 gilt.
Wir werden mit Z(G) das Zentrum von G bezeichnen und definieren in-
duktiv
Z(G) = Z(G),  Zuw(G)/Z:(G) = Z(G/Z.(@)).

Die Gruppe G ist auflosbar, wenn die abgeleitete Reihe
GQG’QG” - G(2)2

nach endlich vielen Schritten mit 1 endet (G’ = G,).
G"={--,¢ - |gausG}.

1. E;-Gruppen, die von zwei Elementen erzeugt werden

In diesem Abschnitt werden wir uns mit dem Erzeugnis G = {a, b} zweier
Elemente a, b befassen fiir die einige oder alle der folgenden sechs Relationen
gelten:

(1) a®oeb =1, (IV) b®eq™ =1,
(1) a®ob™ =1, (V) (ab)Poa =1,
(II1) »®oa =1, (VI) (ab)® oa™ = 1.

Wir beginnen mit
Lemma 1. Sind (1) und (II) erfillt, so gilt auch (a°b)® oa = 1.
Beweis. Es ist
1=a®ob=2ao(aoc(adab)) =ao (ao (b'ab)) = a® o (b”'ad);
entsprechend ergibt sich
1=a®eb™ =a®o (bab™).
Transformation der zweiten Formel mit b ergibt
1= (b"ab)® oa = (b7'ab) o ((b7"ab) ca) = (b7'ab) o ((aob) o a).
Dann folgt aber
(aob)® oa = (a7b"ab) o ((aob)oa)
=b"ab(a" o ((aob)oa))b ab((b7'ab) o ((acb)oa))
=b"a"b(a o ((aob)ca))bab

=1,
da
a o ((aeb)oa)

= a(ae (aob))(ae (ae(aobd)))(ao (aob))a™ = L.

Damit ist Lemma 1 bewiesen.
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Lemma 2. Sind (1) und (II) erfillt, so gt
a"o(aob) =ac(aod)” = (ao(aoh))" und
a"ob = (ao(aoh)) ™ (aoch)" mit w(n) = in(n — 1).
Beweis. Wegen Lemma 1 ist ¢ '(a o b)a mit a o b vertauschbar; daher
ist ac(ach)” =a(aob)"a(aob)" = (ac (acb))". Bei der oberen
Gleichung geniigt es also, a"o (aob) = (ao (a°b))” nachzuweisen.
Dies geschieht durch vollsténdige Induktion nach positivem n. Firn = 0,1

ist die Behauptung richtig. Ist die Behauptung fiir alle Zahlen kleiner n
schon richtig und n > 1, so ist sie auch richtig fir n. Denn

a"o(aeb) =a(a" "o (aob))a(ac (aob)),
und nach Induktionsvoraussetzung gilt dann wegen (I)
a"o(aob) =a ' (a" o (aob))alac (aob))
=a(ao(aob))" "a(ac (aob))
(@o(aob))"(ae(aecb)) = (ao (aobd))"

I

Damit ist die erste Behauptung fiir positive n bewiesen. Ist n eine positive
Zahl, so ist

a "o (aob) =a"((aob)oa”)a™ = a"(a" o (aob))a™
=a"(ao (aob))™a™" = (ac(aob))™,

und unsere erste Behauptung ist fiir alle ganzen Zahlen n bewiesen. Wir
wenden uns nun der zweiten Behauptung des Lemmas zu. Die Behauptung
wird wiederum durch vollstindige Induktion nach n nachgewiesen. Fiir
n = 0, 1 ist die Behauptung richtig. Ist die Behauptung schon fiir alle
positiven Zahlen kleiner n bewiesen, so ist sie auch fiir n richtig, da

a"ob=a""(aob)d" (" ob) = (acb)((acb)oa")(a" " ob).
Ist nun v = $(n — 1)(n — 2), so gilt nach Induktionsvoraussetzung
@ ob = (aob)(ao (aob) " (ao (aoh))"(aob)
= (ao(aod) M (aob)" = (ac (aobh)) ™™ (aob)"

Damit ist die Behauptung fiir positives n bewiesen. Ist n weiter eine positive

Zahl, so ist
a"ob=a"(boa")a" =da"(a"ob)a"

a*(ao (aob))*™(aob)™a™

= (a° (a°b))"™ (@™o (aob)")(aob)™

= (ao (aob))" ™™ (aob)™



ENGELSCHE ELEMENTE DER LANGE DREI 685

Nun ist aber
w(n) = = —dn(n +1) = =3(=n)(=n — 1) = —w(—n),
und die Behauptung ist auch fiir negatives n bewiesen.

Zusatz 1. Aus (I) und (II) folgt (a’o (a'eb)) = (ao (aob))” und
daher @’ o (a’o (a' o b)) = 1.

Bewezs.
a'o(a'ob) =a'e ((ao(aod))™(acb))
=a"o(aob) = (ao (aob))”
LemMa 3. Gelten die Relationen (I) und (I1) und ist a™ = 1, so ist
(aob)™ = 1 fiir ungerades m und (a o b)*™ = 1 fir gerades m.
Beweis. Da a™ = 1, gilt
1=a"o(aob) = (ao(aob))” und
1=0a"eb=(ac(ach)) ™™ (aob)™
Ist nun m ungerade, so ist w(m) durch m teilbar und es gilt
1= (aob)”, da (ao(aod))” = 1.

Ist m gerade, so ist jedenfalls 2w(m) durch m teilbar, und wir erhalten
1= (aob)™
Wir beginnen mit der Anwendung aller sechs Relationen.

Sarz 1. Ist G = {a, b} und werden von a und b die Relationen (I) bis
(VI) erfillt, so ist G metabelsch und nilpotent der Klasse 4 und es gilt x® o y =1
fiir alle x, y aus G.

Beweis. Wir werden der Reihe nach nachweisen:

@ ={aob,a (aob)a, b (aob)b, b a " (aob)ab}.
@ ist abelsch.

@ ist nilpotent der Klasse ¢ < 4.

Fiir alle z, y aus G gilt z® oy = 1.

W=

1. Die Erzeugenden von G'. Bei dieser Uberlegung wird nur (I) und
(III) gebraucht. Bekanntlich ist ' = {a, b}’ der kleinste a o b enthaltende
Normalteiler von G. Ist

H = {aob, a'(acb)a, b (aob)b, (ab)™ (aob)ab},

so ist H gewill in G’ enthalten; es geniigt also nachzuweisen, dafi H ein Nor-
malteiler ist. Wir kommen mit dem Nachweis H = ¢ 'Ha und H = b 'Hb
aus, und zwar weisen wir nach, dafl das oben angegebene FErzeugen-
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densystem von H in ¢ 'Ha und das Erzeugendensystem von ¢ ‘Ha in H liegt.
Nun gilt aber

ba (aob)ab = (boa)a b (aob)balaobd)

und daher
H={aob,a (aob)a, b (aob)b b 'a " (aocb)ab}

={aob a (aob)a, b (aob)b, a b (a0 b)ba}

={boa, b (boa)b,a(boa)a, a b (boa)ba}.
Daher geniigt der Nachweis fiir ¢ 'Ha, aus Symmetriegriinden gilt dann
das entsprechende fiir b'Hb. Durch Transformation mit a erhilt man
fir a'Ha die Erzeugenden a '(a o b)a, a*(a o b)d’, a b '(a o b)ba,

a"'b'a™"(a o b)aba; diese Erzeugenden sind nun als Produkte von Erzeugen-
den von H darzustellen und umgekehrt. Man erhilt

(1) a*(aob)d® = a(aob)a(aob)a (aob)a,
(2) a7 b (aob)ba = (aob)ba (aob)ab(aocb)™,
(3) @' (aob)aba = (aob)ba*(aob)a®b(acb)’
= (aob)ba(aob)abb(aob)”'d
e (a o b)ab(aob)
(1) aob = a'(aob)aa*(aob)da (a0 b)a,
(2") b (aob)ab = (a°b) " (a b (aob)ba)(aob),
(3") b (aob)b =a b (aob)ba(aocb)a"b'a " (ab) "aba
“(aob)'a"b " (a ° b)ba.
Aus (1) bis (3) folgt nun, daf a‘Ha in H liegt, und beachtet man, dal wegen
(1’) a o bin ¢ "Ha liegt, so ergibt sich aus (1’) bis (3’), daB H in a 'Ha liegt.

Daher ist a "Ha = H, und aus Symmetriegriinden folgt bHb = H, daher
ist H ein Normalteiler von G und es gilt H = G'.

2. @ 1ist abelsch. Wegen (I) bis (VI) und Lemma 1 ist das Element
aob vertauschbar mit @ (aob)a, b (aob)b und (ab)™'(a o b)ab, also
liegt @ o b im Zentrum von G’. Dann liegen aber auch alle Konjugierten von
a o b im Zentrum von G, und daher ist @’ abelsch.

3. @ ist nilpotent der Klasse ¢ < 4. Da G’ und G/G’ abelsch sind, ergibt
sich
ao(bo(a®ob)) =bo(ao (a®ob)) =1,

ho(bo(ao(aobd))) =bo(ac(be(ach)))
=ao(bo(bo(ach))) = 1.
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Das Element bo (a® ob) = ao (bo (aob)) liegt also im Zentrum von
G. Seinun N = {ao (bo (aob))}, im Zentrum von G/N liegen die Ele-
mente (bo (acb))N und (ao (aob))N. Sei weiter

Ny ={N, ao(aob), bo (aob)}; im Zentrum von G/N; liegt dann a o b.
Es ist jedoch G’ = {N,, a o b}, und wir erhalten folgende Zentralreihe:

IESNE N, SECG,

daher ist @ nilpotent und ¢ < 4.
Ehe wir an den Beweis von Teil 4 herantreten, wollen wir einige dabei
benotigte Grundtatsachen beweisen.

Lemma 4. Unter den Bedingungen (1) bis (VI) st
(bo(ae(aob))) = (e (ao(aob))) =bo(a"c (aob))
=bo(ao(a’ob)) =bo(ao (acbd’)) = 1.

Beweis. Es geniigt (bo (ae (aeb)))’ = (bo(ao(aoh)’)) =1 zu
beweisen, die anderen Identititen folgen aus Lemma 2, Zusatz 1 und aus der
Eigenschaft, dal G’ abelsch ist. Wir betrachten nun (ab)*(a o b)(ab)’.
Wegen (V) ergibt sich dann (ab)(a o b)(ab)’ = b'a '(a°b)’ab(a o b)™,
denn G ist abelsch, und aus (I) und (III) erhilt man

(ab) 2 (aob)(ab)® = b2a*(a o b)a’d’

b %0 (a o b)’ab’db(a o b)T'H
a"b(aob)b’ab* (a0 b) TV
= a0 (aob)'baa (@aob)Pab (a0 b) Pb(aob).

It

It

Daher ist
1=a"'b"(aob)baa (aob)*ab (aob)*b(acb)’ = ao (bo(aoh)?),

bo(ae (aob)’) =1,
was zu zeigen war.

Zusarz 2. G = {a, b} ist nilpotent der Klasse 3 und bo (ac (aob)) = 1,
wenn (I) bis (VI) und eine der folgenden Bedingungen erfullt sind:

(a) o hat ungerade Ordnung.

(B) b hat ungerade Ordnung.

(v) @ st frei von Elementen der Ordnung 2.

Durch Lemma 3 fithrt (@) und (8) zu (y). Durch (y) und Lemma 4
folgt bo (ao (aod)) = 1; daher ist in der in Satz 1, Teil 3 angegebenen
Zentralreihe N = 1, und G ist nilpotent der Klasse 3.

Wir setzen nun den Beweis von Satz 1 fort:

4. %oy = 1 fur alle z, y aus G. Das Element x o y ist enthalten in ¢;
da @ abelsch ist, folgt aus 2® cu = 1 fiir alle Erzeugenden u von G’ die
Behauptung ® oy = 1. Aus (rar)® ou = 1 folgt 2@ o (rur) = 1, es
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geniigt also, 4 = a o b und alle z aus G zu betrachten. Da G’ jedoch abelsch
ist, geniigt sogar die Betrachtung des Falles x = a"b™ allein. Es ist nun
nach Lemma 2

(@'b™) e (aob) = b""(a" o (aob))d"(b" o (aob))
b"(ac (aob))"d"(bo (aob))”
= (a°c (aod))"(b"o (ae (aeb))") " (bo (aob))”
= (ao(aob))"(bo(ac(ach))) ™ (be (ach))"
= (bo(as (aoh)))™(ae (aob))"(bo (asb))",
und daher ergibt sich
(@™ ® o (aob)
= (a"d™) o ((bo(ac(aobd))) " (ac(acd))"(bo(aob))™)
= (a"d™) o ((a° (a°b))"(bo (aob))™)
= (a"o (bo(aob))")(b"o (ae (acb))")
= (ao(bo(acb)))"(bo(ac(acb)))™
(ao(bo(aob)))™

=1 nach Lemma 4.

I

Damit ist der Beweis von Satz 1 abgeschlossen.
LemMmaA 5. Wenn die Bedingungen (1) bis (VI) gelten, so ist
(ab)" = a"d"(bo (ao (a2b)))*™(ac (aob))* ™ (bo (aob))™(acb)’™
mat
d(n)
f(n)

fur positive Zahlen n.

_3(f) - 2(:)y e(n) = (;):
260) + (), g(n) = (@)

Beweis. Es handelt sich um eine Ausfiihrung des Kommutatorsammel-
prozesses fiir den Spezialfall einer metabelschen Gruppe, die nilpotent der
Klasse 4 und E,;-Gruppe ist (vgl. [10, S. 165]). Da
d(1) = e(1) = f(1) = g(1) = 0, ist die Behauptung fiir » = 1 richtig.
Ist die Behauptung schon fiir alle positiven Zahlen kleiner als # bewiesen,
dann zeigen wir sie auch fiir n. Es ergibt sich nidmlich

(ab)" = ab(ab)"™" = aba" 0",
b "a" " (ab)" " ist. Wir erhalten
aba" " ¢ = a"b(a" o b) 7" e
=a"b"(@" o b) ("o (a" o b))e
= a"b"(aob) (a0 (aob))""P(ac(aob))'(bo (ae(aoh)))e

wobel ¢

(ab)"
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mit
wn—1)=(n-1(0m-2)/2 s=m-1"=20"")+ (n—-1),
= —(n—1)(n—2)(n—1)/2=-3("%") — 2("7).
Daher erhilt man weiter
d(n) =d(n — 1) — 3("3") —2("7"), e(n) =e(n—1) + ("7),
fn) =fn — 1) +207) + ('7),  gn) =g(n —1) = ("T).
Setzt man nun die schon bekannten Werte ein, so bekommt man das gewiin-
schte Ergebnis.
LemMA 6. Wenn die Bedingungen (1) bis (VI) gelten und o® = b*" = 1
ist, so ist auch (ab)®’ = 1 mat
s = Max (m, n) fur p = 2,3,
s = Max ((Max (m, n)), (Min (m,n) + 1)) fir p = 3,
s = Max ((Max (m, n)), (Min (m,n) + 2)) fir p = 2.
Bewets. Nach Satz 1 ist {a, b} fiir p 5 2 nilpotent der Klasse 3. Ist nun
p # 2,3, so ist p grofer als die Nilpotenzklasse von {a, b}. Daraus folgt
insbesondere, daff die folgende Gleichung gilt:
(ab)™ = a®b*'c”" fir jedes k,

wobei ¢ ein Element aus {a, b}’ ist (vgl. dazu etwa Hall [10, S. 183]). Nach
Lemma 3 und Satz 1, Teil 1 ist {a, b}’ jedoch hochstens vom Exponenten
p° und

(ab)® = a”'b"¢” = 1.

Ist nun p = 3, so wenden wir Lemma 5 an. Das Element (ab)®" liegt sicher
in der Kommutatorgruppe von {a, b} und die Kommutatoren haben héchstens
die Ordnung 3" mit r = Min (m, n) nach Lemma 3. Nun ist aber

d(3°) =e(3°) =f(3°) =¢(3°) =0 mod3*

nach Lemma 5 und wegen r < s — 1 ist die Behauptung auch fir p = 3

richtig. Fiirp = 2gilt (ao (bo (aob)))® = 1 und die Kommutatoren haben
hochstens die Ordnung 2" mit » = Min (m, n) — 1 = s — 1. Man rechnet
nun leicht nach, daB

d(2) =0 mod2 und e(2°) =f(2°) =g(2°) =0 mod2"
gilt. Damit ist Lemma 6 bewiesen.

2. Schranken fir Exponenten

In diesem Abschnitt werden wir allgemeine Betrachtungen tiber Gruppen
durchfihren, deren simtliche Elemente z, y der Bedingung z® oy = 1
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geniigen, also iiber E;-Gruppen. Unser spiiteres Ziel ist nachzuweisen, daf
E;-Gruppen lokal nilpotent sind.

Sarz 2. In einer E-Gruppe ist die Menge aller p-Elemente eine (charak-
teristische) Untergruppe.

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 6.

Nach Gruenberg [4, S. 158 und 160] ist eine [lokal] auflésbare E;-Gruppe
schon lokal nilpotent; wir werden daher in FE;-Gruppen vorerst abelsche
Normalteiler aufsuchen, um so schrittweise zur Auflésbarkeit zu kommen.
Wir betrachten dazu vorldufig Torsionsgruppen; hier kénnen wir uns wegen
Satz 2 auf p-Gruppen beschrinken.

Sarz 3. Ist G eine Es-Gruppe und sind die Ordnungen der Elemente eines
Erzeugendensystems Teiler von p", so ist G vom Exponenten p™ mat

m=mn fiur p £ 2,3,
m=mn-+1 fir p=23,
m=mn-+2 fir p=2.

Beweis. Seit ein Element aus G und als Produkt von Erzeugenden ge-
schrieben. Wir filhren Induktion nach der “Lénge’” von ¢ durch. Fiir die
Erzeugenden ist richtig, dafl ihre Ordnung p™ teilt. Sei nun schon bewiesen,
daB alle Elemente, deren Linge kleiner als die von ¢ ist, eine p™ teilende
Ordnung haben. Dann gibt es ein erzeugendes Element a und ein Produkt
kleinerer Lange w, so daB ¢ = aw. Ist nun o(a) = p’ und o(w) = p", dann
ist g = n, h = mund o(¢) wegen Lemma 6 ein Teiler von p* mit
i =Max (¢g,h) En=m fur p = 2, 3,
1 = Max ((Max (g, h)), (Min (g, h) + 1)) Sn+1=m fir p =3,

1 = Max ((Max (g, h)), (Min (g, h) +2)) S n+2=m fir p= 2.

I

Durch diesen Induktionsschluff ist bewiesen, dafl alle Elemente aus G eine
p™ teilende Ordnung haben; @ ist also héchstens vom Exponenten p™.

Lemma 7. Ist G eine Es-Gruppe vom Exponenten p™" und sind a und b
Elemente aus G, so ist

a”b™ = bv"a”  auler fur p" = 2.
Beweis. Es ist
a” o b” = (bo (ac (aob)))(ac(aob))(bo(aod))(aod)”
mit
g=p"(@"—1)/4, m=p", h=k=—p"(p"—1)/2

Sei nun G vom Exponenten p*" mit p 2. Dann ist a® ob™ = 1, da
g=h=k=m= 0modp™.
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Ist @ vom Exponenten 2*" und 1 < n, so ist ¢ = 1 und daher
1=a"0b=(ao(aob)) '@ P(g0b)™ = (a0 (aob))™ .

Aus Symmetriegriinden gilt dasselbe fiir bo (aob). Nach Lemma 4 gilt
auflerdem (bo (ao(aob)))® = 1. Dann ist wiederum a* ob”™ = 1, da

g=2"%2"-1)=0 mod?2 wegen 1 < n,
h=k=2""2"—-1) =0 mod2"7,
m=2"=0 mod?2™

Da die Gruppen vom Exponenten 3 in ihrer Struktur bekannt sind, erhilt
man nun

Zusatz 3. Eine Es-Gruppe vom Exponenten 3% ist auflisbar und es ist
G(n+2) = 1'

Beweis. Wir fithren vollstdndige Induktion nach n durch. Firn = 1 ist
der Satz richtig; da Gruppen vom Exponenten drei metabelsch sind, gilt fiir
sie G = 1, vergleiche Levi und van der Waerden [8, S. 156]. Sei der Satz
nun bewiesen fiir ein gewisses 7, so ist er auch richtig fir n 4+ 1. Ist ndmlich
G vom Exponenten 3™"** o erhilt man nach Lemma 7, daf die 3*-ten Po-
tenzem der Elemente aus @ einen abelschen Normalteiler A erzeugen. G/A
ist dann eine Es-Gruppe vom Exponenten 3*, daher gilt nach Induktionsvor-
aussetzung G C A und daher G C A’ = 1, und die Behauptung ist
bewiesen.

In unseren weiteren Uberlegungen werden wir Gruppen vom Exponenten
2" gesondert behandeln miissen. Dazu wird uns der folgende Satz behilflich
sein:

Sa1z 4. Eine von endlich vielen Elementen der Ordnung 2 erzeugte Es-Gruppe
ist endlich.

Beweis. Nach Satz 3 ist eine von Elementen der Ordnung 2 erzeugte
E5-Gruppe vom Exponenten 8. Nach Lemma 7 ist G' = N abelsch. Die
Faktorgruppe G/N ist dann vom Exponenten 4 und wird von Elementen
der Ordnung 2 erzeugt. Diese Gruppen sind nach Wright [9, S. 1104, Theo-
rem 6.1] nilpotent der Klasse n + 1. Dabher ist G auflosbar und weiter nach
Gruenberg [4] nilpotent. Daher ist G endlich, und das war zu zeigen.

3. Beweis von Hauptsatz 2

Bevor wir mit dem Beweis von Hauptsatz 2 beginnen, beschiiftigen wir
uns mit Elementen a, die die Bedingung g o (a° (aog)) = 1 fiir alle g aus G
erfilllen. Fiir diese gilt der

Sarz 5. Eine Gruppe G st lokal nilpotent, wenn in G ein Erzeugendensystem
A mit der Eigenschaft existierl, daff jedes Element a aus A die Bedingung
go(ae (acg)) = 1 fir alle g aus G erfills.
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Beim Beweis wird folgendes Lemma bendétigt:

LemMa 8. Ein Element x aus G, fir das go (xo (xog)) = 1 fir alle g aus
G gilt, liegt in einem abelschen Subnormaltetler vom Defekt 2.

Beweis von Lemma 8. Ist N der kleinste x enthaltende Normalteiler von
G und ist n aus N, so ist zum Beweis von Lemma 8 zu zeigen, dafl z mit
n”'zn vertauschbar ist. Der Normalteiler N ist das Erzeugnis aller in G
zu x konjugierten Elemente. Wir werden die Vertauschbarkeit von z mit
n”"zn durch vollstindige Induktion nach der “Lénge” des Produkts n durch-
fiihren.

Setzen wir zunichst in der oben angegebenen Identitét das Element zg an
die Stelle von g ein, so erhalten wir

1 = (xg) o (zo(xo(ag))) = (ag)° (xo(xog)).
Daber gilt
l=2zo(xo(zog)).

Das Element « ist daher mit allen n"zn der Form n = g~ 'zg vertauschbar.
Sei die Vertauschbarkeit von & mit y 'zy bereits fir alle ¥ aus N bewiesen,
die kleinere “Lénge’ als » haben. Dann gibt es ein Element w aus N mit
kleinerer “Lénge” als n und ein s aus G mit n = ws™ws.

Es ist dann nach Voraussetzung und Induktionsannahme

1= (w'zws) o (zo (zo (waws))) = (w 'zws) o (xo (xos));

auBlerdem gilt
L =so(wo(xos)),
und daher erhilt man

1= (w'aw)o (o (xos)) = (w aw) o (¢ 'za)
mit @ = s 'ws, da ja & mit waw vertauschbar ist. Wegen
1=2%e(s") =a®o (s2s),
1=s" (2P0 (szs™))s = (s2s)P o = a® o

erhiilt man jedoch
1 = (a7 ") (a%ed’) (a ' "a)z,

und daher durch Konjugation mit a™*
1 =z (¢ "za)z " (aza™).
Nach Induktionsannahme gilt aber

1 = (w'aw) oz,
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und daher erhalten wir aus den beiden errechneten Gleichungen
1 = (wlaw) o (aza™),
1 =a'((w'zw) o (axa™))a = (¢ 'wawa) oz = (n '2n) o2,
und das war zu zeigen.

Der Beweis von Satz 5 gestaltet sich nun einfach. Da die Erzeugenden
von G in abelschen Subnormalteilern vom Defekt 2 liegen, liegen sie in lokal
nilpotenten Normalteilern. Damit ist G als Produkt lokal nilpotenter Nor-
malteiler selbst lokal nilpotent. Wir kénnen nun Hauptsatz 2 beweisen.

Beweis von Hauptsatz 2. Sei G eine endlich erzeugte E;-Gruppe. Nach
Lemma 4 gilt fiir jedes Elementepaar a, b aus G (bo (ao (a°b)))* = 1 und
daher erst recht

(bo(a’ o (a"0b))) = (bo(ac(aod)))' =1,

wegen Lemma 2, Zusatz 1 und da {a, b} metabelsch ist. Daher ist nach Satz 5
der von den Elementequadraten aufgespannte Normalteiler von G lokal
nilpotent. Diesen Normalteiler nennen wir Q. Die Faktorgruppe G/@Q ist
vom Exponenten zwei und endlich erzeugt, daher ist sie endlich. Es ist
wohlbekannt, dafl ein Normalteiler @ endlich erzeugt ist, wenn G endlich
erzeugt und G/Q endlich ist, vgl. etwa Baer [1, S. 396]. Also ist @ nilpotent
und daher ist G auflosbar. Dann ist G nach Gruenberg [4, S. 158] lokal
nilpotent, also in diesem Fall nilpotent, da G endlich erzeugt ist. Damit ist
Hauptsatz 2 bewiesen.

4. Dreiengelsche Elemente

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Gruppen beschiiftigen, die von den

die Bedingungen

g(a) oq = g(g) oa_l =1

fiir alle g aus G erfiillenden Elementen a erzeugt werden. Wir werden dazu
zungchst Elemente ¢ und b betrachten, die folgende Bedingungen erfiillen:

(a/, 7) (adb)(s) ca =1,
(a”, %) (a0)®oa™ = 1.

Hierbei sei ¢ eine ganze Zahl zwischen 0 und 4. Nach Lemma 1 folgt aus
(a/, ) und (a”, ¢) bei gleichem ¢, daff ba™*(b o @)a’b mit b o a vertauschbar
ist. Daher gilt

b e (boa)aTba = (aob)ba " (boa)a’b(boa)
=b""a""(boa)a'd;
(b, 2) (a""ba) " (boa)aba = (a') 7' (boa)a'h.
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Lemma 9. Gelten fiir die Elemente a und b die Bedingungen (a’, ¢) und
(a”,2) firi = 0,1, ---, 4, dann gilt auch

ao(ac(aobd)) = 1.
Beweis. Aus (a’, 1) folgt
(ab)~*(b o a)(ab)’ = (ab)™'(b o a)(ab)(boa) ™ (ab)™ (b o a)(ab);

aus (a’, 1) und (a”, 1) folgt die Vertauschbarkeit von (ab)™(b o a)(ab) mit
b o @, und daher gilt

(c, 1) (ab)*(boa)(ab)’ = (ab)™ (boa)’(ab)(boa)™.
Schliefllich ergibt die Anwendung von (b, 2) auf die rechte Seite
(d, 1) (a0*) (b o a)(a®d®) = (ab)™'(boa)*(ab)(boa)™
Durch die Anwendung von (a/, 2), (a”, 2) ergibt sich
(¢, 2) (a0)*(bo a)(a’)’ = ()7 (boa)’(a’b)(boa)”,
und wendet man nun (b, 3) und (b, 4) an, so erhilt man

(a’)(boa)(a®)? = (a’a’)™'(b o a)(a’ba’)

= (a’bab) " (boa) (a*bab)

= (a'd’)7(bo a)(a'D’).
Aus (¢, 2) ergibt sich daher

(d, 2) (a') (b o a)(a'D") = (a’b)7(bea)(ab)(boa)™.
Aus (a’, 0) und (a”, 0) erhalten wir noch
(d, 0) b2 (boa)d’ = b (boa)b(boa)™

Die Gleichungen (d, 0) und (d, 1) werden nun mit b"'ab = a(aob) trans-
formiert, man erhilt so

(e,0) ba v (boa)bab = b'ab(bo a) b abb ' (b o a)’ab,
(e,1) blada*(boa)a’dab = b'a"'b(boa) b "abb " a (b o a)’a’d.

Auf die linke Seite von (e, 0) wendet man nun (¢, 1) und auf die linke Seite
von (e, 1) die Formel (¢, 3) an. Dann ergibt sich

(£,0) b2 (boa)ab® = (boa)a (boa)a(boa)” b a (boa)’ab,
(£,1) b2 (boa)a’d = (boa)a'(boa)a(boa) b 'a*(boa)a’.

Wir betrachten nun b2¢ ' ((aob) o a)ab’® und erhalten durch Anwendung
von (d, 1) und (f, 0)

b %0 ((aob)ca)ab® = b%a " (boa)ab’d *a*(a o b)a’t’
= (boa)a'(beoa)la(bo @) (b o a)’ab

b0 (a0 b)ab(boa)
= ((aeb)ca);
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man erhilt also
(ab’) o (ao (aod)) = 1.

Wir wenden nun (d, 2) und (f, 1) an und erhalten
b0 ((aob) oa)a’d® = b0 (boa)a’bda*(a o b)a'd®
(boa)a(boa)a(boa) b "a*(boa)d’d
b7a A (boa)%a’b(boa)

= ((aob)oa).

So ergibt sich
(a®) o (@0 (aob)) = 1.

Ist aber ao(aob) mit ab® und mit a’® vertauschbar, so auch mit
a’b*(ab®)™ = o, und daher gilt

a*o(ae(aobd)) =1,
und das war zu zeigen.

Satz 6. Sei E ein endliches Erzeugendensystem von G derart, dafl
9(3) oq = g(3) oa“l =1
fiir alle a aus E und alle g aus G gilt. Ist weiter G frei von Elementen der
Ordnung 2, falls nicht alle Elemente aus E (endliche) ungerade Ordnung haben,
s0 ist G nilpotent und es gilt a® o g = 1 fiir alle a aus E und alle g aus G.

Bewers. Fiur die Elemente a aus E gilt nach Lemma 9
a*o(ao(acg)) = 1.
Nach [5] erfiillt a auch die Gleichung
a®og = 1.
Aus diesen beiden Formeln erhilt man

1 =2ad"o(ao(aog)) =a (a®og)a(a®og) = (a®og)"

Hat a nun keine endliche Ordnung, so gibt es keine Elemente der Ordnung
2 in G und wir erhalten a® o g = 1. Hat a ungerade Ordnung, so ist wegen
a® og = 1 jedenfalls a vertauschbar mit (a® o g)"a(a® og). Daher hat
a® o g eine die Ordnung von a teilende Ordnung. Zusammen mit der Glei-
chung oben erhilt man dann a® o g = 1.

Nun sind alle Voraussetzungen von Lemma 4, Zusatz 2 erfillt. Also gilt
go(ao(aog)) = 1 fir alle a aus E und alle g aus G. Daher kénnen wir
Satz 5 anwenden; G ist lokal nilpotent und daher nilpotent, dena G ist endlich
erzeugt.

Zusatz 4. Ist a ein Element aus G und gilt ¢® oa = ¢®oa™ = 1 fiir

alle g aus G, so st der kleinste a enthaltende Normalteiler N von G lokal nilpotent,
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wenn N fret von Elementen der Ordnung 2 ist, falls nicht a von (endlicher)
ungerader Ordnung tst.

Der Beweis ergibt sich direkt aus Satz 6.
Im nichsten Abschnitt wird uns das folgende Lemma niitzlich sein:

Lemma 10. Die Gruppe G st eine Es-Gruppe, wenn sie die folgenden drei
Bedingungen erfiillt:
(a) G enthdlt keine Elemente der Ordnung 2.
(b) Die Menge A der Elemente a aus G mit ¢ ca = ¢
alle g aus G bildet eine Unlergruppe von G.
(¢) A st endlich erzeugbar und G/A ist zyklisch.

®og™ = 1 fur

Beweis. Wir betrachten den kleinsten Normalteiler H von @G, der alle
Erzeugenden a; enthiilt. Nach (b) gilt H € A. Sei k ein beliebiges Element
aus G, so liBt es sich als Produkt b™h mit h aus H schreiben, da {b, H} = G.
Nun gilt ¢® oh = ¢® o™ = 1 fiir alle g aus G, wegen (a) kénnen wir Satz
6 anwenden und erhalten h® og = 1. Wir kénnen nun Satz 1 anwenden
und erhalten, da {b, h} eine E;-Gruppe ist; also ist auch

") ob = (B"h)® b =1,
daher
EPeb =1k®eb =1 fir jedes & aus G,

Wir benutzen nun die Bedingung (b) und erhalten, dafl G eine E;-Gruppe
ist, was zu zeigen war.

5. Schranken fir die Nilpotenzklasse

Daf} E;-Gruppen lokal nilpotent sind, war das Ergebnis von Abschnitt 3.
In diesem Abschnitt wollen wir nun versuchen, etwas iiber die obere Schranke
der Nilpotenzklasse auszusagen. Wir beginnen vorerst mit der Feststellung
einer wahrscheinlich wohlbekannten Tatsache:

LemMma 11.  Sei & eine Gruppeneigenschaft, die die folgenden zwei Bedingun-
gen erfullt:
(a) Hat G die Eigenschaft &, so hat auch G/Z(G) die Eigenschaft &.
(B) Hat G die Eigenschaft & und ist G nilpotent der Klasse n + 1, so ist G
nilpotent Klasse n.
Dann gilt: Hat G Eigenschaft & und ist G nilpotent, so ist G nilpotent der Klasse n.

Beweis. Jede nilpotente 8&-Gruppe hat eine n nicht tiberschreitende
Klasse. Ist ndmlich G eine &-Gruppe der Klasse n + m, so ist G/Z;(@) eine
&-Gruppe der Klasse n + m — ¢ wegen («). Da also G/Zn_1(G) wegen
(B) die Klasse ¢ = n haben muB, so ist sogar G = Z,;n1(G), und die Be-
hauptung folgt durch vollstéindige Induktion.
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Bemerkung. Lokal nilpotente &-Gruppen haben eine m micht uberschreitende
Klasse, wenn noch gilt:
(v) Endlich erzeugbare Untergruppen von &-Gruppen liegen in endlich
erzeugbaren &-Gruppen.

Lemma 11 gibt uns die Méglichkeit, ein hinreichendes Kriterium dafiir
®

anzugeben, dafl aus der identisch fiir alle g aus @ erfiillten Relation g ca = 1
die Bedingung ¢ ca™ = 1 folgt.
LemMA 12. Ist a von ungerader Ordnung, so folgt ¢ oa™ = 1 aus

g?® oa = 1 fir alle g aus G, wenn {g, a} nilpotent ist fir alle g aus G-

Beweis. Nach Voraussetzung ist {a, g} nilpotent, wir wollen zuerst be-
weisen, daB {a, g} nilpotent der Klasse 3 ist. Dazu nehmen wir an, daf§
{a, g} nilpotent der Klasse 4 ist. Wir erhalten dann

1= (ag)?ca = (ag)®c(go0)
= (g% ca)(go(ao(geoa)))(ao(go(gea)))(ac (ao(goa)))
= (ge(ac(gea)))(ac(ge(goa)))(ac(ac(goa))).
Entsprechend erhalten wir
1= (agHP0a

= (go(ao(goa)))(ac(go(gea)))(ac(ae(gea))),

und durch Multiplikation erhalten wir weiter

1= (go(ao(gea)))(ao(geo(gea)))
Auflerdem gilt aber

L= ((gea)o(gea)) = (go(ac(goa)))(ac(go(gea)))™
und daher ergibt sich

1= (go(ac(gea))) = (as(ge(geoa)))’

Da jedoch das Element ¢ ungerade Ordnung hat und {a, g} nilpotent ist, hat
auch der Kommutator ao (go (goa)) ungerade Ordnung. Es bleibt daher
nur

1= (go(ao(gea))) = (ao(ge(gea))) = (ac(ao(geoa))),

und {a, g} ist nilpotent der Klasse 3, wenn {a, g} nilpotent der Klasse 4 ist.
Damit ist {a, g} aber nach Lemma 11 nilpotent der Klasse 3, was zunichst
Zu zeigen war.

Ist nun {a, g} nilpotent der Klasse 3, so gilt ¢® ca™ = 1, und Lemma 12
ist bewiesen.

Zusarz 5. Ist a aus G von ungerader Ordnung und G lokal noethersch oder
lokal auflosbar, so folgt ¢® o a™ = 1 aus ¢® oa = 1 fiir alle g aus G.
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Beweis. Nach Voraussetzung ist {a, g} noethersch oder auflésbar, daher
ist {a, g} nilpotent nach Baer [3, S. 257] bzw. Gruenberg [4, S.160].

In §4, Satz 6 haben wir gezeigt, dafl eine Gruppe G nilpotent ist, wenn
sie von endlich vielen Elementen a ungerader Ordnung mit

gP0a=9g%ocal =1 fiir alle g aus @

erzeugt wird. Diese Aussage wird etwas verallgemeinert im folgenden

LeEmMMA 13. Die Gruppe G ist nilpotent, wenn in G keine Elemente der Ord-
nung 2 vorkommen und G = {b,ay, - -+ , @} wobes gilt ¢® o a; = g® 0 a7t = 1
fir alle g aus Gund allet = 1, --- | n.

Beweis. Sei H der kleinste alle a; enthaltende Normalteiler von G. Die
Erzeugenden von H sind a;, b "a; b, b a; b’ fiur i = 1, ---, n. Also ist H
endlich erzeugt und nilpotent nach §4, Satz 6. Dann ist aber G nilpotent
nach Gruenberg [4, Proposition 1, S. 154].

Eine erste spezielle obere Schranke der Nilpotenzklasse gibt uns

LevmMma 14. Ist G = {x, y, 2} und gilt

—1
3) 3 1

g(3)0y=g(3)oy_1=g oz =g "0z = fir alle g aus G,

existieren weiter in G keine Elemente der Ordnungen 2 und 5, so ist G nilpotent
der Klasse 4.

Beweis. Nach Lemma 13 ist @ nilpotent; nach Lemma 11 geniigt es
anzunehmen, daf G nilpotent der Klasse 5 ist. Wir fithren nun eine lingere
Rechnung durch, bei der wir die Identitdt

Yy ((woy ™) e)ye (yor ) ow)ar ((zoa™) o y)z = 1
benutzen; sie stammt von Ph. Hall (vgl. etwa [10, S. 150]). Durch Inver-
sion erhalten wir
(1)  a(ye(zea))az(zo(yoz))ay (2o (xoy ) =1
Wie schon oben erwihnt, setzen wir voraus:

(2) Gs = 1.

Da g® oy = 1 ist fiir alle g aus G, so gilt dies auch fir A™'yh = y(y o h), und
wir erhalten

1=¢%0 (h7yh) = (¢® o) (g® o (hoy))™.
Daher gilt
(3) g¥ o (hoy) =1,
und entsprechend ergibt sich
(4) g% o (hoz) = 1.
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AufBlerdem erhalten wir
L= (g0 ((gh)?o9))(go ((gh™)® o))
= (g0 (A% 29))(g® o (hoy))(g® o (ko (goy)))’
(go (ho(g¥ o)),
1= (g%c(ho(goy)))(ge (ho(g® o)),
und da nach Voraussetzung keine Elemente der Ordnung 2 existieren, gilt
(5) (g% o (ho(goy)))(ge (he(g®oy))) =1,

wobei man wieder y durch z ersetzen kann.

Nach §4, Satz 6 gilt y® o g = 1 fiir alle g aus G, wir kénnen daher §1, Satz 1
anwenden und erhalten, da8 {y, g} nilpotent der Klasse 3 ist, also auch {y, zz};
daher gilt insbesondere

L=yo(yo ((x2) o (yo(22))))
= (WP (@o(you)))(y®e(zo(yo2)))(y® e (20 (yor)))
(y® o (20 (ye2)))
= (P o (xo(¥22)))H® e (20 (yoa))),
(6) (¥P e (zo(yo2)))y?e (20 (yor))) = 1.
Nun wenden wir (1) an und erhalten
1= %c(@e(@ea)))(y®e(yo(z02)))y® e (20 (xoy)))
= @Pe(@o(yo)))W® e (xo2))T(y® o (20 (you)))™
= (@P e (o (yo2)))(¥Pe (20 (yor)))™
Daraus folgt aber mit (6) und (5):
) yPo(zo(yoz)) =yo(xo (y®o2)) =1,

da keine Elemente der Ordnung 2 existieren.

Wir betrachten nun G/Z(G). Natiirlich ist G/Z (@) nilpotent der Klasse
4, und man sieht sofort, daf die Elemente a, die die Bedingung u® o a = 1
fiir alle u aus G/Z(@Q) erfiillen, eine Untergruppe bilden. Daher ist G/Z(G)
eine E;-Gruppe nach Lemma 13, und nach §1, Lemma 4 liegt
zo ((y2) o (xo(yz))) in Z(G) und wir erhalten so

1 =wxo(xo((y2)o(xo(y2))))
= (2P o (yo(zoy)))(@®e(z0(z09)))(@® o (yo(x02)))

(@@ o (z0 (x02)))
= (¥ o (20 (x29)))(@® o (yo (x02))).
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Mit (1) und (4) erhilt man

1= (@%e(xo(ye2)))(@®o(yo(zo2))(@® o (20 (xoy)))
= (@% o (yo(x02))) (@0 (20 (xoy))).
Diese beiden Resultate ergeben mit (5)
(8) 2@ o (yo(xoz)) =zo(yo (¥ or) =1

Da {z,y,2} 2 {g,y,?} gilt fiir alle g aus G, kann man in (8) x durch g ersetzen.
Damit haben wir auch in G die Eigenschaft gefunden, dafl die Menge der
Elemente o mit ¢® o ¢ = 1 fiir alle ¢ aus G eine Gruppe bildet. Es ist
nimlich

g% 0 (y2) = (4P o) (g¥ 0 2) (g% o (yo (go2)))” = L

Damit ist G eine E;-Gruppe nach Lemma 12, und die Erzeugenden unter-
scheiden sich nicht mehr wesentlich. Durch Anwendung von (1) erhalten
wir

L= (zo(yo(zeo(yoz))))(@e(yo(yo(20x))))(xe(ye(zo(xoy))))
=(@o(yo(zo(yor))))(@e (y® e (z0x)))(ze(ye (20 (yow))))™
= (@o(yo(zo(yoz)))(ze (y¥ e (x02)))7,

(9) (o (yo(xo(yor)))) =gao(y¥e (zo2)).

Da weiter (7 'yx) o (2% o (27'yx)) = 1 und « 'Yz = y(y o x) gilt (durch
§1, Lemma 4), erhalten wir

L= (yeo@®ey))((yor)e (2P oy))(ye (2% e (yor)))
((yow)o (2% 0 (yor)))
= ((gew)oe (2P ey))(yo (2P o (you)))
= (@o(yo (z®oy)))yo (o (2P oy)))(yo (2P0 (yor)))
= P (e® o)) (yo (2% e (you)))
wegen y o (2P oy) = (xy) o (2% o (xy)) = 1 (§1, Lemma 4), daher gilt
(10) Y? o (2 ox) = yo (2P0 (youm)).
Da G eine E;-Gruppe ist, gilt
L= (ye ((y)®ox))(yo (g2 o))
= (yo (P o (yox)))(yo (2o (yo(202))))(y? o (2% 0 2))*
= (yo(zo(yo(z02)))) (yo (20 (yo (202))))Hy? o (2% o))’
= (yo (20 (yo(202))))(yo (2P o (yor)))
= (yo(z0(yo (z02))))",
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wenn man zundchst (9) und dann (9) und (10) anwendet; da aber in G
keine Elemente der Ordnung 2 oder 5 existieren, erhilt man sofort

(11) yo (2o (yo(zow) = 1
und daher nach (9) und (10)
(12) yo (2P o(yor)) = y¥ o (2P on) =L

Man beachte, daf nur fiir den Nachweis von (12) und (11) die Eigenschaft
von G gebraucht wurde, dafl G keine Elemente der Ordnung 5 enthilt, (3)-
(10) gelten schon, wenn keine Elemente der Ordnung 2 in @ vorhanden sind.

Nun 48t sich aber jeder Kommutator der Léinge 5 in G als Produkt der
in (3), (4), (7), (11) und (12) behandelten Kommutatoren und derjenigen
Kommutatoren schreiben, die man erhilt, wenn man in den behandelten
Kommutatoren die Erzeugenden vertauscht. Daher haben alle Kommuta-
toren der Linge 5 in G den Wert 1 und G ist nilpotent von der Klasse 4 hich-
stens, wie behauptet.

Werden die Elemente der Ordnung 5 nicht ausgeschlossen, so kénnen wir
etwas Analoges aussagen. Dies geschieht in

Lemma 15. Ist G = {z, y, 2} eine Gruppe ohne Elemente der Ordnung 2
und gilt g® oy = g® oyt = g® 0oz = ¢® 027" = 1 fiir alle g aus G, so ist G
nilpotent der Klasse 5.

Beweis. Nach Lemma 13 ist G nilpotent, nach Lemma 11 gentigt es an-
zunehmen, dafl G nilpotent der Klasse 6 ist. Wir miissen also nur die Kom-
mutatoren der Linge 6 betrachten, wobei wir gleichzeitig annehmen, daf
die Kommutatoren der Linge 7 den Wert 1 haben.

Zunéchst stellen wir mithilfe von Lemma 14 fest, dafi folgende Kongruen-
zen gelten:

(13) gP o (hoz) =gP o (hoy) =1 mod Z(G),
(14) g® o (yo(zoz)) =xo(ye(a?o2)) =1 modZ(G),
(15) (o (yo(zo(yoz)))) =gao (y® o (x02)) mod Z(G),
(16) y? o (3% 02) = yo (¥ o (yo2)) mod Z(@),

wobei z, ¥ und z untereinander vertauscht werden diirfen, denn G/Z(@)
ist nilpotent der Klasse 5 und eine E;-Gruppe, wie sich aus Lemma 14 ergibt.

Aus (13) und (14) ergibt sich, dafl Kommutatoren der Linge 6, in denen
ein erzeugendes Element viermal vorkommt, verschwinden. Nun erhalten
wir aus §4, Satz 6, da y® og = 2P o g = 1 fiir alle g aus G gilt, darum
haben wir

y(3) o (z(Z) ° x) — y(3) ° (x(Z) ° Z)

17
( ) _ 2(3) ° (y(2) ox) — 2(3) o (x(2) ° y) = 1.
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Das Gleiche erhilt man fiir z, wenn man die folgende Rechnung ausfiihrt:
1=2%0((yor)y(yoz)) = 2% (y(yo (yo2)))
= @@ o) @” o (4 o 2))
= 2P0 (y? o 2).
Vertauscht man noch y mit 2, so erhilt man
(18) 2@ o (y®o02) = 2@ (2P 0y) = L.
Bedenkt man, dafi G/Z(G) eine E;-Gruppe ist, so erhilt man
1= (ho((gh)® o (hok)))(ho ((g7h)? o (hok)))
= (ho (g% o (A” 2 k)))*(h® o (¢® o (ho k)))*
“(ho(ge (ho(ge (hok)))))

Hierdurch erhilt man zusammen mit (18), (17), (16) und (15), daf} alle
Kommutatoren, die x, ¥ oder z dreimal enthalten, gleich dem Einselement
werden. Damit bleibt uns die Untersuchung von den Kommutatoren, in
denen alle drei Erzeugenden je zweimal vorkommen. Nun gilt nach §4,
Satz 6 y® o g = 1 fiir alle g aus G, und §1, Lemma 4 ergibt
yo(go(yog)) = 1. Wir erhalten daher

l=yo((xoz)o(yec(xo2)))
= (yo(zo(zo(yo(x22)))))(ye(zo(zo(yo(xo2)))))™
= (yo(xo(zo(xo(zoy)))))(ye (2o (xo(ze(zoy)))))
= (yo(xe(zo(zo(z0¥))))),

wie man aus zo ((zy)®oz) =xo ((y2) o (xo (y2))) =1 mod Z(G)
schlieft und auflerdem die Formeln

go(ho(g®oy)) =1mod Z(@) und ¢g® o (hoy) = 1mod Z(GF)
wie folgt ausnutzt:
1= (yo((2a) o (20 ((22)® 0y))))(yo ((zz™) o (20 ((227)® o 9))))
= (yo(zo(zo(xo(2o9)))))(yo (zo (2P o (z0y))))*
(yo (290 (& o y)))Y;
L= (yo (@)% (zey)))(yo ((@z™)P o (xoy)))
= (yo(zo(zo(zo(zo9))))) (o (zo (270 (xoy))))

“(yo (2% o (2@ o y)))
So erhélt man

yo(zo(zo(z0(zoy)))) =yo(wo(zo(xe(zoy))))
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fir Gruppen ohne Elemente der Ordnung 2. Wir haben damit
(19) Yo (o (zo(xo(zoy)))) =1

erhalten. Verfihrt man nun genauso wie bei (17) und (18), so ergibt sich,
daB alle Kommutatoren der Linge 6, die mit y “beginnen” und “enden”,
den Wert 1 haben. Das Gleiche gilt fiir mit z “beginnende’” und “endende”
Kommutatoren, weil man y mit z vertauschen kann. Wir betrachten schlief3-
lich (y o) o (2% o (y oz)) = 1 und erhalten

1= (yox)o (%o (you))
= (yo(@o(e®o(yox))))(wo (yo (z®o(youx))))™
= (yo(zo(e®o(@oy))))(wo(yo (o (yox))))™
= (zo(yo (2% o (yox))))7,

also gilt
(20) zo(yo (2P o (yor))) =1

Mit (19) und (20) erhalten wir, daf alle Kommutatoren der zuletzt behan-
delten Art den Wert 1 haben miissen, denn sie lassen sich entweder auf die
in (19) und (20) behandelte Form bringen oder sie sind von der Form
f®o(ao(bo(cod))), wobei unter a, b, ¢, und d nur zwei Erzeugende
vorkommen und f die dritte Erzeugende ist. Die Kommutatoren dieser
Form sind aber wegen ao (bo (cod)) = 1 (§4, Satz 6 in Verbindung mit
§1, Satz 1) selbst gleich dem Einselement. Somit sind alle Kommutatoren
der Linge 6 nicht von 1 verschieden und wir erhalten, daf} G nilpotent der
Klasse 5 ist, und das war zu zeigen.

Wir kénnen nun Hauptsatz 3 beweisen.

Beweis von Hauptsatz 3. KEs geniigt zu zeigen, dafl

g? o (zy) = ¢g¥ o (ay) T =1

fir alle g aus G gilt, wenn das Gleiche gilt fiir y und . Dazu betrachten
wir die Untergruppe U = {g, z, y}. Die Bedingung (I) besagt, daf U keine
Elemente der Ordnung 2 enthilt und also nach Lemma 15 nilpotent der
Klasse 5 ist. Die Gleichungen (3) und (4) in Lemma 14 konnen hier ange-
wandt werden, weil zu ihrem Beweis die Nichtexistenz von Elementen der
Ordnung 2 in U and Us = 1 geniigt; dann ist aber U eine E;-Gruppe und
wir sind fertig,.

Gilt die Bedingung (II) und ist g von endlicher ungerader oder von unend-
licher Ordnung, so ist U wiederum frei von Elementen der Ordnung 2 und
daher wie oben eine F3;-Gruppe. Ist g von (endlicher) gerader Ordnung, so
enthilt jedenfalls der kleinste z und y enthaltende Normalteiler von U
keine Elemente der Ordnung 2 und ist daber nilpotent. Dann ist aber nach
Gruenberg [4, S. 154] auch U nilpotent. Seien nun g, und g. Potenzen von g,
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und zwar so, daB g, die Ordnung 2° und ¢, eine ungerade Ordnung hat und
daBl g, g = ¢ gilt. Wegen der Nilpotenz von U gilt, daB U das direkte Pro-
dukt von ¢g; und {g., z, y} ist. Da {g., z, y} keine Elemente der Ordnung 2
enthilt, ist diese Gruppe nilpotent der Klasse 5 und eine E;-Gruppe. Da
g1 mit z und y vertauschbar ist, erhilt man

9% o (zy) = ¥ o (wy) =1,
g% o (ey)” =¥ o (ay)T = 1.

Damit ist der Berweis von Hauptsatz 3 abgeschlossen.
Zum Beweis von Hauptsatz 1 beweisen wir zuerst zwei Lemmata:

Lemma 16. Wird die Es-Gruppe G von vier Elementen erzeugt und sind in G
keine Elemente der Ordnungen 2 und 5 enthalten, so ist G nilpotent der Klasse 4.

Beweis. Dall G nilpotent ist, ergibt sich aus Hauptsatz 2. Nach Lemma
11 geniigt es, G5 = 1 anzunehmen. Nach Lemma 15 verschwinden alle
Kommutatoren der Linge 5, in denen nur drei der vier Erzeugenden vorkom-
men. Seien a, b, ¢, d vier beliebige Elemente aus G. Wir errechnen

(ab) oc = (aoc)(bo (aoc))(boc).
Daher erhilt man
L= (ao ((bed)? oa))™(ao ((b7cd)®oa))
= (ao(bo(do(coa))))(ao (co(do(boa))))
“(ao(de(co(boa))))(ac(de (co(boa))))
(ao (do(be(coa))))(ae (co(bo(doa))))
Wegen Lemma 14 ist aber
(@ o ((be) o (do ((be) °a)))) = (ae ((de) o (be ((dec)°a)))) = 1.
So kommen wir zu 1 = (ao (do (co (boa))))’, und daher
(21) ao(do(co(boa))) = 1.
Ebenso erhalten wir
1= ((bed) © (ao ((bed) 0 a))) ' ((b7¢d ™) o (ao ((b7¢"d™) e a)))
= (bo(ao(do(coa))))(co(ao(do(boa))))’
(do(ao(co(boa))))(do(co(ao (boa))))
(do(bo(ao(coa))))(co(bo(ac(doa))))
Man bekommt dann wegen

((be) © (ao (do ((be) 2a)))) = ((cd) o (bo (ao ((be)°a)))) =1
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die Identitét
1= (deo(ao(co(boa))))(de(co(ac(boa)))
und diese ergibt durch
L= (do ((ac)? 2b))(do ((a7'¢)” 2 b))
= (do(ao(ao(cod))))(do(co(ao (ach))))
(do(ao(co(aod)))),
(22) do(ao(ae(boc))) = 1.
Nun gilt weiter
1= (d(boc)) e (a® o (d(boc)))
= (do (a® o d))(do (a® o (boc)))((boc)o (a® o))
= ((boc)o (a® o d))
= (bo(co(a®od)))(co (bo (a®od)))™
= (bo (co (a”od)))"
Daber gilt
(23) bo(co(ac(aod))) = 1.
Schliefilich erhalten wir
1=ao((d(boc)?oa)
= (ac(do((boc)eoa)))(ac ((boc)e(deoa)))(ac (do(deoa)))
= (ao(de(ao(boc))))(ao (bo(co(doa))))

(@ (co(bo(doa))))™
= (ae (do(ac(boc))))™,

(24) ao(do(ao(boc))) =1.
Wenden wir nun (22) an auf die Elemente a, ad, b und ¢, so erhalten wir
1=ao ((ad)? e (boc))

= (ao (d® o (boc)))(ae (do(ao (boc))))(a® e (do (boc)))

(a® o (boc))
=a¥ o (do (boo)),

(25) ao(ao(de(boc))) = 1.
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Wegen (22) und (23) gilt schliefilich
1 =bo ((ac)® o (cod))
= (bo(c®od))(bo(ao (c?od)))(bo(co(ac(cod))))

“(bo (a® e (cod)))
=beo(co(ao(cod))).

Dabher gilt auch
(26) do(ao(co(aob))) = 1.

Alle Kommutatoren der Lénge 5 in G lassen sich aber als Produkt von Kom-
mutatoren der Formen (21)-(26) schreiben, daher ist G hochstens von Klasse
4.

LemMa 17. Wird die E3-Gruppe G von 5 Elementen erzeugt und existieren
in @ keine Elemente der Ordnungen 2 und 5, so ist G nilpotent der Klasse 4.

Beweis. Es gentigt wieder anzunehmen, dafi G nilpotent der Klasse 5 ist.
Nach Lemma 16 gilt, daf alle Kommutatoren der Linge 5 verschwinden, in
denen zweimal das gleiche Element vorkommt. Daher ist

ao ((b)® o (dof)) = (ao ((df) o (boe))) =1 und
ao ((bd)e(co((bd)of))) =ac(de((¢f)°(bo(ef)))) =1,

wobei a, b, ¢, d und f beliebig aus @ sind. Das wird in der folgenden Rech-
nung der Reihe nach benutzt:

1= (ac((bec)e(dof)))(ae ((dof)e(boc)))
= (a0 (bo(co(dof))))(ac (co(bo(dof)))”
(ae(do(fo(boc))))(ao (fo(do(boc)))™
= (ao(bo(co(dof))))(ao(do(fo(boc))))
= (ao(do(co(bof))))(ao (do(fo(boc))))
= (ao(do (fo (boe))))"

Also erhalten wir

ac(do(fo(boc))) =1,

und das war zu zeigen.
Dies ermoglicht uns den

Bewets von Hauptsatz 1. Nach Lemma 17 sind alle von fiinf Elementen
erzeugten Untergruppen von E;-Gruppen ohne Elemente der Ordnung 2
und 5 nilpotent der Klasse 4. Da die dazugehérige Relation nur 5 verschie-
dene Elemente bendotigt, ist damit auch G nilpotent der Klasse 4, und das
war zu zeigen.
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