UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DER FOURIERSCHEN -
INTEGRALFORMEL.
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Im Folgenden soll das Fouriersche Integraltheorem in einer Gestalt be-
wiesen werden, die infolge Heranziehung von Stieltjesintegralen den Geltungs-
bereich dieses Theorems betrichtlich erweitert. Es fallen z. B. in ihren Geltungs-
bereich alle Funktionen, die an der betrachteten Stelle z, in die Fourierreihe
entwickelbar sind, und im Unendlichen eine der folgenden Bedingungen erfiillen:
If_(x)

x

1) es ist I im Unendlichen integrierbar; 2) f(z) ist das Produkt einer perio-

dischen Funktion und einer Funktion, die im Unendlichen beschrinkt und mono-
ton ist; 3) [f(x)]® ist im Unendlichen integrierbar.! Zum Falle 2) gehoren ins-
besondere alle an der Stelle z, in die Fourierreihe entwickelbaren periodischen
Funktionen, und fiir diese reduziert sich unsere Formel einfach auf die Fourier-
reihe, die so als Stieltjessches Fourierintegral erscheint. In den Fiillen, in denen
S(x) durch die klassische Fouriersche Integralformel darstellbar ist, reduziert sich
unsere Formel auf diese, und gestattet so zugleich, nicht nur die wichtigsten
Bedingungen fiir die Giltigkeit der klassischen Fourierschen Integralformel? ein-
fach und durchsichtig zu begriinden, sondern auch neue, sehr allgemeine Be-
dingungen fiir die Giltigkeit dieser Formel aufzustellen. An andrer Stelle hoffe

! Dieser Teil unsrer Untersuchungen beriihrt sich enge mit Untersuchungen von M. PLANCHE-
REL, Rend. Pal. 30 (1910), 8. 289, Math. Ann. 74 (1913), §. 573; Math. Ann. 76 (1g15), S. 315.

* Etwa die von A. PRINGSHEIM angegebenen: Math. Ann. 68 (1910), 8. 367; Math. Ann. 71
(1911), 8. 289,
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ich, bald zeigen zu konnen, wie sich die hier vorgebrachten Untersuchungen auf
alle Funktionen ausdehnen lassen, die im Unendlichen beschrinkt sind.

Die vorliegende Arbeit ist (mit Ausnahme des spiter hinzugefiigten § 19)
die ausfiihrliche Wiedergabe eines auf der Innsbrucker Versammlung (Septem-
ber 1924) gehaltenen Vortrages, von dem eine kurze Inhaltsangabe bereits in
den Jahresberichten der Deutschen Mathematikervereinigung erschienen ist.
Zwei kurzen Noten! entnehme ich, dass sich Herr N. WignEr mit demselben
Probleme befasst hat. Ob seine Methoden mit den meinen in irgend einer Be-
ziehung stehen, entzieht sich meiner Kenntnis.

8 1.

Sei f(x) eine in jedem endlichen Intervalle integrierbare® Funktion, die
obendrein folgende Eigenschaften besitze:

A) An der Stelle z, sei f(x) in die Fouriersche Reihe entwickelbar (d. h.
fiir jede mit f(x) in einer Umgebung von z, iibereinstimmende Funktion der
Periode 2z 7 konvergiere die Fouriersche Reihe an der Stelle x, und stelle den
Funktionswert f(x,) dar).

B) Es sei ﬂ;) im Unendlichen absolut integrierbar (d. h. fiir « > o fallen die
beiden Grenzwerte lim f If dr und lim v(c) dx endlich aus). Unter
g—+oo q—+oo 4
- q
diesen Voraussetzungen gilt die Formel:
(1) flag) = = lim f sm M=) dax
O it x—1,

In der Tat, zunichst ist wegen Eigenschaft B), da ausserhalb des Inter-

! Am. Bull. 31 (1925), . 106, 221. {Zusatz bei der Korrektur: die sehr bedeutungsvollen
Untersuchungen des Herrn WIENER sind mittlerweile ausfithrlich erschienen: Math. Zeitschr. 24, S. 575).
? Integrierbarkeit ist im Folgenden stets im Sinne von LEBESGUE zu verstehen; die anmf-
tretenden Integrale sind, wo nicht ausdriicklich das Gegenteil gesagt ist, L.ebesguesche Integrale.

+c0
Dabei bedeutet in iiblicher Weise. so viel wie lim . Von allen auftretenden Funk-
p——®, g—+®
_% »

tionen wird vorausgesetzt, dass sie in jedem endlicher Intervalle integrierbar sind.
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valles (x,—1, x,+1) der Ausdruck —%_ gin AMz—ux,) beschriinkt ist, das in (1)
%o

auftretende Integral sicher vorhanden; ist ferner ¢ >o beliebig gegeben, so kann

b>o0 so gewihlt werden, dass fiir alle 4:

sm AMa— x,)

dx
x—x,
.'Lu-l-b —00

(2)

<sg;

Wegen Eigenschaft A) aber ist:

2 tbd
I sin Me—ay) ,
wlim [ g i),
xo—b

d. h. es gibt ein 2, so dass:

dx—fa,)

< ¢ fiir 4> 4,

(3) Ilff(x) sin 4z —2,)

7T T—X,
29—b

Aus (2) und (3) folgt:

| ff smlx xO)dx—f(xo)

o~ < 3¢ fiir A> 4,

womit (1) bewiesen ist.

Bezeichnet # eine natiirliche Zahl, so ist:

ff smi xxoxo) dx = ]m(f(x)fcos ‘u(x-—-xo)dy) dx

" 2
. .

— lim j ( fla) j cos,u(x—xo)d,u) dz.

n~—00
—n 0

Hierin nun ist:
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n

(5) f(f(x)jcos ﬂ(x“xo)d/t) dx:f(cos ;wcofnf(x) cos pwcdoc)dy +
+ fl(sm iy f #a) sin ,mdx) dn.

-—n

‘D"(!‘):ff(x)%‘u—x x; ff —cos uxdx’

—n

Setzen wir:

so sind @,(u) und ¥.(u) stetige, differenzierbare Funktionen, und es ist:

d q)n

ff cos pxdx; P(i)sz(x) sin pxdx,

so dass (5) auch geschrieben werden kann':

i

(6) f ( o) j cos u(x-—xo)d,u)dxs j cos iy d () + f sin pzy d Fa(i).

—n

Hierin nun ist der Grenziibergang n— o zu vollziehen.
Aus Eigenschaft B) folgt die Existenz der Integrale:

+oo
0) o= [ 1™ ax f fla) R g,
und es ist: )
(8) lim @, ()= D (1); Jim P ()= Fu).

Die Konvergenz hierin ist gleichmiissig fiir alle u des Intervalles [o, A|; denn ist
£>o0 beliebig gegeben, so kann man wegen Eigenschaft B) die Zahl b so gross

wihlen, dass:

! {{ber den hiebei zur Verwendung kommenden Integralbegriff vgl. Monatsh. f. Math. u.
Phys. 32 (1922), 8. 69 ff.
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J

dann aber ist fiir alle »>b und alle u:

dx <e, dx < ¢g;

[/ (/@
x X

—n

| @, (u)— @) | = ff Slnuxd +]f Slnym |<2'S

+ o0

| () — F) | = ff — g +ff( o) T g

—_ n

< 4¢€.

Aus der Stetigkeit von @,(u) und F.(u) folgt also die Stetigkeit von ®@(u)
und Y¥(u), und wir sehen ferner, dass die Gesamtheit der @,(u) und ¥,(u) im
Intervalle [0, 2] zwischen endlichen Schranken bleibt:

(9) | 0.(1)| = M, | ()| < M filr o< p =2 und alle n.

Aus (8) und (9) aber folgt!:

Ne—s 0

2 2
lim fcos uxodd?,,(y)zfcos px, d@(u),
0

i

2
lim fsm axy d Fplu) = fsm pxy d Plu):
o

f—s 0

Aus (1), (4) und (6) folgt somit:

TC jmst

2 2
f(m:o)=—I lim (fcos ux, d®(p) + fsin ;ondqf(u)),

wofiir wir auch schreiben:

4+

(10) Slag=1 f (cos pzy d® () +sin g d ().

0

11 e 8. 304, 8. 77—80.
39—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 29 juillet 1926.
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‘Wir haben also den Satz!:

Satz I. Hat f(x) die Eigenschaften A) und B), so gilt (10), worin @(u) und
¥(u) die Bedeutung (7) haben und stetige Funktionen von u sind.

§ 2.

Formel (10) steht in naher Beziehung zur Fourierschen Integralformel.:

(1) Pl =1 [ (gl con way ) sin ) an
worin gesetzt ist:
(12) plu) = ff(x) cos pxdx; Wip) = ff(x) sin px dz.

Doch ist die Tragweite der Formel (10) eine bei weitem grossere. Wir wollen
zuniichst an einem Beispiele zeigen, dass die fir die Giltigkeit von (10} hin-
reichenden Bedingungen A) und B) fiir die Giltigkeit der Fourierschen Inte-
gralformel (11) keineswegs ausreichen.?

Die Funktion f(z) sei gerade, sie sei konstant in jedem Intervalle (v, »+1):

fley=c, in (v, v+ 1) (v=o0, 1, 2,...),
und es sei:

flo)=e¢, S = —:I;(cw*l-kcy) (v=1, 2,...).

Dann hat f{z) die Eigenschaft A) in jedem Punkte x,, Wegen:
]w
1

! Dieser Satz findet sich, wie mich Herr HILB freundlichst anfmerksam machte, bereits bei
H. WEYL, Jahresber. Math. Ver. 20 (1911), 8. 134.

2 Das folgende Beispiel verdanke ich Herrn W. WIRTINGER. Ein andres Beispiel findet
man bei A. PRINGSHEIM, Math, Ann. 71 (1911), 8. 296.

Y+

v+1
f@l < de <
do=lel | F=3Slelig™,
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wird f(z) die Eigenschaft B) dann und nur dann haben, wenn die Reihe

o

+
Dlellg %—I konvergiert, oder, was dasselbe heisst, wenn die Reihe
p=1

< 1
(13) Z=‘1|Cv|';
konvergiert.

Falls die durch (12) gegebene Funktion ¢(u) existiert, so muss sein:

+1
Sl]l* .
(14) —zfj cos urdr =2 Y ¢ | cos uxdr=4—— > c, cos (v+ )
3 23

»==0

und diese letzte Reihe muss konvergent sein. Setzen wir also ¢,=1, wenn »
das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist: »=#® (k==1, 2,...), sonst aber ¢,=o,
so wird:

@

ZIM';I:

=1

77

nI_\As

so dass die Reihe (13) konvergiert; die Funktion f(x) hat also dann die Eigen-

schaften A) und B). Die in (14) auftretende Reihe aber wird: Zcos (k“’ + é)”‘
k=1
und ist als trigonometrische Reihe, deren Koeffizienten nicht gegen o konver-
gieren, fiir alle u abgesehen von einer Nullmenge divergent.! Fiir die Funktion
S(x) gelt also das Fouriersche Integraltheorem (11) nicht, weil die darin auftretende
Funktion ¢@(u) (abgesehen von einer Nullmenge) nicht existiert. Unsre Formel
(10) hingegen ist zur Darstellung von f(x,) anwendbar, und zwar ist in ihr
¥ (u)=o0 und:
2+1
— Z sin ;w: z,
k=1

welche Reihe offenbar konvergiert. Wie man sieht, entsteht sie aus der in (14)
k41

auftretenden (divergenten) Reihe 22 cos uxzdx durch gliedweise Integration
k=1 g2
nach g von o bis pu.

! Vgl. z. B. H. LEBESGUE, Legons sur les séries trigonométriques, S. 110.
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§ 3.

Obwohl, wie wir eben sahen, die Tragweite in Formel (10) eine grossere
ist, als die der Fourierschen Integralformel (11), so kann doch in manchen Fillen
aus der QGiltigkeit von (10) auf die Giltigkeit von (11) geschlossen werden, wo-
durch man zu sehr allgemeinen Kriterien fiir die Giltigkeit der Fourierschen
Integralformel gelangt. Wir zeigen zuniichst:

Satz II. Gilt fiir eine Funktion f(x) Formel (10), existieren ferner fiir alle
w=o (abgesehen von einer Nullmenge) die durch (12) definierten Funktionen ¢(u)
und W(u), und bestehen zwischen diesen und den durch (7) definierten Funktionen
@ (u) und ¥P(u) die Beziehungen:

"

(15) O ()= f pWdu;  Pu)= fwm du (= o)

so gilt fiir f(x) auch die Fouriersche Integralformel (11).
In der Tat, auf grund von (15) kann geschrieben werden:

A 2
(16) fcos uxodd)(u)=fcos pxolp)du;
0 0

2 2

fsin o d P (p) =fsin pa, Ylu)du,
0 0

so dass (10) unmittelbar in (11) iibergeht.

Erinnern wie uns an Satz I, so sehen wir, dass die Eigenschaften A) und
B), zusammen wmit den Beziehungen (15) fiir die Gultigkeit der Fourierschen Inte-
gralformel (11) hinreichen.

Ein Beispiel zu diesem sehr allgemeinen Kriterium liefert die Funktion
sinz !

, die offenbar die Eigenschaften A) und B) hat. Hier ist ¥(u)=o0 und:

! Wie A. PRINGSHEIM (Math. Ann. 68 (1910), S. 368) mitteilt, wurde er von H. WEBER auf-

sin

merksam gemacht, dass fir die Funktion die Fouriersche Integralformel gilt, wihrend sie

keiner der iiblichen Bedingungen fiir die Giltigkeit dieser Formel gentigt:
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+ o

(17)  plu=2 f LELLELIRE
0
+ @ +w© [75 (Oé‘u’<l)
fs_m(lfmd“f?ﬂ_(lfwdx: T )
X X 2
8 b lo (w>1)

Die zweite Formel (15) ist in trivialer Weise erfiillt (¥(u)=o0, Y(u)=0). Um
die erste Formel (15) zu beweisen, beachten wir, dass:

—+ o + oo + o

sin & cos ux sin x sin o |

2 ——”_dx: — Sdxt | —dzx.

x x x
(14+)d 11-"ulb

+
Das Integral f_mfpsgo_c

b
lichen Grenzen. Daher ist:

@ % b
fq)(y)du=2f( lim fw"—xdx) du
0 0 b—.+wo x
® b 4 ¢
=2 lim f(f?m“ﬁ“—“’dx) du=2 lim f(f—s‘”f"l”—xdu)dx
b=t Z b—+o x
)] [1] 0 0.

dx bleibt also fir alle b und alle 4 zwischen end-

+ o

_, [Sinz sinpz,
0
womit auch die erste Formel (15) bewiesen ist. — Aus (17) entnehmen wir,

dass hier:

die Fouriersche Integralformel lautet hier einfach:

1
sin x
——0—= | cos px,dpu.
Lo
0
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§ 4.
Satz II kann noch verallgemeinert werden:

Satz III. Gilt fir eine Funktion f(x) Formel (10), sind die durch (7) defi-
nierten Funktionen @) und ¥(u) stetig fiir p=o0, existieren fiir alle w=o (ab-
gesehen von einer Nullmenge) die durch (12) definierten Funktionen ¢(u) und p{u),
bestehen fiir jedes Intervall (0 <) a=u =g, das ketnen Punkt einer gewissen redu-
ziblen® Punktmengs Q enthdlt, die Beziehungen:

ﬁ 3
(18) 0 -000 = [ lidn  wia—¥lo) - f i) du,

[*4 a

so gilt fiir f(z) auch die Fowriersche Integralformel (11).

Wir haben zu zeigen, dass auch unter den Voraussetzungen von Satz III
die Formeln (16) gelten. Dabei wird es geniigen, anzunehmen, dass ins Inter-
vall [0, 2] nur ein einziges Punkt q der Menge @ fiillt, da der Ubergang zum
allgemeinen Falle nach ganz bekannten Schliissen vor sich geht; und zwar wol-
len wir etwa annehmen, der Punkt ¢ falle ins Innere von [0, 4]. Dann ist, wegen
der Stetigkeit von @(u):

i q h i
J cos ux,d @) = lim j cos uiy d@(u) + lim | cos pux, d@(y).
h— 0 h— 10
0 0 q+h

In jedem der beiden Intervalle [0, q—h| und [g+h, 2] ist nun aber nach Voraus-
setzung @(u) unbestimmtes Integral der integrierbaren Funktion ¢(u), so dass:

q—h q—h i i

-/cos yxotld)(u)Zj cos puxyplu)du; fcos umodfl)(y)=fcos py ) dp.

qt+h qth

Es ist also:

''d. h. eciner Punktmenge (), die eine leere Ableitung @\*) (von endlicher oder transfiniter
Ordnung ») hat. Das Wort sreduzibel» ist also hier in dem Sinne gebraucht, in dem es von G.
CANTOR urspriinglich gebraucht wurde.
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q—h A

/cos px,d®(u) = lim f'cos @) du + lilm fcos px,@lp)du.
h

h—+0 —+0
0 q+h

Es existiert also der rechts stehende Grenzwert, d. h. das (eventuell) uneigent-
2

liche Integral f cos uxy @(u) du, und es ist:
0
2 2

fcos /wcodd)(y)sfcos pryp(u)du,

0 0

womit die erste Formel (16) bewiesen ist; und ganz ebenso beweist man die
zweite; nur ist festzuhalten, dass nun die auf den rechten Seiten der Formeln (16)
auftretenden Integrale uneigentliche Integrale (mit der singuliren Stelle g) sein
konnen. .

Ebenso wird im allgemeinen Falle das in (11) auftretende Integral ein
uneigentliches Lebesguesches Integral sein konnen, dessen singulire Punkte die
Punkte von ¢ und deren Hiufungspunkte sind.

Aus Satz IIT entnehmen wir, dass die Fouriersche Integralformel fiir jede
Funktion f(x) gilt, die die Figenschaften A) und B) hat, fiir die (fiir p=o) die
Funktionen @(u) und () abgesehen von einer Nullmenge existieren, und in jedem
Intervalle (e, 8, das keinen Punkt einer gewissen reduziblen Menge ) enthdlt, die
Beziehungen (18) gelten.

Als Beispiel betrachten wir die Funktion:

Sflx)=g(x) cos qu (g > o),

wo g(r) die Eigenschaft B) habe und im Unendlichen monoton sei (d. h. es gebe
ein a, sodass g(r) fiir z>a und x< —a monoton ist). Offenbar ist dann:
(19) lim g(r)=o; lim g(x)=o.
Tt X— —®

Die Funktion f(x) hat dann ebenfalls die Eigenschaft B). Wir nehmen an,
sie habe auch die Eigenschaft A). Nach Satz I gilt dann fiir f(x) Formel (10)
und @() und ¥(u) sind (fiir £=o0) stetig.

Wir untersuchen die zugehiérige Funktion @) (fir ¢=o0). Wihlen wir
b>a und p>b, so ist nach dem zweiten Mittelwertsatz:
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p P
jf(x) cos prdx= fg(w) cos qx cos pux dr==
b b

1 f g(@){cos {1+ )+ cos (a—q)) d =

b
P*
I

~ L0 f (cos (u+ )+ cos (u—g)2) dz,
b
und somit fiir u==q:

Yeos prdx|= | |( : +L)-
# 10N T Tl

(Ganz ebenso findet man:

|ff cos ux dx

Wegen (19) folgt daraus, dass fiir u=o0 und +¢ das Integral:

1
ot )
Lo I(#+q |u—ql|

+ o
=ff(x)cos pxdx
existiert, und dass die Konvergenz von:

(20) @ulp ff cos ux dx

gegen @(u) in jedem Intervalle (0=<) ¢ =pu <@, das den Punkt ¢ nicht enthilt,
gleichmissig erfolgt. Darum folgt weiter fiir jedes solche Intervall:

" (.9
](p w)dp = lim fq)n(y)dyzlimf(f(x)j cos uxdy)dx

= [ ) P de—a(p)— ala)
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Ganz ebenso finden wir, dass w(u) fiir u =0 und == q existiert und dass fiir jedes
Intervall (0=)e=u =@, das den Punkt ¢ nicht enthiilt, die zweite Formel
(18) gilt.

Fir die Funktion f(x)=g(z)cos gz sind also die simtlichen Vorausset-
zungen von Satz IIT erfiillt; wir sehen also, dass fiir sie die Fouriersche Integral-
formel (11) gilt, wobei aber das Integral auf der rechten Seite von (11) ein
uneigentliches mit der singulidren Stelle ¢ sein kann. — Ganz dasselbe gilt, wie
analogé Rechnungen zeigen, fir f (:)c):g(ac) sin g.

§ 5.

Das eben behandelte Beispiel ist ein Spezialfall des folgenden Satzes, der
gleichfalls in Satz ITI enthalten ist:

Satz IV. Sel f(x) esne Funktion der Eigenschaft A), die die Gestalt hat:

S (w)=g(x) h(z),

wo glx) eine ¢m Unendlichen monotone Funktion der Eigenschaft B) und h(x) eine
periodische Funktion bedewtet. Dann gilt fiir f(x) die Fowriersche Integralformel (11).
Sei g(x) etwa monoton fiir x >a und x << —a. Ohne Beschriinkung der
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, h(x) habe die Periode 2.
Zunichst tiberzeugen wir uns leicht, dass auch f(z) die Eigenschaft B) hat.
In der Tat ist fiir b> a:

4w b+2x
o |gb+2Ekn)
<
(21) f =Z| b flh )| dz.
¥ =0
Da aber:
+ 2
o |gb+2Ekn) 1 g(x)
< - | |£
LZ1 b+2kn| 2n,[ x da
b= b

ist, so folgt aus Eigenschaft B) von g(x) die Konvergenz der in (21) auftreten-
den Reihe, und damit die Eigenschaft B) fir f(x).
Nach Satz I gilt also fiir f(z) Formel (10) und @{(u) und ¥(u) sind (fir
p =0) stetig.
.Sodann zeigen wir: Zu jedem J>o0 gibt es ein M, so dass fir alle Inter-
40—266).  Acta mathematica. 49. Tmprimé le 29 juillet 1926.
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valle [§, 7] und alle p=o, die keinem der Intervalle [u—%| <d (k=o0, 1, 2,...)

angehoren:

1 A
j h(x)cos uxdax|< M f h(z) sin pxdx

’
5 §

(22) < M.

Sei etwa 7>f und sei die ganze Zahl #» so gewihlt, dass §+2nn =<+
+2(m+1)w. Dann ist:

n ¢+2n 1
(23) f x)erdy = 2 eiwlwt2ka) g fh(x)ef“‘”dac
g §+2nm
$t2n o mi 7
. e2miun g i
-;fh(ac)e!‘ dx-m-!— h(x)e da.
g S+2nn
Da hierin:
St+om ftaom 7 +2om
| f h)ene dz | < f |h@)| de, f na)eda| < f |h)| de,
§ S S+2an &

[e2rin—1| < 2,
ist (22) bewiesen.!
Wir gehen nun iiber zur Untersuchung von ¢(u). Sei u>o0, b>a, p>b.
Nach dem zweiten Mittelwertsatze ist:

P »*

ff( cos uxdx= f ) cos /,wcdx=g(b)fh(x) cos pux dx.
b )

Da auch hier die Beziehungen (19) gelten, entnehmen wir aus (22): Ist ¢>o0
beliebig gegeben, und enthilt das Intervall (0 <)o <pu =g keine natiirliche Zahl,
so gibt es ein by, so dass fiir alle 6=, alle p>?b und alle © von [e, g

(24) x) cos px dx

—b
<& Iff(ac) cos pxdx|<e
—p

! Dieser einfache Beweis wurde mir von Herrn W. WIRTINGER mitgeteilt.
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Daraus folgt sofort die Existenz von ¢(u) fir p=o, 1, 2,... und die gleich-
missige Konvergenz der durch (20) definierten Funktion @.(u) gegen ¢(u) in
jedem Intervalle (0 <) e=u=p, das keine natiirliche Zahl enthiilt. Daraus
folgt wie in § 4, dass in jedem solchen Intervalle die erste Gleichung (18) gilt,
und ebenso zeigt man dies fiir die zweite.

Fir die Funktion f(z)=g(x)h(x) sind also simtliche Voraussetzungen von
Satz IIT erfiillt (wobei ¢ die Menge der Zahlen o, 1, 2,... ist), und damit ist
Satz IV bewiesen. Das in der Fourierschen Integralformel (11) fiir f(x) auf-
tretende Integral wird hier im allgemeinen ein uneigentliches sein mit den singu-
liren Stellen 0,1,2,....

Ein verwandter Satz ist der folgende®:

Satz IVa. Satz IV blebt richtig, wenn darin wnter hix) ein Funktion der
Gestalt:

= D\ (av cos gy x+by sin qu)
y=1

verstanden wird, vorausgesetet dass die Reshe D\ (lau|+|b.|) konvergiert und die
=1 '
nicht-negativen Zahlen q, eine reduzible Menge Q bilden.
Da hier h(z) beschrinkt ist, folgt aus der Eigenschaft B) von g(z) sofort
auch die Eigenschaft B) fiir f(z). Weiter ist (wemn x=o0 und von allen g,
verschieden ist):

1 n n

fh(x) cos prdr= 2 (awfcos gz cos uxdxr+ bvfsin Qv COS B dm)

¢ v=1 3 &

0 a0

I Oy . . I
= EVZ:I ot M(sm (@v+ u)n—sin (g, +p)&) + ;2

=1

Ay

” (sin (g»—p)n—sin (g,—1)$)

v

I b, I <
=32 oot oSl tuin—cos(gr+ 52 1, (cos (@—u)n—cos (g~ w)g),

v=1 v=1

und somit:

! Dieser Satz findet sich im Wesentlichen schon bei A. PrRINGSHEIM, Math. Ann. 68 (1910),
8. 367—408; 71 (1911), S. 289—298.



316 Hans Hahn.

7
lfh(x) cos uxdx

§

gi (la |+ |2.]) ( |g1_ﬂ|)

=1

i

fh(x) sin pxda|-

s

und dieselbe Ungleichung erhilt man fir Wir entnehmen

s

daraus, dass hier die Ungleichungen (22) gelten fiir alle Intervalle [£, 5] und alle
w=o0, die keinem der Intervalle [u—g¢,| < d (¥=1, 2,...) angehoren. Wie beim
Beweise von Satz IV folgt daraus weiter, dass @(u) und y(u) fiir jedes u existie-
ren, das weder Punkt noch Hiufungspunkt von ¢ ist, und dass die Beziehungen
(18) in jedem Intervalle [e, 8] gelten, das weder einen Punkt noch einen Hiufungs-
punkt von ¢ enthdlt. Damit sind aber wieder alle Voraussetzungen von Satz 111
als erfiillt nachgewiesen, und somit ist auch Satz IV a bewiesen.

§ 6.

Ersetzen wir nun Eigenschaft B) durch die folgende:
C) Es sei:

lim jo):o lim M,_

)
Qs+ GO X r— —®

und es gebe ein g, so dass monoton ist fiir >4 und x < —a.

[l

Wir erkennen leicht, dass (1) auch fiir jede Funktion f(x) der Eigenschaften
Sl

A) und C) gilt. In der Tat ist dann (wenn o >|xz,| gewdhlt wurde) auch P
0

monoton fiir x>a und x < —a, und es ist auch:

Lim S) =0; Hm S _

g—tox XX, 2— —w X" Xp

Nach dem zweiten Mittelwertsatze ist fir ¢ >a, p>g¢:

|ff sm},m x")dazl f() fsm}(x o) da: __f(q)

q— %

_2
x—x, qg—x =2
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ist also ¢>o0 beliebig gegeben und bedeutet A, irgend eine positive Zahl, so gibt
es ein b, so dass fiir p>¢=5 und alle 1= 4,:

Iff smlx x")dx|<s, Iff sm/lx xo)dx e

x—x, T—%,

+ o
Es existiert also das Integral f Slx) S—l%xg)dx und es ist fiir A=1,:
%o

—w®

Iff s1nlac xO)dxlée; Iff smlaﬂ xo)dx <.

T— T, T2,

und indem man von hieraus weiter schliesst wie in § 1, beweist man die Giltig-
keit von (1).

Man konnte daher versucht sein zu glauben, dass Formel (10) auch tiir
alle Funktionen f(x) der Eigenschaften A) und C) gilt. Das ist aber nicht der

1

Fall. Sei etwa f(x)=|z[2. Dann hat f(x) die. Eigenschaften A) und C). Nach
(7) ergibt sich @(0)=o0 und:

+o

Das Integral f cos ux,d®(n) hat also hier keinen Sinn. Wohl aber werden
0

wir im Folgenden zeigen, dass (10) fiir jede Funktion f(x) der Eigenschaft A)

gilt, die im Unendlichen beschrdnkt und monoton ist. Wir schicken folgende

Bemerkungen voran.

Wir setzen im Folgenden stets:

(24) @ () = lim f( ySIRL

N—r 0 x

1
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(2 ff cosux hm(ff cospmcd +ff cosux )

vorausgesetzt, dass diese Grenzwerte existieren. Fir jede beliebige ungerade
Funktion f(z) ist dann @(u)=o, fiir jede gerade Funktion f(x) ist ¥(u)=
Abgesehen von diesen Spezialfillen werden wir es aber nur mit dem Falle zn
haben, dass die Integrale:

+ o 0 + o
[r@% [0 de, [ @ f i) 2 g

—%0

existieren. Die Grenzwerte (24) und (25) sind dann sicher vorhanden.

Die durch (25) definierte Funktion ¥ () unterscheidet sich von der bisher
verwendeten, durch (7) definierten, falls sie alle beide existieren, nur durch eine
additive Konstante, auf die es nicht ankommt, da die Funktion ¥(u) nur in der

Verbindung f sin px, d¥(u) auftritt.

8§ 7.

Wir werden nun zeigen (§§ 7—16), dass Formel (10) fiir jede Funktion der
Eigenschaft A) gilt, die im Unendlichen beschrinkt und monoton ist.

Sei zunichst f(x) eine Funktion der Eigenschaft A), die im Unendlichen
monotor gegen o konvergiert:

(26) lim f(x)=o0; lim f(x)=

T—s 0 o)

Wir untersuchen zuerst die zugehorige Funktion ®@(u). Ist f(x) monoton fiir
x>a und << —a, so haben wir nach dem zweiten Mittelwertsatz fir p>g > aq,
wenn M eine geeignete Konstante bedeutet:

lff smux | lf sm@wc

Wegen (26) gibt es also zu jedem &> 0 ein b, so dass fir b=¢<p und alle u:

lf f“”dx!élf(q)l.M-
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»
(x)meﬂfaﬁxl <e

+ o0
Daraus folgt: Fir alle u existiert das Integral f Slx) -

0

sin p2 dx, und das

n

Integral f Sl )sm:x dx konvergiert mit n-— o gleichmissig fiir alle u gegen

0
+®

f Sflx): sin ‘u Ldx. Dies letatere Integral ist also eine stetige Funktion von .

0
0

Da genau dasselbe von f Sflx) sm::v dx gilt, so sehen wir: @(u) existiert und
wst stetig fiir alle p=o.

Nun untersuchen wir die Funktion ¥{u). Wie vorhin erhalten wir:

| fromrrae-fo o]

woraus wir entnehmen: zu jedem £>0 und d>0 gibt es ein b, so dass fir

b=g<p und pu=4g:
2
I]f(x)(gs»yi@dx|< ]
x
q

+
Daraus folgt: fiir alle u >0 existiert f Slx)

1

cos ux

dx, und fir alle

n 4+
u=4d (>o0) konvergiert f flx) cosxux dx gleichmissig gegen f Slz) cos ;ﬁ dz.
1 1

cos  nx

—1
Analoges gilt far j Sl dx, so dass wir sehen: ¥(u} existiert und ist stetig

Siir alle p > o.

Zugleich haben wir bewiesen: setzen wir:
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o o= [

—1

(1) = jf —cosuzx _fj co‘xyld - [f(x)cgiur[

—n

so konvergiert @,(u) gleichmissig fiir alle =0 gegen @{u) und ¥,(u) gleich-
missig fiir alle u =4 (>o0) gegen ¥(u).
Wie wir in § 6 gesehen haben, gilt auch hier Formel (1). Da ferner:

+®

(28) [r@= j oo+ 222 E g,

x—,

ist dieses Integral nichts anderes als die zur Funktion f(x,+z) gehorige Funk-
tion @(2), und daher, nach dem eben Bewiesenen stetig fiir alle A=o.

Ganz wie in § 1 finden wir nun fir o<h <4i:

]f(l)smlx oy ff jsinhle—e)

x—i, €y

- @
n i A

lim j (f(x)fcos p{x—2x,) du) dz=1lim f(cos iy d @, (u)+sin px, d¥,(u)
Ne—s0 v, A Nn—ex
i
= j (cos wxyd @(u)+ sin ux, d¥(u)).

h

Wegen der Stetigkeit des Integrales (28) konvergiert fiir h—o auf der linken
Seite der Subtrahend gegen o. Wir haben daher:

+© 4
ff(x) sin Mz —x,) dz= lim f(cos uxy d @u)+ sin px, d ¥ (),
T—X h—+0 )
© h

und wenn wir schreiben:
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2 2
(29) lim f (cos uxyd @(u)+ sin px,d¥(u)= f (cos uxy d @(p)+ sin pxy, dF(u))

h—+0
h 0

so kiénnen wir den Satz aussprechen:

Satz V. Fiir jede Funktion f(x) der FEigenschaft A), die im Unendlichen
monoton gegen o konvergiert, gilt Formel (10); darin st die durch (24) definierte Funk-
tion @(u) stetig fiir u=o, die durch (25) definierte Funktion ¥(u) stetig fiir u>o
und das in (10) auftretende Integral ist im Sinne von (29) zu verstehen.

Um auch hier den Ubergang zur Fourierschen Integralformel (11) zu voll-
ziehen, betrachten wir die durch (12) definierte Funktion @(x). Wir haben hier
fir a<<qg<p:

:|f(q)fcos ux dx

g

' f /(@) cos uz dz =217l

woraus wir in gewohnter Weise schliessen, dass @(u) fir 4> o existiert, und
dass die durch (20) definierte Funktion @u(u) fiir = J(>0) gleichmiissig gegen
@(u) konvergiert; es ist also @(u) fiir u>o0 stetig, und dasselbe gilt fiir y(u).
Ganz wie in § 4 konnen wir auch schliessen, dass in jedem Intervalle o <o =<u =g
die Relationen (18) bestehen. Daraus folgt fiir o <h <4i:

i i
f (cos zy A () + sin uzy AW () — f (cos ity () + sim iz () .

Vollzieht man noch den Grenziibergang h— +0, so wird aus (10) die Fouriersche
Integralformel (11), in der nun aber das auftretende Integral ein wneigentliches
(mit der singuliren Stelle u=0) sein kann. Wir haben also*:

Satz Va. Fir jede Funktion f(x) der Figenschaft A), die im Unendlichen
monoton gegen O konvergiert, gilt die Fouriersche Integralformel (11).

! Dieser Satz stammt von A. PRINGSBEIM, l. ¢, not. 1 8. 315.

41—2661. Acta mathematica. 49. Tmprimé le 29 juillet 1926.
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§ 8.
Sei nun
flx)=1.
Dann wird ¥ (u)=o0 und:
+m- f”
sin ux o ir =0
(30 e e My
x 7T fir 4 >o.

—a0

Es ist also fiir jedes A>o0:

i
f (cos pxyd @(u)+sin ux, d¥ (1)) = =,

0

woraus man ersieht: fiir die Funktion f(x)=1 gilt Formel (10); es ist in ihr @{u)
die durch (30) gegebene unstetige Funktion, und #(u)==0. Die Fouriersche Inte-
gralformel (11) verliert natiirlich hier jeden Sinn.

Sei sodann f(x) die Funktion:

I 1 fir x > o
(31) flx)=1 o fiir x=o0
[—I fir x < o.

Hier wird @{u)=o0, und (fiir u > o0):

+ @

1
P () =2 f 1—cosp ., f cosuz
X x
0 1

1 +
— “cos
=2f71 cosuxdz_zj 8T .
x x
0 #
Es ist also:
1
’ . cos u 2
¥ (u)=2 | sinuxdzx +2 -~ ==»
e fante a5t

0

und somit (fiir u>o0):
Plu)=lgu®*+C.

Es ist also fiir o<h<<4:
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i

)
j sin px,d ¥ (u) ==2f§l-r—l;itﬁ’du.

h

Vollziehen wir hierin die Grenziiberginge A— + oo, h;++0, so wird daraus:

t© : +as°in - 7T fir x, > o
fsinyxod‘f’(y)=2f——£—°du= o fiir z, =0
-7 fir x, < o0.

Daraus ersehen wir: auch fiir die Funktion (31) gilt Formel (10); das in ihr auf-
+ @ +
tretende Integral f ist dabei im Sinne des Grenzwertes lim zu verstehen.
h=——s+0

(] h
+®

Zugleich sehen wir, dass das bekannte Integral 7% f S E% du in gewissem
y n

Sinne als (verallgemeinerte) Fouriersche Integraldarstellung der Funktion (31)

aufgefasst werden kann.

Nun konnen wir ganz allgemein den Satz aussprechen:

Satz VI. Fir jede im Unendlichen beschrinkte und monotone Funktion f(z)
der FEigenschaft A) gilt Formel (10); darin bedeutet ®(u) erne fiir p=o definierte
und fiir w>o stetige Funktion, die den Grenzwert ®(+o0) besttzt, wahrend ¥{u)
Siir p>o definiert und stetig ist; das in (10) auftretende Integral ist im folgenden
Sinne zu verstehen:

1 1

+ o
fcos px,d @)+ lim fsin uxy d¥ (u) + f(cos puzyd @(u)+ sin px, d ¥ (u)).
1

h~s+0

In der Tat, da f(x) im Unendlichen monoton und beschrinkt ist, existieren
endliche Grenzwerte:

lim f(x)=e¢,, lim f(z)=c,.

r—r+ 0 Lt — O

Wir bezeichnen wieder mit fy(x) die Funktion (31) und setzen:

Gt e
2

(32) /@) + 222+ A (@)
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Dann ist fi(x) im Unendlichen monoton mit:

lim f,(x)=o0, lim f,(x)=o0.
T—+ T——®
Nach Satz V und den zu Beginn dieses Paragrafen gefundenen Resultaten
ist jeder der-drei Summanden auf der rechten Seite von (32) der Darstellung (10
fihig; daraus erhiilt man sofort Satz VI. Offenbar ist, wenn man (30) beachtet:

(D(+O):c'—+mc27£.

§ 9.
Sei nun:

S(x)=cos qx (g>o).
Dann ist % (u)==0 und:

e ( ) b ( ) o firo=u<yq
_ I [sin{u+q)x I (sinlp—~qx., _|nx . B
2]‘"_"—.%“——(,1%"}' zf_—_x dx ; fiir nw=q
- - V3 fitr u>q.

Es ist also fiir jedes A>¢q:

i

f (cos pay d @ (u) + sin pay d ¥P(u)=mn cos qx,,

0

d. h. fiir die Funktion cos qx(q>o0) gilt Formel (10); es ist in ihr @(u) die durch
(33) gegebene unstetige Funktion, und ¥ (u)=o.
Sei sodann:
flx)=sin qx (g>o).
Dann ist @(u)=0 und:

1 +® —1
. 1—cos ux . cos ux . CO8 X
q’(‘u)=fsquh—xidx— squ—xﬂrdx——fsqu xﬂ dx

—1 1
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1 + o

_ aSiﬂQQ&dm—— sinqxcosygdw
—1 —®
1 . +eo' +w'
:fsqudx_Lfﬂl(q+u)xdx_1f§p(q~u)xdx,
x 2 x 2 @
—1 —® —®
mithin:
) 7 fir o=su<ygq
sin gx
(34) lf’(u)=f xq dz—{Z  fijr p=gq
2
—1
o] fiir u>gq.

Es ist also fiir jedes 1>g¢:

i

f_(cos p Xy A D)+ sin px,d ¥ (u))=mn sin qx,,

0

d. h. fiir die Funktion sinqx (q=>o0) git Formel (10); es ist in ihr @(u)=0 und
P(u) die unstetige Funktion (34).

§ 10.
Wir bezeichnen wieder mit f,{x) die Funktion (31), setzen
Sf@)=fo(x)cos gz  (g>o0),

und wollen zeigen, dass auch fir diese Funktion Formel (10} gilt. Zunichst
beweisen wir die Giltigkeit der Formel (1). Fiir |x,] < & <y ist:

25+

- /'l -’ 11 -
f(x)m_i")dw:ff(aco—l—x)SInlxdx: [eos q(xo+w)smlxdx

x—1, x x
%+$

/r} - -~ ﬂ .
=2 cos qxo( fmsm (A+Q)xdx+ le (l_Q)de) +
2 x x

s S

3 7
N Lsin%( fw)icdx._fﬂsjwdx).
2 X x

S $
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Wir entnehmen daraus: zu jedem ¢>o0 und J>o0 gibt es ein b, so dass
fir b<&<# und alle der Bedingung |A—q} = d geniigenden nicht-negativen 2
die Ungleichung gilt:

Ttn )
sin Alx—
]f(x)qm (z—x, dal <
L—xy
To+3

Da Analoges fiir f @) %’1—(%”—0)(1.7; gilt, sehen wir, dass fiir alle nicht-
%o
20—
negativen i==¢ das Integral (1) existiert, und dass fiir A=q + 6 die Ungleichung
gilt:
.f(x)s—il—l—-}(w_%)dx <e
x—x, =
2ot+b

Indem man von hier aus weiter schliesst, wie in § 1, beweist man die Giltig-
keit von (1),

Das Verhalten des Integrales (1) an der Stelle A=¢ wird charakterisiert
durch die Beziehung:

llm(ff sm q:c—hxx xo ff sm (x %)dx)zo.
0

In der Tat, jedenfalls ist (fiir jedes b > o0):

(36) lim( [ oo @+ile—e) (o sinla— h)(‘tx°)dx) —o.
/ J

h—0 T—x, T—Ty

Ferner ist fiir b > |z, ]:

f ff sm (g + R)(x —a,)— sin (¢ —h)(x— :co)dx

z—x,

+ o

- f(cos q (o + x)—cos ¢(x,—z))

b

sin (¢ +h)z—sin (g—h)x
x

dx
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+ o

. "sin gz cos g« sin hx
= —g4sin gz, | — dx
x

b

+ +
= gin {Izo( fC_OS_(_z_aqc_+h)a_cdx_j co_s(zaqc:i)xdx)_
b b

Daraus entnehmen wir: zu jedem &>0 gibt es ein b, so dass fuiro<h=q:

f f.f sm (g + k) (x—a,) —sin (g—h)(x— xo)dx|<8-

T—2x,
To+b
Diese Ungleichung zusammen mit (36) aber ergibt die Behauptung (35).
Nun wenden wir uns zur Untersuchung der zu unsrer Funktion f(x) ge-

hérigen Funktionen ®@(u) und ¥ (u). Da f(x) ungerade, ist @(u)=o0. Fir
pw=o0 und = ¢ ist:

1 4™

W(H)=2f003q90'1_c%xdx—'zjcos qx—gsx—ixdx
0 . 1
1 4w
—2 f cos g 0T g f (costade  coslumale) g,
x x "
0 1
1' + +
=chosq5rl——coq#xdx— 8% e — | %,
X x x
#tg lu--al
woraus sich ergibt:
l (e +q) (—q) _
’ cos (u+4q cos (u—q 2#
( q’(u)=2fcos xsinprdr+ — + ¢
37) q u +q o _q
0
und somit:
(38) W) =lg|u* — ¢*| + C.

Fir das Verhalten von ¥(u) an der Stelle ¢ folgt hieraus:

lim (¥(g+h)—F(g—h)=o0.

h—0
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Betrachten wir die durch (27) definierte Funktion ¥,(y), so ist:

+x +x 1
cos ux cos & cos x
11’,,(p)—‘1’(y)=2fcosqx—~‘—dxz da:+f dx,
x x x
n n{p+g) unju- gl

woraus sich ergibt, dass ¥,(u) gleichmiissig gegen ¥(u) konvergiert in jedem
Intervalle (0 <) e = u =g, das den Punkt ¢ nicht enthiilt.

Nun ist nach Schliissen, die schon wiederholt durchgefiibrt wurden, fiir
jedes Intervall (0=) e=u=g:

+w

8
ff( )smﬁ’:r x,) ff smax x")dr—hm fsin,uzodlf’n(u),

LTy £L—x, s

—x

mithin wenn [, 8] den Punkt g nicht enthilt:

f.f smﬁx xo) fj sm;r ”xoxo)dxzfsin 1z, dF (u).

a

Fir A>¢q und o<h<g erhalten wir, indem wir diese Formel auf die Inter-
valle [0, g—h] und [g+%, 4] anwenden:

fj smm ;vo (ff sm(q+hx o) jf smq h)x — xo)dx)

x—x, x—,

:fsin ux, d¥(u) + fsin wx, d¥ (u).
0 q+h

Vollziehen wir hierin den Grenziibergang h— + 0 und setzen:

i 2
(39) Jim (fsin px, d¥(u) + fsm uxy d¥(u )) fsm uxy d¥(u),

h—+0
qg+h

so erhalten wir bei Beachtung von (35):

+o 2
ff(x)sﬂl;‘(_x;o_‘%) dx==fsin ez, dW (u).

—w 0
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Und da, wie bewiesen, Formel (1) gilt, folgt daraus durch den Grenziibergang
A—> + o der Satz:

Bedeutet f,(x) die Funktion (31), so gilt fiir f,(z) cos qx (g>o0) die Formel (10),
wn deren Integral gemdss (39) an der Stelle A—=q der Cauchysche Hauptwert zu
nehmen ist; es ist in ihr @(u)=0 und ¥(u) die Funktion (38).

Wegen (37) kann diese Formel auch so geschrieben werden:

7
to S €08 4 fir 2>o0

. uw ..
sinuxr———du = o) filr x=o,
(40) f I w—q® n

7T .
— - cos qr fir x<o,

wobei links wieder an der Stelle ¢ der Cauchysche Hauptwert zu nehmen ist.
TFormel (40), die natiirlich auch durch direkte Rechnung gewonnen werden kann,
ist in gewissem Sinne die Fouriersche Integraldarstellung der auf ihrer rechten
Seite stehenden Funktion.

§ 11.
In ganz derselben Weise kann der Fall:
Slx)=fo(x) sin gz (g>o0)

behandelt werden, wo wieder f,(x) die Funktion (31) bedeutet. Ganz wie in § 10
beweist man die Giltigkeit der Formeln (1) und (33).
Da diesmal f(x) gerade, ist #(u)=0. Fiir p=o0 und =+¢ ist:

» T 1 +® +w
‘D(ﬂ)—“—zfsin qxw—xdxzszdx_'_fcos L ”fcos ® g,
lu—al wtq
woraus sich ergibt:
| (e+q) ) 1
’ . cos (u+q cos (u—gq 1 2q
1) @' (u)=2 | sin qx cos pxrdx+ — — " _ ,
(41) @'(n) f q D w - g
0
und somit:
qtp
2 D(w)=1g|*—"|+ C.
42) W —1g q—ul

42—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 30 juillet 1926.



330 Hans Hahn.
Fiir das Verhalten von ®(u) an der Stelle ¢ gilt auch hier:

’lzin% (@(g + h)— @(qg—h))=o0.

Indem man weiter schliesst, wie in § 10, findet man:

Bedeutet f,(x) die Funktion (31), so gilt fiir flx)=f,(x)sin qx(¢>o0) die For-
mel (10), in deren Integral an der Stelle A=q der Cauchysche Hauptwert zu nehmen
ist; es ist in ihr @{u) die Funktion-(42) und ¥{u)=o.

Wegen (41) kann diese Formel auch geschrieben werden:

A ;squfurx,Z_O

fcos BT 5 9 sdu—= (g>0)
T —u T . s
0 ~—;squfurw§o

wobei links wieder an der Stelle ¢ der Cauchysche Hauptwert zu nehmen ist.

§ 12.

Nun nehmen wir f(z) in der Form an:
fil@)=g(x) cos gz oder fy(z)=g(x)sin gz (g>o),
wo g(x) im Unendlichen monoton gegen o konvergiere:

lim g(x)=o0; lim g(z)=o.
p—+ ® E—=—®©
Sei g(x) monoton fiir x>a und z<—a. Wir untersuchen die zu f,(x)
gehorige Funktion @(u):
+o )
(D(l)(;¢)=fg(x) cos qx Slix‘u—xdx.

Da fiir a<§<y:

kA ts ;81

fg(ac) cos qx%ﬂdx:ég(g)(fsﬂin (“;— Q)xdx + fS“in (Mx— Q)xdac),

5 z
s 5 s

gibt es zu jedem £>0 ein b, so dass fir b=<&<n und alle p=o0:
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9
fg(x) cos qx%@dx

s

sin px
<e; lfg(x)cosqx——;b—d;c <e.
-

Daraus folgt: fiir alle u existiert @"(u), und die durch (27) definierte Funktion
®@,(n) konvergiert fiir alle p gleichmissig gegen @W(n). FEs ust also @YW (u) erne
Siir alle w=o definierte und stetige Funktion.

Nun untersuchen wir die zu f;(x) gehorige Funktion ¥(u):

1

+
‘P(”(u)zfg(x) cos qxl_—cisﬂdw—fg(x) cos qx(ios—;ﬁcdx
1

—1
—fg(x) cos qxcosx‘uxdx.

Hier haben wir fir a<<f<{y) und w=0 und #=¢:

7 g C o
cos px . 1 cos (u+q)z cos (u—q)xd
fg(x) c08 ga— de= 2g(§) (f—_x dx + — dw
(+q)&* lu—gl §*
1 CoS X cos
= de+ | %dz);
,96) ( s de " a:)
wt@s lu—al§

und somit gibt es zu jedem £>0 und ¢>0 ein b, so dass fir b={<y und
n=o,|lu—q|=d:

7
fy(x) cos qxc—o-sfﬁdx

s

” coS 1
<e, Ijg(x) cos qx;?;—Ade<e.
-

Daraus folgt: fiir alle u=o0 und #¢ existiert #W(u), und die durch (27) definierte
Funktion W,(u) konvergiert in jedem Intervalle (0 <)o <u=p, das den Punkt g
nicht enthilt, gleichmissig gegen ¥W(u). Es ist also PV (u) eine fiir alle p=o0
und =+ q definterte und stetige Funktion. -

Fiir das Verhalten von ¥W{y) an der Stelle ¢ finden wir:
(43) Hm (¥4 (g + h)—F " (q—h))=o.

h—0
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In der Tat, es ist:

+
P (g + R)-- W (g —h) -~ _./y(x) cos quqjmf.Eos (’li_’?_).”fdx

dx.
x

B I fg(x) cos (2q+ h)x—-cos (2q—h)x

Bezeichnen wir die zu g(x) gehérige Funktion ¥ mit ¥ (u), so ist also:

(44) PW(q+h)—FW(g—h)=- (FO(2q+h)— ¥ (29—h)).

N

Da g(z) im Unendlichen monoton gegen o konvergiert, ist aber zufolge § 7 ¥ (u)
stetig fiir u>0. Durch (44) ist also (43) bewiesen.

Vollig analoge Rechnungen ergeben fiir die zu f,(x)=g(x) sin gx gehorigen
Funktionen @(u) und ¥(u): es ist @ u) defintert und stetig fiir p=0 und +q,
wihrend W (u) fiir alle p=o0 definiert und stetig ist; und es ist:

(45) lim (@™(g+ h)— @™ (q—h))=o.

h—0

Nun wollen wir zeigen, dass auch fiir die jetzt betrachteten Funktionen
filx) und fy(x), (falls sie die Eigenschaft A) haben) Formel (1) gilt. Wir setzen
zu dem Zwecke: .

1x

i e e RGeS

-

Wir fithren die Untersuchung fiir f,(x) durch; fiir f,(z) geht sie analog vor
sich. Es ist:

+»
sin Ax

I“)(l)-——-fg(xo+ x) cos gz, + ) i dx

+® + x
in 4
=cos qxofg(nchx) cos qxsm il

—w —®

in Ax
dx— sin qxofg(xo+x) sin qxsu-;—c—aqu.
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Da ebenso wie g(x) auch g(r,+x) im Unendlichen monoton gegen o konvergiert,
folgt aus dem oben iiber @ und @2 bewiesenen, dass das Integral

+x

fg(x0+x) eos qx S-l -l—/fd fiir alle A= o,

- ®

das Integral

4 =

[g(wo + ) sin qx s_n;l.r

©

dx fir alle A=o0 und +¢

existiert und stetig ist. Es existiert also das Integral I(Z) und ist stetig fiir
alle A=0 und # ¢. Hinsichtlich seines Verhaltens fiir i=¢q entnehmen wir
aus (45):

lim (I'W(g+h)— IV (g—h))=o.

h—0
Endlich zeigen wir mit Hilfe wiederholt durchgefiihrter Schliisse: zu jedem ¢>o0
und J>0 gehort ein b, so dass fiir alle der Ungleichung A =g+ d geniigenden A:

}

x— Oco x—xo

o

von hier aus schliesst man wie in § 1: geniigt f(x) (oder f,(x)) der Bedingung A),
so gilt fir fi(x) (bzw. fo(x)) die Formel (1),

Ganz wie in § 10 erhalten wir nun den Satz: Bedeutet g(x) eine im Unend-
lichen monoton gegen o konvergierende Funktion, so gilt fir jede der beiden Funk-
tionen g(x) cos gz und g(x) sin qx(g>o0), falls sie die Figenschaft A) hat, Formel
(10), in der an der Stelle A=q der Cauchysche Hauptwert zu nehmen ist.!

Wie schon wiederholt, konnen wir hier weiter schliessen, dass unter den
genannten Voraussetzungen auch die Fouriersche Integralformel (11) gilt, in der
wieder an der Stelle 2-=¢ der Cauchysche Hauptwert zu nehmen ist.?

! Genauer gesprochen: da im Falle g{x) cos g die Funktion @{u), im Falle ¢g(x)sin qx die
Funktion ¥(u) fir p=gq stetig bleibt, muss im ersten Falle nur vom zweiten, im zweiten Falle
nur vom ersten Summanden des Integranden cos ux, d P(w)+sin pa, d(u) der Cauchysche Haupt-
wert gebildet werden.

* A, PriNgsHEIM, Math. Ann. 68 (1910), 8. 398, 399.
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§ 13.
Wir fassen nun die Resultate der §§ 9—12 zusammen. Sei:
fl@)=g(x) cos gz (g>o0),

wo ¢(x) im Unendlichen monotorn und beschrdnkt sei. Wir setzen wie in (32):

. ¢t e €)— Cg
g =1 4 ) gy ),
wo fy(#) die Funktion (31) bedeutet, und:
¢,=lim g(x), ce=lim g(x);
I} T— ®

dann konvergiert g,(x) im Unendlichen monoton gegen o.

Wir bezeichnen nun die zu- cos qx, f,(x) cos gz, ¢,(x) cos ¢z gehorigen Funk-
tionen @ und ¥ der Reibe nach mit @*(u), ¥*(u); @** (1), #** (u); @*** (1), F***(u).
Da #¥*{u)=o0 und @**{u)=o0 ist, erhalten wir fiir die zu f(r) gehorigen Funktionen
@ und ¥:

(e s C1—Ca. v S
Plu)= =" 0 (u)+ @**();  Wlw)= =9 W)+ 7" (),
und die Resultate der §§ 9—12 ergeben: ®@*(u) ist die Funktion (33); @***(u) ist
stetig fir p=o; ¥**(u) und ¥***(u) sind stetig fiir u=o0 und ¢, und es ist:
lim (% (g + H)—#*(g—R) =05 lim (#"* g+ H)—#***(g—h))=o;

h—0 h—s0
und wir erhalten den Satz:

Satz VII. Fir jede Funktion f(x) der Eigenschaft A), die die Gestalt hat
Sfx)=g(x) cos gz (g>>0), wo g(xr) ém Unendlichen beschrinkt und monoton 2st, gilt
Formel (10):

+x

Slag)= :—v ( f cos pxyd @(u)+sin pa, le(u)) ,

wo tm zwerten Summanden an der Stelle q der Cauchysche Hauptwert zu nehmen st.

Genau so finden wir:
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Batz VIIa. Die Aussage von Satz VII gilt auch fiir f(x)=g(x)sin qz (¢>0),
nur dass nun im ersten Summanden an der Stelle q der Cauchysche Hauptwert zu

nehmen 1st.

§ 14.

Wir betrachten nun allgemein den Fall, dass f(x) die Gestalt hat:

wo g¢(x) im Unendlichen monoton gegen o konvergiert, und h(x) eine periodische
Funktion bedeutet.

Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, h(x) habe die
Periode 2. Die Funktion g(z) sei fiir 2>a monoton.

Wir untersuchen zuniichst die zu f(x) gehorige Funktion @(u). Sei:

o

+ D) (ak cos kx + by sin k)

k=1

Qg

W) )~

die Fouriersche Reihe von h(x). Sei N irgend eine natiirliche Zal. Wir setzen:

x
h“'(ac)=:fl2n + z (ax cos kx+ by gin kx)
k—=1

und nehmen die Zerlegung vor:
h(x)=h*(x)+ h**(x).
Entsprechend zerlegt sich dann @{u) in:
D)~ 0* (1) + 0 1),

Uber @*(u) sind wir durch § 7 und § 12 véllig orientiert: es existiert @*(u)
und ist stetig fiir alle g=ound =1, 2, ..., N, und es ist:

}1310 (@*(k+ h)— D" (k—h))=0 (k=1,2,..., N).

Wir haben noch @**(u) zu untersuchen.
Es ist nach dem zweiten Mittelwertsatze fiir a<<€<y:

x

i S

(47) fg(x) B** (x) Sizl—;x dx =gé§)fh"(x) sin pxdax.

s s
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Nach (23) aber ist, wenn n eine geeignete ganze Zahl bedeutet:

i S+on I
" i % i e2min— ' i
N pfax — Tux . . P inx
(@) eirrdr= | h**(x)e**dx pnin 7t R () et dr,
s s $+2nm
und hierin ist:
i $+2n
|erinn—1| < 2; B** (z) eftrda éflh"(m)ldx.
Si2nn $
Ferner ist offenbar:
$+on
h**(x) ¥ dax=0 (k=o0, 1, 2, ..., N).
BEs ist also
$+2n
1
AP TE e —
K (x)eérrdx i
E
eine analytische Funktion von g, die fiir p=o, 1, 2, ..., N reguldr ist. Aus der

Periodizitit von €**** und der Ungleichung

i+on §t+on

‘J R** (z) errdx éflh“(w)ldx

folgt nun sofort: Zu jedem d>0 gibt es ein M, sodass fiir alle Intervalle (&, §*]
und alle u=o0, die keinem der Intervalle |p—k|<d (k==N+1, N+2,...) ange-
horen, die Ungleichungen gelten:

(48) I / h**(x) cos px dz

s

< M; lfh"(x) sin urdx| < M.

Aus (47) ergibt sich nun: zu jedem &¢>0 und d>0 gibt es ein b, sodass fiir
b =< {<n und fiir alle © = o, die keinem der Intervalle | u—k|<d (k=N+1, N+2...)
angehoren, die Ungleichungen gelten:

<e, |fg(x)h"(x)81—nx“xdx <e.

-

xr

| f ga) kv (@) SR EE g
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Daraus schliessen wir in bekannter Weise: die Funktion ®@**(u) existiert und ist
stetig fiir alle u=o0, die =N-+1, N+2, ... sind.

Zusammen mit dem vorhin iiber @*(u) festgestellten ergibt das, da in den
obigen Uberlegungen die natiirliche Zahl N ganz beliebig war: Die Funktion
D(p) existiert und ist stetig fiir alle p=o, die 1, 2, ... sind, und es ist:

lim (@ (% + h)— @ (k—h))=o0 (=1, 2, ...).

h—0

Ganz ebenso beweist man: Die Funktion ¥ (u) existiert und ist stetig fiir alle
u=>o, die 1, 2, ... sind, und es ist:

Hm (F(&+h)—F(k—h)=0 (k=1, 2, ...).

h—0

Nun beweisen wir wieder die Giltigkeit der Formel (1). Das Integral:

sm)x xo sml’c
ff z—, ]f de

ist die zu f(x,+x) gehorige Funktion @. Nach dem eben Bewiesenen existiert

es also und ist stetig fiir A=ound &1, 2 ..., und es ist:
(49) lim (I (k+h)—I(k—h))=o0 (k=1, 2, ...).
h—0

Ferner gibt es zu jedem ¢>0 und d>o0 ein b, sodass fiir alle 4, die keinem der
Intervalle [1--%}<d (k=T, 2, ...) angehdren:

sml x—x_o)
|ff o, dx

Also gilt hier, falls f(z) die Eigenschaft A) hat, Formel (1) im folgenden Sinne:
Bedeutet § irgend eine positive Zahl und ist {1} eine Folge positiver Zahlen mit
lim 4, =+ oo, die keinem der Intervalle |A—k|<d (k=1, 2, ...) angehiren, so ist:

P— 0

- b
~e, I j P R N D

r—x,

—

+ o

(50) fa)=" lim f e

43—2661. Acta mathematica. 49. Tmprimé le 30 juillet 1926.
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Wieder gilt fiir jedes Intervall o<e=p=p8, das keinen der Punkte 1, 2, ...
enthilt:
8
I8)—I(e)= f(cos pux,d ®(p)+sin px, d¥F(n).

24

Sei nun A>o und #1,2,.... Ist die ganze Zahl n so gewihlt, dass
n<A<n+1, und bedeuten hy, ki, ..., hy positiven Zahlen < ;—7 so gilt also:
R M
I(3) — 2 (I(k+ he)— I(k—hi))— I (h) = Z f (cos uxyd@(u)+sin pa, d¥(u)
k=1 k=0
k+hy

2
+ | (cos pxyd @(u) + sin px,d¥(u)).

n+hy,

Vollziehen wir hierin den Grenziibergang he— +o0 (k=o0, 1, ..., n), so erhalten
wir wegen (49) und der Stetigkeit von I(4) fiir i=o:

2
I().)=fcos wx,d ®(u)+ sin px, d¥ (i),

]

2 1
worin f soviel bedeutet, wie lim j , und an den Stellen A=k (k==1, 2, ..., n) der

h~—+0

Cauchysche Hauptwert zu nehmen ist.
Beachten wir (50), so konnen wir also den Satz aussprechen:

Satz VIII. Fiir jede Funktion f(x) der Eigenschaft A), die die Gestalt hat

S@)=g(@) h(x), wo g(x) em Unendlichen monoton gegen o konvergiert, und h(x) eine
2

Funktion der Periode p bedeutet, gilt Formel (10). Es ist in thr f im Sinne von

0
2

lim zu verstehen, fiir A= %t (k=1, 2, ...) der Cauchysche Hauptwert zu nehmen,
h=—s0
h
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+ » i

und der Grenzwert f = lim f in der Weise zu bilden, dass A ausserhalb der
i—+00
0 0
Intervalle| A — ?;n <d (k=1, 2, ...) bleibt, wo d>0 belicbig klein sein kann.

Auch hier kann der Ubergang zur Fourierschen lntegralformel (11) voll-
zogen werden. Ks ist fir a<<§<z:

4 ;.

ff(x) cos ux dac:g(§)fh(x) cos uxdx.

s &
s s

Aus (22) folgt also: zu jedem ¢>o0 und d>o0 gibt es ein b, sodass fiir b=<E<y
und alle u=o0, die keinem der Intervalle |u—k|<d (k=0, 1, 2, ...) angehoren:

< €&.

<e, Iff(x)cos prdx

—y

7
|ff(x) cos ux dx

Daraus folgt, dass die durch (12) definierte Funktion g(u) fir alle x>0 und
=1, 2, ... existiert, und dass die durch (20) definierte Funktion @.(u) in jedem
Intervalle o<e=<u=p8, das keinen der Punkte 1, 2, ... enthiilt, gleichmiissig
gegen @(u) konvergiert. Ganz analoges gilt fiir 1(u). In bekannter Weise folgt
daraus, dass in jedem solchen Intervalle [«, 8} die Formelin (18) gelten, woraus
wir weiter schliessen:

Satz VIIIa. Fir jede Funktion f(x) der Eigenschaft A), die die Gestalt hat
Sx)=g(x) h(z), wo g(x) im Unendlichen monoton gegen o konvergiert, und h(x) eine
Funktion der Periode p bedeutet, gilt die Fowriersche Integralformel (11); das in
thr auftretende Integral ist so zu verstehen wie in Satz VIII.

§ 15.

Nunmehr sei f(x) selbst eine periodische Funktion. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit konnen wir annehmen, sie habe die Periode 27z. Um die Bezeich-
nungen von § 14 verwenden zu kionnen, schreiben wir f(z)=nh(z), und zerlegen
wie in § 14 k(z) in h*(z)+h**(2), und bezeichnen die zugehorigen Funktionen
@ mit O*(u), P**(u).
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Was @*(u) anlangt, entnehmen wir unmittelbar aus §§ 8, o:
@*(0)=0, d)'(u):ﬂ%in (o, 1), (p'(l):”(f;" + Z')! G)'(u)=7z:((;°+al) in (1, 2),

(51)] 0 (2)=n (‘;Q+al+f‘;), m'm)=n(% +al+a2) in (2, 3) ...,

(D'(N);n(% +a,+ - +axa+ q;'), O (u)=7 (% +a,+ -+ aN) fiir u>N.

Es ist also @*(u) konstant in (o, 1), (1,2),... (N—1, N) und fiir p>N, und
es ist:

tD'(+o)—(1)"(o)=n%"-, (D'(k+o)—(D"(k)=nZk, q)-(/c)—m*(k—o)-_nf;k

(k==1, 2, ..., N).

Es handelt sich noch um die Untersuchung von @**{u). Fir jedes Inter-
vall (o<)E=pu=17 ist:

%

[h"(;c) SR = ;] h**(x) sin px dx.

x

Aus den Ungleichungen (48) folgt also: zu jedem &¢>o0 gibt es ein b, sodass fiir

b=f<pund o=p=N+ ;

4 __s: .
”h..(x)?}n;e?cdxlq; |fhu(x)sl_1!;_‘_”dw| <.

E -

Es existiert also @**(u) fir o<y <N+ L

)

Wir gehen nun an die Berechnung von @**(u), und wollen zeigen, dass

gie aus:

h**(x) o> ) (ax cos kx+ by sin k)

k=N+1

durch gliedweise Integration erfolgen kann.
Bekanntlich ist durch
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a0

(52) H(x) = Z IIc (ax sin kx — by cos kx)

k=N-+1

ein unbestimmtes Integral von h**(x), durch:

(53) Hz) = — 2 é (ax cos kx+ by, sin kx)
kN1
ein unbestimmtes Integral von H (z) gegeben, und die Reihen (52), (53) konver-
gieren gleichmissig (als Fouriersche Reihen totalstetiger Funktionen).
Durch zweimalige partielle Integration findet man:

i

ans o SID QX sin px |" sin ux cos ux\ |”
fh (o) 212 d;cz]l(x)-wmﬂ—‘l:-i— H(x)( T ok )]

2

"
— sin px cos ux o 8iN g
+ | Hx){2 —2 = ——1d
[ (JC)( e b W ) z

<

s

o -
-1 . sin pux |1
= Z = (ax sin kx — by cos kx) ——tr
k x
k=N+1
o

1 . sin px cos uzx\ |"
_ Z - (ax cos kx + b sin kx) (—~2 —u __) ] ‘
L--:N»Hk X x z
= i . .
L ooy (ST cos ux  ,8inux
_ 2’ ' (ar cos kx + by sin ki) (2——-3.__2”___2___!4 )dx.
L-:-_}\Y+1k X x x

Aufgefasst als Funktionen von £ oder von 7 sind die auf der rechten Seite auftre-

tenden Reihen gleichmissig konvergent: die beiden ersten wegen der gleichmiis-
sigen Konvergenz der Reihen (52) und (53), die dritte, weil die darin auftretenden

Integrale (fiir O=u=N-+ ;) zwischen endlichen Schranken bleiben. Hs kann

also der Grenziibergang £-— + o gliedweise vollzogen werden:

+®

[h"‘(x) Sl—n:xdx =

—

+

- I . sin po cos ux o 8in px
— 2 c cos k ka) (22588 5 228 2 s
k__%*_lkﬂ (ak s kx+ bk sSin a”) ( xs u x2 u o )
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Wie zweimalige partielle Integration lehrt, ist aber (fiir k>N,o=u=N+ ;)

+ @
sin px

f(ak cos kx + by sin kx) — - dx—

—®

+x

1 ] sin ux cos ux L, Sin px
— kz—j (ak cos kx + by sin kx) (2- e a T — - ,) dx,

—x

godass wir schliesslich haben:

+ +o

e, o 8ID @ i . sin pe
fh () §_1n£_9"dx = (ar cos kx+ by, sin kx) mx” ‘dx,

Y kN1 Y
womit die Behauptung, dass @**(u) durch gliedweise Integration berechnet
werden kann, bewiesen ist.

Nach § 9 ist aber fiir k=N+1, N+2,... und o=u =N+ ;

+®
sin pux

f(ak cos kx+ by sin kx) —  dxz=o0,

x

- o

es ist also:

1
(D"(#)ZO fir Oég;é N+ 7

"y
Fiir diese Werte von p stimmen also die Werte von @(u) mit den durch (51)
gegebenen Werten von @*(u) iiberein. Und da dabei N ganz beliebig war, haben

wir ganz allgemein:

@ (0)=o0, (D(‘u):n? fir o<pu<r, (D(/L)Zﬂ(? +a,+ - +a.k) fir k<p<k-+1
(k=1, 2, ...)

(D(ff)_-“n(gzp-—}—al-}-"'+(lk—1+ %) (k:I727 )

Ganz ebenso findet man (abgesehen von einer additiven Konstante, auf die es
nicht ankommt): '
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P(u)=o fiir o=u<1; F(u)=mn(b,+bs+ - +b) fiir k<p<k+1 (k=1, 2, ...)
b, be
B(t)=n_» Pl)=r{b+  +beat (k==1, 2, ...).

Infolgedessen ist:

i

f (cos paxy d@(u) + sin pxy d¥ (u) =

0

n
== n(‘;‘—’ + D\ (@ cos kzy+ by sin kxo)) fir n<A<n+tr1,
k=1

n

‘/' (cos pux, d@(u)+ sin px, d¥(u) =

0

n-1

, . . .

= (‘;“ + Z (ax cos kxy + by sin k) + ) (an cos nx,+ by, sin nxo)).
=1

Hat nun f(z) die Eigenschaft A), so gilt:

8

bS]

?o + ) (ax cos kx,+ by sin kx,),
k=1

Slaeg) =

und wir erhalten somit:

Satz IX. Ist f(x) eine periodische Funktion der Figenschaft A), so gilt For-
mel (10); und zwar reduziert sich dann die rechte Seite von (10) auf dic Fouriersche
Reshenentwicklung von f(x,).

Wir sehen also, dass unsere Formel (10) die siimtlichen konvergenten Fou-
rierschen Reihen umfasst.

§ 16.

Nun behandeln wir noch den Fall:

S@)==fo(@) h(x),

wo fo(x) die Funktion (31) bedeutet, und h(x) periodisch ist. Wieder kdnnen wir
annehmen, h(x) habe die Periode 2. Wir stellen dieselben Uberlegungen wie
in § 14 an.
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Aus §§ 8, 10 und 11 entnehmen wir: @*(u) ist stetig fir p=o0 und
#+1,2,..., N, und es ist:

lim (@*(k+ h)— @* (k—h))==0 (k=1, 2, ..., N);

h—0
P*(u) ist stetig fiir u>o0 und =1, 2,..., N, und es ist:

lim (F*(k+ h)—%* (k—h))=o0 (k=1, 2, ..., N).
P——
Wie in § 14 sehen wir: @**(u) und ¥**(u) existieren und sind stetig fir ozu<
<N+1. Daraus folgt (da N beliebig ist): @(u) existiert und ist stetig fiir u=o0
und =1, 2, ...; ¥(u) existiert und ist stetig fir x>0 und =1, 2, ..., und es ist:
lim (@(%+k)--@(k—h)=o0, lim (¥(k+h)—F(k—h))=0 (k=1,2,...).
h—0 1—0
Da auch alles iiber das Integral I(d) in § 14 Bewiesene hier giltig bleibt, er-
halten wir:

Satz X. Die Aussage von Sate VIIT gilt auch fiir jede Funktion der Eigen-
schaft A), die die Gestalt hat: f(x)=fy(x)h(z), wo f,(x) die Funktion (31) bedeutet,
und h(x) die Periode p hat. :

Die Uberlegungen von § 8 gestatten es nun, die Sitze VIII, IX, X zusam-
menzufassen. Sei f(x)=g(x)h(z), wo g(r) im Unendlichen beschrinkt und mo-
noton, h(x) periodisch ist. Wie in § 8 setzen wir:

cte c,—¢C
g(x) :'—é‘ T+ _lz_.jf;)(x)-*_gl(x)a
Wo:
o= lim g(x), cs= lim g(x).
r—+® r—+®

Dann konvergiert g¢,(x) im Unendlichen monoton gegen o. Wir finden, wenn
zuniichst wieder h(z) die Periode 27 und die Fourierreihe (46) hat: Die zu f(z)

gehorige Funktion @(u) existiert fiir =0 und ist stetig fiur u-Fo, 1, 2, ...; die
Funktion ¥(u) existiert und ist stetig fiir x>0 und 1, 2,.... Hs ist
m(+o)—-m(o)=7,.‘ﬂi*-%’ Jim ((D(k+h)—w(k—h)):=n~c'%c"’-ak k=1, 2, ..)
hmst0
lim (P (k+ ) — ¥ (kb)) == -1 %0,
h—+0 2

und es gilt:
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Satz XI. Ist f(z) eine I'unktion der FEigenschaft A), die die Gestalt hat:
S(@)=g(x) h(x), wo g(x) im Unendlichen beschrankt und monoton ist und h(x) die

y—

Periode p hat, so gilt Formel (10). Dabe: ist tn thr f = lim f zu setzen, wo A,

eine beliebige I'olge positiver Zahlen mit A,— + oo bedeutet, deren Glieder keinem

der Intervalle |1 — 2k—p7~t < 6 (k=1, 2, ...) angehiren (3 eine beliebige positive Zahl),

2
. 2 2{n+
und wunter f , wenn 1 zwischen _]n;r_ und (np I)n

0

liegt, der Grenzwert zu ver-

stehen 1st:
2kn
2 p M 2
n id
= lim (Z J + f )
—t0, ..., hy—et0
o n k=1 2(k-1)7 2nm

T th—1 TRy

n . i
+ lim (@( N+ Z {cos - :co lim ((D (3-]”‘ + h) -0 (ZAI —h))
hA—+0 k1 ¥4 p

h—+40

+ sin 257 4 lim (lp (2—7”1 + h) iy (?k” — h))] :
P h—+0 P P I

§ 17.

Nun wollen wir annehmen, f(x) habe die Gestalt:

(54) S@) =D\ (ar cos grx+ by sin ge),
: . k—1
wo alle ¢x>o0, und die Reihe

(55) Z (| ax] + | b))

k=1
konvergent sei.

Wir zerlegen f(z) in f,(x)+ f,(x), wo

@0

Sile) = i ai COS qir; Solz) = Z be sin qiz.

k=1 k=

44—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé Ie 31 juillet 1926.
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Entsprechend zerlegt sich @(u) in @,(u)+ @y(u); da aber fy(x) ungerade, ist
@,(u)=o0, mithin @(u)==@,(u). Da die Reihe fiir f,(z) gleichmissig konvergiert,
ist fiir jedes endliche Intervall [£, 7]:

/ m
. w )

sin pux sin pz

ff'(“) Ty w3 | s g = de,

§ = ¥

wo die rechts stehende Reihe wieder gleichmiissig fiir alle £ und % konvergiert,
so dass die Grenzitbergiinge §—— o, 7— + o gliedweise vollzogen werden kon-

nen. So erhalten wir:

+ o
sin pux

+ o
D (u) ‘-‘:ffl(w) Smxywdx‘—:kz_l a | cos qex - dzx,

wo die rechts stehende Reihe wieder gleichmissig in g kounvergiert.

Aufgrund der Resultate von § 8 und 9 ersehen wir daraus: die Funktion
@(u) ist (fiir x=o0) konstant in jedem Intervalle, das keinen Punkt ¢; (=1, 2...)
enthiilt; sie ist stetig in jedem von allen ¢ verschiedenem Punkte, wiihrend sie

in den Punkten g: unstetig ist gemiiss:
1 7T
Dlgi+0)—D(g)= S a;  Plg)—@lg—0)= a  (k=1,2,...).

Ebenso findet man: die Funktion ¥(u) ist (fiir © =0) konstant in jedem Inter-
valle, das keinen Punkt gx(k=1, 2, ...) enthiilt, sie ist stetig in jedem von allen
gr (k=1, 2, ...) verschiedenem Punkte, wihrend sie in den Punkten g¢; unstetig

ist gemiss:
Plgeto) =@ ="b; Pl —¥lg—o)=" b
Daraus folgt unmittelbar:

Satz XII. Ist f(x) gegeben durch (54), wo die Reihe (55) konvergiert, so gelt
Formel (10); und zwar reduziert sich die rechte Seite von (10) auf die Reihe (54)
Siir x=uwx,.



Uber eine Verallgemeinerung der Fourierschen Integralformel. 347

§ 18.

Nunmehr nehmen wir an, f(x) habe die Gestalt:

S la)=g () h(=),

wo g(x) im Unendlichen beschrinkt und monoton sei, und k(z) gegeben sei durch:
(56) h(x) = ) (ax cos gz + by sin gxx),
k=1

wo die qv eine monoton ins Unendlichen wachsende Folge positiver Zahlen bedeuten,
und wieder die Reihe (535) konvergiere.
Wir nehmen mit g(z) wieder die Zerlegung (32) vor:

9l0) =28+ A0 )+, (a),

und koénnen uns, da wir iiber den Beitrag des Summanden GL_;—‘E’- durch § 17 véllig

informiert sind, auf die Betrachtung der beiden anderen Summanden beschrinken.
Es bedeute also im Folgenden g(x), entweder die Funktion f,(z), oder eine Funk-
tion, die im Unendlichen monoton gegen o konvergiert. In beiden Fillen kon-

g(x)

vergiert “ im Unendlichen monoton gegen o.

Ist g(x) monoton fir x>a, so gilt fir a<t<y:

ff(@%ﬂdﬁ:L;)fh(x) sin ux dx

5

;. I

== (l_(§_§) 2 (a,,f cos qpx sin px dx + bxf sin gz sin px dr)
k—1

s s

Nun gehort zu jedem d>o0 ein M, so dass, wenn u =0 allen Ungleichungen ge-
niigt |p—aqr| =0 (k=1, 2, ...), fiir alle £ und &* die Ungleichungen bestehen:

|fcosqusin prdx < M,
$

<M, |fsin Grxsinuxrdr
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und mithin fir alle £ und 7:

9
sin px
lff(w)——x d

Es gibt also zu jedem &>0 und 6>0 ein b, sodass fur b =E<z und alle p=o,

" l Z (lax| + | oe])-

die den sidmtlichen Ungleichungen |u—gqi| = d(k=1, 2, ...) geniigen, die Unglei-

rogefe.

Wie immer entnehmen wir hieraus: Fir alle u=o0 und 4 ¢ existiert @(u) und
ist stetig. In jedem Intervalle (0=<)ae=<u =@, das keinen der Punkte g; enthilt,
konvergiert die durch (27) definierte Funktion @,(u) gleichmissig gegen @(u).
Und die analogen Aussagen gelten fiir ¥(u).

Um das Verhalten von @(u) und ¥ (u) an der Stelle ¢ festzustellen,

setzen wir:

chung gilt:

h* () = h{x)—(ar cos qrx+ by, sin qix).

Die zu f*(x)=g(x)h*(x) gehorige Funktion @ bleibt dann nach dem eben Bewie-

senen fiur p=gq; stetig; es verhilt sich also die zu f(x) gehorige Funktion @(u)
+ oo

.. . . sin pux
fir u=q: so wie | g(x) (ar cos gxx+ by sin q:x) 1—;— dx, woraus nach § 10, 11,

—

12 sofort folgt:
lim (@(gx+ h)— @(gz—h))=o,

r—0
und ebenso beweist man:

lim (¥ (gr+ h)— ¥ (qi—h))=o.

h—0

In gewohnter Weise folgern wir aus diesen Resultaten, dass das Integral:

ff sml :r—-ro)dx

x—2,

fir alle A=o und +=q (k=1, 2, ...) existiert und stetig ist, dass:
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lim (Z{g+ k)—1 (qe—h)) =0
ist, dass falls f(x) die Eigenschaft A) hat, fiir jede Folge positiver Zahlen 1, mit
Ay —+ o, die keinem der Intervalle |A—q:| < d (k=1, 2, ...) angehoren:

Slao) == lim T(2,)

IT pe—
ist, und dass fiir jedes Intervall (0 <)e = pu <@, das keinen der Punkte ¢; enthilt:

8
I —I(e)= ] (cos ety d D) + sin o d¥ (u)

@

ist. Daraus ergibt sich:

Satz XIII. Ist f(x)=g(x). h(x), wo g(c) entweder die durch (31) definierte
Funktion f,(x) bedeutet, oder im Unendlichen monoton gegen o konvergiert, und h(x)
die DBedeutung (56) mit konvergenter Reihe (55) hat, so gilt, falls f(x) die Eigen-
schaft A) hat, und >0 so klein gewdhlt werden kann, dass es eine Folge positiver
Zahlen A, mit Ay— -+ © gibt, die keinem der Intervalle |i—qi| <8 (=1, 2, ...)

+® 2,
angehoren, Formel (10). KEs ist in ihrf = lim fzu setzen und fiir A=q(k=1, 2, ...)
0 0

p—a 0

der Cauchysche Hauptwert zu nehmen.
Durch Kombination von Satz XII und XIIT erhalten wir:

Satz XIV. Ist f(x)=g(x)hix), wo g(x) im Unendlichen beschrankt und mono-
ton ist, und h(x) die Bedeutung (56) mit konvergenter Reihe (55) hat, so gilt, falls
Sla) die FEigenschaft A) hat, und d>0 so klein gewdhlt werden kann, dass es eine
Folge positiver Zahlen A, mit L,—+ o gibt, die keinem der Intervalle |A—qi| < 6

+® Ay

(k=1, 2, ...) angehiren, Formel (10). Es ist in thr [ = lim f zu setzen und unter

r—x
A

f , wenn (u<A<gqny1 tst, der Grenzwert zu verstehen:

0
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G—h Ut+1Pp+1 A

i
== 1.
ﬁmﬂ( Zf f )

qk+hk Gpthy

+ Z {cos aezy hm ( (gx+ h)— @(gxr—h)) + sin Qkxohlililo(q;(Qk + h)—% (qe—h))}.
k=1 =

§ 19.

Zum Schlusse betrachten wir noch Funktionen f(x), denen folgende Eigen-
schaft zukommt:
D) Es sei f(z) im Unendlichen quadratisch integrierbar (d. h. es gebe ein

q —a

a, so dass die beiden Grenzwerte lim | (f(x))*dz und lim f (f(®)*dx endlich
—+ @ —+ ®
q : q oy

ausfallen).

Wir erkennen sofort: hat f(x) die Eigenschaften A) und D), so gilt
Formel (1). In der Tat, die Schwarzsche Ungleichung ergibt fiir jedes Inter-
vall [&, 7|: '

U fie) Smaf xxo% | ( f (f zdx) ( f (%in xl(_xx—m)) dx);
< M( f ( f(x))”dx);_,

wo M eine geeignete Konstante bedeutet. Daraus folgt: zu jedem &>o0 gibt es
ein b, so dass fir b=E<:

sin A(lxz— aco) sm AMx—x,)
Iff_xxo I lff J:.rod<€’

woraus in bekannter Weise die Behauptung folgt.

Wir definieren wieder @(u) und ¥ (u) durch (7). Genau wie eben ergibt die
Schwarzsche Ungleichung, dass @(u) und ¥(u) fiir alle x = o existieren, und dass
auch hier die Beziehungen (8) gleichmissig erfiillt sind. Daraus folgt, dass
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@(p) und ¥(u) fiir alle u=o0 stetig sind, und ganz wie in § 1 gelangt man
zum Satze:

Satz XV. Fiir jede Funktion der Eigenschaften A) und D) gilt Formel (10).

Sei p;, py, ..., 4, ... eine monotone Folge negativer Zahlen mit u, ——o,
und g, 4, ..., u,, ... eine monotone Folge positiver Zahlen mit u, —+ . Wir
setzen:

o

000 = [ ey g = f Sl TR g

(]
fy

(s7) . @"(n) fj cos uxdx; P (u ff sin pxdzx;
l‘n
dann ist:
4 “

(58) P () = f e ) du,  P(u) = J Y () dp

0 . 0
(59) lim @) (u) = @(u), lim P (u) = ¥ (u).

L amd n—s®

Wir zeigen: die Folge der ¢™(u), sowie die Folge der Y™ (u) ist m Intervalle
(0, + ) sm Mittel konvergent.

In der Tat, nach dem Parsevalschen Theorem fiir Fouriersche Integrale ist:

"

’
Hny bny

f (g =g+ )~y du = [ (s + [ (s de
#ng f‘;h

Aus Eigenschaft D) von f(x) ergibt sich hieraus unmittelbar: zu jedem &>o0 gibt
es ein N, so dass fiir n,= N, n,=N:

+ o + o

Jow—grmwran<e, [yt an<e,

womit die Behauptung bewiesen ist.
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Es konvergieren also die @™ (u) im Mittel gegen eine Funktion ¢*(u), die
Y™ (u) gegen eine Funktion y*(u). Bekanntlich folgt daraus fiir alle u=o:

13 I

@ u
lim f@“”(u)duzf(p'(y) du; lim fw(”)(;t)(l;t=fw'(;t) du.
0 0 B o

Wegen (58) und (59) kann das geschrieben werden:

m

w(u)quv'(u)dﬂ, P (1) ::fUI'(.u) d,

und durch Einsetzen in (10) erhalten wir:

Satz XVI. Fiir jede Funktion f(x) der Eigenschaften A) und D) gilt:

+ o

Slag) =~ f (* () cos pay+p* (u) sin pag) du;

v
0

daber bedeuten @*(u) und W*(u) die Funktionen, gegen die die durch (57) definierten
Funktionen @™ (u) bew. Y™ (u) im Intervalle (o, + ) im Mittel konvergieren, wenn
‘u,;-—)—d:), ‘u',;—)+00, )

Der Unterschied gegeniiber der Fourierschen Integralformel (11) ist der,
dass wir nicht behaupten konnen, dass ¢*(u) und ¥*(u) durch die Integrale (12)
gegeben sind, da diese letzteren nicht zu existieren brauchen. Doch ergeben be-
kannte Sitze:

Satz XVIL. Fir jede Funktion f(x) der Eigenschaften A) und D) gilt die
Touriersche Integralformel (11), falls die durch (12) definierten Funktionen @(u) und
Y(u) abgesehen von einer Nullmenge existieren.

In der Tat, da die ¢™(u) im Mittel gegen ¢*(u) konvergieren, kann aus
ihnen eine Teilfolge @) (u) herausgegriffen werden, die fiir alle u = o, abgesehen
von einer Nullmenge, gegen ¢*(u) konvergiert:



Uber eine Verallgemeinerung der Fourierschen Integralformel. 353

Wenn aber ¢(u) existiert, stimmt dieser Grenzwert mit ¢(u) iiberein; und dasselbe
gilt fiir ¥*(u) und Yiu). Also folgt Satz XVII aus Satz XVI.

Nach einem Satze von M. PraNcHEREL® existieren ¢(u) und vw(u), abgesehen
+w

von einer Nullmenge, sicher dann, wenn das Integral f (f(x)?(log 2)® dx existiert.

.

! Math. Ann. 76 (1915), 8. 315—326.

45 —2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 11 aoiit 1926.



