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Dans les M6moires de l'Acad6mie des Sciences de Paris pour l'annde I78I 

se trouve un 6crit de Monge off sont donn6es, d'une faqon incidente, ?~ propos 

du probl6me th6orique des d~blais et rembluis, les propri6t6s essentielles des lignes 

de courbure et des syst6mes d e  droites formant ce qu'on appelle au]ourd'hui des 

congruences. 

Le grand g~om~tre y propose le probl~me suivant: deux volur~es dquivalents 

6taint donuts, les d6composer en particules i~fiuiment petites se correspondant deux 

deux, de telie facon que les sommes des produits des chemi,ns parcourus en tra~spor- 

taut chaque parcelle sur celle qui lui correspond par le volume de la parcelle trans- 

port6e, soient un minimum. 

Pour simplifier le langage, il donne les noms de d6blai et de remblai aux 

volumes qu'il consid~re, sans pr6tendre traiter une question relative s l 'art de 

l'ing6nieur. 

En prenant un syst~me d'axes rectangulaires, nous apellerons alors x, y, z 

les coordonn6es d'un point du d6blai, xa, y~, Zl, les coordonndes correspondantes 

du point du remblai, xj, ffl, zl 6rant des fonctions inconnues de x, y, z. 

On pourra appliquer s ce probl~me routes les consid6rations relatives ~ la 

d6formation d'un milieu continu, telles qu'elles sont expos6es duns le chapitre 3 2 

du tome I I I  de mon Trait6 de M6canique rationnelle, avec cette addition que, 

la transformation pa r  sym6trie 6rant admise, le d6terminant fonctionnel D peut 

6tre n6gatif; duns ce qui suit les fonetions 9 (x ,  y, z), ~01, %0 ou ~Pl peuvent donc 

6tre ndgatives. L'hypoth~se que nous ferons est que les chemins suivis par les 
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particules qui vont du point x, y, z au point x~, Yx, zx, sont des lignes droites. 

Nous supposerons que la densit6 varie d'un point s l 'autre du d6blai; cette densit6 

# 6rant une fonction donnge de x, y, z: Q : ~  (x, y, z). De m~me 0 1 ~  (xl, Yl, z~)~ 

I 
--~p(xi, Yl, zx)sera la densit6 au point du remblai xi, Yi, zl. Les masses du 

dgblai et du remblai sont supposdes 6gales, et d'apr~s l'6noncd de Monge, il faut 

d6terminer x~, Yx, zx en fonctions d 'x ,  y, z, de telle fagon qu'en posant 

I-fffLr dy dz 
1) 

l'int6grale triple dtant 6tendue s tout le volume D du d6blai, [ soit un minimum, 

L d6signant la distance 

L =  V ( x - - x l )  ~ + (Y--Yl) '  -4- ( z - - z , ) ' .  

L'6quation exprimant que les masses des deux 616ments correspondants sont 

6gales, c'es&'s l'6quation de continuit6, s'6crit actuellement, a v e c l a  notation 

habituelle pour les d6terminants fonetionnels, 

D (Xl, y,, D (x,, .Vx, z,) 
(0 D(x,y,z) e=o, D(x,y,z) qD(x,y,z) p(xl,yl,z )=o. 

•ous g6n6raliseron s le probl~me de Monge en cherchant s d6terminer 

xx, y,, z~ en fonctions de x, y, z, de fagon ~, rendre minimum une intggrale de 

la forme 

i) 

sous la condition (0,  f(L) d6signant une fone~ion continue quelconque de la 

variable L;  duns le cas eonsid@6 par Monge, f (L)=L.  
Pour obtenir les valeurs d' Xx, YL, zl, rendant l'int6grale J minimum, nous 

devons 6galer s z~ro la variation de eette int6grale, quand xl, Yl, zx subissent 

des variations queleonques duns le volume D, sons la condition (0. 

On pent remarquer d'ailleurs que ces variations 6taut, comme nous venous 

de le dire, arbitraires duns le volume, sour, sur la surface S~ du remblai  

F(x~, yx, zx)=o, li6es par une relation lin6aire qui est la suivante: 



Sur un thdor~me de Monge et sur une g6n6ralisation de ce th6or~me. 9 

OF OF OF 

Si on remplace, dans F(xl, Yl, zl), xl, Yl, zl, par ]eurs expressions en x, y, z, 
on obtiendra l 'dquation de la surface S qui limite le d6blai: cette 6qu~tion, ~pr~s 

l~ subsLitution, sera 2'(xl,  yl, z~)--~o. On devr~ donc avoir l'6quaLion suiv~nte 

obtenue en 6galant s z6ro la variation de l 'intdgrMe J dans luquelle on ajoute, 

pour tenir  compte de la relation (I) le terme 

Z [D--9(x, y, z)~p(x~, Yl, zl)] dxdydz  

6tant une fonetion arbitraire de x, y, z. On u uinsi: 

f f f 
D 

/D(~l, Y~: ~,) 
D (x, Z) Y, 

~ J ' : o ,  

ffffr 
D 

~x~ + (.~,-y) s.v, + ( z l - z )  5z~ q~ (xl--x) L dx dy dz 

loop O~p O~P ~zl) dxdydz  

D 

fff  [lO ((~ Xl) J~) (YJ ' "~1) 0 ((~ Xl) D (~]1, ,~1) O((~xl) D ( y l ,  f~l) 
+ ;~[ Ox D(y,z) + Oy D(z,x~ + Oz D(x,y) 

1) 

_~ (~(~1) .D(z], X l  ) ~- ~({~V]) D(Zl, Xl) _~_ ~ ((~]) D(~'I, Xl) 
OX 3(V,~) OV D(~,~) O~ D(~,V) 

._~(~((~l) D ( x I ' v I )  + (~((~1)n(xl,,~l) (~((~z1) n (x l ,  yi) ] 

D'apr~s les identit6s 

2--2528O. 

0xLD(v, avLD(~, +~LD(~, 

axL.O(y, ) 

axL .D(y, + 0-yy L P(z ,~  ) + ~ L.D(x, y) J 
Acta mathemat~ca. 47. Imprim6 le 10 ao~t 1925. 
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Is troisi~me int6grale de volume peut, ~ l'uide de la formule d'Ostrogrudsky ou 

de Green, s'6crire: 

fff{[o  - b~  h ( v ,  

+ 

z) ~ 0 y D (z, x) + Oz D (z, y) ] 

[ 0)~ D(z,,x,) 0,~ D(Zl,X~) 0k D(~,,xl)I 
Ox D ( ( ~  + Oy D(z ,x)  + Oz D ( x , y ) ]  oy' 

+ ~7~ D(u,~) + o r  n(z,~) ~0~ ~(~V)]  dz 

+ f f 1) t D ( v , z )  
S 

[ D(z,, x~) 
DE ) 

+~D(.~,, ~,) D(.~, ~1  
/ )  (z, x) + 7 D (x, ~xl 

+~ D (zl, xl) D (z~, x~)| 

+), laD(x1, Yl) D(x,, Yl) D(xl, Yl) 1 } 
[ D(y ,z )  + f l D ( z , x ) + T D ( x , y ) J  dz~ da, 

dans laquelle de est un 616ment quelconque de 1s surface S du d6blai, a, ~, 7 

sont les cosinus directeurs de la normale ext6rieure sur cet 616ment. 

Dans t'int6grale triple finale, on doit 6g~ler ~ z6ro les coefficients de 

~x~, ~Yi, ~z~ qui sont arbitraires s l'int6rieur; on ~ ainsi les 6quations 

x , - - x  09 a~D(y,,z,) oz D(yi, z,) ok D(y,,z,) 
f'(L)q) L ]cq~OXtX t Ox D(y,z) Oy D(z , x ) - -0~  D(x,y) -=~ 

y,-- y O ~ O Z D (~,, x,) O Z D (~1, x~) Ok D (~,, x,) 

2'l--Z 0~) 04 ~(Xl, yl) 0k .D(Xl, ~l ) 0~, D(xj ,yl)  
f ' ( L ) 9  L ~ 1 Z l  Ox D(y,z)  Oy D(z, x) Oz D(x,y)  =o. 

0k 0;~ 0k 
Nous ~llons r6soudre ces trois 6quations par rapport s Ox' Oy' Oz" 

0xl 0 Yl, 
Pour cela, multiplions la premi6re par ~xx' la deuxi~me par ~ la troi- 

si~me par Oz~ 0t. O x' e~s ~joutons, en remurquant que le coefficient d e ~ x  x devient 
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D (x,, y~, zl) CO Z COZ 
D(x, y, z) c'est ~ dire q9 ~p et que les coefficients de ~y et ~z 

avons, en divisant par q~; 

sont nuls. Nous 

[ x l i x  COx1 Yl--Y COYl z1--z COz[ 1 
f '  (L) cox + L COx + L Ox.] 

(CO~p COx, CO~p Oy 1 CO~p Ozt\ CO)~ 
Z ~Xll OX [ COYl COX + COZ,-- ~XX)--~J~X= TM 

Mais en d~rivant L par rapport  s x,  on a 

OLi)x x~--XL [COXIox ) L COY1 zj--z COz, 
- -  \ ~ -  - -  I ~_ Y l ~  Y COx + L COx 

et, d 'autre  part,  

CO~f/ CO~ COXl +CO~P COYl +CO~ CO~'I 
d x  Ox I COx Oy I COX COZ 1 COX 

L'~quation pr~c~dente peut donc s'~crire: 

d'ofi l 'on tire 

de mSme on a 

OL x , - - x ]  " 0 

x ~ - - x _  I O[~t~p:f(L)] 
L f '(L) Ox 

Y [ - - Y  I O[Z~p--f(L)] 

L f'(L) Oy 

zl --  z I 0 [Z ~p--f(L)] 
L f '(L) Oz 

Le Calcul qui conduit  s ces formules est la g6ndralisation de celui que j 'ai  

donn6 dans les M~moires des Savants Etrangers  (deuxi5me s6rie, t. 29). (Voyez 

Comptes Rendus, t. I8o, i925, p. 78I--y82).  On peut donc @rire: 

xl--x I 0 U 
L f ' (L)  Ox'  
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off 

Y l - - Y _  I 0 U 
L f ' ( L )  Oy 

z : - - z _  I 0 U 
L f ' ( L )  Oz ' 

U=2clp--f(L). 

Parmi  les consequences bien connues qu 'on peut  t i rer  de ees formules, je 

me borne s signaler la suivante:  Les segments ayant  pour  projections x l - x ,  Yl--Y, 

z l --z ,  sont, au point x, y, z, normaux s celles des surfaces U =  C te qui passe par  

ee point. 

Dans le cas consid~r~ par  Monge, on ~ f '  ( L ) ~  I e t  les surfaces U =  C te sont 

parallGles, c~r on a alors 

O x f  t O y l  + t o z l  = ~ 

I1 es~ 5vident que, dans l 'dnoncd m8me du problSme, on peut  ~changer x ,  y, z 

a v e c  Xl,  Yl, ,~1, e~ ~ a v e e  ~l" 

Le m~me ealcul donne alors le r6sultat  suivant:  on a s consid~rer la m~me 

in t@ra le  

J ' =  " f ( L )  it [D(x , , y , , z , )  j ffI t D (x, ,y, z) :l]}dx dy dz, 
D 

off on fair le changement  de variables consistant s remplucer x, y, z par  les nou- 

velles variables x~, y~, z~. Alors 

d x d y d z =  D(x ,y , z )  dxld?/ ldz l  
D (x~, y~, z~) . " 

donc 

en posan~ 

J ' :  S(L)~I~- [ i  Q. D(x,y,z,)1 f f f { : } , 

J'= q, f (L )  [D (x~, yl, z~) f f f { [ D(x'~t#'z). .. _ ~ ] } d x l d x l d z  ~ 

R 

~ l ~ - - Z  ~ q , 
Q1 
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in t@mle  de la forme pr&6dente  off ;~ est remplac6 par  - -~Q;  on a alors 
Ql 

x - - x ~ _  I 0 V 
L f '(L) 0 xl '  

y - - y ~ _  I 0 V 
L df'(n) 0 y~' 

z--z~ t 0 V 
L f'(L) o <  

Les premiers membres des 6quations pr6c4dentes ne changeant  pas quand 

on remplace x,  y, z,  x~, Yl, zi par  /cx, ky, kz, ]~xi, ky,, lcz l, il en es~ de m~me des 

I O U  I O N  
seconds membres f ,  (L) Ox' " f '  (L) Ox t Si donc f (L)  est du degr6 d'homo- 

gdnit6 n en L ,  0 U e s t  multipli~ par  ]~'* et 0 V 6galement. Alors U et V sont 

d~termin& g un fac teur  constant  pros et g une constante  addit ive pr8s: 

V=h'  e, f (L)  +Ct% 
@ 

Donc 
h'U+h V = - - 2  hh' f (L )+  C to. 

Par  exemple, si la t ransformat ion est une t ransla t ion parall~le g Oz, on a en 

supposant  z - - z l>o et prenan t  f ( L ) = L ,  L=z - - z i ,  U=- - z ,  V-=zl, 

U +  V = - - L ;  

mSme r~sultat  en supposamt les routes conver- alors h--h ' = ! .  On trouve le 
2 

genres en 0 et f ( L ) = L ;  posons 

r = V .  2 +,~i2 +z ~, q = Y ~  +y~ +z~ 

avec l 'hypoth~se r--r l>o.  Alors L=r- - r l ,  U=- - r ,  V=rl,  U+ V : - - L .  

Reste enfin l ' intggrale de surface, 

f f{ [~ Zl) f*/)t I~ ~ ~/X))(Yl' Zl) D(yI,__.jZ]! 1 } (~) z +z ~V.:v) ]~<+. . .+ . . .  d..  
8 

D a n s  cette int~grale, dx l ,  dy l ,  dz  i ne sont pas arbitraires,  mais sont li6es par  

la re la t ion 
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OF O ~ ~ yl.jl (~ ~ 
Ox'~X~+oy~ Oz~z dz~ -=~ 

On devra done gcrire que l ' int~grale double (2) dans laquelle on ajou~e sous 

le terme 

O F  O F  

off # es~ une fonction arbitraire de la position du point sur la surface S, est nulle 

quels que soient ~x~, ~y~, ~z~. 

En ~galant g z~ro les coefficients de ces quanti t&, on a l e s  ~quations: 

D (y,, zl) D (u,, z , ) ,  D (.V,, ~,)1 O F 

[ (~)  (,~'1 , Xl) r./) (Z, , Xl) D (,~1, xl) 1 O F  

[ D(x~,y,)+flD(x,,y,) D(x~,y~)]+ OF 

O x_~ O y~ O z ~ 
qui, multipli4es respectivement par 0 x'"O x '  0 x et ajou~ges, puis  par Oxt 0 y~ 

�9 Oy'  Oy ' 

Ozl et ajout~es, puis enfin par Oxl Oyl Ozl O y O z '  O z '  Oz et ajout4es donnen~ 

D (Xl, Yl, z,) O F ~. ~ D (x,, y, ,  z,) 0 F . D (x,, y~, z~) 0 F 

~quutions de la forme 

O_F O F  O F  
~='0~ '8= ~ ~=~o~ 

ce qui est ~vident, car a,  fl, 7 sont proportionnels ~ O F  O F  O F  L'intSgrale de 
Ox'  Oy '  O z" 

surface ne donne done aueune condition nouvelle, sinon que ~ et tt sont li6s sur 

la surface au coefficient ~ par la relation 

Paris 6 avril 1925. 


