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Einleitung.

Das grundlegende Problem der Topologie, die Aufstellung notwendiger und
hinreichender Bedingungen fiir die Homdomorphie zweier Mannigfaltigkeiten, ist
bekanntlich fiir zweidimensionale Mannigfaltigkeiten, und im wesentlichen nur
fur diese, vollstindig gelost, und diese haben sich daher frithzeitig fir tiefer-
dringende Problemstellungen dargeboten. Die vorliegende Abhandlung beschrinkt
sich der Einfachheit halber auf das Studium der geschlossenen zweiseitigen Flichen
beliebigen Geschlechtes, es ist aber unschwer erkennbar, wie man die verwen-
deten Methoden auch auf andere Fille zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten wird
ausdehnen konnen. Den Gegenstand der Untersuchung bilden hauptsichlich die
stetigen Abbildungen der Fliche auf sich selbst und das sich dabei ergebende
Fizpunktproblem, fiir welches eine rationelle Formulierung durch den Begriff der
Fixpunktilasse und des Index jeder Klasse erreicht wird. Auf hierhergehirige
Resultate von G. D. Birxkmorr und J. W. ArLexanper wird ausfithrlich einge-
gangen. Die explizite, kombinatorische Losung des Fixpunktproblems in der
Allgemeinheit, in der es sich auffassen ldsst, ist bisher nicht erreicht. Immerhin
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lassen sich mehrere ziemlich weitreichende Spezialfille erledigen mittels einer
Methode, die auch dariiber hinaus jedes speziell gestellte Problem anzugreifen
gestattet, wie an einigen typischen Beispielen gezeigt werden soll. Dadurch mag
es berechtigt erscheinen, diese Untersuchungen schon jetzt in einer ersten ausfiihr-
licheren Mitteilung zu veroffentlichen. In zwel Vortrigen in Hamburg 1924 und
in Kopenhagen 1925? hatte ich Gelegenheit, die ersten Ergebnisse darzustellen.

Die Hiilfsmittel der Untersuchung sind die grundlegenden Begriffe der
Fundamentalgruppe und der universellen Uberlagerungsfliche. Durch diese wer-
den alle Betrachtungen punktmengentheoretischer Art in die Ebene verlegt. Da-
durch bekommt der kombinatorische Teil der Untersuchung eine klare gruppen-
theoretische Form. Zugleich tritt in die Erscheinung, dass die Schwierigkeiten,
die sich der allgemeinen Losung der hier betrachteten topologischen Probleme
entgegenstellen, dieselben sind, die sich bei den einfachsten Fragen aus der
Theorie der unendlichen diskontinuierlichen Gruppen einstellen. Ob die Losung
der topologischen Fragen von einer Weiterentwicklung der allgemeinen Gruppen-
theorie zu erwarten ist, oder ob eine direkte geometrische Lésung dieser Fragen
der Gruppentheorie neue Methoden anzuweisen im Stande ist, moge dahingestellt
bleiben?®; in der vorliegenden Arbeit iiberwiegt die letztere Tendenz.

H. Poincark* hat fiir die Flichentopologie ein entscheidendes Hiilfsmittel da-
durch geschaffen, dass er die universelle Uberlagerungsfiiiche nichteuklidisch metrisch-
regulir darstellte und den Begriff der Fundamentalgruppe schuf. Diese Hiilfs-
mittel wurden von M. Deawx?® bei der Lisung wichtiger Probleme systematisch
verwendet, durch Einfithrung des »Gruppenbildes» weiter ausgebaut und mit der
allgemeinen Gruppentheorie in den engsten Zusammenhang gesetzt. Die Arbeiten
dieser beiden Autoren bilden den Ausgangspunkt des Verfassers, jedoch wird im
ersten Abschnitt dieser Arbeit das fiir unsere Zwecke Notige so ausfithrlich
dargestellt, dass eine Verweisung des Lesers auf frithere Darstellungen im we-
sentlichen vermieden werden kann.® HEs erweist sich nun als zweckmissig, die

! »Uber topologische Abbildungen geschlossener Flichen». Abhandlungen aus dem mathe-
matischen Seminar der Hamburgischen Universitit Bd. III, 1924.

% »Zur Topologie der geschlossenen Flichen», Vortrag auf dem 6. skandinavischen Mathe-
matikerkongress in Kopenhagen 1925, verdffentlicht im Kongressbericht, Jul. Gjellerups Forlag,
Kobenhavn 1926.

® Vergl. eine Bemerkung von M. Dehn, Mathem. Annalen Bd. 71, 8. 119.

* Siehe besonders: Cinquieme Complément & I'Analysis Situs, Rend. Pal. XVIII, 1904.

® Mathematische Annalen Bd. 69, 71 und 72.

¢ Zur Vervollstindigung unserer Darstellung der Grundlagen der Untersuchung seien an dieser
Stelle genannt:
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universelle Uberlagerungsfliche durch Hinzufiigung ihrer »unendlichfernen» Punkte
abzuschliessen; um diese letzteren bequem zuginglich zu machen, wird eine kon-
forme Abbildung der hyperbolischen Ebene auf das Inneére eines Kreises benutzt.
Die Kennzeichnung der einzelnen Randpunkte fiithrt dann von selbst dazu, neben
den Elementen der Fundamentalgruppe im eigentlichen Sinn, gegeben durch end-
liche Folgen der benutzten Erzeugenden, auch unendliche Folgen von Erzeugenden als
uneigentliche Gruppenelemente zu betrachten. Ferner filhren die nachstehenden
Untersuchungen in manchen Fillen dazu, wieder zu schwdcheren Uberlagerungs-
flichen herabzusteigen, deren Auswahl von der jeweils betrachteten ¥lichenabbil-
dung abhingt. Die Durchfithrung der Untersuchung bringt, wie schon oben
angedeutet, die Aufstellung gewisser einfach auszusprechender gruppentheoretischer
Probleme mit sich, deren Inangriffnahme in vielen Einzelfillen mittels geome-
trischer Uberlegungen gelingt. Die Methode scheint mir eines weiteren Ausbaues
fihig und kann dadurch vielleicht einmal der allgemeinen Gruppentheorie Dienste
leisten.

I. ABSCHNITT.

Die universelle Uberlagerungsfliiche als Koordinatenfliche.

1. Kanonische Schnittsysteme.

Wir beginnen mit einer anschaulichen Betrachtung, die die im § 3 einge-
fithrte genaue Definition des Objektes unserer Untersuchungen vorbereiten soll.
Es sei eine geschlossene Fliche vom Geschlecht p vorgelegt. Die Figur 1 veran-
schaulicht den Fall p = 3. Von einem Punkt ¢ der Fliche aus werden die p
Paare von gerichteten kanonischen Kurven A4,, B;; 4,, B,; ...; 4, B, gezeich-
net. Schneidet man die Fliche lings dieser Kurven auf, so lisst sich die
aufgeschnittene Fliche in die Ebene ausbreiten und erweist sich als mit einem
4p-Eck hombomorph. Figur 2 veranschaulicht ein solches, indem die Oberseite
des Polygons der Aussenseite der Fliche der Figur 1 entspricht. Durchliuft man
auf der Awussenseite der Fliche die Berandung der aufgeschnittenen Fliche so,

M. DEnN: Uber diskontinuierliche Gruppen, Mathem. Ann. Bd. 71, 1911, inshesondere
8. 119—122,

sowie die Einleitung und die ersten drei Paragraphen der Dissertation eines Schiilers von Dehn :
H. GIEsErkiNG: Analytische Untersuchungen iiber topologische Gruppen, Miinster 1912.

25 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 14 septembre 1927.
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dass man stets die berandeten Flichenteile zur Linken hat, und bezeichnet man
die Durchlaufung z. B. der Kurve A4, gegen die Pfeilspitze mit 4,7, so zeigt
Figur 2, dass man dabei die kanonischen Kurven in der Anordnung

B A B, A, By A, By 4, ... B, A, B, 4,

passiert. Nun wiihle man im Inneren des 4 p-Ecks einen Punkt ¢ und verbinde ihn
mit zwei Randpunkten des 4 p-Ecks, die demselben (von ¢ verschiedenen) Punkt

Fig. 1.

der Kurve B, entsprechen. Dadurch entsteht auf der Fliche eine geschlossene,
B, einmal schneidende Kurve, die mit a, bezeichnet und so orientiert werden soll,
dass sie B, von rechts nach links durchsetzt. Analog wird eine Kurve b, kon-
struiert, die A, einmal von links nach rechts durchsetzt und mit ¢, pur den Pankt
g gemeinsam hat. Die zwei Kurven sind in Figur 2 gezeichnet. Man konstruiere
mit Benutzung desselben Punktes ¢ weitere Kurven a,,b,, .. ., ap, by durch ent-
sprechende zyklische Wiederholung. Denkt man sich diese Kurven in der Figur
1 eingezeichnet, indem man den Punkt ¢ auf der Riickseite der Fliche gelegen
annimmt, und klappt man dann zur besseren Sichtbarmachung die Fliche der
Figur 1 um, sodass sie die Riickseite dem Beschauer zukehrt, so stellt sich das
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System der a;, b; wie in der Figur 3 gezeichnet dar. Dies System ist ein neues
kanonisches Schnittsystem; verwandelt man wieder die Fliche durch Aufschneiden
lings desselben in ein 4 p-Hck, so lautet die Berandung desselben

—1 —1 —1 -1 ~—1 —1
ay by a b ay by as T b, ap by apy T by

wenn man sie so durchliuft, dass man das Polygoninnere zur Rechien hat. In
diesem Polygon stellen sich die Kurven 4, B; durch von einem inneren Punkt

@ ausstrahlende Kurvenstiicke dar (analog wie in der Fig. 2 die a;, b); die An-

A B

Fig. 2.

ordnung der gerichteten Kurvensticke um @ ist dabei die in Fig. 1 durch die
Umgebung von ¢ bestimmte.

Wir nennen die Systeme 4; B; und a;, b; »zwei zu einander reziproke ka-
nonische Schnittsysteme>.

2. Lineare Substitutionen und nichteuklidische Metrik.

x sei eine komplexe Variable. Der Einheitskreis |z]=1 der x-Ebene wird
mit E, das Innere von E mit @ und das Aussere von E mit ¥ bezeichnet. Um
den Zusammenhangsverhéiltnissen der durch einen Punkt x= o abgeschlossenen
z-Ebene Rechnung zu tragen, werden wir gelegentlich von @ + E + ¥ als von
der xz-Kugel K sprechen.
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Wir werden es mit Transformationen von K in sich zu tun haben, bei denen
@, E und ¥ einzeln in sich iibergehen. Speziell betrachten wir zunichst lineare
Substitutionen von x, die solche Transformationen bewirken. Jede solche Sub-
stitution kann in der Form
Raw+3

(1) S (x) ot aa—B8>0,

Fig. 3.

geschrieben werden, wo « und 8 willkiirliche nur bis auf einen gemeinsamen
reellen Faktor bestimmte komplexe Zahlen sind und o die zu « konjugiert-kom-
plexe Zahl bedeutet; und jede Substitution dieser Form hat die verlangte Eigen-

schaft. Die obige Substitution sei durch das Symbol (g) bezeichnet. Die inverse

Substitution ist S—1= (__7;).
Die invarianten Punkte oder, wie wir sagen wollen, die »Grundpunkte» von
S, d. h. die beiden Losungen der Gleichung S(x)=z, sind

§l,g=$(a~&i1@, A=(a—a)+488
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Das Biischel der Kreise durch & und &, geht bei der kreisverwandten Transfor-
mation S in sich iiber; das gleiche gilt daher auch von der Schar der dazu or-
thogonalen Kreise. Ist nun A > o0, so liegen beide Grundpunkte auf E, und wegen
der Erhaltung der Winkel wird jeder Kreis des durch die Grundpunkte bestimm-
ten Biischels durch § in sich transformiert. Die dazu orthogonalen Kreise werden
unter einander vertauscht, indem ihre Punkte sich lings der Kreise des Biischels
vom »negativen» Grundpunkt fort und auf den »positiven» Grundpunkt zu be-
wegen. Ist A <o, so liegen die Grundpunkte invers beziiglich E, und E gehort
in diesem Fall der Orthogonalschar an. Ist endlich A=o, so fallen die Grund-
punkte auf E zusammen. Man bezeichnet bekanntlich diese drei Fille als hy-
perbolische, elliptische und parabolische Substitution.

Im Falle der hyperbolischen Substitution bezeichnen wir den zu E senk-
rechten Kreis durch die Grundpunkte als die »Achse» von S.

Die Substitutionen der Form (1) bilden eine Gruppe, die mit I" bezeichnet sei.

Es seien S und 7' zwei Substitutionen aus I Dann gehen die Grundpunkte
von I'ST~' aus denen von S durch- 7' hervor. Substitutionen, die durch Trans-
formation innerhalb I'-ineinander iibergehen, sind also von derselben Art.

Wir fassen nun in bekannter Weise das Innere @ von E als konformes
Abbild der »hyperbolischen Ebene», d.-h. der Ebene von N. LoBATSCHEWSKIJ,
auf: zwei Figuren in @ heissen kongruent, wenn die eine durch eine Operation
aus I" aus der anderen hervorgeht. Gelegentlich betrachten wir auch ¥ als kon-
formes Abbild derselben Ebene (mit Umlegung der Winkel), indem wir zwei be-
ziiglich E spiegelbildlich gelegene Punkte als Bilder desselben Punktes der Ebene
auffassen.

Der Vollstindigkeit halber sei noch an das iibliche nichteuklidische Abstands-
mass erinnert:. %, und x, seien zwei. Punkte in @, S eine Operation aus I, die

2z, in den Nullpunkt bringt, also S -——( g ) und somit

—ax

S (iy) = —2-""-
Dann wird die Entfernung d (z,, x,) als Logarithmus des nun auf dem Durchmesser
zu bildenden Doppelverhiltnisses definiert:

I+ |S(9C2)I
I—IS(dﬁg)l,

a(w;, z;) =log
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also

4 —a\?

Sin2(;i: (65 ¢ E) _ IS(.CB2)|2 _ (xe_ivl) (x2—x1_) =4z, ).

2 2 1—|S@)lP (1—a, 2,) (1— 2y 25)
d (x,, x;) geniigt dann den iiblichen Axiomen des Entfernungsmasses. Fiir manche
Zwecke kann man sich auch der einfacheren Funktion 4 (x;,x,) bedienen.

Die geoditischen Linien dieser Metrik sind die zu E senkrechten Kreise
(die Durchmesser von E mitgerechnet); diese entsprechen also den Geraden der
Ebene. Eine hyperbolische Substitution entspricht einer Verschiebung der Ebene
lings der durch die Achse der Substitution dargestellten Geraden. Die nichteu-
klidische Entfernung d(x, S(z)) von Punkt zu Bildpunkt ist fir alle Punkte der
Achse die gleiche; sie heisse die zu der Substitution gehdrige » Verschiebungslinge>.
Fiir alle Punkte ausserhalb der Achse ist die Entfernung zum Bildpunkt grosser,
und zwar um so mehr, je weiter die Punkte von der Achse entfernt sind. Die
durch die Grundpunkte gehenden Kreise sind Abstandslinien zur Achse. § und
T ST haben gleiche Verschiebungslinge, da Punkt und Bildpunkt auf der Achse
von S durch die Kongruenztransformation 7' in Punkt und Bildpunkt auf der
Achse von T'ST-' ibergefiihrt werden. Soll die hyperbolische Substitution §
mit der nicht identischen Substitution 7' vertauschbar sein:

ST=TS,

so miissen S und T ST-! dieselbe Substitution sein. 7' muss also die Grund-
punkte von § fest lassen; I ist somit ebenfalls eine hyperbolische Substitution
und hat dieselbe Achse wie S. Diese Bedingung ist auch hinreichend:
Eine hyperbolische Substitution ist mit allen zu derselben Achse geho-
rigen Substitutionen, und nur mit diesen, vertauschbar.

Nun seien S und 7' zwei hyperbolische Substitutionen, die einen Grundpunkt,
etwa den fiir beide positiven Grundpunkt 4 gemeinsam haben, wihrend ihre ne-
gativen Grundpunkte verschieden sind. Dann hat auch 787! den positiven
Grundpunkt 4 und einen negativen Grundpunkt, der von den negativen Grund-
punkten von S und 7 verschieden ist. Die Achsen von S und TS 7-! sind also
nichteuklidische Parallele mit 4 als gemeinsamem unendlich fernen Punkt; sie
nihern sich einander also asymptotisch. Die Substitution §.7 8! T, der »Kom-
mutator» von § und 7, hat dann auch 4 als Grundpunkt, kann also nur hyper-
bolisch oder parabolisch sein. Beriicksichtigt man nun, dass S und 7§ 7! gleiche
Verschiebungslinge haben, und ist « ein Punkt auf der Achse von T'S T, so
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sieht man, dass d(x,S-T 8 T—'(x)) beliebig klein wird, wenn nur x der Achse
von S geniigend nahe liegt, d. h. auf der Achse von 7 S T—! geniigend weit in
Richtung von A verschoben wird. Da nun bei einer hyperbolischen Substitution
die Entfernung von Punkt zu Bildpunkt die Verschiebungslinge als untere Grenze
hat, so folgt, dass S 7S 7T-! nicht hyperbolisch sein kann:
Haben zwei hyperbolische Substitutionen einen und nur einen Grund-
punkt gemeinsam, so ist ihr Kommutator eine parabolische Substitution
mit dem gemeinsamen Grundpunkt als Grundpunkt.
Der Leser kann natiirlich diese Sidtze auch leicht durch direkte Ausrechnung
bestétigen.

L
|
|
!

Fig. 4.

Im Folgenden werden fast ausschliesslich hyperbolische Substitutionen vor-
kommen. Man vergegenwirtige sich daher die einfachsten Eigenschaften einer
solchen an der Fig. 4: Eine Bewegung S (ohne Umlegung) der hyperbolischen
Ebene in sich ist festgelegt, wenn man die Bilder S(z,) und S(z.) zweier Punkte
z, und z, von @ angibt; dabei muss

a(S{xy), S (@s)) = d (,, )
sein. Z. B. kann man § durch Angabe des Punktes S (o) und des Punktes S—%(0),
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der bei § in o ibergefiihrt wird, festlegen. S(0) und S—*(0) miissen gleichen
nichteuklidischen, und daher in diesem Fall auch gleichen euklidischen Abstand
von 0 haben. (Die euklidische Drehung um den Nullpunkt gehort ja zur Gruppe
I'. Die Bedingung dafiir, dass S hyperbolisch wird, ist, dass der durch §—!(0), o
und S(o) gehende Kreis E schneidet. Die in der Figur mit < bezw. + bezeichneten
Schnittpunkte sind der negative bezw. positive Grundpunkt von 8. Spiegelbild-
liche Lage zweier Punkte bezgl. E bleibt bei § erhalten. Die Figur 4 geht durch
Spiegelung an £ sowie durch Spiegelung an der mit L bezeichneten Geraden in
sich iiber. Das Spiegelbild bezgl. E des Kreises durch S~'(0), o und S (o) ist die
Gerade durch S—'(e), ® und S{(x), und diese schneidet also die Grundpunkte
auf E aus. Der Kreis € mit dem Zentrum S—1(w) senkrecht zu E geht, da «
das Spiegelbild seines Zentrums bzgl. C ist, in den zu E senkrechten Kreis S(C)
mit dem Zentrum S(wx) iiber. Das Bild eines Punktes von C bei S ist dabei
sein Spiegelbild bzgl. L. C ist also der geometrische Ort derjenigen Punkte, in
denen das euklidische Linienelement bei S kongruent transformiert wird. Fir
Punkte innerhalb C wird das euklidische Linienelement bei S gedehnt, fiir Punkte
ausserhalb C verkiirzt. Speziell bemerken wir, dass ein innerhalb C gelegener
Teilbogen von F bel § auf einen grisseren Teilbogen von E abgebildet wird. €
ist das nichteuklidische Mittellot der von S—!(0) und o begrenzten Strecke. —
Die Achse von S soll durch die Grundpunkte gehen und zu £ senkrecht sein.
Das Zentrum des Achsenkreises A4 wird also durch die Symmetrielinie L auf dem
Kreise durch S—1{0), 0 und S{o)} ausgeschnitten. Da seine Verbindungslinie mit
S§~1(o) auf (S'(0),0) senkrecht steht, ist A auch senkrecht zu C und S(C). Der
zwischen € und S({C) gelegene Bogen von A repriisentiert die Verschiebungslinge.

Offenbar kann man die Operation S dadurch ausfithren, dass man erst eine
Spiegelung an L und danach eine Spiegelung an S(C) ausfihrt. Das Resultat
dieser beiden Operationen ist nidmlich eine Operation aus I, und z. B. alle
Punkte von C sind richtig transformiert.

Der zwischen ¢ und S{C) gelegene Teil der z-Kugel K bildet einen Funda-
mentalbereich fiir die durch die Potenzen von § gebildete unendliche zyklische
Untergruppe von I', die mit {S} bezeichnet werde. Vereinigt man jeden Punkt
von C mit dem ihm bei S entsprechenden Punkt von S(C), so schliesst sich der
Fundamentalbereich zu einem Torus zusammen. Lisst man einen Punkt, der aus
einem Punkt des Fundamentalbereichs durch eine Operation aus {S} hervorgeht,
demselben Toruspunkt entsprechen, so ist die in den Grundpunkten punktierte
x-Kugel eine Uberlagerungsfliche des Torus. Umgekehrt werden wir sagen, der



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flichen. 201

Torus entstehe durch »Reduktion von K mittels der Gruppe {S}»>. Wir bezeich-
nen den Torus kurz durch K mod {S}.

3. Die Fundamentalgruppe.

In diesemmn Paragraphen soll eine spezielle Untergruppe # von I' erkliirt
werden, die aus unendlich vielen hyperbolischen Substitutionen besteht.

P
-
-,
-~
-
-
-
-7 \
-7 \

/// \

— AY

- \

'/ AY

P
- \
= \
P
= B
P>
P
| /

Fig. 6.

v sel ein Winkel < jf mit dem Scheitel O (Fig. 5). Um einen Punkt P

des einen Schenkels schligt man den Kreis OQR. Die Tangente in @ schneidet
OP in T. Uwm T schligt man mit 7@ als Radius den Kreis x’. Die Senkrechte
auf OR in R trifftt »" in W. Der Massstab sei so gewihlt, dass OW = 1 ist.

(Dann ist, wie man leicht berechnet, O P =é Vi—tg® v) Endlich zeichnet man

den durch W gehenden Einheitskreis E mit dem Zentrum 0. Dieser schneidet
TQ in V. x schneidet OR in X:

26 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 14 septembre 1927.
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Da
(ITWE=(TQEF=TR-TO

ist, schneiden sich »" und F orthogonal. Also ist in der nichteuklidischen Metrik
%" eine Gerade und OX @ ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck mit dem Basis-
winkel 7.

Nun spiegeln wir — unter Fortlassung einiger fiir das Folgende iiberfliissiger
Linien — die Fig. 5 an 0@. Das Spiegelbild von OT wird dabei parallel mit
PQ, also Lot auf 7¢Q. An diesem Lot spiegeln wir dann noch einmal die Gesamt-
figur und gelangen dadurch zur Fig. 6. Vergleichen wir Fig. 6 mit Fig. 4, so

0,

Fig. 6.

sehen wir, dass wir eine hyperbolische Substitution S definieren kénnen, die den
Kreis x von Fig. 6 in »  iiberfiihrt: "= S(x). x spielt fir S die Rolle von Cin
Fig. 4. Der positive Grundpunkt von S ist V(S), (in Fig. 5 mit ¥V bezeichnet),
der negative U(S). Die sie verbindende Achse hat ihr Zentrum in 0,, die Ver-
schiebungslinge ist ausgezogen. Es ist R = S(0), 7= S(«), und »” ist das nichteu-
klidische Mittellot auf OR.

Nun verfiigen wir so iiber v, dass es bei Fortsetzung dieses Spiegelungsver-
fahrens im Vollwinkel aufgeht und uns dabei eine gerade Anzahl von Kreispaaren

liefert. Es sei also p eine ganze Zahl grisser als 1 und v :Z{p gewihlt. Dann

haben wir 2p Kreispaare der Art von x und »x’ und damit 2 p Substitutionen der
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Art von S, deren Grundpunkte sich paarweise tremnen. Fig. 7 zeigt die ent-
stehende Zeichnung im Falle p = 2. Der ausserhalb der 4p Kreise liegende Teil

von @ ist ein nichteuklidisch regulires 4 p-Eck mit dem Polygonwinkel zi’ das

Fig. 7.

mit B bezeichnet sei. Die in der Fig. 7 beibehaltenen Hiilfslinien veranschaulichen
noch einmal im Zusammenhang die oben auseinandergesetzte gegenseitige Lage
der Bilder von o und o bei den 2 p Substitutionen, der Grundpunkte, der Zentren
der Achsenkreise, der Polygonecken und der Schnittpunkte der Polygonseiten mit E.

Es bietet nun keinerlei Schwierigkeit, die Koeffizienten ¢ und 8 der Form (1)
fiir unsere 2p Substitutionen aufzustellen; sie ergeben sich aus der Tatsache, dass
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der euklidische Abstand des Punktes x =0 von seinen Bildpunkten bei allen

Substitutionen und ihren Reziproken gleich l/ I-—tg2% ist. In der 1. ¢.! zitierten

Arbeit ist der arithmetische Ausdruck angegeben. Hier konnen wir auf die
Benutzung des expliziten Ausdruckes fiir die Koeffizienten der Substitutionen
verzichten und mit geometrischen Uberlegungen auskommen.

Nun bezeichnen wir die Seiten des Polygons B mit 4,, By, ..., 4p, By, wie
im § 1 durch Fig. 2 fiir p = 3 illustriert wurde. B sei dabei so in @ angebracht,
dass die Achse der positiv-reellen Zahlen Mittellot von B, ist und der auf B, und
A, gelegene Eckpunkt am nichsten unterhalb der positiv-reellen Achse liegt. Wir
nummerieren die Seiten von B linksliufig, mit B, anfangend. Die 2p Substitu-

tionen seien dann mit

ay, by, .., ap, by

bezeichnet, und zwar so, dass a, die dritte Seite in die erste, b, die zweite in die
vierte, a, die siebente in die fiinfte, b, die sechste in die achte usw. uberfiihrt.

Die von diesen 2p Substitutionen erzeugte unendliche Gruppe heisse F:
F={a, b,..., ap, bp}.

Es sei beildufic bemerkt, dass man, wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich
ist, den Bildpunkt, in den ein beliebiger Punkt der x-Ebene bei einem beliebigen
Element von F iibergeht, fiir alle diejenigen p durch Konstruktion mit Zirkel
und Lineal ermitteln kann, fiir die die regulire p-Teilung des Kreises mit Zirkel
und Lineal ausfithrbar ist.

Zwei Punktmengen der z-Ebene, von denen die eine durch eine Operation
aus I aus der andern hervorgeht, sollen »dquivalent in Bezug auf F» oder hiufig
nur »#quivalent> genannt werden.

Durch die 4p Operationen a;f!, b*' geht B in #quivalente Bereiche iiber,
die mit B eine Polygonseite gemeinsam haben. Ist B’ ein mit B équivalenter
Bereich, etwa B'=f(B), f ein beliebiges Element aus F, so geht B bei fa,=' /7,
fbtt f1 in dquivalente Bereiche iiber, die mit B’ je eine Polygonseite gemeinsam
haben. Die Bildbereiche von B bei allen Elementen von I ordnen sich infolge
der Grosse des Polygonwinkels zu je 4p um einen gemeinsamen Polygoneckpunkt
an und iiberdecken @ liickenlos mit einem nichteuklidisch reguliren Polygonnetz,
das N heissen moge. Die Maschen von N hiufen sich gegen E. — Betrachten
wir z B. den Punkt — er heisse H — auf dem Randé von B, in dem B, und
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A, zusammenstossen. Die an B, stossende Netzmasche ist a, (B) zufolge der
Definition von a,. Die zweite an H stossende Seite dieser Masche entspricht in
B der vierten Seite A,. An 4, stosst b, (B). Die im Zyklus um H weiter an-
stossende Masche ist daher a, b, (B). Nun miindet eine freie, B, entsprechende
Netzseite in H ein, die niichstanschliessende Masche ist daher a, b, a;~* (B). Setzen
wir so den Zyklus fort und bedenken, dass die (4 p— 1)** Masche b,(B) ist, so

kommen wir zu der Relation
(2) a bia b agbyay by apbpay by =1

zwischen den Erzeugenden von F. Die linke Seite von (2) sei hinfort mit R
bezeichnet. Da jede Relation zwischen den Erzeugenden von F offenbar in be-
kannter Weise auf sukzessive Umkreisungen von Netzpunkten zuriickgefithrt wer-
den kann, ist R ==1 die einzige unabhiingige Relation in ¥. F wird als abstrakte
Gruppe durch R =1 definiert.

Ubertrigt man die Bezeichnung A;, B; der Seiten von B auf alle Seiten
von N, so wird die Anordnung der bezeichneten Netzseiten um jeden Netzpunkt
durch die Anordnung der gleichbezeichneten Kurvenenden um den Punkt @ der
Fig. 1 angegeben.

In der Fig 7 sind 4p vom Nullpunkt ausgehende und in den Polygonseiten-
mitten endende Strecken gezeichnet. Diese iibertrage man #dquivalent auf alle
Maschen von N. In den nebeneinanderliegenden Polygonen B und a, (B) schliessen
sich dann zwei dieser Linienstiicke zu einer o mit @, (0) verbindenden Strecke
aneinander. Diese werde mit einer von o nach g, (0) zeigenden Orientierung und
mit der Bezeichnung a, versehen. Ebenso wird die von a,~'(0) nach o fiihrende
Strecke @, genannt. Analog b,, a,,..., bp. Diese Bezeichnung wird idquivalent
auf die Verbindungsstrecke irgend zweier benachbarter mit o dquivalenter Punkte
iibertragen. So entsteht aus diesen Strecken ein Netz n, das, von der Bezeichnung
abgesehen, mit N nichteuklidisch kongruent ist. % hat folgende Bedeutung: f (o)
sei ein mit = o dquivalenter Punkt. Man kann — auf unendlich viele Weisen
— den Nullpunkt mit f(0) durch einen aus Seiten von n bestehenden Weg ver-
binden und fiir jeden dieser Wege eine- Folge von Erzeugenden von F in der
Reihenfolge aufschreiben, wie man die mit ihnen gleichbezeichneten Seiten von
n passiert. Jeder dieser Erzeugendenausdriicke stellt dann das Element f dar.
Ist w ein Netzseitenweg, der f(o) mit £, (0) verbindet, so ist

AF=fuf
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das Element von F, das f(o) in f, (o) tiberfithrt. — Die Durchlaufung des Weges
R vom Nullpunkt aus fiihrt zum Nullpunkt zuriick wegen R =1. R ist dabei
mit rechtsldufigem Umlauf die Berandung einer Masche von #, und der oben be-
trachtete Punkt H ist der Mittelpunkt dieser Masche. — Die Anordnung der von:
einem Netzpunkt von n ausstrahlenden Netzseiten wird durch die Umgebung des
Punktes ¢ der Fig. 3 angegeben.

n ist das Dehnsche Gruppenbild von F.

Vergleicht man nun diese Verhiltnisse mit den einleitenden Betrachtungen
des § 1, so ist sofort klar, dass man aus dem Bereich B durch Zusammenbiegen
und Vereinigung dquivalenter Randpunkte eine geschlossene Fliche vom Geschlecht
p herstellen kann und dass dabei die Kurvenstiicke A;, B, a:, b; der sreziproken
Netze» N und » reziproke kanonische Schnittsysteme auf der Fliche ergeben. —
Wir wollen, um den Vorteil der metrischen Hilfsmittel noch unmittelbarer an
die Fldache zu kniipfen, die »Fliche» etwas abstrakter so definieren:

Betrachtet man jedes vollstindige System von in Bezug auf F #qui-
valenten Punkten von @ als einen Punkt, so ensteht durch diese »Re-
duktion von @ mittels F» eine mit hyperbolischer Metrik ausgestattete,
geschlossene, orientierbare, zweidimensionale Mannigfaltigkeit vom Ge-
schlecht p, die »Fliche ¢ = @ mod F»>. F ist die » Fundamentalgruppe»
und @ die »universelle Uberlagerungsfliche» von g.

4. Kurventypen und Elementklassen.

Hieran fiigen wir noch eine kurze Erorterung des Zusammenhangs zwischen
den Kurven auf ¢ und auf @, dessen vollstindige Aufklirung man bekanntlich
H. Poivcare (L. c.®) verdankt: Ein stetiges Kurvenstiick in @ wird durch eine
stetige Funktion % eines Parameters dargestellt:

=k, ost=1, |[E{)]| < 1.

Dadurch ist zugleich ein stetiges Kurvenstiick auf ¢ definiert. Dasselbe Kurven-
stiick anf @ wird aber durch jede mit der ersteren idquivalente Bildmenge:

z = [flk(),
J ein beliebiges Element aus F, in @ dargestellt. Sind Anfangs- und Endpunkt

)

des Kurvenstiickes in @ mittels eines Elements h von F #quivalent:
k(1) = ik (o)],

" Man ergiinze das obige Resumé durch DEHNS grundlegende Darstellungen 1. ¢.®
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so ist die betrachtete Kurve auf ¢ geschlossen.: In der zweiten oben benutzten
Darstellung ist dann fh ! dasjenige Element aus F, das den Anfangspunkt des
Kurvenstiicks in @ in den Endpunkt verlegt. Jeder geschlossenen Kurve auf @ ist
auf diese Wesse ein vollstimdiges System von in einander transformierbaren Elemen-
ten aus F, »eine Elementklasse», zugeordnet. Zwei geschlossene Kurven auf ¢, die
zur selben Elementklasse gehoren, sind »homotop», d. h. auf ¢ in einander de-
formierbar, und umgekehrt. In der Tat konnen wir Darstellungen der beiden

z=Fk(t)
x:h@}o

Kurven in @

IA
IA

t=1

so wihlen, dass beide Male dasselbe Element h von F den Anfangspunkt in den
Endpunkt verlegt:

k(1) =h(k()], & (1)=h[k (o).

Verbindet man dann zwei zum selben ¢-Wert gehérige Punkte % (¢) und £, (f) durch
eine nichteuklidisch geradlinige Strecke und bezeichnet denjenigen Punkt, der
diese im nichteuklidischen Abstandsverhiiltnis z: 1—7 teilt, mit %, (¢), so ist fiir
jedes feste 7, (0 =7 = 1), = k. (f) fiir 0 =t = 1 eine geschlossene Kurve auf ¢,
denn es bleibt stets

k. (1) = h [k, (0)].

Wir haben also auf ¢ eine von einem Parameter = abhiingige Schar geschlossener
Kurven, so dass der »Parameterabstand» zweier Kurven der Schar stetig von =
abhingt, und fiir « = 0 bezw. v==1 haben wir die urspriinglichen Kurven, womit
die Homotopie derselben nachgewiesen ist. — Die Elementklassen von F sind
also den vollstindigen Systemen von untereinander homotopen geschlossenen Kur-
ven auf ¢, oder wie wir kurz sagen wollen: den »Kurventypen» auf ¢ umkehrbar
eindeutig zugeordnet. Der besonderen Elementklasse, die nur aus der Identitiit
besteht, sind die »der Null homotopen», d. h. auf ¢ zusammenziehbaren Kurven
zugeordnet. — Im nichsten Paragraphen wird gezeigt werden, dass F nur hyper-
bolische Substitutionen enthilt. Zwei zu derselben, von der Identitiit verschie-
denen Elementklasse gehérige Elemente von F haben idquivalente Verschiebungs-
stiicke auf ihren Achsen. Diesen entspricht eine geschlossene geoditische Linie
auf ¢, und wir konnen also jeden Kurventypus (mit Ausnahme der zusammen-
ziehbaren Kurven) eindeutig durch die zum Typus gehirige geschlossene geodiitische
Linie auf ¢ reprisentieren.
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5. Die Menge der Grundpunkte.

Im zunichst Folgenden sind alle Bezeichnungen im Sinne der nichteukli-
dischen Metrik zu verstehen. — Fiir einen Punkt P von @ bezeichne J(P) die
Entfernung von P zum nichstgelegenen mit P dquivalenten Punkt. J hat fiir zwei
dquivalente Punkte den gleichen Wert. Wenn wir daber die untere Grenze von
0 (P) bilden wollen, indem P in @ variiert, so geniigt es, P in B variieren zu
lassen, das ja einen Fundamentalbereich von I darstellt. Wire nun diese untere
Grenze Null, so miisste es einen Punkt von B geben, und zwar notwendigerweise
einen Randpunkt, der bei einer von der Identitit verschiedenen Operation aus F
an seinem Platz bliebe. Wenn man aber die endlich vielen Elemente aus F priift,
bei denen der Bildbereich von B mit B einen Randpunkt gemein hat, so sieht
man, dass ein solches Festbleiben eines Randpunktes nicht eintritt. Fir innere
Punkte einer Randseite ist das sofort aus der Erklirung der Erzeugenden abzu-
lesen, und fiir die Eckpunkte von B folgt es daraus, dass ein Kreis um einen
Eckpunkt mit einem Radius kleiner als die halbe Polygonseite keine zwei dqui-
valenten Punkte im Inneren hat; ein solcher Kreis ist nimlich aus den 4 p Zipfeln
zusammengesetzt, die die nichsten Umgebungen der Ecken von B bilden. — Die
untere Grenze von ¢ in @ ist also positiv. Also kann F keine elliptischen Sub-
stitutionen enthalten, bei denen ja ein invarianter Punkt in @ liegt. F kann
aber auch keine parabolische Substitution enthalten. Denn im Sinne der gewShn-
lichen Metrik geht bei einer solchen jeder F im Grundpunkt beriihrende Kreis
in sich iiber, und die Schar der dazu orthogonalen durch den Grundpunkt gehen-
den Kreise wird unter sich vertauscht. Im Sinne der hyperbolischen Metrik geht
also jede Gerade mit dem Grundpunkt als unendlich fernem Punkt in eine dazu
parallele Gerade tber, und die Verbindungslinie von Punkt und Bildpunkt bildet
dabei gleiche Winkel mit den beiden Geraden. Dann sinkt aber die Entfernung
von Punkt und Bildpunkt unter jeden Betrag herab, wenn man nur weit genug
in Richtung des unendlichfernen Grundpunktes auf einer solchen Geraden
hinausgeht.

Alle Elemente von F sind also hyperbolische Substitutionen, und die untere
Grenze von J(P) ist die kiirzeste Verschiebungslinge, die bei den Elementen
von F' auftritt. KEs sei noch bemerkt, dass die Anzahl der Elementklassen, deren
Verschiebungslinge eine gegebene Linge L nicht ‘iibersteigt, endlich ist. Wir
kénnen nimlich fiir jede Elementklasse ein repriisentierendes Element (im All-
gemeinen auf verschiedene, jedoch nur endlich viele Weisen) so auswiihlen, dass



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flichen. 209

die Achse desselben durch den zentralen Fundamentalbereich B hindurchschneidet.
Wir konnen dann in B den Anfang eines Verschiebungsstiickes auf der Achse
withlen. Der Endpunkt desselben liegt dann in einer Entfernung = L vom
Anfangspunkt, also in einer Entfernung = I + ¢ vom Nullpunkt, wenn ¢ den
Abstand der Ecken von B vom Nullpunkt angibt. Der Bildbereich von B bei
dem betreffenden F-Element muss also an einem Kreis mit dem. Radius L + ¢
um den Nullpunkt Teil haben, und das ist nur fiir endlich viele Elemente der
Fall. Wir haben also:

In jeder unendlichen Folge von F-Elementen, in welcher keine zwei

Elemente in einander transformierbar sind, geht die Verschiebungslinge

gegen .

Zu jedem Element von F gehort also ein Paar getrennter Grundpunkte auf

E. Aus § 2 folgt, dass vertauschbare F'Elemente zum selben Grundpunktepaar
gehdren und umgekehrt. Zwei nicht vertauschbare Elemente konnen auch nicht
etwa einen Grundpunkt gemeinsam haben, denn nach § 2 miisste ihr Kommutator
dann eine parabolische Substitution sein, und solche gibt es nicht in F. Die
(abzihlbare) Menge (' der Grundpunkte ist also eindeutig in Paare zusammen-
gehoriger aufgeteilt. U und V seien ein solches Paar. Diejenigen Elemente
von F, die zu diesem Paar gehoren, also dieselbe Achse haben, bilden eine
Abelsche Untergruppe von F. f; und f, seien zwei solche Elemente, !, und 7,
ihre Verschiebungslingen. Dann hat entweder f, f; oder f; f;~* die Verschiebungs-
linge |/, —1,|]. Und da die Menge der zu der Achse gehérigen Verschiebungs-
lingen nach unten begrenzt ist, muss es eine kleinste, /, geben, die in allen an-
deren aufgeht. f sei das zu ! gehorige Element, wenn wir etwa V als den
positiven Grundpunkt wihlen. Wir nennen f das zu der Achse, oder genauer
zu dem geordneten Grundpunktepaar UV gehorige »primire» Element. f—! ge-
hort dann zu VU. Die betrachtete Untergruppe besteht dann aus allen positiven
und negativen Potenzen von f. F hat also keine anderen Abelschen Untergrup-
pen als unendliche zyklische. Ein Verschiebungsstick der Linge I auf der Achse
stellt dann auf ¢ offenbar die der Achse entsprechende geschlossene geoditische
Linie genau einmal durchlaufen dar. [ ist aber nicht notwendig der kleinste
Abstand zweier Eiquivalenten\ Punkte auf der Achse; denn die geschlossene geo-
ditische Linie auf ¢ kann Doppelpunkte haben. Einem solchen Doppelpunkt
entspricht auf @ ein Schnitt der Achse von f mit der Achse eines aus f durch
Transformation hervorgehenden Elements.

Nun seien P, und P, zwei Eckpunkte des Netzes n, also zwei mit dem
27 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 14 septembre 1927.
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Nullpunkt dquivalente Punkte, und L die sie verbindende nichteuklidische Gerade.
Eine Drehung um P, durch den Winkel = bringt sowohl » als L mit sich zur
Deckung. (Von der Bezeichnung, die n triigt, ist dabei zuniichst abgesehen). P,
gehe bei dieser Drehung in P, iiber. Eine Netzseiten tragende Gerade durch
P, geht in eine Netzseiten tragende Gerade durch P, iiber, und diese beiden
Geraden bilden mit L gleich grosse gleichliegende Winkel. Eine Verschiebung
S lings L, die P, in P, iiberfiihrt, bringt daher sowohl # als L mit sich zur
Deckung, und das gleiche gilt fiir die Potenzen von S, die P, in weitere Netz-
eckpunkte iiberfilhren. Da nun von einem Netzeckpunkt nur 4p Netzseiten
ausgehen, so muss eine bestimmt gewihlte Netzseite durch P;, wenn nicht bei
S selbst, so doch bei einer Potenz S™ in eine gleichbezeichnete Netzseite iiber-
gehen. Diese Potenz S™ fithrt dann das Netz n einschliesslich Bezeichnung in
sich iiber, gehort also zu F. (Fiir gerades p hat man bereits m == 1, vgl. L. ¢!
S. 248). Das F-Element S™ hat L zur Achse, wir haben also:
Jede Gerade, die zwei Netzeckpunkte verbindet, ist Achse in F.
Dabei éndert sich offenbar an dem Vorhergehenden nichts, wenn man die
Netzeckpunkte in N statt in n wiihlt, oder wenn man einen Eckpunkt von »
mit einem solchen von N verbindet. — Es ist aber nicht jede Achse in F von
dieser Art, z. B. enthalten die Achsen der Erzeugenden weder Eckpunkte von #
noch von N.
Insbesondere sind die die Netzeinteilungen bildenden Geraden Achsen aus F.
Nun sei ¢ ein Intervall auf E und % ein zu FE orthogonaler Kreis durch
die Endpunkte von ¢, Ferner sei P ein mit dem Nullpunkt dquivalenter Punkt
im Inneren von %; es gibt solche, da die Dimensionen der Netzmaschen gegen
E unbegrenzt abnehmen. Der durch P gehende Durchmesser ist dann Achse in
F und hat den einen Grundpunkt in ¢. Ist ferner ¢, ein zu 7z fremdes Intervall
auf K und P; ein mit dem Nullpunkt #quivalenter Punkt im Inneren eines
Orthogonalkreises %, iiber 7,, so ist der zu E orthogonale und durch P und P,
gehende Kreis Achse in F' und hat seine Grundpunkte in ¢ und ;. Zusammen-
fassend haben wir also:
Die Richtungen der durch einen Netzeckpunkt gehenden F-Achsen liegen
iiberall dicht um den Punkt. — Die Menge der Grundpunkte ist iiberall
dicht auf E und zwar so, dass zwei beliebig vorgegebene Intervalle
auf E ein Paar zusammengehoriger Grundpunkte enthalten.
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6. Entwicklung der Punkte des Einheitskreises nach der Fundamentalgruppe.

Die Punkte des Einheitskreises £ stellen die unendlich fernen Punkte der
hyperbolischen Ebene dar. Ein Punkt B von E bestimmt in jedem Punkte P
von @ eine Richtung, die Richtung der von P ausgehenden nichteuklidischen
Halbgeraden, die R als unendlich fernen Punkt hat. Ist insbesondere P ein
Eckpunkt des Netzes », so ist zugleich eine der 4 p von P ausgehenden Netzseiten
ausgezeichnet, nimlich diejenige, die mit dem Halbstrahl PR den kleinsten
Winkel bildet; nur in dem speziellen Falle, wo PR in die Richtung der Haupt-
diagonale einer an P stossenden Netzmasche fiillt, hat man die Wahl zwischen
zwei gleichberechtigten Netzseiten. Sehen wir zunichst von diesem Ausnahme-
fall ab, so kdnnen wir von P aus auf der ausgezeichneten Netzseite zum néichsten
Netzeckpunkt fortschreiten, von diesem aus wieder auf der fiir diesen Punkt aus-
gezeichneten Netzseite weitergehen u. s. f. Man erhilt so einen (vom Ausnahme-
fall abgesehen eindeutig bestimmten) Netzseitenweg, der so genau wie moglich
auf den gegebenen unendlich fernen Punkt R zustrebt, und diesem Netzseitenweg
entspricht nach der Bezeichnung der Netzseiten eine unendliche Folge von Er-
zeugenden von I7. Diese hingt ausser von R nur noch von dem Ausgangspunkte
P ab. Wir wihlen denjenigen Netzpunkt als Ausgangspunkt, der in unserem
Abbild @ der hyperbolischen Ebene in den Nullpunkt O fiillt, und sprechen das
soeben dargestellte folgendermassen aus:

Die Radien des Einheitskreises, die durch die ¥ecken des Fundamental-
bereichs B gehen, treffen £ in 4p Punkten, die in linksliufiger Reihenfolge, mit
dem zunéchst unterhalb der positiv-reellen Achse liegenden anfangend, mit

R, Ry, ..., Rup
bezeichnet seien. Die durch sie auf E bestimmten Intervalle
B Ry, Ry Ry, ..., Rip1Rsp, Rip R,
seien mit
(a], (6,7, a7, 6], L], (B, T ™) (o),
(@], [by], lap ], [B9)

bezeichnet. Der Radius, der den Punkt ¢, (0) enthilt, trifft also E in der Mitte
des Intervalles [a;,] und analog. Nun sei @ ein beliebiger Punkt von E. Er liege
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z. B. in [e,]. Dann ist die von o nach g, (0) fithrende Netzseite die fiir o aus-
gezeichnete. Wir bezeichnen dann a, als die »erste Konvergente» von ¢ und

schreiben
ky (Q) =da.

Um nun die fiir den Netzeckpunkt a, (0) ausgezeichnete Netzseite zu finden, ver-
legen wir diesen Punkt in den Nullpunkt, und suchen also die erste Konvergente

von a,'(Q).
Es moge etwa a,7 (@) in [b,] gelegen sein. Dann nennen wir a, b, die

»zweite Konvergente» von ¢ und schreiben
k(Q)=ua, b,.

Wir haben hierdurch die Lage von ¢ auf E genauer umschrieben, denn dass
a;”' (Q) in [b,] liegt, bedeutet ja, dass @ in a,([b,)), dem Bilde von [b,] bei der
Operation a,, gelegen ist; das ist ein Teilintervall von [a,]; es werde mit [a, b,
bezeichnet. Nun sucht man weiter b, 'a, ™! () auf. Dieser Punkt mige in

la; 7] fallen. Dann haben wir

ks (Q)=abyas .
@ liegt dann in
ay (by ([as™]) = a, ([by a5 7)) = [, by ay ],

welches ein Teilintervall von {a,b,] ist. Durch unbegrenzte Fortsetzung dieses

Verfahrens gelangt man zu einer Folge von Konvergenten von @:

kl (Q)v k2(Q)’ 13(Q)7 e in inf')

die die Abschnitte einer unendlichen Erzeugendenfolge
E(Q)=a,b,a; ... in inf.

darstellen. Ihnen entspricht auf F eine Folge von ineinandergeschachtelten Inter-
vallen

[al] ) [al b2]) [al bg agﬂl], ... In iIlf.,

die alle den Punkt ¢ im Inneren enthalten. Wir nennen k(@) die »Entwicklung
des Randpunktes @ nach der Gruppe F». Es wird sich zeigen, dass diese Ent-
wicklung den Randpunkt vollstindig bestimmt, und dass sich die Rolle, die der
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Randpunkt in Bezug auf die Fundamentalgruppe spielt, in seiner Entwicklung
wiederspiegelt.

Um diejenigen Erzeugendenfolgen, die als Entwicklungen von Randpunk-
ten auftreten konnen, niher kennen zu lernen, miissen wir die oben angedeutete,
sich unbegrenzt verfeinernde Intervalleinteilung von E eingehender betrachten.
Man kann die dazu nétigen Betrachtungen leicht auf Grund der Definition der
erzeugenden Substitutionen etwa an Hand der Figur 7 durchfiihren; statt dessen
verwenden wir jedoch im Folgenden elementargeometrische Schliisse in der hyper-

Fig. 8.

bolischen Ebene. Wir betrachten einen Netzpunkt P, und zwei an P, stossende
benachbarte Netzmaschen I und M, die etwa die von P, ausgehende Netzseite
a,*! gemeinsam haben. Die zwei von P, ausgehenden Halbstrahlen [ und m,
auf denen die von P, ausgehenden Hauptdiagonalen dieser beiden Netzmaschen
liegen, -bestimmen ein Segment des unendlichfernen Gebildes E, das dem In-
tervall »erster Ordnung» [a,] entspricht, wenn P, dem Nullpunkt entspricht. Nun
gehen wir lings @,*! von P, zum benachbarten Netzeckpunkt P,. Die 4p von
P, ausgehenden Halbstrahlen, auf denen die von P, ausgehenden Hauptdiago-
nalen der um P, angeordneten Netzmaschen liegen, bestimmen auf E 4p Seg-
mente, welche, sofern ste dem Segment [a,] angehiren, durch Unterteilung desselben
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die Intervalle »zweiter Ordnung» (im obigen Beispiel [a, b,]) bestimmen. Das
Segment [a,] wird von P, aus durch Parallele zn ! und m bestimmt. Diese Pa-
rallelen zeigen von P, aus ins Innere der betrachteten beiden Netzmaschen, denn
(sieche die fiir p =2 skizzierte Figur 8) die von P, nach P, filhrende nichste
Seite b, 7! der Masche L hat mit ! ein (ins Innere von L fallendes) gemeinsames
Lot; das sieht man daraus, dass die Normalen P, S, und P,S, von P, und P,
auf [ mit b, spitze Winkel S, P, P, und S; P, P, bilden, ndmlich Teile des spitzen
Polygonwinkels. Betrachtet man nun die durch Halbstrahlen von P, aus bestimm-
ten, zu den einzelnen Erzeugenden gehorigen Segmente auf E, die die Unter-
teilung des zu P, gehorigen Intervalles erster Ordnung [a,] bewirken, so findet man:

1) Das zu a,7! = P, P, gehorige Segment von E wird durch die Halbstrahlen
r und s ausgeschnitten, fillt also ganz ausserhalb [a,]. In der Entwicklung eines
Randpunktes folgen also niemals zwer zu einander reziproke Erzeugende unmittelbar
nach einander.

2) Das zu b, t! = P, P, gehorige Segment auf E wird durch die Halbstrah-
len r und ¢ ausgeschnitten. Ein Teil desselben, nimlich das durch ! und ¢ aus-
geschnittene Segment, fillt also innerhalb [¢,]. Entsprechendes gilt am anderen
Ende von [q,] fiir die von P, ausgehende Seite b, 1.

3) Fiir die iibrigen 4p —3 von P, ausgehenden Seiten fillt das zugehorige
Segment ganz innerhalb [a,].

Wir miissen also unsere frithere Definition folgendermassen vervollstindi-
gen: Ist h; das Zeichen fiir eine beliebige Erzeugende, so ist das Intervall zweiter
Ordnung [k, h,| definiert als der Durchschnitt von [h] und h ([hy)). Dann ist
[hy hy™ leer; [hy by ist ein echter Teil von h,((h,]), wenn h, eine der beiden Er-
zeugenden ist, die unmittelbar auf h, folgen, wenn man die Netzmasche in dem
einen oder anderen Sinne umkreist; fiir die iibrigen 4p—3 Werte von h, ist
[k By} mit Ry ([hy)) identisch.

Wir bestimmen nun die Intervalle dritter Ordnung [k h, k] niher, also die
Gesamtheit der F-Punkte, deren dritte Konvergente ks — h, hy by lautet. Das ist
offenbar der Durchschnitt von [h,] und h, ([ky k), und [hyh,| ist ja nun vollstin-
dig definiert.

1) Wenn nun [h, hy] = h, ([h,]), also &, einer der 4 p — 3 nichtspeziellen Werte
in Bezug auf h, ist (obiger Fall 3), so fillt ja h,((hy)) und daher auch A, ([h, k)
ganz in [h,], und also ist [k, hy hy) = h, ([hs hy)).

2) Wenn h,=h,~!, so liegt #,([h,;~'hs ausserhalb [h,], also [h, b, h,] ist
leer (obiger Fall 1).



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flichen. 215

3) Wir haben also nur noch den obigen Fall 2 zu betrachten, wo h, auf
der Netzmasche in einem oder dem anderen Sinne auf h; folgt, und halten uns
der Kiirze halber wieder an das spezielle Beispiel der Figur 8. Das Intervall
erster Ordnung [e¢,7!] in Bezug auf den Punkt P, wird durch die Halbstrahlen
# und v bestimmt (v soll symmetrisch zu » sein in Bezug auf die von P, aus-
gehende Netzseite a,7%). « schneidet ! im Mittelpunkt der Masche L. v schneidet
nicht /. Denn die Parallele zu ! durch P, fillt aus demselben Grunde wie frii-
her ins Innere der Masche L. Von den 4p—1 moglichen Intervallen zweiter
Ordnung [b, ks]i in Bezug auf P, fallen also 4p—2 ganz innerhalb des zu P,
gehorigen Intervalls erster Ordnung [a,]; und fiir alle diese ist also [a, b, hy] =
a,([b, k). Wir haben also nur noch [a,b,a,~!] zu betrachten. Das Intervall
zweiter Ordnung [b, a,7'] in Bezug auf P, ist, wie wir wissen, nur ein Teil von
b.[a,7!], indem nimlich das durch » und v bestimmte Segment auf das von 7
und v bestimmte »beschnitten» wird. Bei der Bildung des Durchschnitts von
a,([b;a,™])) und [a,] wird das Segment aber noch weiter beschnitten, indem nur
das von ! und v bestimmte Segment von FE als Intervall dritter Ordnung [a, b, @,
in Bezug auf P, iibrigbleibt.

Indem wir nun fiir immer den auszuschliessenden Fall fortlassen, dass zwei
zu einander reziproke Erzeugende unmittelbar auf einander folgen, haben wir das
Ergebnis:

(hy by hy] ist im Allgemeinen mit k, ([h, h,]) identisch und nur in dem spezi-
ellen Fall ein Teilintervall von hy (ks hy)), wenn h, hy hy in dieser Reihenfolge auf
der Berandung der Netzmasche auf einander folgen.

Bs ist nun klar, dass diese Schlussweise sich unveriindert fortsetzen ldsst,
solange wir uns im Sinne der Fig. 8 auf der oberhalb ! gelegenen Hilfte der
Masche L befinden. Wir haben also fiir » =< 2 p:

Das Intervall rter Ordnung [k, h,...h,] ist definiert als der Durch-
schnitt von [k und h,([hyhy...R]); es ist im Allgemeinen mit
hy ([hg by . . . hy]) identisch (indem dies Intervall ganz innerhalb [A,] fillt)
und nur in dem speziellen Fall ein echter Teil von hy((hy by ... k),
wenn h; hy...h, in dieser Reihenfolge auf der Berandung der Netz-
masche auf einander folgen.

Wir haben zu dem obigen Beweis nur noch fiir den Fall » = 2p die Be-
merkung hinzuzufiigen, dass die Parallele zu ! durch Psp—; zwar nicht mehr ins
Innere von I fillt, -wohl aber, was wir allein brauchen, in das Segment erster
Ordnung in Bezug auf P,,;, das zu der Netzseite Pyp—1 Pap gehort. Dies letztere
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Segment wird durch die durch Ps,; gehende Hauptdiagonale von L und den
dazu in Bezug auf P, 1 P,, symmetrisch gelegenen Halbstrahl w begrenzt, und
der Winkel von w und P.p_y Pap ist gleich dem Winkel Psp—; Piy P, sodass w
und ! sich nicht schneiden.

Wir konnen dieses etwa auch so ausdriicken, dass ein Intervall r-ter Ord-
nung {h, hy...hJ, wo h;hy...h, auf der Berandung der Netzmasche auf einander
folgen, fiir » = 2p zwar existiert, aber sozusagen »kleiner» ist, als ein »normales>»
Intervall s-ter Ordnung, und zwar um so mehr, je grisser » ist. Wir werden nun
noch zeigen, dass es solche Intervalle fiir » > 2 p nicht mehr gibt.

Das zeigt die Figur 8 unmittelbar, indem das Intervall erster Ordnung in
Bezug auf P,p, das zu Py, Pyp4. gehort, offenbar ganz ausserhalb des durch /
und m ausgeschnittenen zu P, gehorigen Intervalles erster Ordnung [g,*!] fillt.
Fig. 8 zeigt aber noch mehr: 7 ist niamlich eine der Teilungslinien durch Ps,, die die
zu diesem Punkt gehorigen 4p Intervalle erster Ordnung auf F bestimmen. Von
diesen 4p Intervallen fallen nur 2p—1 (ganz oder teilweise) innerhalb des durch
w und ! bestimmten Intervalles 2 p-ter Ordnung in Bezug auf P,, und zwar ge-
horen diese zu den 2p—1 Netzseiten, die bei rechisliufigem Umlauf um P,, zu-
nichst auf die Seite P», Psp—; folgen. (In dem Beispiel der Fig. 8 sind das die
mit a,7!, b,"! und ;7' bezeichneten Netzseiten.) Die nichstfolgende Netzseite
durch P,,, die erste unterhalb I, (in der Figur b,*') gehort zu einem Intervall,
dessen eine Begrenzungslinie ! ist; dies Intervall hat also mit dem betrachteten
zu P, gehorigen Intervall 2p-ter Ordnung gerade noch den unendlich fernen
Punkt R, von ! gemeinsam. Sehen wir also vorliufig von dem ganz speziellen
Fall der Entwicklung der Teilungspunkte R; und der damit iquivalenten Punkte
ab, so sind die als Entwicklungen auftretenden Erzeugendenfolgen durch die
folgenden drei Eigenschaften festgelegt:

1) Es folgen nie zwei zu einander reziproke Erzeugende unmittelbar auf
einander,

2) Es kommen nie Teilfolgen von mehr als 2p auf der Berandung einer
Netzmasche aufeinanderfolgenden Erzeugenden vor.

Erzeugendenausdriicke, die diese beiden Bedingungen erfillen, sind von M.
Dznw~ als reduzierte Ausdriicke bezeichnet worden. (Math. Ann. 72 (1912), 8. 414;
zyklische Vertauschung der Glieder des Ausdruckes kommt hier nicht in Frage.)
Randpunktentwicklungen sind also »geradeste> Wege im Netz » und lassen sich
nicht durch Anwendung der definierenden Relation von F verkiirzen; sie schliessen

sich der geraden Linie, die den Ausgangspunkt mit dem entwickelten unendlich
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fernen Punkt verbinden, so eng wie moglich an, worauf wir unten noch genauer
eingehen werden. Sie haben aber noch iiber das Dehnsche Reduktionsverfahren
hinaus die folgende dritte Eigenschaft:

3) Auf eine Teilfolge von 2p Erzeugenden, die die Berandung einer Halb-
masche bilden, folgt stets eine derjenigen 2p—1 Erzeugenden, die vom Endpunkt
der Halbmasche aus nach derjenigen Seite der Maschenhauptdiagonale zeigt, auf
der die betreffende Halbmasche liegt.

Aus den vorstehenden Betrachtungen geht zugleich hervor, dass jede unter
Bericksichtigung dieser drei Forderungen im iibrigen aber beliebig gebildete
unendliche Folge von Erzeugenden eine Folge von ineinandergeschachtelten Inter-
vallen auf ¥ bestimmt. Jede solche Folge von Intervallen hat einen — und wie
wir sehen werden nur einen — Punkt als Durchschnitt, und fiir diesen Punkt

stellt die Erzeugendenfolge die Emtwicklung dar.

7. Spezielle Ausfilhrungen iiber Randpunktentwicklungen.

a) Die Entwicklung der Teilungspunkte R;. Wir betrachten die Entwicklung
des Teilungspunktes R;. Er bildet die Grenze zwischen den Intervallen erster
Ordnung [a;] und [b,]. Wir haben also die Wahl zwischen o, und b, als erster
Konvergente von R;, und es wiirde keinen Vorteil bringen, durch eine willkiir-
liche Festsetzung hier eine bestimmte Wahl vorzuschreiben. Wenn man aber eine
bestimmte Wahl, z. B. %, (R,) = a, getroffen hat, so sind die folgenden 2p—1
Konvergenten bestimmt (man vergleiche wieder die Figur 8):

kap(B) =aybya b oap by apy * byt

2 2 2 2
im Falle eines geraden p, und

_ _ —1 ,—1
7C2p (Rl) =y bl ay 1 bl 1 ce Op—1 bpfl ap—1 prl Ap+1 bp+1

2 2 2 2 2 2

im Falle eines ungeraden p. Dann ist man im Punkte P,, der Figur 8 angelangt
und hat nun wieder die Wahl zwischen 4, und b,. Hier kann man nun geltend
machen, dass der Entwicklung £ (R,) eine unendliche Folge von ineinander ge-
schachtelten Intervallen entsprechen soll, und man hat dann die bei der ersten
Wahl getroffene Entscheidung zu wiederholen; andernfalls entspricht der (2 p + 1)-
ten Konvergente kein Intervall auf E. Somit bekommen wir fiir E, eine Ent-

wicklung, die entweder aus der periodischen Wiederholung des obigen Ausdrucks
28 —- 26404. Acta mathematica. 50. Tmprimé le 14 septembre 1927.
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kap(R,) oder aus der periodischen Wiederholung des damit infolge der Relation
E =1 gleichwertigen Ausdrucks besteht, und diese beiden Ausdriicke von % (R,)
betrachten wir als gleichwertig. Das Element ., (R,) hat die Maschenhauptdia-
gonale [ der Figur 8 als Achse und P, P,, als Verschiebungslinge. R, ist somit
der positive Grundpunkt dieses Elements.

Ganz dhnlich geht es bei der Entwicklung der iibrigen R;. Auch diese sind
Grundpunkte von Achsen, die ganz aus Maschenhauptdiagonalen bestehen, nur
bilden fiir p>2 im Allgemeinen erst mehrere solche zusammen ein Verschiebungs-
stiick, sodass die periodische Wiederkehr erst nach Durchlaufung mehrerer Halb-
maschen beginnt. Diese Perioden ergeben sich leicht aus der Anordnung der
Netzseiten auf einer Masche und um einen Netzeckpunkt, und zwar jedesmal
wieder in zwei gleichberechtigten Ausdriicken. Wir kénnen auf ihre explizite
Aufstellung verzichten und geben nur als Beispiel die Entwicklung von R, im
Falle p = 3:

kig(Ry) =8 aybyay, ™ by lag - by tagbga; by a, - by a, bya, 1 b a,
=a bl a  byagby ay by ay T by by ag by ag T by ay by

und k(R,) ist die periodische Wiederholung des einen oder des anderen dieser
beiden Ausdriicke fir %k, (R,). R, ist der positive Grundpunkt von kg (R,), der
Durchmesser durch R, ist die Achse dieses Elements, und ein Verschiebungsstiick
besteht aus drei aneinandergereihten Maschenhauptdiagonalen.

Aus dieser zyklischen Zusammengehorigkeit der Maschenhauptdiagonalen
bestimmt man dann auch leicht, in welche Systeme von untereinander iquivalen-
ten die Teilungspunkte R,, ..., Ry, zerfallen. Fir p =2 sind keine zwei der 8
Punkte dquivalent; fiir p =3 ist Ry~Rs~R,, und damit auch Rg~R,,~R,, und
weitere Aquivalenzen bestehen nicht, es gibt also auch fiir p == 3 8 nicht iqui-
valente R;.

Nun sei R* ein Punkt von E, der mit keinem der Punkte R; zusammen-
fillt, der aber im Laufe des Entwicklungsprozesses einmal in einen dieser Punkte
verlegt wird. Dann ist k, (R#) eindeutig bestimmt; ist

(&, (B*))~ (B*) + Ri,

dann ist auch k, (R*) eindeutig bestimmt, usw. So sei etwa noch %,—; (R*) ein-
deutig bestimmt, aber dann

(kr—1 (B*))"" (R*) = B;.
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Das bedeutet also, dass R* ein innerer Punkt von Intervallen erster, zweiter, .. .,
(r—1)-ter Ordnung ist. Bei der Bestimmung der rten Konvergente von R* haben
wir daher dieselbe Wahl zu treffen, wie bei der Bestimmung der ersten Konver-
gente von R;, und beide Entscheidungen sind moéglich, ohne die Forderung der
Intervalleinschachtelung zu verletzen. Wir bekommen also auch fiir k (R*) zwei
Ausdriicke, ndmlich

E(R*) = ke (B¥) - & (1t5),

wo wir fiir £ (R,) die fritheren zwei Ausdriicke haben. — R¥ ist also ein Teilungs-

punkt zwischen zwei Intervallen s-ter Ordnung fiir alle s = r.

b) Jeder Randpunkt vst durch seine Entwicklung eindeutig bestimmi. Dieser
Satz ist mit der Behauptung identisch, dass eine unendliche Folge von ineinander-
geschachtelten Intervallen erster, zweiter,... Ordnung als Durchschnitt einen
Punkt und nicht ein Segment hat. Eine solche Folge sei durch die Entwicklung

k=e ee,... in inf.
gegeben; das Intervall s-ter Ordnung ist also durch die »-te Konvergente
kr=ue6... e

bestimmt. (Es ist immer das abgeschlossene Intervall gemeint.) Angenommen
nun, diese Intervallfolge hitte als Durchschnitt das (abgeschlossene) Segment
X, Y,. Alle Punkte dieses Segmentes haben dann die Entwicklung %, und kein
anderer Punkt von F hat diese Entwicklung. Alle Punkte des Segmentes ¢, (X, ¥,)
haben dann die Entwicklung e, ¢,... HEs sei X; Y, das Segment, das alle Punkte
mit dieser Entwicklung enthiilt; wir brauchen die Frage, ob X, Y, mit ¢,7! (X, Y,)
identisch oder grosser ist, nicht zu entscheiden, jedenfalls ist X, Y, grisser als
X,.Y,. Die Intervalle erster Ordnung liegen nimlich innerhalb der entsprechen-
den, die Seiten des Fundamentalbereichs B bildenden Kreise, und diese spielen
fir die Erzeugenden die Rolle des Kreises C der Fig. 4 fiir die dortige Substitu-
tion 8; vgl. die Definition der Erzeugenden in § 3. Jedes Teilintervall von [e]
wird also durch die Operation ¢, ~! vergrossert. Ebenso bilden wir nun das Seg-
ment ¢, (X, Y,) und das dieses enthaltende Segment X, Y,, das aus allen Punk-
ten mit der Entwicklung e,e,... besteht, u. s. w. Die Intervalle dieser Folge
X, Y, X, Y, X, Y,,... konnen nicht zu einander fremd sein, da sie wachsende
Linge haben. Wenn aber zwei Intervalle dieser Folge einen Punkt gemeinsam
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haben, so miissen alle Punkte beider Intervalle dieselbe Entwicklung, ndmlich die
Entwicklung des gemeinsamen Punktes haben, und das widerspricht der Tatsache,
dass das kleinere von beiden bereits alle Punkte mit dieser Entwicklung ent-
halten sollte.

¢) Periodische Entwicklungen bestimmen Grundpunkte von F und wmgekehrt.
Wenn ein Randpunkt P die Entwicklung

€1 €. ..€ Cr4p1. ..

hat, so hat, wie die Definition der Entwicklung besagt, (e, e, ...e,) ' (P) die Ent-
wicklung €11 6:42.... Wenn nun P eine Entwicklung hat, die aus der perio-
dischen Wiederholung der Teilfolge e, e;...e. besteht, so hat (e e, ...6,) 7 (P)
dieselbe Entwicklung, also ist zufolge b)

(eyes...e 1 (P)=P
und somit P ein Grundpunkt des Elements

f=e€6...6.

Und zwar muss P der positive Grundpunkt von f, P = V (f), sein, wie aus der
Auffassung der Entwicklung als eines auf den betreffenden unendlich fernen Punkt
zustrebenden moglichst geraden Netzseitenweges folgt. — Ein anderer Punkt P*

moge nun die Entwicklung

E(P*¥)="h hy... him € 5...00-0105...0.....
mit der fritheren Periode f haben. Es sei h h,...hn = h gesetzt. Dann ist

k(R (PF)) = k(P) =k (V (f)),
also
P = V),
also

Pr=h(V(f)=Vhfh )=V hn € e - hu ' b

Nun soll gezeigt werden, dass auch umgekehrt jeder Grundpunkt von F
eine (rein oder gemischt) periodische Entwicklung hat.

Es sei l= U(f) V(f) die Achse eines Elements f (Fig. 9). In einem Punkte
A von [ errichte man ein Lot 4B von solcher Linge, dass der Parallelenwinkel

ABYV(f) die Grosse ﬁ bekommt. Man trage auf der Verlingerung von A B die
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Strecke B C gleich der halben Netzmaschenseiteg ab und errichte in C das Lot
GCH auf AC. Dann ist G CB ein rechtwinklig gleichschenkliges Dreieck mit
der Kathete % und dem Basiswinkel ﬁ , ebenso wie das aus Mascheneckpunkt,

Maschenseitenmitte und Maschenmittelpunkt gebildete Dreieck. Man kann sich
also ein der Netzmasche kongruentes Polygon so gelegt denken, dass B Mittel-
punkt und G H Seite ist. L sei die durch G und H gelegte Abstandslinie zu [;
sie schneide die Verlingerung von A C in D; ibhr Abstand von [ ist grosser als

die Netzmascheunseite s, denn B (= g, und A B ist wegen der geforderten Paral-

lelenwinkeleigenschaft grosser als g Das Spiegelbild von L in { heisse L'
Gy

B,

[7] C
}vm
a7 a ! 7A)

Fig. 9.

Uiyl

Nun verschiebe man das Dreieck G BH so, dass die Seite BG in ihrer
Geraden V(f)})BG gleitet und das Dreieck in eine Stellung G, B, H; gelangt, in
der G auf der von ! abgewandten, konvexen Seite von L, auf der » Aussenseite»
von L, zu liegen kommt. H beschreibt bei dieser Verschiebung eine Abstands-
linie zu BV (f), H, fillt also auch auf die Aussenseite von L. Das Lot B, I
von B, auf [ ist dann grosser als BA, der Parallelenwinkel I B, V() also kleiner
als ABV(f), d. h. kleiner als G BC = (+; B,(,. Das Mittellot C, B, des Dreiecks
G (B H, schneidet also verlingert die Gerade {, wenn tiberhaupt, in einem Punkte
A, zwischen I und U(f); mit anderen Worten, das gemeinsame Lot von G,H,
und [ liegt niher an H, als an G, und daher hat H, einen kleineren Abstand
von ! als G;. (Das Umgekehrte ist der Fall, wenn man das Dreieck in der umge-
kehrten Richtung verschiebt, so dass also ¢, und daher auch H, innerhalb. L fillt).
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Nun denke man sich, dass (7, ein Netzeckpunkt sei und dass es sich um
die Entwicklung des unendlich fernen Punktes ¥ (f) handle. Die fiir ¢, aus-
gezeichnete Netzseite fillt dann in den Winkelraum, der von G, H,; und der dazu
bezgl. G,V (f) symmetrischen Linie gebildet wird (iibrigens ausschliesslich der
Grenzen, denn da V(f) nicht zwei Achsen angehéren kann, ist G, ¥ (f) nicht
Achse, also speziell nicht Maschenhauptdiagonale) und hat die Linge von G, H,,
ihr Endpunkt liegt also ! niher als ihr Anfangspunkt. Nun mége der dem
Nullpunkt entsprechende Netzeckpunkt O, von dem der der Entwicklung ent-
sprechende Netzseitenweg %(V (f)) ausgeht, ausserhalb der durch L und L’ be-
grenzten streifenformigen Umgebung von [ liegen. Der Weg % muss sich dann,
solange er ausserhalb dieses Streifens verliuft, mit jeder neuen Seite ! nihern.
Es gibt aber nur endlich viele Werte des Abstandes von Netzeckpunkten zu [
unterhalb einer gegebenen Schranke, da sich diese Abstinde ja bei der Verschie-
bung f periodisch wiederholen. Also muss £ nach endlich vielen Schritten inner-
halb des Streifens L L’ kommen, wenn % nicht schon von vorneherein innerhalb
dieses Streifens begann, und kann dann diesen Streifen nicht mehr verlassen.
Nun begrenzen die Lote AD und f(4)f(D) mit  und L einen Bereich, der zu-
sammen mit seinem Spiegelbild in ! einen Fundamentalbereich fir die Gruppe
der Potenzen von f auf dem Streifen darstellt. Dieser enthilt nur endlich viele
Netzeckpunkte. Und in dem Augenblick, wo % zum ersten Male in einem Netz-
eckpunkt eintrifft, der aus einem frither passierten durch eine Potenz von f her-
vorgeht, setzt die periodische Wiederholung der betreffenden fritheren Teilfolge
aus der Entwicklung ein. — Damit ist die Behauptung bewiesen.

d) Die Grundperiode gehint zu dem primdren Element. Wir verlegen den
Nullpunkt O in einen Netzeckpunkt des periodischen Teils des Netzweges & (V (f)),
sodass wir es mit einer rein periodischen Entwicklung %(V (f)) zu tun haben.
Nun sei & das zu der Achse von f gehorige primire Element mit V= ¥V (f) als
positivem Grundpunkt. Wir bilden das Bild kY = h(k(V)) des Weges k (V) bei
h. Dieser Netzweg stellt dieselbe Entwicklung dar, er geht nur von einem ande-
ren Punkte, nimlich A (0) aus. %® kann nicht zu £ ganz fremd sein, da % ja bei
einer Potenz von A mit einem Teilweg von %k zur Deckung kommt. Aus der
Eindeutigkeit der Entwicklung folgt aber, dass & und 4% nicht Punkte gemeinsam
haben konnen, ohne dass k"' ganz auf k liegt. h(0) liegt also auf %, und % besteht
aus der periodischen Wiederholung des % darstellenden Wegstiickes Ok (0O) von
k. Dies Wegstiick kann nicht selbst wieder aus periodischen Wiederholungen
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eines noch kiirzeren Wegstiicks bestehen, da h nicht Potenz eines anderen Ele-
mentes ist. Die zu der Achse gehdrige Grundperiode entspricht also dem pri-
miren Element.

e) Alle zu den Teilungspunkten R, ..., Ryp dquivalenten Punkte treten bei der
Intervallieilung auf. Jeder mit einem der Punkte R; dquivalente Punkt § von E
ist Endpunkt einer aus Maschenhauptdiagonalen bestehenden Achse I. Errichtet
man in einem auf ! gelegenen Netzeckpunkt das Lot aunf I, so besteht auch
dieses aus einer Maschenhauptdiagonale, trifft also das Netz erst wieder in der
Entfernung 2¢ von I, wenn wir die Entfernung vom Maschenmittelpunkt zum
Mascheneckpunkt ¢ mnennen. 2g¢ ist aber grosser als der Abstand von ! und L
in Fig. 9. Denn dieser Abstand ist kleiner als G B + BA; nun ist GB=9
und B4 <g. Fig. 8 zeigt nimlich, dass die von einem Punkt (dort P,) in der
Entfernung ¢ von der Maschenhauptdiagonale zu dieser gezogene Parallele einen

Parallelenwinkel < ﬁ bildet. Hin Netzseitenweg, der mit beliebigem Anfangs-

punkt die Entwicklung %(S) darstellt, muss also, nachdem er innerhalb des zu
| gehorigen Streifens LI’ gelangt ist, notwendig einmal einen Netzeckpunkt auf
! passieren. Der bei der Entwicklung von S fortgesetzt verlegte Randpunkt
fillt also einmal in eine der Lagen R,; S spielt also die Rolle des Punktes
R* in a).

f) Zusammenfassende Veranschaulichung der Randpunktentwicklung an einem
Vierecksnetze ». Da der Begriff der Randpunktentwicklung in der vorliegenden
Arbeit eine wichtige Rolle spielt, moge das bisher ausgefithrte noch mit etwas
anderen Worten ausgedriickt werden, um die Einfachheit des Verfahrens der
Anschavung mnahe zu bringen. Man denke sich die 2p Durchmesser durch die
Punkte R,,...,R.p, und alle dazu dquivalenten Geraden gezeichnet. Dadurch ist
der Vollwinkel um jeden mit dem Nullpunkt fdquivalenten Punkt in 4p gleiche
Sektoren geteilt. Durch die Gesamtheit dieser nichteuklidischen Geraden ist @
mit einem neuen Netz, dem Netze », iiberzogen, dessen Maschen reguldre Vierecke

mit der Seite ¢ und dem Winkel 2—7;; sind, die also zu je 4p um eine gemein-

same - Kicke angeordnet sind. In jeder Vierecksmasche ist die eine Diagonale
Seite des Netzes », die andere Seite des Netzes N. Die Entwicklung eines
Randpunktes geht nun so vor sich, dass man, mit dem Nullpunkt anfangend,
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jedesmal in dem betreffenden Netzeckpunkt den Sektor bestimmt, der den Rand-
punkt enthilt, und in diesem zum diagonal gegeniiberliegenden Netzeckpunkt
fortschreitet.

Die Menge der unendlich fernen Punkte der das Netz » bildenden Geraden
ist mit der Menge der Intervallteilungspunkte auf F identisch. Diese Menge
bildet eine echte Teilmenge der Menge der Grundpunkte von F, und schon diese
Teilmenge, die die Grundpunkte fiir die Elemente einer endlichen Anzahl von
Elementklassen aus F' enthdlt, liegt iiberall dicht auf E. In der Hauptsache
ist der Sachverhalt nun so, dass 4p—1 der um einen mit dem Nullpunkt dqui-
valenten Punkt liegenden Sektoren auf F Intervalle m-ter Ordnung bestimmen,
wenn der Punkt mit dem Nullpunkt durch einen aus m— 1, aber nicht weniger,
Seiten des Netzes »n bestehenden Streckenzug verbunden werden kann; hierzu
kommen allerdings noch nach dem Friitheren einige Sonderbestimmungen fiir
Erzeugendenfolgen in der Reihenfolge der Relation. Dass diese Intervalle beliebig
klein werden, wenn nur der betreffende mit dem Nullpunkt fdquivalente Punkt
geniigend nahe an F liegt, also m geniigend gross ist, ist ein anschaulicher
Beweis fiir die Richtigkeit des Eindeutigkeitssatzes b).

g) Kombinatorische Lisung des Homotopieproblems. Wir beweisen zunichst
den folgenden Hiilfssatz:

Die von den 4p an einen Netzeckpunkt stossenden Maschen gebildete Figur
hat auf dem unter c) definierten Streifen LI’ nicht Platz.

Offenbar brauchen wir diesen Satz nur in dem Fall zu beweisen, dass die
Mittellinie I des Streifens durch den betrachteten Netzeckpunkt P geht. Unter
e) haben wir schon bewiesen, dass der Abstand von [ und L kleiner als die
Linge 2g¢ der Maschenhauptdiagonale ist. Wir werden nun beweisen, dass der

Endpunkt einer von einem Punkt von ! unter dem Winkelﬁgegen die Normale

abgetragenen Strecke von der Linge 2¢ auch noch ausserhalb L fillt. Damit
wird der Hiilfssatz bewiesen sein, denn eine der von P ausgehenden Maschen-

hauptdiagonalen bildet mit der Normalen von [ einen Winkel = 4—7;; Zum fol-

genden Nachweis siehe Fig. 10.
PP, ist die Maschenhauptdiagonale, die mit dem Lote PP, auf ! den Win-

kel ﬁ bildet. PM = MP,=¢. PP, und PP, sind die sie einschliessenden
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Netzseiten, O, und O, deren Mitten, M O, U; und M O, U, also die Mittellote auf

7T

diesen Seiten. PMO,= PMO,= i U,8U, ist eine zu PM senkrechte und

za MO, U, und MO,U, parallele Gerade. MS ist also gleich der Strecke BA
der Fig. 9, und wir fanden unter e), dass diese kleiner als ¢ ist. S fallt also
zwischen M und P. Nun zeigt eine Betrachtung der Netzmasche, dass.der zur

halben Netzseite gehorige Parallelenwinkel grosser als 4—:% und kleiner als Zipist

PO, ist die halbe Netzseite, und PO, U, =§‘ O, P bildet mit ! den Winkel

r.r-r
2 2p  2p
schneiden sich auch U,SU, und ! P,

nicht. Der Abstand M 4 des Punk- &
tes M von [ ist daher grosser als
MS. Nun werde die in Fig. 9
mit ABG bezeichnete gebrochene

da p=2. Also schneiden sich O,U, und [ nicht, und daher

Linie mit gleicher Bezeichnung auf
Fig. 10 tbertragen. B fillt dann L
zwischen A und M wegen AB= 0, /}SUI
MS<MA. Esist BG=MP,—p. 3

Die Linie L ist definiert als die

durch G gehende Abstandslinie zu UZS\
{. P; muss nun, wie behauptet, A P 4

auf die Aussenseite von I fallen, Fig. 10.

denn J{ P; geht von einem héheren

Punkte des Lotes M A aus als B, und bildet mit diesem Lote einen kleineren
Winkel; es ist nimlich AMP< O,MP= MBG Zﬁ' — Damit ist der Hiilfs-
satz bewiesen.

Nun sei ! die Achse eines Elementes f und %k = k(V (f)) ein Netzseitenweg,
der die Entwicklung von V(f) darstellt. Der Anfangspunkt sei so gewihlt, —
indem wir notigenfalls ein Anfangsstiick des Netzseitenweges fortlassen — dass
k eine rein periodische Entwicklung darstellt. f"(k), » <o, ist ein Netzseiten-
weg, von dem £ ein Teil ist; dadurch ist sozusagen k nach riickwirts verlingert.
Lédsst man » gegen — o gehen, g0 bekommt man einen nach beiden Seiten un-

endlichen, die Achse ! innerhalb des Streifens L L’ begleitenden, singularititen-
29—26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 14 septembre 1927.
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freien Netzseitenweg, der mit K, bezeichnet sei. FEs wurd gefragt, ob K, durch
l eindeutig bestimmt ist, ob also die Periode der Entwicklung durch Angabe der
Element-klasse bis auf zyklische Vertauschung eindeutig bestimmt ¢st. Wir kennen
einen Spezialfall, in dem diese Frage zu verneinen ist, nimlich den Fall der aus
Maschenhauptdiagonalen bestehenden Achsen. Von diesem sehen wir daher jetzt
ab. Angenommen nun, eine andere Wahl des Anfangspunktes fiihrte uns zu
einem mit K, analog gebildeten nach beiden Seiten unendlichen Netzseitenweg
K, der nicht mit K, identisch ist. K, und K, konnen wegen der Eindeutigkeit
der Entwicklung keinen Punkt gemeinsam haben. Sie begrenzen einen nach
beiden Seiten unendlichen, bei f periodisch sich wiederholenden Teilstreifen, der
ganz im Inneren des Streifens L L’ liegt. Dieser Teilstreifen kann daher nach
dem Hillfssatz keinen Netzpunkt im Inneren enthalten. K, ist also mit K, nur
durch einzelne Netzseiten verbunden. Betrachten wir eine Netzmasche, zu der
zwei dieser Netzseiten gehoren, so muss diese wegen der beiden ersten Eigen-
schaften der Entwicklungsausdriicke (§ 6) entweder auf K, und K, je ein aus
2p—1 Seiten bestehendes Randstiick, oder auf dem einen Weg ein aus 2p
Seiten bestehendes, auf dem anderen ein aus 2 p—2 Seiten bestehendes Rand-
stiick haben. Der letztere Fall wird aber durch die drztte Eigenschaft der Ent-
wicklungsausdriicke unmoglich gemacht, wie man an dem Ubergang zur nichsten
der kettenformig aneinandergereihten Maschen zwischen K, und X, sofort er-
kennt. Jedes Glied dieser unendlichen Maschenkette hat also 2p—1 Seiten auf
K, und zp—1 auf K,, dann geht die Achse [ aber durch alle Maschenzentren
und steht auf zwei gegeniiberliegenden Netzseiten jeder Masche, nimlich allen
K, mit K, verbindenden Netzseiten, senkrecht. KEs gibt nur endlich viele nicht
dquivalente Achsen dieser Art, die man durch Betrachtung der Mittellote der
Netzmaschen leicht bilden und durch die Erzeugenden darstellen kann. Sie sind
ebenso wie die aus Hauptmaschendiagonalen bestehenden Achsen Symmetrielinien
der drei Netze. — Wir haben also zusammenfassend folgenden Satz:
Bei der Entwicklung der positiven Grundpunkte aller Elemente einer
Elementklasse bekommt man dieselbe (nur bis auf zyklische Vertauschung
bestimmte) Periode. Nur fiir endlich viele (niimlich weniger als 8 p)
Elementklassen ergeben sich zwei Ausdriicke fiir die Periode; diese
sind entweder vermége der Relation identisch (Fall der aus Maschen-
hauptdiagonalen bestehenden Achsen) oder durch Transformation mit
einer Erzeugenden in einander iiberfithrbar (Fall der aus Maschen-
mittelloten bestehenden Achsen).
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Dem ersten Ausnahmefall entspricht, wie wir wissen, eine Unbestimmtheit
in der Entwicklung - selbst, indem wir einmal eine freie Wahl zwischen zwei
Konvergenten haben. Im zweiten Ausnahmefall ist die Entwicklung eindeutig
bestimmt, man bekommt aber die eine oder die andere Periode, je nachdem ob
man sich der Achse des Ylements von der einen oder der anderen Seite nihert,
d. h. je nachdem ob man bei Durchlaufung der Achse in Richtung auf den
positiven Grundpunkt den Nullpunkt zur Rechten oder zur Linken hat.

Hiermit ist zugleich fiir die kombinatorische Losung des Transformations-
problems, die man M. Demrx® verdankt, eine neue Ableitung gegeben. Zwei
geschlossene Kurven auf der Fliche sind dann und nur dann homotop, wenn
irgend zwei ihnen entsprechende Elemente von F in einander transformierbar
sind (§ 3). Man schreibe zwei diesen Elementen entsprechende Erzeugenden-
ausdriicke zyklisch und fithre sie dureh identische Umformungen -und Anwen-
dungen der Relation in neue Formen iiber, in denen sie die fiir Entwicklungen
charakteristischen drei Eigenschaften haben. Das ist zufolge dem Vorherge-
henden stets moglich, und das Ergebnis ist im Allgemeinen eindeutig bestimmt
und zwar fir die beiden Elemente dann. und nur dann dasselbe, wenn sie in-
einander transformierbar sind. Fir die endlich vielen Ausnahmefille kann man
sich die beiden moglichen Formen etwa in einer Tabelle aufschreiben, so dass
man sofort erkennen kann, ob die gegebenen Elemente auf Perioden aus dieser
Tabelle fithren, und damit auch in diesem Fall sofort die Entscheidung treffen
kann.

Wie man sieht, unterscheidet sich diese Methode nur dadurch von der
Dennschen Losung, dass sie durch die Forderung der obigen dritten Eigenschaft
die Reduktion der Erzeugendenausdriicke noch weiter treibt. Demgemdiss wird
die Zahl der Ausnahmefille, die zwar bei Denw auch schon sehr speziell sind,
aber doch noch unendlich viele Elementklassen umfassen, auf endlich viele Klas-
sen eingeschrinkt. Die beiden von DruN genannten Beispiele fiir die Ausnahme-
fille, l.c® 8. 414 bezw. S. 420, entsprechen Elementachsen aus Maschenhaupt-
diagonalen bezw. Maschenmittelloten, bleiben also auch hier als Ausnahmefille
bestehen. Hs sei daher noch fiir p = 2 folgendes Beispiel fiir das Unterschei-

dende gegeben:

a=a, 7 bt byla bya !
und

B=a " byay by ay!

8 M. DEHN, Transformatien der Kurven auf zweiseitigen Flichen. Math. Ann. 72 (1912)
S. 413—421.
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sind reduzierte Ausdriicke im Sinne Deuns; wenn sie also in einander transfor-
mierbar sein sollen, so muss nach der Losung Denns ¢ durch Transformation
mittels einer Erzeugenden aus einer zyklischen Vertauschung von @ hervorgehen.
Es ist e=0,"18b,, wie man durch zweimalige Anwendung der Relation bestiitigt.
Der Ausdruck « hat aber nicht die obige dritte Eigenschaft, da auf b,7'a, b, a,!

nicht o, folgen darf. e« ist daher in
o=a, b Ta, b, a, 1 b,

umzuformen; dieser Ausdruck hat alle drei Eigenschaften, stellt also die zu der
Achse von o gehorige Periode dar. Aus dem analogen Grunde ist § in

7 — J— p—
F=ba " b ay by ay?

umzuformen. Und nun sind o’ und § zyklisch gelesen identisch. Die beiden
Elemente gehoren eben nicht einer Ausnahmeelementklasse im hier benutzten

Sinne an; die entsprechende Achse ist keine Symmetrielinie der Netzeinteilungen.

h) Zusammenhang ziwcischen den Entwicklungen zuswmmengehiriger Grund-
punkte. f sei ein Element aus I, dessen positiver Grundpunkt V{f) etwa eine
rein periodische Entwicklung habe, die aus der periodischen Wiederholung des
Ausdruckes f=e, e,...e. besteht. Wie lautet dann die Entwicklung von U(f),
dem positiven Grundpunkt von f1? Die periodische Wiederholung von e,71... ¢!
hat die beiden ersten Eigenschaften der Entwicklungsausdriicke, aber nicht not-
wendig die dritte. Aber man kann dann diesen Ausdruck, wie wir wissen, mit-
tels der Relation so umformen, dass er die dritte Bigenschaft erhidlt. Beuspiel:

Bs sei fir p=2:
EV(f)=ba b, 2bya, - ba b bya, ...
Bildet man dann den Ausdruck:
a tbytbra byt a7 by b R b
so hat er nicht die dritte Eigenschaft, da auf b, @, b,~* ¢, nicht b,7! folgen darf.
Man formt ihn daher um in
Ayt by b ay by T by by by by ay T BT L
und in dieser Form stellt .er die Entwicklung von U(f) dar. Man sieht, dass

diese selbst dann nicht rein periodisch zu sein braucht, wenn diejenige von V(f)

es ist. —
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Bildet man auns den Perioden von k(¥ (f)) und k(U(f)) analog wie unter
g) zwei nach beiden Seiten unendliche, die Achse von f begleitende periodische
Netzseitenwege K, und K, so liegen diese beide ganz auf dem zur Achse geho-
rigen Streifen L L’; sie haben also nach dem Hiilfssatz unter g) keinen Netzeck-
punkt zwischen sich, sondern héchstens einzelne Netzmaschen oder Ketten aus
solchen; sie konnen Netzeckpunkte oder Streckenziige gemeinsam haben, ohne
ganz zusammenzufallen, — siehe  obiges Beispiel. — Wenn in k(V (f)) keine
Teilausdriicke von 2p im Sinne der Relation aufeinanderfolgenden Erzeugenden
vorkommen, so fallen K, und K, zusammen, und das kann auch der Fall sein,
wenn solche »Halbmaschen» vorkommen, wie etwa fiir p=2 bei f=a, b, a,” b, 2%

i) Zwei Randpunkte sind — von den schon genannten Ausnahmefillen ab-
gesehen — dann und nur dann dquivalent, wenn thre Entwicklungen gleich endigen,
d. h. bis auf nicht notwendig gleich grosse Anfangsabschnitte iibereinstimmen.
Dieser Satz ist unter g) fiir alle diejenigen Randpunkte bewiesen, die Grundpuhkte
von I sind, indem fiir diejenigen Ausnahme-Grundpunkte, die Endpunkte von
aus Maschenhauptdiagonalen oder Maschenmittelloten bestehenden Achsen sind, die
frither gekennzeichnete Doppeldeuntigkeit der Periode zu beriicksichtigen ist. Wir
haben den Satz daher jetzt nur fiir solche Randpunkte zu beweisen, die nicht
Grundpunkte sind, deren Entwicklung also nicht periodisch ist, und zu sehen,
dass dabei keine neuen Ausnahmefille auftreten.

Bs seien also P und @ zwei Punkte von F, die nicht Grundpunkte sind,
und f ein Element aus F, fiir welches Q=f(P). Es kann hochstens ein solches
Element geben, denn wenn auch Q= f, (P) gegeben ist, so folgt /1 f, (P)=f"4Q)="P,
also f~1f,==1, f=f,, da P nicht Grundpunkt ist. (Fiir zwei iquivalente Grund-
punkte ist dagegen das die Aquivalenz vermittelnde Element aus F nicht voll-
stindig bestimmt; es gibt unendlich viele solche.) Wenn man nun die Entwick-
lungen von ¢ und P vergleichen soll, so kann man ¢ nach P verlegen, indem
man gleichzeitig den Nullpunkt O nach O,=f"1(0) verlegt. Die Netzseitenwege
k und kY, die die Entwicklungen %k(P) und k(@) darstellen, streben dann von
zwei verschiedenen Netzpunkten O und O, aus demselben unendlich fernen Punkte
P zu. Man verbinde O und O, mit P durch zwei Halbstrahlen  und h;. Die in P
endigende Gerade, beziiglich deren die » und A, tragenden Geraden symmetrisch
liegen, heisse s. L sei eine Abstandslinie zu h auf der von h; abgekehrten Seite
und L, eine Abstandslinie zu h, auf der von h abgekehrten Seite, und die Ab-
stinde h L und h, L, seien gleich dem Abstand /L in Fig. 9. ¢ sei ein Lot auf
s in einem Punkte 4, das L und L, in B und B, schneidet. Das von ?, L und
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L, begrenzte Gebiet mit Ecken in B, B, und P heisse w. Die von O bezw. 0,
ausgehenden Netzwege & bezw. k! verlaufen ganz innerhalb des Abstandes [ L
der Fig. 9 von & bezw. h,. Beide verlaufen also von einem gewissen Punkte an
ganz in w. Wenn £ und %V einen Punkt gemeinsam haben, so fallen sie von
diesem an ganz zusammen, da P nicht Endpunkt einer aus Maschenhauptdiago-
nalen bestehenden Achse ist. Wir haben also nur zu beweisen, dass ¢ und %
nicht zu einander ganz fremd sein konnen. In diesem Fall enthalten sie zwischen
sich ein Teilgebiet von w. Da nun &, s und h, asymptotisch gegen einander
verlaufen, so konvergiert die Linge B B; gegen das Doppelte des Abstandes [ L
der Fig. 9, wenn man A auf s in Richtung von P verschiebt. Man kann daher
A so wihlen, dass die im Hiilfssatz unter g) betrachtete Figur im Gebiete w
nicht Platz hat. £ und %V enthalten dann auf w keinen Netzeckpunkt zwischen
sich. Genau wie unter g) folgt dann, dass das obengenannte Teilgebiet, das
E und &Y auf w begrenzen miissten, aus einer Maschenkette besteht, die eine
aus Maschenmittelloten gebildete Symmetrielinie hat. Das ist unmoglich, da P
nicht Endpunkt einer solchen Linie ist.

i) Fundamentalfolgen. Definition: Eine unendliche Folge

JisSor

von Elementen von I heisse eine Fundamentalfolge, wenn die Punktfolge

Ji(0), £(0), - ..

gegen einen Punkt von E konvergiert. Ist P der Grenzpunkt der letzteren Folge,
so wird gesagt, dass die Fundamentalfolge »zu P gehért>. Ist dann x ein be-
liebiger Punkt von @ (oder von %), so kouvergiert auch die Punktfolge

Silz), frl@), ...

gegen P. Schneidet niimlich ein Kreis x um P mit dem Radius ¢ den Einheits-
kreis in @ und R, so zeichne man einen Kreis A durch @ und R, der x von P
trennt und dessen Punkte von x einen grdsseren nichteuklidischen Abstand haben,
als x vom Nullpunkt; das ist moglich, weil x und 4 Abstandslinien zur selben
nichteuklidischen Geraden sind. Wenn dann N so gross gewihlt ist, dass f, (0)
fiir alle #>N dem von 1 und dem Bogen Q@ PR von E begrenzten Zweieck an-
gehort, so hat f, (x) fiir alle >N von P einen euklidischen Abstand < e — Auf
einem Kreis durch den Nullpunkt O und die Grundpunkte von f, liegen die
Punkte U(f.), 0, f1(0), V(fn) in dieser Reihenfolge. Also hat V (f,) von £, (0) einen
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euklidischen Abstand <V 1—] £, (0)|?, also von P einen Abstand <V 1—] £, (0) P+ 7,
wo 7, den Abstand zwischen fn(o) und P bedeutet. Die Folge der Randpunkte

VA V(£
konvergiert also gegew P.
Nun gilt die folgende Umkehrung: Jede Folge

Sis Sfos o

von Elementen von F, ¢n der kein Element unendlech ofl vorkommt und fiir welche
die Randpunktfolge
VA V(£ ...

gegen einen Punkt P von F konvergiert, ist eine zu P gehorige Fundamentalfolge.

Beweis: Die Folge |f;(0)}, | /2(0)],... konvergiert gegen 1, da in der ge-
gebenen Folge kein Element unendlich oft vorkommt und ein Kreis um o mit
einem Radius < 1 nur endlich viele mit
o dquivalente Punkte enthilt. ¢ sei be--
liebig vorgegeben., Mit PA=PB=c¢
wird um P ein Kreis AB geschlagen
(Fig. 11). 4, B, sei ein Teilsegment von
A B mit dem Mittelpunkt P. Halbkreise
itber O 4, und O B, schneiden den Kreis
AB in C und D. Nun werde N so gross
gewihlt, dass fiir alle n > N sowohl V(f,)
dem Segment A, B, angehért, als auch
| fu(0)]|> O C ist. Dann gehort der Punkt
Ja(o) fiir alle > N dem Kreishogen-
viereck PA, C D B, P an, hat also von P
einen Abstand <&, w. z. b. w.

Fig. 11.

Liine spezielle unter den zu einem Randpunkt P gehorigen Fundamentalfolgen
werd durch seine Konvergenten ky(P), k,(P)... gebildet. Diese Elemente sind nim-
lich alle verschieden, und die Punkte %, (0), %, (0), . . . gehoren alle einem Streifen an,
der durch zwei Abstandslinien zum Radius O P im Abstande I L der Fig. 9 be-
grenzt wird. Die Folge %,(0), #,(0), ... konvergiert also gegen P.

Die Folge V(ks) der positiven Grundpunkte der Konvergenten konvergiert
also auch gegen P. Wenn also die Entwicklung von V(%) mit der Entwicklung
von P alle Konvergenten bis zur Ordnung m(n) gemeinsam hat, so wiichst m ()
mit » iiber alle Grenzen.
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II. ABSCHNITT.

Automorpbismen der Fundamentalgruppe und zugehdrige Transformationen
des Einheitskreises in sich.

8. Definition der Automorphismen. Ein hinreichendes Kriterium fiir ihre
Festlegung.

Unter einem Automorphismus der Gruppe I’ versteht man eine isomorphe
Abbildung von F in sich, d. h. eine Korrespondenz zwischen den Elementen von
F, die folgende drei Eigenschaften hat:

a) Jedem Elemente f von F entspricht ein und nur ein Element f’ von F.
b) Jedes Element f von F entspricht einem und nur einem Elemente f von F.
¢) Die Gleichung f,"-f,’=/," besteht dann und nur dann, wenn die Gleichung

J1-fo=/, besteht.

Hieraus folgt, dass wenn man f; und f;, und daher auch f; gleich der Iden-
titit setzt, die Elemente f,’, f;’ und f, einander gleich und daher ebenfalls gleich
der Identitit werden; die Identitit entspricht also sich selber; daraus folgt weiter,
dass dem Element f! das Element f"~! entspricht. Einem primiren Element
entspricht ein primires Element. Zwei ineinander transformierbaren Elementen
entsprechen zwel in einander transformierbare Elemente, sodass auch die Gesamt-
heit der Klassen in einander transformierbarer Elemente bei einem Automorphis-
mus eine Abbildung in sich erfihrt.

Wir bezeichnen einen solchen Automorphismus von F mit dem Buchstaben
I oder mit f—f und das dem Element f bei I entsprechende Element /" oft
auch mit f;. Die Korrespondenz f — f ist auch ein Automorphismus und wird
mit I7' bezeichnet. Sind die Automorphismen I, (f— f’) und L (f"— /) gegeben,
so ist auch f— f ein Automorphismus, der mit I, I, bezeichnet wird. Mit dieser
Kompositionsregel bilden die Automorphismen von F' eine Gruppe, die mit J be-
zeichnet sei.

Ein Automorphismus I(f— f’) wird durch Angabe der Elemente

’

’ ’ ’
a’ b, ... ap,bp

vollstindig bestimmt. Wir denken uns diese als Ausdriicke in den Erzeugenden
a;, b; gegeben. I ! sei in analoger Weise durch o;”, b/” gegeben. Substituiert
man in @ fir a,,..., b, die Ausdriicke @, ...,3,, so erhilt man a;, nachdem

man notigenfalls unter Anwendung der Grundrelation
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Riay,....,bp)=a, bya, b . ..apbpay by '=1

den Erzeugendenausdruck vereinfacht hat. Die urspriinglichen Erzeugenden lassen
sich also durch die gestrichenen ausdriicken. Wegen R(a,,...,bp)=1 ist
R(a/,...,b))=1; substituiert man hier fiir die a/, b/ ihre Ausdriicke durch die
a;, b;, so kann die letztere Gleichung durch evtl. wiederholte Anwendung der
ersteren gefolgert werden.

Umgekehrt entsteht die Aufgabe, zu entscheiden, ob 2 p vorgelegte Elemente
a/,..., by durch ihre Zuordnung zu den Erzeugenden a,...,b, einen Auto-
morphismus von F' herstellen oder nicht. Wir stellen vorerst nur ein henreichen-
des Kriterium dafiir auf, dass das der Fall ist. Dies Kriterium wird bei allen
spiter herangezogenén Beispielen verwendbar sein.

Im Folgenden halte man die beiden Bezeichnungen »Erzeugendenausdruck>»
und »>Element der Gruppe» auseinander. Zwei Erzeugendenausdriicke s(a, . . ., bp)
und ¢(a,, ..., by) stellen dann und nur dann dasselbe Element dar, wenn der Er-
zeugendenausdruck st~! das Einheitselement darstellt; das ist dann und nur dann
der Fall, wenn er sich identisch in a,, ..., by als ein Produkt von Transformierten
von Rla;,...,by) und B! darstellen lisst:

stl=TIThi(ay, . .., b)) R (ay, . . ., by b (ay, . - ., By),
i=1

wo die h; irgend welche Erzeugendenausdriicke sind.

Das in Frage stehende Kriterium ist nun das folgende: Hs seien s, ..., sy
2p Erzeugendenausdriicke, durch die die 2p Elemente a,’, ... ., b, festgelegt werden:
a=s(as,.. by
bp’:'sﬂ? (ala tees bp))

und es seien folgende zwei Bedingungen erfillt:
) Bs ist identisch in den Erzeugenden

Risy,...,sp)=hlay,...,bp) R¥ (ay, ..., b)) A% (1)

8) Es gibt 2p Erzeugendenausdriicke ¢, (a,, ..., bp), - .., tap(ay, - . ., bp) s0, dass iden-
tisch in den Erzeugenden gilt:

tl(sh C Sep)=ay

30—26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 15 septembre 1927.
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top ($1s - - -, Sap) = by
Dann erzeugt die Korrespondensz
a,—a,.. . bp—b,

einen Automorphismus von F.

Bewers: Wir bezeichnen die Ersetzung der Erzeugenden g, durch den Erzeu-

gendenausdruck s, (a,,..., by), u. s. f. bis b, durch s,, als die »Substitution S»,
ebenso a, durch ¢, (a,,...,by) u. s. f. bis b, durch t,, als >Substitution 7'». Dann

ist nach 8) TS die identische Substitution. S stellt also einen Automorphismus
der freien aus 2p Symbolen q,,...,bp erzeugten Gruppe her. Dann ist auch
ST=1, denn es ist

§=8.T8=8T.S,

also ST die identische Substitution. Durch Ausiibung von 7' auf die Identitidt
(1) folgt deshalb:

also

wenn
hCI(tlv s t2p)El(a1) ty bp)

bezeichnet wird.

Nun ist zu zeigen, dass die Korrespondenz
14 ’
ay=ay, ..., bp—=bp (3)

den obigen Forderungen a), b) und c) geniigt. Sei also f ein beliebiges Element
aus F und w(a,, ..., by) einer der Erzeugendenausdriicke, die f darstellen:

f=wlay, ..., bp).

Wegen der Forderung ¢) muss dem Element f dasjenige Element entsprechen,
das man erhilt, wenn man in w die Krzeugenden a,, ..., b, durch a,, ..., b, er-
setzt. Wir schreiben daher:

F=8w)=uws, .., ) (4)
und haben zu zeigen, dass wir hierdurch immer zu demselben Element /* kommen,

unabhingig davon, welchen der f darstellenden Erzeugendenausdriicke wir zu

Grunde legen. Jeder f darstellende Erzeugendenausdruck hat aber die Form
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wilay, ..., bp)=wlay, ..., bp)- Hri(a, ..., by) R%ri
i

wo die 7; auf die Werte + 1 und — 1 beschrinkt werden konnen. Also ist
Sy =1w,(s1, . .., 83p) =S (w0) 111 7i(8y, .y Sap) R™(sy, - . ., Sop) 7L,
also wegen (1):
= S(w)liTri(sl, co Sep)-h(ay, . b)) RE (ay, .. by B Y,
= S(w) };{hi B%hi,
und dieser Erzeugendenausdruck stellt dasselbe Element f* dar wie S(w). Damit

ist die Forderung a) erfiillt.
Ferner sei f’ ein beliebiges Element aus F und

f'=vla,,..., b

eine seiner Darstellungen. Es ist zu zeigen, dass es bei der durch (4) hergestell-

ten Korrespondenz (3) aus einem und nur einem Element hervorgeht. Wir schrei-
ben daher

f=TWw=wl(t, ..., typ.

HEs ist nimlich
St ... o) =8(Twlay, ..., b))=uvla,, ..., b

Eine andere Darstellung

V=0 IlI 7 Rt
desselben Elementes /' geht durch S aus

T(v))=T{v)- IzI“ by oo tap) B (8y, . o ) it

hervor, und wegen (2) ist dies

= T'(v) IlI hi R hi 2,

stellt also dasselbe Element f dar wie 7(v). Damit ist die Forderung &) erfiillt.
Dass nun auch die Forderung ¢) erfiillt ist, folgt aus dem Charakter von S als
einer Substitution. — Die Korrespondenz (3), festgelegt durch die Substitution
S, erzeugt also einen Automorphismus.
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Der dazu reziproke Automorphismus wird durch S—'= T festgelegt; den Erzeu-
genden entsprechen dabei die Elemente

a =t (ay, ..., bp);.. ;b)) =tylay, ..., by

9. Erhaltung der zyklischen Anordnung der Grundpunkte bei Automorphismen.

Es sei ein Automorphismus I, f— f°, gegeben. Einem primiren Element f,
entspricht ein primires Element f,” und den positiven Potenzen von f, die posi-
tiven Potenzen von f,’. Zwei Elementen, deren gerichtete Achsen zusammenfallen,
entsprechen also zwei Elemente, deren gerichtete Achsen ebenfalls zusammenfallen.
Wir konnen also sagen, dass I eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Menge G
der Grundpunkte auf sich selbst hervorruft, indem wir dem negativen bezw. posi-
tiven Grundpunkt U (f) bzw. V(f) den Punkt U (f’) bezw. V(f’) zuordnen. —
"Nun gilt der folgende
Satz 1: Die zyklische Anordnung der Menge G auf E blerbt ber dieser Abbildung

G — Gy erhalten.

Beweis: Wir greifen, um dies zu zeigen, auf das im 1. Abschnitt benutzte
Netz n zuriick, dessen Netzeckpunkte aus allen mit dem Nullpunkt dquivalenten
Punkten von @ gebildet werden. Der gegebene Automorphismus I vermittelt
eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Menge der Netzeckpunkte auf sich selbst,
indem man dem Punkte f(0) den Punkt f’(0) entsprechen lisst. Der Nullpunkt
O entspricht dabei sich selbst. Nun verbinde man O mit a,’ (0) durch ein gerad-
liniges Segment, das mit der Bezeichnung a,” und einer von O nach a, (0) zei-
genden Pfeilspitze versehen wird. Analog fir die iibrigen gestrichenen Erzeu-
genden und deren Reziproke. Die lingste unter diesen 4p Strecken habe die
Linge I. (Alles ist im Sinne der nichteuklidischen Metrik zu verstehen.) Die
Bilder dieses von O ausstrahlenden aus 4 p Strecken bestehenden Sternes bei allen
Elementen von F bilden in ihrer Gesamtheit ein »Netz> »’, dessen Eckpunkte in
die Eckpunkte von » fallen. %’ ist zwar kein Netz im eigentlichen Sinn, da sich
die Netzstrecken im Allgemeinen auch ausserhalb der Netzeckpunkte iiberschnei-
den werden, aber es bestehen offenbar folgende Tatsachen, die wir allein gebrau-
chen werden: Wenn man von O aus durch einen Netzseitenweg w auf n zu dem
Netzeckpunkt P gelangt, so gelangt man zu dem P bei I entsprechenden Netzeck-
punkt P, indem man auf »' von O aus denjenigen Weg w’ beschreibt, der aus
den gestrichenen Netzseiten ebenso gebildet ist, wie ¢ aus den ungestrichenen;
kommt man von P aus durch den Weg w, auf » zu P, so kommt man von P’
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aus durch den Weg w,” auf »" zu P/. Bedeuten die Namen der Wege zugleich
Erzeugendenausdriicke, so ist

f=ww, w?
das Klement, das P in P, iiberfiihrt, und

. r 14 1
S = ww

Y

Fig. 12.

das Element, das P’ in P, iiberfiithrt. — Die Seiten der Netze » und »’ sind
einander umkehrbar eindeutig zugeordnet.

Nun sei M’ die Menge der Netzeckpunkte, die von O einen Abstand =/
hat, M das Bild von M’ bei I~' und I der Radius eines Kreises um den Null-
punkt, der M im Inneren enthilt. Irgend zwei Netzeckpunkte, deren Abstand
= L ist, gehen also bei I in zwei Netzeckpunkte iiber, deren Abstand > [ ist.
Wenn nun zwei Netzseiten von %’ einen Endpunkt oder inneren Punkt gemeinsam
haben, so gibt es einen Endpunkt der einen, der von einem Endpunkt der an-
deren einen Abstand < [ hat; sie sind also bei I Bilder zweier Seiten von n,
die sich niher als bis auf den Abstand L kommen.
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Nun seien f; und f, zwei Elemente von I, V, und V, deren positive Grund-
punkte und A% und #® die Entwicklungen von ¥V, und V,, die wir als von O
ausgehende und gegen V, bezw. V, strebende Netzseitenwege gezeichnet denken
(Fig. 12). (Es wird nicht ausgeschlossen, dass f, = f,! ist, in welchem Falle V,
und ¥, ein zusammengehoriges Grundpunktepaar ist.) P, und P, seien Punkte
auf 4 bezw. ™, von denen an diese periodisch sind. 2, und g, sind zwei solche
Abstandslinien zur Achse von f;, dass jeder Punkt ausserhalb des Abstandsstrei-
fens A, u, von dem Teilwege P; V, einen Abstand > L hat. Analog sind i, und
#t, erklirt. C ist ein Kreis um den Nullpunkt, dessen Radius so gross ist, dass
er diese vier Abstandslinien schneidet, und dass jeder Punkt ausserhalb C von
dem Teilstiick P, O P, des aus ‘Y und A gebildeten Streckenzuges W einen
Abstand > L hat. Von den vier Abstandslinien brauchen wir nur das Stiick
von I bis zu den ersten Schnittpunkten mit . Der Teil von @, der ausserhalb
des Abstandsstreifens 4, u,, ausserhalb 1, u, und ausserhalb C liegt, besteht aus
zwei Gebieten w, und w,, von denen jedes einen der Teilbogen V, V, von F als
Randstiick hat. — Nun bilden wir auf %’ den Streckenzug W’, der W entspricht.
Dieser besteht aus Teilstiicken OP,” und OP,", wenn P,= I(P,) und P, =1I(P,)
ist, ferner einem bei f,' periodischen Stiick, das von P, aus gegen V,'= V(f;)
strebt und sich also zwischen zwei zur Achse von f," gehérige Abstandslinien g,
und ¢, einschliessen lisst; und endlich analog einem bei f, periodischen Stiick,
das von P, aus gegen V,’ =7V (f;’) strebt und sich zwischen zwei zur Achse von
J; gehbrige Abstandslinien g, und o, einschliessen lisst. Ferner sei I' ein Kreis,
der diese vier Abstandslinien schneidet und das Teilstiick P, O P,” von W' ganz
umschliesst. Der ausserhalb der Abstandsstreifen ¢, o, und g, 6, und ausserhalb
I" gelegene Teil von @ besteht aus zwei Gebieten 7, und 7,, von denen jedes einen
der Teilbogen V,'V, auf E als Randstiick hat. Jeder stetige Weg, der einen
Punkt von v, mit einem Punkt von t, verbindet, triffit W'

Nun seien f; und f; zwei Elemente, deren positive Grundpunkte V, und V,
demselben Teilbogen V7, ¥, von E, etwa dem zur Begrenzung von w, gehorigen,
angehoren. Wir bilden die Folge der Punkte f,"(0) und £, (0), wo r alle positiven
ganzen Zahlen durchliuft. Diese Punkte liegen auf Kreisbogen, die durch V7,
0 und U(f;) bezw. V,, O und U(f,) gehen. Man bestimme eine so grosse Zahl
7y, dass alle Punkte der beiden Folgen fiir » > 7y dem Gebiet w, angehoren. Dann
lassen sich auf dem Netze » fiir alle » >, Netzseitenwege ¢, auswiihlen, die
Jf57(0) und f;" (o) verbinden und dabei ganz innerhalb w, verlaufen. g, hat nach
Konstruktion von W einen Abstand > L. Das Bild q," von q, bei I trifft also
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nicht W'. ¢, verbindet auf »’ die Punkte f,”(0) und f,"(0). Nun konvergiert
fi7(0) fir v — o gegen V,=TV(f,) und £, (0) gegen V,’. Diese Punktfolgen
gehoren also von einem geniigend grossen r an zu den Gebieten z; oder <,, und
sie miissen zu demselben dieser beiden Gebiete gehoren, da ¢,” nicht W' trifft.
Also liegen ¥, und ¥V, auf demselben der durch V,” und ¥V, auf E bestimm-
ten Bogen.

Die zyklische Anordnung von vier beliebigen Grundpunkten auf E bleibt
also bei Automorphismen erhalten, w. z. b. w.

In dem Satz 1 ist ein (m. W. nirgends publizierter) Satz von M. Deux
enthalten, den mir Herr Dehn vor Jahren miindlich mitgeteilt hat:

Die Achsen zweier Elemente von F schnerden sich oder schneiden sich
nicht, je nachdem ob die Achsen zweier dresen Elementen bet einem Auto-
morphismus wvon F' entsprechenden FElemente sich schuneiden oder wnicht
schneiden.

Wesentliche Momente des Dehnschen Beweises finden sich in dem obigen
Beweis wieder. Aus diesem Satz zog Dehn die Folgerung, dass auch der topolo-
gische Schnittzwang von Kurventypen bei Automorphismen erhalten bleibt. In
der Tat: Es sei f ein primires Element und s ein Verschiebungsstiick auf seiner
Achse. P, und P, seien zwei diquivalente. Punkte auf s, P,= 1 (P,). Dann schneidet
die Achse von h fh™! diejenige von f in P,, und das bleibt bei Automorphis-
men erhalten. Die Anzahl der untereinander nicht dquivalenten Schwittpunkte der
Achsen einer Elementklasse ist also dieselbe fiir zwer Klassen, die sich bei eimem
Automorphismus entsprechen. Wenn es zwei solche Punkte P, und P, auf s nicht
gibt, wenn also die Elementklasse einem Kurventypus ohne notwendege Doppel-
punkte entspricht, so gilt dasselbe fiir den Kurventypus, der zu der bei einem
Automorphismus entsprechenden - Klasse gehort. Genau ebenso sieht man ein:
Die Anzahl der untereinander nicht dquivalenten Schunittpunkte der Achsen aus zwer
Elementklassen — also die topelogisch notwendigen Schnittzahlen zweier Kurven-
typen — bleibt bei Automorphismen erhalten.

Drei Punkte 1, 2 und 3 auf ¥ mégen in der Anordnung 123 einen links-
liufigen Umlauf um £ bestimmen. Die bei I entsprechenden Punkte kénnen dann
in der Anordnung 1’2’3’ einen linksliufigen oder rechtsliufigen Umlauf bestim-
men. Aus der Erhaltung der zyklischen Anordnung von vier beliebigen Punkten
folgt leicht, dass ein beliebigés Tripel 12 3 diese Entscheidung zugleich fiir alle
Tripel fillt. Je nachdem in dieser Weise die Orientierung der zyklischen An-
ordnung der Grundpunktmenge G auf E bei G — Gy erhalten bleibt oder um-
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gekehrt wird, sprechen wir von Automorphismen erster Art oder zweiter Art. Die
Untergruppe, die aus den Automorphismen erster Art gebildet wird, ist ein

Normalteiler vom Index 2 der Gruppe J und werde mit J; bezeichnet.

10. Die durch einen Automorphismus bestimmte topologische Randabbildung.

In § 5 wurde gezeigt, dass die Grundpunktmenge  iiberall dicht auf E
ist. Jeder Punkt P von F ist also Grenzpunkt einer monoton gegen P konver-
gierenden Grundpunktfolge G, G,, ..., und die Folge der bei einem Automor-
phismus I entsprechenden Grundpunkte G,’, G, ... ist nach § g ebenfalls monoton;
ihr Grenzpunkt heisse P’. Jede andere gegen P konvergierende Folge von
Grundpunkten fithrt wegen § ¢ zu demselben Punkt P’. Wenn P selbst ein
Grundpunkt ist, so ist P’ der P bei dem Automorphismus entsprechende Punkt,
wie man sofort aus der Erhaltung der zyklischen Anordnung folgert. Wenn P
nicht Grundpunkt ist, so ist auch P’ nicht Grundpunkt, wie durch Betrachtung
.von 1! folgt. Ordnen wir nun in allen Fillen dem beliebigen Punkte P von
E den Punkt P’ als Bildpunkt zu, so haben wir eine durch I bestimmte topologische
Abbildung von E auf sich selbst vor uns. Der Umlaufssinn wird bei dieser Ab-
bildung E — FE; erhalten oder umgekehrt, je nachdem I ein Automorphismus
erster oder zweiter Art ist.

Der Sachverhalt kann kurz so gekennzeichnet werden: Die primidren Ele-
mente von F' bilden eine zyklisch geordnete Menge; diese erfihrt bei Automor-
phismen unter Wahrung der Anordnung eine umkehrbar eindeutige Abbildung in
gich, die in eine topologische Abbildung einer Kreislinie auf sich eingebettet
erscheint. Aus den leicht zugiinglichen Eigenschaften der topologischen Trans-
formationen eines Kreises in sich kann man daher Riickschliisse auf die Eigen-

schaften der Automorphismen ziehen.

11. Einige Sitze iiber Automorphismen von F.

Es sei I ein Automorphismus von F. Ein Element f, das bei [ sich selbst
entspricht, fr=f, heisse ein Fixelement bei I, ein Element f, das in sein Reziprokes
iibergeht, fr=f"1, ein Invertelement bei I. Die Fixelemente bei I bilden eine
Untergruppe von F, die mit H (I) oder kurz mit H bezeichnet sei. — Wenn I
der identische Automorphismus [, ist, H ([,) = F, so ist jeder Grundpunkt Fix-
punkt der Abbildung E — Ep,, und diese ist daher die identische Abbildung.
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Die Abbildung E — E; werde mit g (E) bezeichnet. Ihre Fixpunkte — wenn
es solche gibt — bilden eine abgeschlossene Punktmenge auf E. Die Restmenge
besteht aus endlich oder abzihlbar vielen fixpunktfreien Intervallen.

a) I sei ein nicht identischer Automorphismus erster Art. Dann bleibt bei
9 (E) der Umlaufssinn erhalten, und jedes fixpunktfreie Intervall wird daher auf
sich selbst abgebildet. Alle Punkte eines solchen Intervalls werden dabei in der
gleichen Richtung verschoben, und das Intervall bleibt daher auch bei ¢g" fix-
punktfrei. Die Fixpunktmenge von ¢" ist daher mit derjenigen von ¢ identisch.
Das gilt inbesondere fiir die zur Fixpunktmenge gehdrigen Grundpunkte, also
hat I" genau dieselben Fixelemente wie I. Hierbei war aber angenommen, dass
g (E) tiberhaupt Fixpunkte hat, sodass als deren Restmenge fixpunktfreie Inter-
valle entstehen konnen. Zu den Fixpunkten von ¢ (E) brauchen nicht notwendig
Grundpunkte zu gehdren, wie wir spiter an Beispielen sehen werden. Jedenfalls
folgt also, dass H (I") = H (I) ist, sobald H (I) = 1.

Wenn umgekehrt f ein Element ist, fir welches f7 == f, aber fi» = fist, so
folgt, dass ¢ (E) fixpunktfrei und also H (I)=1 ist. Das ist insbesondere der
Fall, wenn I Invertelemente hat, da diese bei I? Fixelemente werden. Ferner ist
es der Fall, wenn I® = 1 ist: Bei allen von der Identitit verschiedenen Auto-
morphismen endlicher Ordnung ist ¢ (F) fixpunktfrei.

Wir betrachten etwas niher den Fall eines Automorphismus I erster Art,
fiir welchen es ein Element f derart gibt, dass

Jr+=f frm=f

ist. n sei der kleinste positive Exponent dieser Art. V7 sei der positive Grund-
punkt von f und g die zu I gehdrige Randabbildung. Wir bilden die aus den
Punkten

V,g(V), *(V),..., g (V)

bestehende Punktmenge W; diese » Punkte sind alle verschieden, da f bei keiner
niedrigeren Potenz von 7, als der #n-ten, Fixelement ist. V, und V, seien zwei
bei positivem Umlauf um FE aufeinanderfolgende Punkte und

Vo=g"(V), 1=r=mn—1I

Dann bewirkt ¢g" eine zyklische Vertauschung von W um einen Schritt, und g
ist eine Potenz, etwa die Ate, von ¢":

ir =1 (mod 7).
31 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 15 septembre 1927.
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Wir koénnen notigenfalls 7 durch I7 ersetzen und nehmen daher » = 1 an.
g vertauscht also die » Segmente, die W auf E bestimmt, zyklisch. Es kann
daher keine niedrigere Potenz von ¢, als die n-te, Fixpunkte haben, und es ist

HIM=H({I)=1,fuir1=m=n—1.

Die Fixpunktmenge bei g" in einem der » Segmente geht durch die Potenzen von
g in die Fixpunktmenge bei g" in den iibrigen Segmenten iiber. Wir haben also

H (I™) = 1, fiir m = 0 {mod n),
H(I™" = H(I") + 1.

n heisse der charakteristische Exponent von I. n ist unabhingig von der Auswahl
des obigen Elements . Fiir Automorphismen endlicher Ordnung ist der charak-
teristische Exponent gleich der Ordnung; im Fall H(I™) = H (I) fiir alle m sei
die Zahl 1 als charakteristischer Exponent von I definiert:

Satz 2: FEin Automorphismus erster Art mit esnem charakteristischen Eoponen-

ten > 1 ruft eine fixpunktfreie Randabbildung hervor.

b) I sei ein Automorphismus zweiter Art. Die zugehrige Randabbildung
kehrt den Umlaufssinn um, hat also genau zwei Fixpunkte. I hat also hichstens
ein primdres Fixelemen!. I® ist ein Automorphismus erster Art mit dem cha-
rakteristischen Exponenten 1, da ¢*®(F) jedenfalls zwei Fizxpunkte hat. Fixele-
mente von I® entsprechen entweder Invertelementen von I oder sie treten zu
Paaren auf, deren Elemente sich bei I vertauschen. Ist I von endlicher Ordnung,
dann notwendig von der Ordnung 2.

Beispiel 1:

a, — by
p=2; I: [ b s
| a, — b,

b, — a,

I?=1. Primires Fixelement: a, b, a, "5 ~"'. Alle Elemente sind involutorisch
gepaart, speziell z. B. a,~' b, a, b, mit seiner Reziproken. —

Wir beweisen noch den folgenden

Satz 3: Jede Untergruppe endlicher Ordnung von 3, ist zyklisch.*

* Der Satz folgt unmittelbar ans L. E. J. BROUWER, Ther topologische Involutionen, § 3,
Amsterd. Proceedings Vol. XXI, N:o g (1919).
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Beweis: Sei § eine Gruppe der Ordnung » aus Automorphismen erster Art,
P, ein beliebiger Punkt von ¥ und P,, P,,..., P, die Punkte, die P, bei den zu
den verschiedenen Elementen von § gehorigen Randabbildungen entsprechen.
Diese Punkte sind sicher verschieden; andernfalls miisste nimlich ein zu © ge-
horiger Automorphismus einen von diesen Punkten ungeiindert lassen, aber alle
Elemente von § sind von endlicher Ordnung, bestimmen also nach Satz 2 fix-
punktfreie Randabbildungen. Jedes Element von £ bewirkt eine Vertauschung
dieser » Punkte unter Wahrung ihrer zyklischen Anordnung auf E und des
Umlaufssinnes. Ein Element aus §), das einen der Punkte in einen seiner Nach-

barn iberfithrt, erzeugt also ganz £, w. z. b. w.

12. Innere Automorphismen.

Die Zuordnung
I=fLf, (s)

wo f ein festes Element von F ist und ! die Gruppe F' durchliuft, ist bekannt-
lich ein Automorphismus von ¥, fiir den der Name »¢nnerer Automorphismus»
oder »>kogredienter Auwtomorphismus» Ublich ist. Stellt man ihn durch die Sub-

stitution

al-ﬁw_l(ala' -';bp)alw(ah s '$b17)

bp_)wﬁl(al, ey bp)bpw(al, ceay bp)

dar, wo w ein das Element f darstellender Erzeugendenausdruck ist, so erfiillt
diese Darstellung die Bedingungen «) und §) des § 8. Man hat nimlich

B—w''Rw
und
w— w L ww = w,
also
wa,w = a
und analog.
Wir bezeichnen den Automorphismus (5) mit I,;. Ist I der Automorphis-

mus [ — 1, so ist I.I,; der Automorphismus
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l—f0f
und wird mit I; bezeichnet. — Es ist

I0f1 : Isz = I0f1f2
und

(Lo) ' =1Ioy—1.

Ferner ergibt sich
(j7'=1I21
fl_ll

und
It -l

oy 1> f U
I‘IIOfIZ l—‘)fj_llfI.
Der Automorphismus

I OfI:IOf[ (6)

ist also wieder ein innerer Automorphismus:
Die Gruppe der inneren Automorphismen ist ein Normalteiler von 3,
und J. Sie werde mit § bezeichnet. § ist mit F' holoedrisch isomorph.
Die Automorphismen I und I; sollen als »verwandt> bezeichnet werden.
Das ist eine symmetrische und transitive Eigenschaft. Die Gesamtheit der
Automorphismen I;, wo I ein fester Automorphismus ist und f die Gruppe F
durchliuft, also eine »Nebengruppe» des Normalteilers § in 3, soll als eine » Auto-
morphismenfamilie> bezeichnet werden. — Fiir diesen Begriff habe ich in den
L ¢! und 1 ¢? angegebenen Publikationen die Bezeichnung »Isomorphismen-
klasse» verwendet; da es indessen iiblich zu werden scheint, unter einer Klasse
von Elementen einer Gruppe eine Gesamtheit von ineinander innerhalb der Gruppe
transformierbaren Elementen zu verstehen, verwende ich hier ebenfalls das Wort
»Klasse» in diesem Sinn (wie auch im 1. Abschnitt) und gebrauche fiir die obige
Gesamtheit das Wort »Familie». — Unter einer » Automorphismenklasse» wird also
eine Gesamtheit von innerhalb & ineinander tramsformierbaren Automorphismen
verstanden. Die Klasse der Identitit besteht nur aus dem identischen Automor-
phismus. Die Familie der Identitit wird von der Gruppe § aller inneren Auto-
morphismen gebildet.
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13. Die Funktionalgleichung der Randabbildungen.

Bei dem Automorphismus (5) wird ein beliebiger Grundpunkt G, in f~!(G,)
iibergefithrt. Die zugehorige topologische Randabbildung, g (E) in der Bezeich-
nung von § 11, ist also hier speziell ' (E). Bezeichnet also H die mit J holo-
edrisch isbmorphe Gruppe aller durch Automorphismen hervorgerufenen Rand-
abbildungen g¢(#) und H, ihren J, entsprechenden Normalteiler, bei deren
Abbildungen der Umlaufssinn auf F erhalten bleibt, so ist ¥, als Abbildungsgruppe
von F allein aufgefasst, ein Normalteiler von H,, entsprechend dem Normalteiler
& von J,.

Man beachte, dass, wenn g,(£) durch den Automorphismus I; und g, (E)
durch I, hervorgerufen wird, dann I, I, die Randabbildung g, (g, (¥)) hervorruft.
Im Folgenden werden im Allgemeinen, wenn keine Missverstindnisse zu befiirchten
sind, keine Klammern um die Funktionsargumente gesetzt.

Entspricht nun g dem Automoi'phismus I, so besagt die Gleichung (6) des
§ 12, wenn man sie als Aussage iliber die Randabbildungen deutet und noch
St statt f liest:

9f97 =Jr. (7)
(7) besagt, angewandt auf einen beliebigen Punkt P von E:
9fP=frg P. (8)

Man iiberzeugt sich auch.leicht auf einem etwas mehr direkten Wege von der
Richtigkeit dieser fundamentalen Funktionalgleichung (8), indem man P als Grenz-
punkt einer Grundpunktfolge auffasst und (8) zunichst fiir Grundpunkte bestitigt.
Ist I durch die Zuordnung

ay—ay,. . bp— b
gegeben, so ist (8) mit dem System von 2p Funktionalgleichungen

gy P=a'gP

gprpr'gP

gleichbedeutend.
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14. Struktur der fixpunktfreien Intervalle.

Es sei I 4 I, ein Automorphismus erster Art, g die zugehorige Randabbil-
dung, H(I) die Gruppe der Fixelemente bei I, und es sei H(I) 4 1 angenommen.
h sei ein Fixelement bei I. Dann ist nach (8):

ghP=hgP. (10)

g st also mzt allen Elementen von H vertauschbar. Die Operation h fithrt also
Fixpunkte von g £ in Fixpunkte und Nichtfixpunkte in Nichtfixpunkte iiber, sie
bildet also ein fixpunktfreies Intervall wieder auf ein solches ab. Wenn bei
einer Operation h, aus H ein Punkt eines fixpunktfreien Intervalles ¢, in einen
anderen Punkt desselben Intervalles ubergeht, so muss ¢, bei h, ganz in sich
iilbergehen; die ¢, begrenzenden Fixpunkte miissen also die Grundpunkte von A,
sein. Ein solches Intervall werde ein »periodisches Intervall> genannt. Ist nim-
lich P ein Punkt von ¢, und kennt man g¢, auf dem Stiick von P bis k, P, so
ist g damit wegen (10) in ganz ¢, bekannt. — Ist andererseits ¢ ein fixpunkt-
freies Intervall und ist der eine Intervallendpunkt ein Grundpunkt, so muss er
Grundpunkt eines Fixelements i sein, und dann haben ¢ und %< Punkte gemein-
sam, also h7 =1, also ist der andere Intervallendpunkt der andere Grundpunkt
von h, und ¢ ist periodisch:
Satz 4: Es gibt zwei Arten von fixpunktfreien Intervallen, »aperiodische» und
»periodische». Die aperiodischen Intervalle werden von Nichigrundpunkten
begrenzt wund enthalten kein Paar beziiglich der Fixelementgruppe H
dquevalenter Punkte. Die periodischen Intervalle werden durch ein zu-
sammengehoriges Paar von Grundpunkten begrenzt. Ist h das zu diesem
Paar gehirige primdre (Fix-)Element, so gibt es keine anderen Paare
beciiglich H dquivalenter Punkte in <, als solche, die sich bei einer Potenz
von h entsprechen.

Wenn also P ein beliebiger Punkt von E ist und H P die Menge der
Punkte bedeutet, die aus P durch die Operationen von H hervorgeht, so hat
HP keine Hiufungspunkte im Inneren der fixpunktfreien Intervalle. Jeder
Grundpunkt eines Fixelements h ist aber Hadufungspunkt von H P, da die Menge
H P bei h in sich tbergeht. Dabei kann man stets P als Nichtfixpunkt wihlen,
dann besteht H P aus lauter Nichtfixpunkten wegen (10). Jeder Grundpunkt
eines Fixelements ist also Hiufungspunkt von Nichtfixpunkten, es kann also
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keine gang aus Fixpunkien bestehenden Intervalle geben, da jedes Intervall Grund-
punkte enthilt (§ 5). Gibt es ausser den Grundpunkten von h noch andere
Fixpunkte auf FE, so sind die Grundpunkte von h auch Hiufungspunkte von
Fixpunkten:
Die Menge der Fixpunkte bei g(E) ist abgeschlossen und nirgends dichi.
In dem Fall, wo H(I) eine unendliche zyklische Gruppe ist, und nur
in diesem Fall, kann es isolierte Fix-Grundpunkte geben.

15. Beispiele.

Beispiel 2: Wir betrachten als Beispiel denjenigen Automorphismus von F,
bei dem a, in a,b, iibergeht und alle tibrigen Erzeugenden ungeiindert bleiben;
er sei mit .7 bezeichnet:

A: (a;— ayh,).

Das XKriterium des § 8 zeigt, dass 4 ein Automorphismus ist. Die zugehorige
Randabbildung sei mit A (E) bezeichnet.

H () enthilt jedenfalls die von &,,a,, ..., b, erzeugte Gruppe. 4 ist also
von erster Art. Die Fixpunkitmenge von A(FE) heisse M. Bei allen Operationen
aus H geht M in sich und die Intervallmenge E--M in sich iiber (§ 14). Wir
wollen die Struktur von M und E-— M niher bestimmen.

Es ist

A" {a,— a, b

fiir positives und negatives », und daher
“1.‘111"': bl——n “1—] .

Der positive Grundpunkt dieses Elements hat eine Entwicklung, die aus der
periodischen Wiederholung von b, "a,—* besteht, denn diese erfiillt die fiir Ent-
wicklungen charakteristischen Bedingungen (§ 6). Diese Entwicklung geht fiir
n— © gegen die Entwicklung von' U(b,) (d. h. sie hat fiir wachsendes » immer
hohere Konvergenten mit dieser gemeinsam), fiir » — — © gegen diejenige von
V(b,). Der Bildpunkt von U(a;)bei den positiven bezw. negativen Potenzen von
4 konvergiert also gegen die Endpunkte der Achse von b, so dass diese éin
periodisches Intervall ¢ begrenzt, dessen Punkte bei 4 von V(b,) fort und gegen
U (b,) hin verschoben werden. — Ebenso hat man
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a, an = a, b,

die Entwicklung von ¥ {a,4»)} konvergiert also fiir n — % gegen diejenige von
V(a, b a,™), fiir n— — © gegen diejenige von Ula, b,a,7Y). V(a,) liegt also in
einem periodischen Intervall j, das von der Achse von a, b, @, begrenzt wird.

Die Bilder von 7z und j bei allen Operationen aus H sind wieder fixpunkt-
freie periodische Intervalle, begrenzt von den Achsen derjenigen Elemente, in die
b, bezw. a,b,a,”" durch Transformation mit den Elementen aus H iibergeht.
Es soll gezeigt werden, dass es keine anderen fixpunktfieien Intervalle als diese gibt.
Die Menge der Punkte, die keinem dieser (offenen) Intervalle angehoren, heisse
M,. Wir haben also zu zeigen, dass M, mit 3 identisch ist.

Es sei P ein beliebiger Punkt von M, und

seine Entwicklung. Die e; bezeichnen einzelne Erzeugende oder deren Reziproke.
Der Punkt (e,e, - ) ' P sei mit P, bezeichnet. Nun gelten folgende Lagen-
beziehungen der Intervalle ¢ und j zur Intervalleinteilung fiir die Gruppenent-
wicklung (§ 6): U(b,) liegt in dem Intervall erster Ordnung [b,~Y], V'(b,) in [b],
also liegt [¢,7!] ganz im Iuneren von ¢ Da P ausserhalb ¢ liegt, ist also
e, &= a,~1. Ferner liegen V(a, b a,") und U(a, b a,"")= V{a, b, 7' a,™?) beide im
Inneren von [a,), also liegt auch j ganz in [¢;]. Wenn nun e, = a,, so ist ¢
Fixelement, also gehort auch P, = ;7! P zu M, da M, bei allen Operationen aus H
in sich iibergeht. Nun sei e, das erste unter den e;, das nicht Fixelement ist, wenn
ein solches iiberhaupt vorkommt; dann ist e, = ¢, und nicht = ;7% Pn liegt
dann in [q,] aber ausserhalb . Dann gehort P, zu ¢ oder ist Endpunkt von 7,

denn es ist
a Vj=E—7—V(bh)— Ub,).

Also ist e,r1 = b*, da e,+: nicht zu e, reziprok ist. Sei etwa e,+1=15. Dann
gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder sind alle eyym ==b;; dann ist P, = Vb)),
Poi= Via, b a,?), also ist auch P Fixpunkt bei A. Oder P, gehért zum Durch-
schnitt von [b] und 7. Dann fillt das Bild von P, bei einer geniigend hohen
Potenz von b, ! ausserhalb (b,]. Es gibt also ein solches m = 1, dass

Cnt+1=C€pt2=— """ :en+m:b1>

Ent-m+1=— al—l .
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Dann ist

Printi1=a, b7 a7 Py,

und das ist wieder ein Punkt von M, da @, b, ™ ¢, ' zu H gehort. Also gilt
fir die Entwicklung von Ppim4: dasselbe, was wir soeben fiir den Anfang der
Entwicklung von P erkannt haben, und wir haben: In der Entwicklung eines
beliebigen Punktes P von M, konnen ausser den Erzeugenden by, a,, ..., by, die
simtlich Fixelemente sind, nur noch Teilfolgen a, b,™ @, mit beliebigen positiven
und negativen Werten von m vorkommen. Solche Teilfolgen stellen fiir sich
auch Fixelemente dar. Also gibt es in %(P) beliebig hohe Konvergenten, die
Fixelemente sind, und da (nach § 7, j) die Punkte V (k.) gegen P konvergieren,
ist P Haufungspunkt von Fixpunkten, also selbst Fixpunkt, w. z. b. w.

Die Menge M der Fixpunkte (die also mit M, identisch ist) ist nach § 14
nirgends dicht. Alle Intervalle sind periodisch. Kein Fixpunkt ist gemeinsamer
Endpunkt zweier Intervalle, da es mehr als zwei Intervalle gibt, also irgend
zwei Intervalle von verschiedenen Achsen begrenzt werden. Jeder Fixpunkt ist
also Hiufungspunkt von Intervallendpunkten. Die Menge der Fixpunkte ist also
perfekt (und nirgends dicht). Sie besteht aus den Grundpunkten aller derjenigen
Elemente, in die b, und @, b, 2,7 durch Transformation mit Fixelementen iiber-
gehen, und allen Hiufungspunkten solcher Punkte.

Nun sei k ein beliebiges Fixelement. Die Entwicklung von ¥ (k) ist durch
einen’ Ausdruck der Form

E(V(R)=cBBg -

gegeben, wo « und B nach dem Vorhergehenden Ausdriicke aus b, a,,..., b
sowie Komplexen ¢, b,"a,~! sind. Da nun wegen R=1:

arbiay T=bpay by tay ' bpay by a1 by

ist, so ist h=eaBa™! durch b, a,, ..., b, ausdrickbar, und wir haben:

Die Fixelementgruppe H(A) wird durch by, a,, . .., by erzeugt.

s ist leicht, einen IFundamentalbereich fiir H(.4) in @ zu konstruieren,
worauf wir spiter (§ 48) zuriickkommen. Hier soll nur bemerkt werden, dass
man einen Fundamentalbereich fiir H(4) auf der Menge E—DM offenbar erhilt,
indem man ein Segment von 7 bildet, dessen Endpunkte sich bei b, entsprechen,

und ein Segment von j, dessen Endpunkte sich bei «, b, @, entsprechen.
32—26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 15 septembre 1927,
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Die Gruppe H(A) ist eine freie Gruppe, d. h. zwischen den Erzeugenden
by, a3, ..., bp bestehen keine anderen Relationen als Identititen. Die spiitere
Konstruktion eines Fundamentalbereichs fiir H(.Z) in @ wird das miihelos er-
kennen lassen. Man kann sich auch leicht direkt davon iiberzeugen, indem man
aus dem Netz », dem Dehnschen Gruppenbild von F, alle mit a, bezeichneten
Netzseiten fortlisst. Der mit dem Nullpunkt zusammenh#ngende Teilkomplex
des so abgeinderten Gruppenbildes bildet einen »Baum», d. h. er enthiilt keine
geschlossenen Ziige, woraus die Behauptung folgt. Die Fixpunktmenge M auf
F ist identisch mit der Menge der Hidufungspunkte der Eckpunkte dieses Baumes.

Wenn zwei Intervalle gegeben sind, deren jedes einer topologischen Ab-
bildung auf sich selbst ohne innere Fixpunkte unterworfen ist, so sind diese
Abbildungen bekanntlich® stets dhnlich, d. h. es gibt eine topologische Abbildung
des einen Intervalls auf das andere, durch welche die topologische Abbildung
des einen Intervalls auf sich selbst in diejenige des anderen Intervalls auf sich
selbst transformiert wird. In unserem Falle gilt speziell: Ist & ein Fixelement
bei 4 und z; das von der Achse von hb k™! begrenzte fixpunktfreie Intervall,
so geht 27, aus Az durch Transformation mit k hervor, da nach (10) auf ganz
E die Gleichung A=hih™! gilt. Entsprechendes gilt fiir die mit j bei H #qui-
valenten Intervalle. Vergleichen wir A7z und 1), so sind diese necht durch ein
Element aus ¥ in einander transformierbar; denn ¢ ist nicht mit j bei F dqui-
valent, j ist nimlich mit E—i—V (b,)— U (b,) dquivalent bei a,, wie oben schon
benutzt wurde. Es gibt aber eine durch einen Automorphismus hervorgerufene
Randabbildung, die 47z in 4j transformiert: Es sei nimlich I der folgende Auto-
morphismus erster Art:

-
a4y = 4

by—a; b a, !

ai"—)bl_l albl] ?;:2 p
bi— b,V bi b,) Y

und ¢ (FE) die zugeboérige Randabbildung. Da b, in a,b,7'a," ' und U (a)) in ¥V (a,)
ilbergeht, ist g¢=7j. Ferner bestitigt man sofort durch Einsetzung, dass

Al=14

® H. KNESER: Regulire Kurvenscharen auf den Ringflichen, § 3. Math. Ann. 91 (1924).
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ist. Diese Vertauschbarkeit zweier Elemente einer Gruppe schreiben wir in der
Form:

A=1.

Infolgedessen gilt auch fiir die Randabbildungen:

Aeayg,

also ist gAg'==A. Somit geht Aj aus iz durch Transformation mit g hervor.
Zusammenfassend haben wir also:
Bei 4 gehen die Abbildungen irgend zweier fixpunktfreier Intervalle
auf sich durch Transformation mit einer durch einen Automorphismus
erster Art hervorgerufenen Randabbildung (einer Operation aus H,)
aus einander hervor. Sind speziell die beiden Intervalle mit einander
dquivalent, so gehort der Transformator zu F, und zwar zu H (.1).
Beispiel 3: Wir betrachten als weiteres Beispiel noch den mit 4 verwand-
ten Automorphismus

A=Ay =A - Iq
also:
ay—ba
by — a1 by ay

as— a, taga

bp—a; by

Da zu I,, die Randabbildung a,~!(E) gehort, gehort zu 4’ die Randabbildung

Da Uf{a) in ¢ und V{a,) in j liegt, ist 2'¢ ein Teilintervall von ¢ und A’j ein
Intervall, das j als Teilintervall enthilt. Da eine topologische Abbildung eines
abgeschlossenen Intervalles auf einen echten Teil seiner selbst stets mindestens
einen Fixpunkt hat, so muss A’ mindestens je einen Fixpunkt in ¢ und j haben.
FEs soll nun gezeigt werden, dass ' nur zwei Fixpunkte hat und dass diese nicht
Grundpunkte sind, dass also zwet aperiodische Intervalle entstehen. Die Potenzen

von A’ sind:
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A=Ay,
Alz:/lga,ll a

'3__ 3
A=A Qi p2 g
n_ gn

A=A G n—1 @1 gn—2 - - G g1
also
i gn -
A=A a0 Va b, "2 qbya -

Ferner ist (§ 12):

also analog wie oben, fir » > o:

—_ —n
A "ZAQ —1 41 a1
1 1 . 1
g—n g— (1) A1
n
- Ab," a1 1g ™) b2a b0t
Man hat also
bigm=a, b ta 7 b2 e b g b a b ey b ay by ay
by y—n=a by ta b7 La b by bya T b by

und somit fir die Entwicklung der Grundpunkte derselben:

B(VbA) =a b e b a0 N gt b AL

k(V(bli]—n)): ay by tay by a by gy by R

V(b&,;) konvergiert also fiir » — « gegen den Punkt P* mit der Entwicklung:
k (P+) = al“‘1 bl—l al_l b1_2 al—l b1_3 . in inf
und fir n—— o gegen den Punkt P~ mit der Entwicklung:

EP)=a, b a b 2a, b2 ... in inf.

Da diese Entwicklungen nicht periodisch sind, sind Pt und P~ nicht Grund-
punkte. Wie die Entwicklungen zeigen, liegt P* in [¢,~'] und P~ in [a], sie
werden also durch U {%,) und V(b,) von einander getrennt. &, ist nicht Fixele-
ment bei .4', und die Endpunkte der Achse von ¥, iiberstreichen daher bei den
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Potenzen von A’ fixpunktfreie Intervalle. Da nun diese beiden Intervalle von
demselben Punktepaar P+ P~ begrenzt sind, gibt es nur diese beiden Intervalle
auf F. A(E) erzeugt also zwei aperiodische Intervalle, getrennt durch zwei Fix-
punkte, die nicht Grundpunkte sind, w. z. b. w.

Insbesondere ist also kein Grundpunkt Fixpunkt, also gzbt es ausser der
Identitit keine Fixelemente ber A, H(A)= 1. Wenn man aber solche Erzeu-
gendenfolgen, die als Entwicklungen von Randpunkten auftreten, als »Grenz-
elemente von F> bezeichnet, so gibt es genau zwei Fiz-Grenzelemente bei A', nim-
lich % (P*) und % (P~): Die Ausfiihrung der Substitution 4" in diesen zeigt, dass
sie ungeiindert bleiben.

16. Korrespondenz der Fundamentalfolgen bei Automorphismen.

Es sei I ein Automorphismus, g die zugehérige Randabbildung und

Jis S

eine Fundamentalfolge, die zu dem Randpunkt P gehort. Nach § 7j) konver-
giert dann

VA, V...

gegen P. Nach § 10 konvergiert dann

Vs, V{fu),...
gegen g P. Ferner kommt in der Folge

fu, fz[, .

kein Element unendlich oft vor, da dasselbe in der gegebenen Folge gilt. Also
ist auch die neue Folge eine Fundamentalfolge, und sie gehort zu g P:
Die Menge der Fundamentalfolgen wird bei Automorphismen wmkehrbar
eindeutig in sich dbergefiihrt, und diese Korrespondenz der Fundamental-
JSolgen legt die Randabbildung fest.
Wenn also auch die Konvergenten %k, %,,... des Grenzelements % (P) im all-
gemeinen nicht wieder in die Konvergenten eines Grenzelements iibergehen, so
bilden doch die Elemente
far, kor, . ..

eine Fundamentalfolge, die zu g P gehort.
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Nun werde angenommen, dass g F Fixpunkte besitzt. f sei ein Element
ausserhalb H (I). Dann sind die Elemente der Folge

£ S, frey frs, .-

simtlich verschieden, da I™ keine anderen Fixelemente hat als I. Ferner kon.
vergiert die Punktfolge
V(£ V{f), Vfr,...

gegen den einen Endpunkt des fixpunktfreien Intervalles, zu dem V(f) gehort.
Also hat man:
Ist f nicht Fixelement bei I und hat g F Fixpunkte, so sind f, fr1, fi*, . ..
und f, f1—1, fr-2, ... Fundamentalfolgen, die zu den Endpunkten des-
Jenigen fixpunktfreien Intervalls gehoren, das den positiven Grundpunki
von f enthalt.
Dass die Intervallendpunkte Fixpunkte sind, zeigt sich dabei darin, dass diese Folgen
bei Ausiibung einer beliebigen Potenz von I bis auf einen Anfangsabschnitt in
sich iibergehen.

Hierdurch wird eine Methode zur Bestimmung von Fixpunkten der Randab-
beldung und evtl. von Fixelementen des Automorphismus angewiesen: Da ndmlich
die Punktfolge V(fn) fiir n — % gegen einen Intervallendpunkt, den wir etwa
den »positiven> nennen kénnen, konvergiert, muss % (¥ (fn)) fur wachsendes »
immer héhere Konvergenten mit der Entwicklung des positiven Intervallendpunk-
tes gemeinsam haben. Wenn nun das Intervall periodisch ist, so ist diese Ent-
wicklung des Endpunktes periodisch, und diese Tatsache muss in einer Geselz-
mdssigkeit der Entwicklung k(V (fm)) fiir wachsendes n zum Ausdruck kommen, die
nach endlich vielen Schritten erkennbar ist.

Als Beispiel greifen wir auf den Automorphismus .7 (§ 15, Beispiel 2) zuriick.
J sei ein Element ausserhalb H(.4). In k(V(f)) kommen nicht Fix-Konvergenten
beliebig hoher Ordnung vor, da V(f) nicht Fixpunkt von A E ist. Es sei r die
grosste Zahl der Art, dass die Konvergente (r—1)-ter Ordnung %, Fixzelement
bei .4 ist. Dann ist

kr=1Fky_1 a*"
und also
krpm=kr—1a, b" bezw. k1 b, a, "

Die Punktfolge k. (0) konvergiert also fiir » — % gegen den positiven Grund-

punkt von ki a b, a,7' k!, bezw. von k.- b~ ' k!, also gegen Grundpunkte

r—1?
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von KElementen, die aus b,7' bezw. a, b, a,”' durch Transformation mit Fixele-
menten hervorgehen. — Dass dies Intervall in der Tat dasjenige ist, welches
V(f) enthilt, iiberlegt man sich leicht z. B. daraus, dass der die Entwicklung
kE(V(f)) darstellende Netzweg beim Ubergang von %, zu %, den oben genannten,
aus den mit b, a,,..., b, bezeichneten Netzsciten gebildeten Baum definitiv
verlisst. — Wir konnen also kurz sagen, dass das Intervall, zu dem ein Punkt
gehort, durch seine letzte Fixkonvergente festgelegt wird

17. Fixelementgruppen verwandter Automorphismen.

Es sei I ein Automorphismus erster Art, g die zugehorige Randabbildung
und H(I)<41. Angenommen es gibt ein Fixelement %, dessen Grundpunkte nicht
Intervallendpunkte sind. Bei der Operation hE bleiben nur die Grundpunkte
von h fest. Da diese Operation die Fixpunktmenge bei ¢ in sich iiberfiihrt, geht.
jedes fixpunktfreie Intervall in ein anderes iiber. Also hat hg nur die Grund-
punkte von A zu Fixpunkten, bestimmt also zwei periodische Intervalle, und der
Automorphismus

TI. Ioh—l = I)—1

hat nur die Potenzen des zu h gehorigen primiren Elements als Fixelemente; die
Gruppe H (I,—1) ist also zyklisch.

Beispiel 4: Der mit .4 verwandte Automorphismus
A - Ianl = .Aa,;l
ist gegeben durch

J ;= ay @ by ay™ !

Qg = Ay

—1 y
i Ay 5, 1=3,..., P
bi »agbia,™, t=1,..., p.

Die Grundpunkte von a, begrenzen nicht fixpunktfreie Intervalle bei .4, da a,
nicht Transformierte von b, ist. a, ist primir. Also ist

H( o) = {ay},

und bei der zugehdrigen Randabbildung entstehen zwei periodische Intervalle. —
Nun werde angenommen, % sei ein priméres Fixelement bei I, dessen Achse
ein fixpunktfreies Intervall ¢ begrenzt. Der positive Grundpunkt von h moge
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der negative Endpunkt von 7 sein. Ausser den Grundpunkten von h mige es
noch andere Fixpunkte bei g £ geben, die dann zu

E—i—Uh—Vh)=yj

gehoren. Die in j gelegenen fixpunktfreien Intervalle von g E werden dann bei
irgend einer Potenz h® unter sich vertauscht, also hat jeder Automorphismus
Iin, n =+ 0, j als fixpunktfreies Intervall. Bei einer negativen Potenz von h wer-
den die Punkte von 7 in derselben Richtung verschoben wie bei g. Also hat
In, n > o, keinen Fixpunkt in ¢, und

H(Iim) = {h}.

Dagegen kann es einen — und dann offenbar nur einen — negativen Wert von
n geben, fiir den I,» Fixpunkte in ¢ hat, fiir den also H (Iy) eventuell mehr als
die zyklische Gruppe {h} umfasst.

Beispiel 5: Bei .4 fillt der negative Endpunkt des in § 15 mit ¢ bezeich-
neten Intervalls mit dem positiven Grundpunkt von b, zusammen. Der Auto-
morphismus 45,—1 hat z. B. a,7! b, a; oder a;~" a, a; zu Fixelementen. Also gilt:
H(Apr) ist fiir n<=0,— 1 mit der zyklischen Gruppe {b,} identisch, fiir diese
beiden speziellen Werte von n aber umfassender. —

Wir betrachten die Aufgabe, Fixelemente fiir verwandte Automorphismen
zu finden, jetzt etwas allgemeiner:

I sei ein beliebiger Automorphismus. Dann gilt fiir belzebige Elemente f
und & aus F und n>o:

Si—r = hhrhp - hp=t - frn By Bt Ryt R
und wegen

(L~ = Iijm

Ji—n-r=h 2 h ke b tac frn - hyen - g2 hp—1
Setzt man
hhy - hpn—1 =1y
und

—1 —1 —1
h]fl 2 hlfn = 8,

so folgt
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7"nIh_1 = rpe1- BT
S"Ih—l = Sp—1 " ht.

Nun betrachten wir den Fall, dass die Entwicklungen der positiven Grundpunkte
von 7, und s, gegen Grenzelemente konvergieren:

k(V(rn))—n']
BV () = s )

Dann zeigen die beiden vorstehenden Gleichungen, dass » und s Entwicklungen

n— 0,

von Fixpunkten bei I,—1 sein miissen, in Ubereinstimmung damit, dass die Dar-
stellungen

r = hhjhp -+ in inf.
s = hy~1 b2 bty - in inf,

bei Ausiibung von I,—1 formal ungeiindert bleiben. (Vgl. die Entstehung der
Entwicklungen der beiden Fixpunkte P* und P— im Beispiel 3, § 15.) Es bleiben
hier die beiden Fille moglich, dass die Grenzelemente » und s aperiodiseh und
dass sie periodisch sein konnen. Im letzteren Fall sind wir zu eigentlichen Fix-
elementen von I;—t gefithrt worden. In beiden Fillen kann man folgendermassen
weiterschliessen: Wenn f Fixelement von I oder von einer Potenz von [ ist, so
konvergiert der positive Grundpunkt von fi,—yn fiir » — o gegen r und fir
n— —cw gegen s. r und s bestimmen also auf E ein bei I, fixpunktfreies
Intervall. Gibt es also zwei Fix-Grundpunkte bei I, die durch # und s getrennt
werden, so folgt, dass I—1 nur die beiden Fixpunkte » und s auf F hat.

Man sieht, dass die oben betrachteten Fille von dieser allgemeineren Be-
trachtung umfasst werden: Ist » Fixelement bei I, so sind » und s die periodischen
Entwicklungen der Grundpunkte von h. Liegen in beiden durch diese auf £
bestimmten Intervallen Fix-Grundpunkte von I, so folgt, dass H (Iy—1) zyklisch
ist. Begrenzt die Achse von h aber ein bei I fixpunktfreies Intervall, so ist jeden-
falls das komplementire Intervall, wenn es Fixgrundpunkte bei I enthilt, bei
Iy—1 fixpunktfrei.

Endlich ist folgender Satz, dessen Richtigkeit man unmittelbar durch Hin-
setzen priift, oft von Nutzen:

Aus lr=1 und hyn =1h1 findet man fiir Iy— das Fixelement h hr -
hpn—1 - [,

33 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 15 septembre 1927.
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z. B. hat man fiir den Automorphismus (p = 2):

]al b,
I: by

by !

by a,

das Fixelement

Il="bya, b, 'a, ' =a; b a1 b 1.
Es ist tbrigens
Man findet

as;o = la, 17!
beye =10, 177,

und kann hiernach fiir I,—1, wo h ein beliebiges Element der Gruppe {a,, b,} ist,
ein Fixelement bilden. z. B. fiir h = b, findet man so eine zyklische Fixelement-
gruppe, erzeugt durch das Fixelement bei Ip;1:

2 27 — — — —
b2b2I"'b215 l=b2 a2b2a2 b2 202 1b2 1a2 2.

18. Einteilung aller Automorphismen in Isogredienzklassen.

In § 12 wurden die Nebengruppen des aus allen inneren Automorphismen
bestehenden Normalteilers § von J als » Automorphismenfamilien» und die Sy-
steme innerhalb J in einander transformierbarer Automorphismen als » Automor-
phismenklassen> bezeichnet. Wir richten nun unser Augenmerk auf solche
Gesamtheiten von Automorphismen, die durch tnnere Automorphismen in einander
transformierbar sind. Wegen der besonderen Bedeutung dieses Begriffs in den
vorliegenden Untersuchungen sei fiir eine solche Gesamtheit der Name »Isogre-
dieneklasse» eingefithrt. Die zu zwei »isogredienten Automorphismen» gehdrigen
Randabbildungen werden durch ein Element aus ¥ in einander transformiert; sie
werden ebenfalls als »isogredient»> bezeichnet.

Zwei isogrediente Automorphismen gehidren nach Definition zur selben Auto-
morphismenklasse. Sie gehoren aber auch zur selben Familie. Denn man hat
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—1
Loy 11y =I5t (11)

Die Einteilung aller Automorphismen in Isogredienzklassen ist also eine Unter-
teilung der Einteilung in Familien. Der Gleichung (11) entspricht, wenn ¢ zu
I gehort, die Gleichung

Jof ' =ffityg (12)

fiir die Randabbildungen; diese liest man auch aus der Funktionalgleichung (8) ab.
Der hiufigen Verwendung wegen formulieren wir dies als

Satz 5: Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Isogrediens zweier zu
derselben Familie gehirigen Automorphismen I, wnd I,, I,= Iip—1, ist,
dass es eine Lisung f der Gleichung h = ffr" gibt,
und stellen daneben den

Satz 6: Notwendige wund hinreichende Bedingung fiir die Isogredienz zweier zu
derselben Klasse gehorigen Automorphismen I, und I,, I, = 1,711, I, ust,
dass I, mit einem mit I, vertauschbaren Automorphismus verwandt ust.

Die Bedingung ist hinreichend. Gibt es nimlich eine Dafstellung

L=1, Iy, IL=1I,

so folgt die Behauptung durch Einsetzung in die obige Form fiir I,. — Die
Bedingung ist aber auch notwendig. Aus

L1 =1y I, I
folgt nimlich
Fop1 1Y) - I - (L L) - I,71=1.

Der mit I, verwandte Automorphismus I, = I, I; ist also mit I, vertauschbar.

Ein Automorphismus I wird also jedenfalls durch die Automorphismen der
Familien von I, und der Potenzen von I, im Allgemeinen aber noch durch die-
jenigen weiterer Familien in isogrediente transformiert.

Fir die Familie § selbst ist die Einteilung in Isogredienzklassen mit der
Einteilung der Elemente von F in Klassen in einander transformierbarer identisch:
I, ist mit allen Z,;s, 5t fiir beliebiges f in F, und nur mit diesen, isogredient.

Ein Automorphismus I bewirkt eine FEinteilung der Elemente von F in Sy-
steme, die »Isogredienzklassen in Bezug auf I» heissen mogen:

Definition: Zwei Elemente f; und f, von F heissen »7zsogredient in Bezug auf I»,
wenn I;—1 und Iy~ isogrediente Automorphismen sind.
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Dann sind, wenn g zu I gehort, f{ ¢ und f,g isogrediente Abbildungen, es gibt
also ein solches f, dass

Je9=ff19S 7 = Sr'g

ist wegen (8). Wir haben also:
Satz 7: Notwendige und hinyeichende Bedingung dafiir, dass f, und f, in Bezug
auf I isogredient sind, ist, dass es ezne Losung f der Gleichung

Se=SAS
gebt.
In Bezug auf den frither als Beispiel benutzten Automorphismus .4 ist b, iso-
gredient mit der Identitdt, denn es ist

— g 1
by=a,7 - ay,.

Der Automorphismus -, —1 des Beispiels 5, § 17, gehért also mit .4 zu derselben
Isogredienzklasse. Die zugehorige Randabbildung b,/ geht also aus A4 durch

Transformation mit «,~' hervor:

bi=a,1ha,.

Die Fixpunktmenge bei b, 2 geht also aus derjenigen von A durch die Operation
a; ! hervor, und wir konnen das Beispiel 5 noch dadurch vervollstindigen, dass
entsprechend
H(A)={bj,ay,..., by}
die Gleichung
H(Ap—)={a, 'ba,a,  asa;,...,a7  bpa,y

besteht.

Allgemein schliesst man aus der Isogredienz der zugehorigen Randabbil-
dungen:
Satz 8: Sitnd I, und I, zwei isogrediente Automorphismen, I,=1, 5,51, 80 st dre

Fixelementgruppe H(L,) eine zu H(I,) konjugierte Untergruppe von F:
H(L)=fH(L)f!
oder anders geschrieben

H(1 )= H (),
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Satz 9: Die Elemente frn fiir beliebiges n gehéren alle zu derselben Isogredienz-
klasse in Bezug auf I
Das zeigen die Identititen (n > 0):

Jo=fol Sty ST S S,
Jron=fronfrtnt) o frer - f e U T f

unter Beriicksichtigung des Satzes 7.

Beispiel 6: Der Automorphismus .4, ist fiir beliebiges # mit dem Automor-
phismus 4 = _4, des Beispiels 3 isogredient, die zugehorige Randabbildung
enthiilt also zwei aperiodische Intervalle, getrennt durch zwei Fixpunkte P'* und
P’~, die nicht Grundpunkte sind:

H(Aal bl") =1.

Die Randabbildung geht fiir positives » aus derjenigen von .4’ hervor durch
Transformation mit

al bln_l a1 bln—2 e a1 bl al .
Fir P'* erhilt man dann die Entwicklung
k (P"") =" al—l b1_("+1) a;"lt .

Es ist leicht, die Entwicklung von P~ sowie die Entwicklungen beider Punkte
im TFall eines negativen » aufzustellen und zu zeigen, dass sie Fix-Grenzelemente
der betreffenden Automorphismen sind.

19. Automorphismen endlicher Ordnung.

Es sei /=1, ein Automorphismus erster Art und I*=1,. Es sei n die
kleinste positive Zahl dieser Art, also die Ordnung von I. Nach § 11 ist dann

H(I™) =1, m=1,2,...,n—1,

und die zugehorigen Randabbildungen ¢™ fixpunktfrei, wilhrend g" =1 ist.
Wir betrachten nun die mit [/ verwandten Automorphismen. Es sei I;—1 ein
solcher. Dann ist

k=f-fr-frfm (13)



262 Jakob Nielsen,

ein Fixelement von I—1, wie die Ausiibung von I;—1 unter Benutzung von fin = [
zeigt, und wie auch aus den allgemeinen Ausfithrungen in § 17 folgt.

Nun gilt fiir » > 0 nach den allgemeinen Formeln von § 17:

(If—l) :If;1_1 - fl—‘lf_l . (14)
Fiir unser obiges I ziehen wir fiir » = n aus (14) die Folgerung:
(L= =Tppr - (15)

Nun ist zu unterscheiden, ob & = 1 ist oder nicht.
a) k= 1. Dann ist H(I—)= 1, also H(I[;-1)= H((I1)"). Die zu ()"
gehérige Randabbildung ist aber nach (15) die Operation % aus F, also ist

H (=) ={k*},
wenn k* das zu % gehorige priméire Element ist. Also ist auch
H(I—)={k*}.

Die zugehérige Randabbildung fg¢ bestimmt zwei periodische Intervalle, die zu
dem priméren Fixelement £* gehoren. Und es ist

(f9) (B)=E(E).

b) k= 1. Dann ist nach (15)
(L-r=1,.

Und # ist auch der kleinste Exponent dieser Art, denn aus

(I—)y=1,
folgt wegen (14):
I'=1Iys . frr—1-

I" hat also ein Fixelement, was nur fir » =m - n der Fall ist. Also sind fg,

(f9)?, ..., (fg fixpunktfrei und (fg)*=1. Somit H(I;—1)= 1:

Satz 10: Alle mit einem Automorphismus endlicher Ordnung verwandten Auto-
morphismen haben als Fixelementgruppe entweder eine zyklische Gruppe
oder die Identitdt. Daber verhalten sich nach Satz 8 isogrediente Auto-
morphismen gleichartig.

Dies letsztere tritt auch formal in (13) zu Tage, wenn man dort fiir f das mit

J beziiglich I nach Satz 7 isogrediente Element & fh;™' einsetzt.
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Bei dem im vierten Abschnitt behandelten Problem werden diejenigen mit
I verwandten Automorphismen zu bestimmen sein, zu denen fixpunktfreie Rand-
abbildungen gehéren. Es wird also nach denjenigen Isogredienzklassen beziiglich
I der Elemente von F gefragt, deren Elemente Liosungen der Gleichung

Sfifre - frm—1=1 (16)

sind. Es wird sich spiiter ergeben, dass diese Gleichung nur eine endliche Anzahl
von nicht isogredienten Ldsungen hat und dass sich die Anzahl der als Lisungen
auftretenden Isogredienzklassen beziiglich I aus der Darstellung von I ablesen lisst.

20. Abbildung der auf E gelegenen vollstindigen Systeme dquivalenter Punkte
bei Automorphismen.

Es sei P ein Punkt von E. Die Menge der Punkte fP, wenn f ganz F
durchliuft, sei mit F P bezeichnet. F P ist iiberall dicht auf E; denn wenn ¢
ein beliebiges Intervall auf £ und f ein Element ist, dessen positiver Grundpunkt
in 7 liegt, und dessen negativer Grundpunkt von P verschieden ist (ein solches
gibt es nach § 5), so liegt f/* P fiir geniigend grosses % in 7. Ist I ein beliebiger
Automorphismus, g die zugehérige Randabbildung und g P= @, so ist g (F P)=F @
wegen der Funktionalgleichung (8). Die vollstindigen Systeme #quivalenter
Punkte werden also durch g auf einander abgebildet.

Angenommen nun es sei
9(FP)=FP.

Dann ist etwa g P=fP. Das Element f ist hierbei nicht vollstindig bestimmdt,
falls P Grundpunkt ist. Als »charakteristisches Element» /¥ des Punktes P von
E sei, wenn P Grundpunkt ist, das primire Element von F, das P zum positiven
Grundpunkt hat, und sonst immer das Element 1 definiert. Dann ist der » Aqui-
valenzfaktor> f des Punktes P bei der Abbildung g nur bis auf eine willkiirlich
bleibende Potenz des charakteristischen Elements bestimmt:

g P—fP—ffWe p—funefp.
Wenn nun A ein beliebiges Element aus F ist, so ist nach (8):

ghP=higP=hifP=hifh="- hP.
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Die Aquivalenzfaktoren aller Punkte von F P bei I bilden also eine Isogredienzklasse.
in Bezug auf I7'. Diese ist vollkommen bestimmt, wenn P nicht Grundpunkt
ist. Wenn nun FP einen Fixpunkt bei g enthalten soll, etwa den Punkt kP,
so ist nach der letzten Gleichung

h[fhﬁl :f(hl’)a
also
=Rk B fOP S =hy R - fDe
oder
Ff 0= =R h.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass F P Fixpunkte bei I ent-
hélt, st also, dass der Aquivalenzfaktor eines beliebigen Punktes von F P bei Hinzu-
Siigung einer geeigneten Potenz seines charakteristischen Elements in die Isogredienz-
klasse der Identitat beeiiglich I fallt.

III. ABSCHNITT.

Stetige Abbildungen.
21. Topologische Abbildungen der Fliche ¢ auf sich. 7-Funktionen.

Die Fliche ¢ (=D mod F, § 3) werde einer topologischen, d. h. einein-
deutigen und stetigen Abbildung 7 auf sich selbst unterworfen. ¢ sei ein Punkt
von ¢, ¢'=17q der Bildpunkt, z, einer der Koordinatenwerte von ¢, z, ein sol-
cher von ¢’. Nun sei x ein beliebiger Punkt von @ und W ein stetiges Kurven-
stiick in @, das von z, nach « fithrt. W liegt iiber einem stetigen Kurvenstiick
w auf @. Das stetige Kurvenstiick, das iiber zw liegt und in %, beginnt, mége
in #’ endigen. Dann schliesst man leicht aus der Eigenschaft von @, universelle
Uberlagerungsfliche von ¢ zu sein: ' hiingt nur von x, nicht von W ab. Jedem
Punkte z ist also eindeutig ein Bildpunkt z’'=¢ () zugeordnet. Einer Umgebung
von z (die man zunichst so klein wilhlen kann, dass sie kein Paar bei I’
dquivalenter Punkte enthilt) entspricht eine Umgebung von z’. Zwei verschie-
denen Werten von 2 entsprechen zwei verschiedene Werte von 2’. Durch Be-
trachtung der reziproken Abbildung 7~ !¢ folgt, dass alle diese Beziehungen um-
kehrbar sind. Die Funktion z'=¢(x) bestimmt also eine fopologische Abbildung
t®@ wvon @ auf sich, bei der zwei dquivalente Punkte stets wieder in zwei dquiva-
lente Punkte iibergefithrt werden. Umgekehrt wird durch jede Abbildung ¢ @ mit
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dieser Eigenschaft eine topologische Abbildung 7 ¢ festgelegt. Alle Funktionen
t(x) dieser Art bilden eine Gruppe die mit T bezeichnet sei; jede solche Funk-
tion ¢(xz) wird hinfort als eine T-Funktion bezeichnet. ¢ @ »liegt iber» vgp. Bei
der Bestimmung von ¢ war die Wahl von ¢, z, und z, zum Teil frei. Es sei
also ?, eine zweite iiber v liegende T-Funktion. Dann liegt # ¢! iiber der
identischen Abbildung von ¢, ist also ein Element f aus F, eine > Decktransfor-
mation der universellen Uberlagerungsﬁéiche». Also ist t;==ft, und wir haben:
Jede topologische Abbildung von ¢ auf sich bestimmt eine Familie
verwandter T-Funktionen, deren Mitglieder aus einander durch Hinzu-
fiigung einer Operation aus F hervorgehen.

22. Funktionalgleichung der 7-Funktionen. Induzierte Automorphismen.
Abbildungsklassen.

Es sei ¢ eine T-Funktion und f ein Element aus F. Dann ist ¢ ¢! eine 7-
Funktion, die iiber der identischen Abbildung von ¢ liegt, also ein Element f’
aus I

Lt =f". (17)

Dies zeigt, dass F ein Normalteiler von T und die Zuordnung f—f’ ein Auto-
morphismus I von I ist, der als »durch t tnduziert> bezeichnet sei. ¢ geniigt also
in ganz @ der Funktionalgleichung

tfex=frtx, (18)
die mit der Funktionalgleichung (8) der frither betrachteten Randabbildungsfunk-

tionen g¢(E), (§ 13), tibereinstimmt und, wie diese, mit einem System von 2p
Funktionalgleichungen entsprechend (9) gleichbedeutend ist. Der Wert von ¢ in
einem Fundamentalbereich von F bestimmt also ¢ in ganz @.

Nach (18) ist ¢ mit allen Elementen der Fixelementgruppe H (I) und nur
mit diesen Elementen von F vertauschbar.

Nun sei & ein Element aus F. Die mit ¢ verwandte 7-Funktion k¢ indu-
ziert dann nach (17) wegen

htftt ht=hf b1

den mit I verwandten Automorphismus I,—1. Die ganze Familie der iiber z¢
liegenden 7-Funktionen induziert also eine Automorphismenfamilie, woraus sich
ein Einteilungsprinzip fiir dié ¢ ergibt:

34 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 16 septembre 1927.
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Jeder topologischen Abbildung von ¢ auf sich ist eindeutig eine Fa-
milie von Automorphismen von F' zugeordnet. Zwei Abbildungen von
¢ werden zu derselben Abbildungsklasse gerechnet, wenn ihnen dieselbe
Automorphismenfamilie zugeordnet ist.
Insbesondere heisst eine Abbildung 7z ¢ »zur Klasse der Identitat gehorig», wenn
ihr die Familie § der inneren Automorphismen zugeordnet ist. Eine der zuge-
horigen 7-Funktionen induziert dann den identischen Automorphismus, ist also
mit allen Elementen von F vertauschbar.

Wird I, durch ¢ und I, durch {, induziert, so wird durch #, ¢, der Auto-
morphismus I, I, induziert, wie (18) zeigt. Die Gruppe 7 ist also mit J isomorph'®,
und dabei entspricht der Einheit I, von J derjenige Normalteiler 7, von 7, des-
sen Elemente den identischen Automorphismus I, induzieren. Die Gesamtheit
T3 derjenigen 7-Funktionen, die Automorphismen aus der Familie § der Iden-
titdt induzieren, bildet also ebenfalls einen Normalteiler von 7, da § Normal-
teiler von J ist. Bezeichnet endlich (z) die Gruppe aller topologischen Abbildungen
von ¢ auf sich und (z), die Gesamtheit derjenigen 7, die zur Klasse der Identitit
gehbren, so ist also (z), ein Normalteiler von (z), und die » Gruppe der Abbildungs-
klassen» ist durch jede der vier holoedrisch isomorphen Faktorgruppen

T T 3 H
%25'5:5217 (19)

gegeben, wo H mach § 13 die Gruppe der durch Automorphismen hervorgerufenen
Randabbildungen bedeutet.

23. Jeder Automorphismus wird von 7-Funktionen induziert.

Satz 11: Dze von den topologischen Abbildungen von ¢ hervorgerufenen Automorphis-
menfamelien enthalten alle Automorphismen von F.

Dieser Satz ist von M. Derx aufgestellt worden, der mir frither einen
fir p=2 ganz durchgefiihrten Beweis mitgeteilt hat; dieser Beweis operierte
auf der Fliche @ selbst unter Benutzung der am Schlusse von § 9 angegebenen
Dehnschen Sitze. Hier soll der Beweis so gefiihrt werden, dass wir zu einem
gegebenen Automorphismus eine zugehorige 7-Funktion in @ konstruieren, und

zwar indem wir zwei geeignet gewihlte Fundamentalbereiche von I” topologisch

1% Hier wird die im niichsten Paragraphen zu beweisende Tatsache vorweggenommen, dass es zu
jedem Automorphismus 7-Funktionen gibt, die ihn induzieren.
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so auf einander abbilden, dass in dquivalenten Randpunktpaaren der durch die
Funktionalgleichung (18) geforderte Zusammenhang besteht. Wir stellen uns
zuniichst statt des in § 3 definierten Fundamentalbereichs B einen fir die vor-
liegende Aufgabe besser geeigneten her, der durch eine leicht zu {ibersehende
Abinderung aus B entsteht.

¢ sei eine der Zahlen 1, 2,..., p. Die Achsen von a; und b; schneiden sich
in einem Punkte I);, Nun werden der Reihe nach gebildet: das Bild der Achse
von b; bei a; also die Achse von a; b; a; 7!, das Bild der Achse von a; bei dieser
letzteren Operation, also die Achse von ; b; a; b 'a; !, das Bild der Achse von
a; b; ai ! bei der Reziproken dieser letzteren Operation, also die Achse von a; b; a; L.
bi- a; b a7, das Bild der Achse von a; b; a; b ' @, bel der Reziproken der
letzteren Operation, also die Achse von %; a; kY, wo k; den Kommutator a; b;
a;~! b7 bedeutet. Die beiden zuletzt erhaltenen Elemente sind &; b; k! und %; a: k7.
Setzt man nun dieses Verfahren unbegrenzt fort, indem man jeweils zwei mal
das zuletzt erhaltene Element direkt als Transformator verwendet und dann zwei
mal das reziproke des zuletzt erhaltenen Klements verwendet, so erhédlt man nach
jeweils vier Schritten Elemente der Form k™ b; k™, k" a; ki fiir wachsendes n.
Die Grundpunkte aller dieser Elemente konvergieren also bei Fortsetzung des
Prozesses gegen V (k). Die Schnittpunkte der Achsen je zweier aufeinanderfol-
gender dieser Elemente seien der Reihe nach mit

D, DY, D), . ..

bezeichnet. Wiederholt man dasselbe Verfahren mit Vertauschung der Rollen von
a; und b;, so erhilt man eine neue Elementfolge, deren Grundpunkte gegen U (£;)
konvergieren und die zur Entstehung einer Reihe von Schnittpunkten

Di y Di(_l), Di(_m

y ot

Anlass geben. Dasjenige Teilgebiet Z; von @, das ausserhalb aller dieser Achsen-
kreise und innerhalb des Achsenkreises von k; liegt, ist ein im Sinne der nicht-
euklidischen Metrik konvexer Bereich, der bei der Gruppe {k;} in sich iibergeht.
Denn bei #%; wird die Achse von %; in sich verschoben, und das andere, aus un-
endlich vielen Seiten bestehende Randstiick ¢; von Z; wird so in sich verschoben,
dass jede Seite die drei nichstfolgenden iiberspringt und in die vierte iibergeht.
Speziell ist
k; DD = D+,

Die Figur Z; geht durch Spiegelung an O D; in sich iiber, D/® und D/~ haben
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also gleichen Abstand von F und liegen daher auf denjenigen Ortogonalkreisen
k; C; und C; zu E und zu der Achse von k;, die die Rolle der Kreise S(C)und
C in der Figur 4 spielen.

Nun seien die Eckpunkte des in § 3 benutzten Fundamentalbereichs B an-
fangend von dem Schnittpunkt der Seiten B; und 4, (er wurde in § 3 H genannt)
folgendermassen bei linksliufigem Umlauf bezeichnet:

Ql Qll le (L)13 Qz QQI (\,)22 st s QP (l)pl Qp‘-’ QpS‘

Dann fihrt 57! den Punkt Q:;1; in @n und @; b; ;™ den Punkt @, in ¢, also
k; den Punkt Qi-H in Ql iiber (1 mod ]))2

ki Qivr=a; biai™. b7 Qivr = a; bi a7t @iy = Q.

@; und ;1 haben gleichen Abstand von E, also liegt @1 auf C; und @; auf
k; C;. Die Kreise C; und %;41 Ciy1 schneiden sich in @;;:. Der von ;1; nach D;=?
fiithrende Teilbogen von (; heisse I, Der neue Fundamentalbereich £ von F wird
dann begrenzt von U, k; I; und dem Teilpolygon D, D/ D; DY D des Rand-
stiickes ¢; von Z; fir ¢ =1,2,..., p.

Die Randstiicke von R sind paarweise bei «;, b; und den aus diesen zu-
sammengesetzten Operationen %; iquivalent. Dabei ordnen sich die mit 2 #qui-
valenten Bereiche um jeden der mit D; dquivalenten Punkte zu je fiinf an; einer
der vier Winkel, die bei dem Schnitt der Achsen von a; und b; entstehen, wird
nimlich noch durch die Strecke I; geteilt. Um jeden der mit ¢; dquivalenten
Punkte ordnmen sich die mit £ #dquivalenten Bereiche zu je p an, wie aus dem
Folgenden noch ersichtlich sein wird.

Die Figur 13 veranschaulicht die Beziehung der Fundamentalbereiche B
und 2 zu einander, und zwar fiir denjenigen Teil dieser Bereiche, der durch die
nichteuklidische Gerade ¢, @, abgeschnitten wird. Die Figur entspricht dabei
p =2, wobei speziell die Achse von %, Durchmesser von E wird und mit der
Geraden @, @, zusammenfillt; im iibrigen ist aber die gegenseitige Lage und Beziehung
der einzelnen Teile der Figur fiir p>2 dieselbe. Der betrachtete Teil von B be-
steht aus V+I+II+II1+1IV, der entsprechende von 2 aus V+I'+II'+ 111"+ 1V

Dabei ist, wie man leicht aus der Figur abliest,

I'=aq,1, =511,
I = a, b, II1, IV'=b, a,IV.

Die die Berandung dieses Teiles von B bildenden Geraden, also in der Be-
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nennung von § 3 die Seiten A, und B, des Netzes N, setzen sich in £ zusammen
aus den Geradenstiicken, die IV’ von II', II' vonr V, V von I’ und I’ von IIT’
trennen. Die Pfeile tragenden Geraden sind die Achsen der angeschriebenen
Elemente. —

Die Achsen von £, k,, ...,k liegen ganz ausserhalb einander, wie z. B. die
Entwicklungen ihrer Grundpunkte zeigen; nur fiir p=2 fallen die beiden Achsen
ganz zusammen wegen

B=Fk ky=1.

Q, 12 %,
Fig. 13.

ky £ hat mit Q die Strecke k1, gemeinsam. %, 2 wird durchsetzt von den
Achsen von

by by ko BN oo Ry R BT
die alle zwischen V (k) und U (kp) auf E aufsitzen. £ grenzt an die » Achsenziige»
i, - .., 0p (Randstiicke der Z,,..., Z,). k, Q grenzt also an die Achsenziige
kyer=01, k1 0y, .. ., ky0p.

Die von ¢, ausgehende freie Seite von k, 2 (fiir p>2) entspricht der Seite k, I,
von £, an welche k, 2, grenzt; an diese freie Seite grenzt also %, k, 2, und dieser
Bereich grenzt an die Achsenziige

kikyo, biksoo=k 0 k, kyQs, ..y kykyop.

An die der Seite %; l; von Q entsprechende freie Seite k; &, ky I, von %, ky Q, die
(fir p>3) als freie Seite von ¢, ausgeht, grenzt nun %, &, k, 2. Dies Verfahren
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setzt man im Zyklus um @, fort, bis man zu 4 4, ... kp 1 2 kommt. Dies ist
aber wegen
(20) R=Fk Fk,...lp=1

mit £, ' & identisch, grenzt also lings 7, an 2. Um ), ist also bei rechtsldufigem
Umlauf ein Zyklus von p Bereichen

8,k 8, bk 2, .., kiky. . kp 1=k 8
angeordnet. Aus Symmetriegriinden folgt nun, dass der Winkel zwischen den von
Q: ausgehenden Strecken l;_; und k;!; die Grosse gg hat. Speziell fur p=2

liegen diese Strecken also auf derselben Geraden.
Die obigen p Bereiche stossen an diejenigen p(p —1) Achsenziige, die aus
01, 03y - - ., 0p durch die Operationen

I, kl’ klkg, ey kle... l"p——l

hervorgehen. Die zyklische Anordnung der Endpunkte dieser Achsenziige auf &
ist aus der Anordnung der p Bereiche um ¢, und der Lage der g; zu £ leicht
abzulesen.

Endlich brauchen wir fiir p>2 noch ein System von Hiilfslinien: m; sei eine
geradlinige, gerichtete Strecke, die von D{=% nach D;® fiihrt (i mod p). m; schneidet
also von £ ein gleichschenkliges Dreieck .#; mit der Grundlinie m; und der Spitze
Q: ab. £, sei der Teil von 9, der nach Fortnahme dieser p kongruenten Dreiecke
iibrig bleibt. Die Dreiecke

Ay, ke Ay, kg Ay, Ry Ey . Fepy Ay

ordnen sich zu einem reguliren p-Eck .4 mit dem Mittelpunkt ¢, an. Die
Seiten desselben sind

my, kymy, kykomg, ..., kiky ... kp_1myp.
Die Ecken desselben sind die Punkte
D@k, DD ki ky DD, . kiky .. kpo D=}y D®=D,2.

Der Fundamentalbereich Q st durch Q,+ A ersetzbar.
Nun sei K diejenige Untergruppe von F, die von %, ks, . . ., kp erzeugt wird.
K ist wegen (20) eine frete Gruppe mit p—1 Erzeugenden. Mit K Q sei die
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Gesamtheit der mit Q bei K #quivalenten Bereiche bezeichnet. Bildet man nun
entsprechend dem obigen Zyklus von p mit Q dquivalenten Bereichen um @),
die analogen Zyklen um €,, ..., @, und weiter um die mit §; iquivalenten Ecken
der schon erhaltenen Bereiche u.s.w., so erschopft man durch dieses Verfahren
gerade ganz K Q. Ist k ein beliebiges Element aus K, so grenzt k Q an die
Achsenziige ko, ..., kop. Jeder Achsenzug ko; ist Querschnitt von F, und der eine
der Teile, in die er @ zerlegt, ist ein (nichteuklidisch-)konvexes Gebiet. Der Durch-
schnitt aller dieser konvexen Gebiete, wenn =1, 2, ..., p und % ganz K durchlauft,
ist ein konvewes Gebiet II, dessen Rand von allen ko; gebildet wird; denn jeder der
Querschnitte ko; von F hat alle iibrigen auf seiner Hohlseite. Nun ist offenbar

KQ=K(Q,+ A4 =11

Ist also f ein Element in F' aber ausserhalb K, so hat das konvexe Gebiet fII
mit IT hochstens Randpunkte von II gemeinsam. @ wird also in dieser Weise
durch K und seine Nebengruppen in konvexe Gebiete aufgeteilt.

Im Falle p==2, wo das »Ansatzstick» .4 verschwindet und £, mit £ identisch
ist, ist K zyklisch, und If wird von ¢, und g, begrenzt, die ihre Endpunkte auf
L gemeinsam haben und beide durch %,=4%,7! in sich verschoben werden.

— Die Berandung von B entspricht der Anbringung des kanonischen
Schnittsystems der Fig. 1 auf ¢. Die Berandung von £ entspricht einer anderen
oft benutzten Aufschneidung der Fliche, namlich der Verwendung von p selb-
stindigen Riickkehrschnittpaaren, deren Kreuzungspunkte durch p »Ziigel> mit
einem beliebigen Punkt der Fliche verbunden sind. Denkt man sich in Fig. 1
auf der Fliche ¢ die geschlossenen geoditischen Linien eingezeichnet, die die
Achsen der «; und b; darstellen, so erhilt man p zu einander fremde Paare von
Riickkehrschnitten. Thre Kreuzungspunkte werden durch die geoditischen Segmente
I, mit Qi und durch die gerichteten geoditischen Segmente m; mit einander ver-
bunden. So entsteht Fig. 14 {p=3), in welcher die 4; und B; fortgelassen und
die Achsen durch die Namen der zugehorigen Substitutionen bezeichnet sind.
Ferner ist noch die Lage der die Achsen der %; darstellenden geschlossenen geo-
ddtischen Linien angedeutet, die je einen Torus von der Fliche abschniiren.
Im Falle p==2 gibt es nur eine von diesen, und diese geht durch Q; die m; fallen
dann mit den {; zusammen.

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen fithren wir nunmehr den Beweis
der obigen Behauptung durch. Es sei also ein beliebiger Automorphismus I
(f—f) von F gegeben. Es soll ein Q entsprechender Bereich Q' konstruiert
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werden; entsprechende Dinge werden dabel stets durch Hinzufiigung eines Akzents
gekennzeichnet. Das Resultat des § 9, dass die zyklische Anordnung der Grund-
punkte bei I erhalten bleibt, wird bestiindig verwendet.

Die Achsen von «; und b; schneiden sich in D);. Analog wie oben leiten

wir hieraus eine Elementfolge

’ 4 ’ !’ - ’ ’ ’ r__ 'Al
bi,az-,a,- bz‘ a; 1, a; bi a; bi 1(177 y e

ab; die zugehorigen Achsen schneiden sich in D, DV, D&’ . Die Grund-
punkte dieser und der analogen Folge konvergieren gegen die Grundpunkte von
k'=ua; b/ a/~' b/~'. Dem konvexen Bereich Z; entspricht ein konvexer Bereich
Z/ als Zwischengebiet aller dieser Achsen, begrenzt von der Achse von £’ und
einem »Achsenzuge» o/

Nun sei K'=K; die von %,’, ..., %, erzeugte Untergruppe von F und %’ das
Zeichen fiir ein beliebiges Element aus K. Jedem Achsenzug ko; entspricht nun
ein Achsenzug 4'g/. Die Menge der Endpunkte der Achsenziige k’¢; geht aus
der Menge der Endpunkte der kg; durch die zu I gehorige Randabbildung g E
hervor. Sie hat also dieselbe zyklische Anordnung wie diese. Jeder ’o, hat also
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alle tibrigen auf seiner Hohlseite. Zusammen bestimmen also die %'¢,” ein konvexes
Gebiet IT', wie die ko; das konvexe Gebiet IT bestimmten.

Nun liegen auf dem Rande von II' die Punkte D;®" und D=’ in derselben
zyklischen Anordnung wie die entsprechenden ungestrichenen Punkte auf dem

Rande von II. Zieht man also geradlinige, gerichtete Strecken m; von D{7?’ nach

D/, so schneiden diese aus IT' ein konvexes Polygon £, aus. Ebenso bilden
die Strecken

myy k' omy kS k) my, L R ke K e mp
die Seiten eines konvexen Polygons A’ das mit m,” an Q, grenzt; die Ecken
(21) D@, k' DY kR DY, R k) K Dy =1k Dy = D

liegen nimlich auf dem Rande von II' in derselben zyklischen Anordnung wie
die entsprechenden ungestrichenen auf dem Rande von II. Durch Ausiibung aller
Elemente von K’ und Vergleich mit den betreffenden Elementen aus K folgt

nun, dass

K (Q/ +.A4)=1T

ist. Ist f ein Element in ¥ aber ausserhalb K, so wird I7 durch die Operation f
auf die andere Seite eines der IT begrenzenden Achsenziige ko; verlegt, da f IT
mit IT hochstens Randpunkte von I7 gemeinsam hat. Aus der Erhaltung der
zyklischen Anordnung der Grundpunkte bei gFE folgt, dass dann auch f” IT' von
II' durch das betreffende %'/ getrennt ist, dass diese beiden Gebiete also keine
inneren Punkte gemeinsam haben.

Nun kénnen wir den Beweis dadurch zu Ende bringen, dass wir eine geeignete
topologische Beziehung zwischen 2,4 .4 und £, + 4" anfstellen. Der Symmetrie
halber, und um ein spiter erforderliches Nebenresultat bequem zu erhalten, stellen
wir erst einen zu 0 analogen Bereich her: @, sei ein beliebiger Punkt im Inneren
von A'. Er wird mit den Ecken (21) von 4" durch geradlinige Strecken ver-
bunden, die in dieser Reihenfolge mit

BV RRS L RS RS RS kR Ry L =1
bezeichnet werden. 4" wird dadurch in p Dreiecke

’ ’ ’ ’ ’ ’
AN N Y R
35 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 16 septembre 1927.
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zerlegt. Dann sei Q' der Bereich, der aus 2,” durch Hinzufiigung der Dreiecke
A4+ 4+ -+, entsteht. 4, hat m; als Grundlinie und

N R
als Spitze. Q' wird begrenzt von I, k[l und dem Teilpolygon D~ D~V D/
DAY DA won o (i=1,2,...,p). Die Randstiicke von Q@ sind paarweise bei a;, b/
und den aus diesen zusammengesetzten Operationen ki dquivalent.

' ist ein konvexer Bereich. Auf keiner der Seiten von ' gibt es ein
Paar bei F iquivalenter Punkte, abgesehen von den Endpunkten der auf den g,
liegenden Seiten; das folgt daraus, dass @ durch die Gesamtheit der Bereiche
F 2 einfach und liickenlos iiberdeckt wird. (Auf die Tatsache dass den a;” und
b/ Kurventypen ohne Doppelpunkte entsprechen, wurde schon am Schluss von
§ 9 im Anschluss an Dehn aufmerksam gemacht.)

Eine Umlaufung von © und die entsprechende Umlaufung von £’ ergeben
in @ offenbar den gleichen oder entgegengesetzten Umlaufssinn, je nachdem 1 von
erster oder zweiter Art ist.

Nun sei s irgend eine gerichtete Seite von 2 und f's die damit dquivalente
(fist also eines der Elemente a,*', b,/=! oder k;*!). s" sei die entsprechende Seite von
' unter Beriicksichtigung der richtigen Durchlaufung. Dann ist f’s" die damit
dquivalente. Nun sei f eine beliebig gewiihlte topologische Abbildung von s auf
§. Dann ist f'tf~'! eine topologische Abbildung von fs auf f’'s’. Lisst man
s je einen Reprisentanten jedes Paares dquivalenter Seiten von £ durchlaufen,
so kommt man zu einer topologischen Abbildung des Randes von £ auf den
Rand von 2'. Dann sei ¢ eine topologische Abbildung von Q auf ', die auf
dem Rande von £ mit der schon definierten iibereinstimmt. ¢ geniigt dann auf

dem Rande von 2 der Funktionalgleichung

(22) tfx=ftx

fir die in Frage kommenden Elemente f, die die Randseiten #Hquivalent auf
einander beziehen. Ubertrigt man nun diese Abbildung ¢ 2 auf alle mit Q dqui-
valenten Bereiche fQ, nunmehr fiir beliebiges f in F, mit Hiilfe der Gleichung
(22), so erhilt man eine topologische Abbildung ¢von @ auf sich, die (22) gentigt,
also eine 7-Funktion, die I induziert. Damit ist unser Ziel erreicht.

Wir wollen fiir spitere Zwecke diese 7I-Funktion noch auf besondere Art
wihlen. Die Geraden des Netzes N, also die Bilder der kanonischen Kurven A;
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und B;, ergeben in £ 4p geradlinige Querschnitte, von denen je vier von jedem
der Punkte @; nach benachbarten auf g und ¢; 1 gelegenen Seiten von 2 fiihren.
Vgl. Fig. 13. Keine zwei-dieser Querschnitte treffen einander ausserhalb der Punkte
Qi Sie zerlegen Q in 4p+ 1 konvexe Polygone. Thre Bilder bei ¢ sind Jordan-
bogenquerschnitte in Q. Nun kann man die Abbildung ¢ unter Beriicksichtigung
folgender Wiinsche withlen:
1. Bei der friiheren Auswahl des Punktes ,” in .4’ sorgt man dafiir, dass @,
nicht auf einer Geraden des Netzes N liegt.
2. Bei der Auswahl der topologischen Abbildung der einzelnen Randseiten von
2 auf die entsprechenden von £’ sorgt man dafiir, dass die Bilder der von den ¢;
verschiedenen Endpunkte der Querschnitte von £ nicht anf Geraden des Netzes
N fallen. Das ist moglich, denn die Achsen der a;/ und b/ liegen nicht auf Ge-
raden des Netzes N. Diese Geraden sind nimlich Achsen von Elementen, denen
Kurventypen mit notwendigen Doppelpunkten entsprechen.
3. Die Ausdehnung der topologischen Abbildung auf das Innere von £ nimmt
man folgendermassen vor: Jeder der Querschnitte von 2 wird zunichst irgendwie
topologisch auf diejenige geradlinige Strecke abgebildet, die die bereits festgelegten
Bildpunkte seiner Endpunkte verbindet.. Das ist moglich, weil £ konvex ist, Nun
ist der Rand jedes der konvexen Teilpolygone von Q2 auf den Rand des entsprechen-
den, ebenfalls konvexen Teilpolygons von Q° topologisch abgebildet. Diese Ab-
bildung dehnt man irgendwie topologiseh auf das Innere der Teilpolygone aus.
Bei der durch diese 7-Funktion festgelegten, zu I gehorigen topologischen
Abbildung von ¢ auf sich sind die Bildkurven A4, und B/ der kanonischen Kur-
ven A; und B; aus einer endlichen Anzahl von geoditischen Linienstiicken zu-
sammengesetzt, deren Endpunkte ausserhalb der A; und B; liegen. Die 2p Kurven
A/, B/ haben daher mit den 2p Kurven 4;, B; nur endlich viele Schnittpunkte.

24. TFunktionen mit vorgeschriebener Funktionalgleichung und vorgeschrie-
benen Werten in endlich vielen Punkten von @.

In diesem Paragraphen soll der Satz 11 des vorigen Paragraphen folgender-
massen erweitert werden:

Batz 12: Wenn emn Automorphrsmus von F und eine endliche Anzahl unter ein-
ander mnicht dquivalenter Punkte von @ beliebig vorgegeben sind, so gibt
es T-Funktionen, die den gegebenen Automorphismus tnduzieren und in
den gegebenen Punkten Ubeliebig wvorgeschriebene (unter einander mnicht
dguivalente) Werte haben.
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Hiilfssatz 1: Es gibt eine topologische Abbildung z von ¢ auf sich von der
Klasse der Identitiit, die die » vorgegebenen (verschiedenen) Punkte
d,, dy, . .., dnin die » vorgegebenen (verschiedenen) Punkte d,’, dy’, . . ., du’
iiberfiihrt.

Das ist unmittelbar zu sehen: Man verbinde d; mit di' durch einen geo-
détisch-polygonalen Weg ¢; der Art, dass keine zwei der ¢; einen Punkt gemeinsam
haben, und schliesse ¢; in ein geschlossenes geoditisches Polygon ein, dessen Inneres
J; heisse, so dass keine zwei der Polygone einander treffen. Dann unterwirft
man jedes J; einer topologischen Abbildung = auf sich, die d; in d; iiberfithrt und
auf dem Rande von J; die Identitdt ist. Ausserhalb der d; ist = die Identitit.
Dann gibt es eine iiber 7z liegende 7-Funktion, die den identischen Automor-
phismus I, induziert, nimlich diejenige, die einen Punkt von @, der iiber einem
ausserhalb aller J; liegenden Punkt von ¢ liegt, in sich iiberfiihrt.

Hiilfssatz 2: s gibt eine I, induzierende 7-Funktion, die einen beliebigen Punkt D
des Fundamentalbereichs B in a, D iiberfiihrt.

Wir konnen annehmen, dass D) der Nullpunkt O ist, da wir sonst nur mit
einer I induzierenden 7-Funktion zu transformieren brauchen, die D in O iiberfithrt
(Hiilfssatz 1). Die Seiten von B seien wieder linksliufig numeriert, von dem
Schnittpunkt von B, und 4, anfangend. P, @, R seien drei innere Punkte der
dritten Seite von B, in dieser Reihenfolge bei linksldufigem Umlauf. O wird mit
¢ und mit dem auf der ersten Seite von B gelegenen Punkte @, @ durch eine gerade
Strecke verbunden. P wird mit ¢, P und R mit @, R so durch einfache Polygon-
querschnitte in B verbunden, dass diese den Weg @ O (a; @) zwischen sich ent-
halten. Diese beiden Querschnitte werden auf die Strecken v=1, 0=Z4=1 und
v=—1I, O=u=1 einer wu-v-Ebene topologisch abgebildet, ferner P ¢ auf u=o,
1=v=0, @ R auf u=0, o=v=-—1; durch die Festsetzung: wenn z auf (,v) ab-
gebildet ist, soll @, x auf (w+ 1, v) abgebildet werden, ist dann die Abbildung des
Stiickes (a, P) (a, @) (@, R) der ersten Seite von B auf u=1, 1=v=—1 festgelegt.
Endlich wird @ O (a, @) auf v=0, 0=<u=1 abgebildet und die Abbildung irgendwie
zu einer topologischen Abbildung y des Teilstiicks P R (a, R)(a; P) von B auf das
Rechteck o=u=1, —1=v=1 erginzt. Durch die obengenannte Festsetzung wird
7 zu einer Abbildung des ganzen aus diesem Teilstiick durch die Gruppe {a,}
hervorgehenden Teiles w von @ auf den ganzen Parallelstreifen —1=<v<1 ergiinzt.

Dieser Parallelstreifen wird nun der topologischen Abbildung
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W=u+1—|v], V=v
auf sich unterworfen, und diese vermittelst y zu einer Abbildung ¢ von « auf
sich zuriickiibertragen. In den mit w fiquivalenten Bereichen, von denen ja keine
zwei einen Punkt gemeinsam haben, wird ¢ durch

tfe=ftx

und ausserhalb dieser Bereiche als die identische Abbildung erklirt. Dann ist
t eine 7-Funktion, die I, induziert und O in g, O iiberfiihrt.

Aus der Vertauschbarkeit von ¢ mit jedem Element f aus F folgt, dass ¢
den Punkt f O in fa, O tberfiihrt.

Hiulfssatz 3: Wenn in @ » unter einander nicht #iquivalente Punkte D, Dy, ..., Dy
und n weitere Punkte D', D,’,..., D,/ so gegeben sind, dass D, mit
D/,..., D, mit D,/ #dquivalent ist, so gibt es eine I, induzierende
T-Funktion, die D, in D,’,..., D, in D, iiberfiihrt.

Man stelle sich zunéchst auf Grund von Hilfssatz 2 2 pn T-Funktionen ¢,
her, die simtlich I, induzieren und folgende Eigenschaften haben: h sei das
Zeichen fiir eine beliebige Erzeugende von F. D, sei der in B gelegene, mit D;
dquivalente Punkt. Dann solt 4, den Punkt D;° in kh D® und alle Dj, j==¢, in
sich iiberfithren. Dazu ist es nur notig, bei der Konstruktion von # » dasjenige
Teilstiick von B, in dem ¢, nicht die identische Abbildung ist (das also dem
beim Beweis von Hiilfssatz 2 mit P R (a, R) (a, P) bezeichneten Teilstiick entspricht)
so zu wihlen, dass es keinen der Punkte D)’ j=+¢, enthilt, was offenbar stets
moglich ist. Dann fithrt #5, - £;5, den Punkt D,° in h, hy D,° iiber. Man kann
also eine Kombination # aus tg;l, R t:_,—;,, bilden, die D;° in D; iiberfiihrt, und

eine Kombination ¢/, die D;° in D, iiberfithrt. Endlich sei t¥=¢/¢;! gesetzt.

Dann ist

@) $2) ¢8| )

die verlangte Funktion.
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Hiilfssatz 4: Wenn in @ % unter einander nicht dquivalente Punkte D, ..., D,
und # weitere unter einander nicht dquivalente Punkte D, ..., D, ge-
geben sind, so gibt es eine I, induzierende I-Funktion, die D, in
D/, ..., D, in D, iberfiibrt.

Die gegebenen Punkte mogen iiber den Punkten dy, ..., da, d/,..., di/ von
@ liegen. Dann sei 7 eine zur Klasse der Identitit gehorige topologische Abbild-
ung von ¢ auf sich, die d; in d,’,. .., d, in d," iiberfiihrt, und ¢ eine iiber v liegende
und I, induzierende 7T-Funktion (Hiilfssatz 1). Dann ist t D;=D,", ..., t Do=D,",
wo D,” mit D/,..., D,” mit D, dquivalent ist. Ferner sei ¢, eine I, induzie-
rende T-Funktion, die D,” in D,,..., D,” in D,  iberfiithrt (Hiilfssatz 3). Dann
ist ¢,¢ die gesuchte Funktion.

Nunmehr ergibt sich unmittelbar der an die Spitze dieses Paragraphen gestellte
Satz 12:

I sei ein beliebiger Automorphismus von F, ferner seien D, ..., D, und
D/,..., D, zwei beliebig vorgegebene Systeme von je n unter einander nicht
dquivalenten Punkten von @. t sei eine 7-Funktion, die I induziert (§ 23). ¢
sei eine T Funktion, die I, induziert und die » unter einander nicht fiquivalenten
Punkte tD,,tD,,...,tD, in D/ D, ... D, iberfiihrt (Hiilfssatz 4). Dann
fiihrt die 7-Funktion ¢¢ D, in D,’,..., D, in D, iiber. Und ¢ ¢ induziert den
Automorphismus [-I,=1.

25. T-Funktionen, die den Nullpunkt festlassen.

Es sei I ein beliebiger Automorphismus von F. Dann lidsst sich nach Satz
12 eine 7-Funktion ¢ finden, die I induziert und dabei die Bedingung ¢(0)=o0
erfilll. ¢ entwirft von dem Netze n ein topologisches Bild tn=#" in @. Be-
zeichnen wir wie frither auf % die Netzseite, die vom Nullpunkt O nach 0 fiihrt,
mit g; und einer Pfeilspitze, and analog fiir die iibrigen Erzeugenden, so ist ¢ a,
ein Jordanbogen, der von O nach a,” O fithrt und mit @,” bezeichnet sei, und ana-
log. Ubertriigt man diese Bezeichnungen auf alle dquivalenten Netzseiten, so
stellen die beiden einander einbeschriebenen, topologisch reguldren Netze » und
n’ den Automorphismus I in derselben anschaulichen Weise dar, wie dies im §9
durch die dort mit #» und %’ bezeichneten Netze geschah. Der Unterschied ist,
dass die Netzseiten von #’ jetzt im allgemeinen nicht mehr geradlinig sind, dafiir
aber sich ausserhalb der Netzeckpunkte nicht mehr iiberschneiden.

Der Punkt von ¢, iiber dem der Nullpunkt O liegt, wurde in § 1 mit g
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bezeichnet. Sei w ein Weg auf ¢, der von ¢ ausgeht und nach ¢ zuriickkehrt.
Das Kurvenstick W in @, das iiber w liegt und von O ausgeht, moge in fO
endigen. So ist jeder geschlossenen Kurve w auf ¢ mit dem Anfangspunkt q ein-
deutig ein Element f aus F, und zwei miteinander unter Festhaltung von ¢ homotopen
Kurven dasselbe Element von F' zugeordnet.

Die T-Funktionen mit Fixpunkt O bilden eine Gruppe. lhr entspricht ein-
eindeutig die Gruppe der topologischen Abbildungen von ¢ mit Fixpunkt q. Das
Bild der von ¢ ausgehenden Flichenkurve a, bei der Abbildung =, iiber der
t @ liegt, ist die von ¢ ausgehende Flichenkurve ra,==a,’, iiber der die Netzseite
a, von »’ liegt und der also das Element a,’ zugeordnet ist. Es konnen also
die neuen Erzeugenden an den Bildern der kanonischen Schnittkurven unmittel-
bar abgelesen werden.

Solange man keinen Punkt von ¢ auszeichnet, sind den geschlossenen Kurven
auf @ die Elementklassen von F und den topologischen Abbildungen von ¢ die
Automorphismenfamilien von I’ zugeordnet. Nach Wahl eines beliebigen Punktes
g von @ sind den geschlossenen Kurven auf ¢ mit Anfangspunkt g die einzelnen
Elemente von ¥ und den topologischen Abbildungen von ¢ mit Fixpunkt ¢ die
einzelnen Automorphismen von F zugeordnet. Und daber kommen alle Automor-
phismen vor.

26. REine Normalform fiir die Darstellung der Automorphismen von F.

Die im vorigen Paragraphen benutzten Netze » und #»' kénnen dazu ver-
wandt werden, um Darstellungen des Automorphismus I abzulesen. Irgend ein
Netzseitenweg auf %, der von O nach a,'0O fiihrt, ergibt einen Ausdruck in den
@, ..., by, der das Element a,” darstellt, und analog fiir die {ibrigen Erzeugenden.
Es soll nun gezeigt werden, dass jeder Automorphismus in der besonders einfa-
chen Form dargestellt werden kann, die fiir das Kriterium des § 8 benutzt wurde,
dass es also eine solche Darstellung

(li’;ai (a11 ey bl’)1 bil:ﬂi (al) BRI b?’) (23)
gibt, die einen Automorphismus der freien Gruppe {a,,..., bpy darstellt und bei
der R{a,,..., Bp) eine Transformierte von R (a,, ..., bp)T! ist.

Sei u; ein Punkt von @, der weder auf » noch auf »n' liegt, und u,, u,,. ..
die Gesamtheit der mit «, Hquivalenten Punkte. Jedem stetigen gerichteten Kur-

venstick in @, das alle Punkte u; vermeidet, entspricht in Bezug auf jeden der
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Punkte u; eine bestimmte Arcusinderung. Zwei Netzwege auf » (oder #’) mit
gemeinsamem Anfangs- und Endpunkt, die in allen w; die gleiche Arcusiinderung
ergeben, konnen sich nur durch solche Teilstiicke unterscheiden, die unmittelbar
hintereinander im entgegengesetzten Sinn durchlaufen werden, da ja jede Netz-
masche ein w; enthilt. Netzwege ohne solche Teilstiicke mogen »einfach» heissen.
Jeder Netzseite von 7’ entspricht dann eindeutig ein einfacher Netzseitenzug von
n, der dieselben beiden Netzeckpunkte verbindet und in allen u; dieselbe Arcus-
inderung hervorruft und umgekehrt. (Brsetzt man jeden Teilbogen der Netzseite
von 7', der einen Querschnitt einer Masche M von # bildet, durch denjenigen
Teilbogen des Randes von M, der mit dem betrachteten Querschnitt zusammen
den zu M gehorigen Punkt u; nicht umschliesst, so wird man zu einem zusammen-
hingenden Weg auf #» gefithrt, der sich eindeutig auf den gesuchten einfachen
Netzseitenzug auf » reduzieren lisst.) Dadurch mdge man zu den Ausdriicken

(23) fiir die a,/,..., by gelangen. Bei Vertauschung von » und »' mége sich
- ’ ’ D ’ ’
ai=a{a, ..., by), bi=8ila, ..., by)

ergeben. Dann muss offenbar ¢dentisch in den ai, b;

aifag, ..., B)=w
gelten und analog. Durchliuft man von O aus die Maschenberandung
a’ b a7 b/ ay by apy "t byt

von 7', so erhilt man in Bezug auf den im Inneren dieser Masche liegenden
Punkt w, die Arcusinderung + 27 oder —2m, je nachdem ¢ die Indikatrix erhilt
oder umkehrt (dabei ist Rechtsdrehung als positive Arcusinderung gerechnet) und
in allen iibrigen wu; die Arcusiinderung o. Also ergibt auch die Durchlaufung
des Netzseitenweges

a Biay BT e BT Byt

von % in u, die Arcusinderung t 2s und in allen iibrigen «; die Arcuséinderung o.
Dieser Netzseitenweg auf # besteht dann aus der Berandung derjenigen Masche
von n, die u, enthiilt, und eventuell offenen Netzeitenziigen von n die an diese
angesetzt sind und unmittelbar hinter einander im entgegensetzten Sinn durch-
laufen werden. Dann ist aber

R(a])" <y ﬂﬁ)Eh(aly" ] bl’) R(alv" i) bp)i.lh‘-ly

identisch in den a;, b; womit die friihere Normalform erreicht ist.
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Mann kann sich diese Uberlegung auf der Fliche ¢ selbst folgendermassen
veranschaulichen: « sei der Punkt von ¢, iiber dem die u; liegen. Die in »
punktierte Fliche ¢ heisse ¢*. R(ay,...,b,) ist dann auf ¢* eine auf die Punktie-
rang zusammenziehbare Kurve, also nicht mehr homotop o. Die Fundamental-
gruppe von ¢* ist die freie Gruppe mit den Erzeugenden a,, ..., b,. Dann ent-
sprechen die Kurven «/, ..., b, dem Primitivsystem «,, ..., 8, dieser Gruppe, und
das Bild von R wird wieder eine einfache auf die Punktierung zusammenziehbare
Kurve. Wihlt man noch insbesondere ¢ so, dass 7@ in u einen Fixpunkt hat, was

man nach Satz 12 kann, so liegt ¢ auch iiber einer topologischen Abbildung von ¢*.

27. S-Funktionen. Stetiger Zusammenhang zweier zu derselben Automorphis-
menfamilie gehorigen stetigen Abbildungen der Fliche.

Unter einer »S-Funktion», genauer: einer »zum Automorphismus 7 gehdrigen
S-Funktion» s(x) wird eine fiir jx|<<1 definierte eindeutige stetige Funktion vom
Betrage <C1 verstanden, die der Funktionalgleichung

sfe=frsx (24)

geniigt. Die S-Funktionen enthalten also die 7-Funktionen, sind aber im allge-
meinen nicht, wie diese, eindeutig umkehrbar, sodass die S-Funktionen keine
Gruppe bilden.
Eine S-Funktion s @ liegt iiber einer eindeutigen stetigen Abbildung ¢¢ von
@ auf sich. Die in dieser Weise entstehenden eindeutigen stetigen Abbildungen
von ¢ auf sich mogen als o-Abbildungen bezeichnet sein. Uber derselben Ab-
bildung o¢ liegt jede »mit s verwandte S-Funktion» hs®, wo h ein beliebiges
Element aus F ist. Diese induziert den Automorphismus I,—1. Die in § 22
bewirkte Klasseneinteilung der topologischen Abbildungen 7@ kann also auf die
o-Abbildungen erweitert werden:
Ziwei o-Abbildungen von ¢ werden zu derselben Abbildungsklasse ge-
rechnet, wenn ihnen dieselbe Aufomorphismenfamilie zugeordnet ist.
Hs soll nun gezeigt werden, dass die Menge der eine Abbildungsklasse aus-
machenden o- Abbildungen von @ stetig zusammenhdngt, dass also diese Klassenein-
teilung sich unter den Brouwerschen Begriff der Abbildungsklasse subsumiert.™

' L. E. J. BROUWER: Sur la notion de »Classe» de transformations d'une multiplicité, Procee-
dings Vth Intern. Congr. of Math. Cambridge 1913, und: Enumération des classes de représenta-

36—26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 18 septembre 1927.
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Es seien also ¢, und o, zwei o-Abbildungen von @, s, und s, zwei beziehungs-
weise iiber o, und o, liegende S-Funktionen, die denselben Automorphismus I in-
duzieren. « sei ein beliebiger Punkt von @. Dann sei s(z) der Punkt, der die
nichteuklidische Verbindungsstrecke von s,(x) und s, (x) im nichteuklidischen Ab-
standsverhiltnis ¢: (1—7) teilt (0<#=<1). Die so fiir |[z]<1 definierte Funktion
si(x) ist eindeutig und stetic und hat einen Betrag <1; sie geniigt auch der
Funktionalgleichung

ssfx=frsix.

Denn um s, fxz zu erhalten, muss man die von s,fr nach s fx fithrende Strecke
zeichnen und im Verhiltnis ¢: (1—¢) teilen. Diese Strecke ist aber wegen s, f x=
Jrsoxz und s, fx = frs,x das Bild der von s;x nach s « fithrenden Strecke bei
J1, woraus die Behauptung folgt. s ist also fiir jedes 0= ¢ <1 eine zu I gehorige
S-Funktion und zwar fiir f=0 bezw. ¢t=1 die gegebene Funktion s, bezw. 5;,. Die
einparametrige Schar ¢;, 0=¢t=<1, von ¢-Abbildungen von ¢, iiber der s: liegt,
stellt den geforderten stetigen Zusammenhang von ¢, und o, her.

Insbesondere kann man bei gegebenem ¢, die ¢-Abbildung ¢, als eine zur
Klasse von ¢, gehorige topologische Abbildung, also s, als eine zu I gehorige
T-Funktion wihlen. Jede o-Abbildung kann also st2tig in eine topologische Ab-
bildung iibergefiihrt werden. Aus der Tatsache, dass der Browwersche Abbildungs-
grad'® bei stetiger Anderung der Abbildung ungeindert bleibt, folgt dann, dass
der Abbildungsgrad einer ¢-Abbildung von ¢ gleich +1 oder —1 ist, je nachdem
die zugehorige Automorphismenfamilie aus Automorphismen erster oder zweiter
Art besteht.

28. Stetiger Anschluss der Randabbildung.

Es sei I ein beliebiger Automorphismus von F, s @ eine zu I gehérige S-Funk-
tion und g E die zu I gehérige Randabbildung (§ 10). Dann wird s @ dwrch g E
abgeschlossen, d. h. die beiden Funktionen s und ¢ zusammen bestimmen eine
stetige Abbildung der abgeschlossenen Kreisscheibe @+ FE auf sich.

Zum Beweise dieser Behauptung ist Folgendes nachzuweisen: Es sei P ein

tions d'une surface sur une autre surface, Comptes rendus, t. 171 p. 89 (1920). Diese letztere Arbeit
umfasst den obigen Satz. — Selbstverstindlich sind zwei zu verschiedenen Automorphismenfamilien
gehorige o-Abbildungen von ¢ nicht stetig in einander iiberfithrbar.

2 .. E. J. BRouwER: Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, § r; Math. Annalen Bd. 71,
S. g7 fi.
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beliebiger Punkt von F und P, P,, P;,... eine gegen P konvergierende, im
iibrigen beliebig gewihite Folge von Punkten von @; dann kowvergiert die Punkt-

folge sP,, sPy, 5P, ... gegen gP. P, sei der im zentralen Fundamentalbereich
B von F gelegene, mit P, fquivalente Punkt, und

Pn:fn Fn, n=1,2,3,...

Da der nichteuklidische Abstand von O und P, beschrinkt bleibt, ist auch der
Abstand von f, O und f;, P, = P, beschrinkt, also f, O—P fiir n— . Die Ele-
mente f, bilden also eine zu P gehorige Fundamentalfolge (§ 7,7). Dann bilden
die Elemente f,r eine zu g P gehorige Fundamentalfolge (§ 16), also fu; O—g P
fir n— . Nun gehoren alle Punkte sj’n dem Bereich ¢B an, haben also einen
beschrinkt bleibenden Abstand von- O; also folgt f, ;s Phr—g P fir n—o. Esist
aber nach der Funktionalgleichung fiir s

f‘leSPn:sf;lj)')zzSPn,

also s P,—g P fir n— o0, w.z. b, w.

In dem besonderen Falle, wo I der identische Automorphismus J, und g E
also die identische Randabbildung ist, ist es leicht, den stetigen Anschluss von
g9 E an s @ direkt zu erkennen, ohne den Begriff der Fundamentalfolge zu benutzen.
In §2 wurde die Funktion d (x,, x,) definiert; da sie gleich Sin® der halben nicht-

euklidischen Entfernung von x; und «, ist, hat man

0 (f(xl)v f(x2)) =d (xl’ xz)

fir jedes f aus F. Nun ist die Funktion s in dem jetzt betrachteten Fall mit
jedem f vertauschbar. Also ist

A (w)=d(x, s(x)) =8 (f(w), f(s (@) =8 (f (@), s (f(@))) =2 (f ()

fiur jedes f aus F. A (x) hat also in #quivalenten Punkten denselben Wert und
ist daher in @ beschrinkt, da es in B beschrinkt ist. Aus

— 2
()= sla) =zl 5 << const.

(=P (s @)

folgt s(z)—x fiir |x|—1, also stetiger Anschluss der identischen Abbildung
auf F.
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Der Einheitlichkeit halber wird nun ¢ £ oft mit s F bezeichnet, sodass von
s(@+ E) gesprochen werden kann. Man achte aber darauf, dass s £ nicht von
der besonderen Funktion s @ im einzelnen, sondern nur von dem durch s indu-
zierten Automorphismus abhiingt. Jeder Klasse von ¢-Abbildungen von @ ent-
spricht also eine Familie verwandter Randabbildungen, und die Methode dieser
Arbeit besteht wesentlich darin, solche Eigenschaften der Abbildungen, die der
Klasse zukommen, aus der zugehorigen Randabbildungsfamilie abzulesen. An die
Stelle der Untersuchung stetiger Abbildungen in zwe/ Dimensionen wird also die
Untersuchung topologischer Abbildungen in e/ner Dimension gesetzt.

Man kann s(z) zu einer auf der ganzen komplexen z-Kugel K definierten
Funktion erweitern, indem man auch das Aussere ¥ von FE als universelle Uber-
lagerungsfliche von ¢ auffasst. Wir setzen dazu fest: Jedes Punktepaar x und

;—_ (x ist der konjugiert komplexe Wert zu z) soll iiber dem gleichen Punkt von

@ liegen. s{z) wird dann in ¥ ebenfalls durch Spiegelung an E definiert, sodass
allgemein gilt

Die stetige Abbildung s K von K auf sich hingt stetig mit einer topologischen
Abbildung von K auf sich zusammen, hat also wie diese den Grad +1 oder —1I.
Daraus folgt, dass bei der Abbildung s K jeder Punkt von K als Bildpunkt-auftritt.

29. Reguldre und singulire Punkte beziiglich einer Untergruppe von F.

Definition: Es sei F) eine beliebige Untergruppe von F. Ein Punkt P der
komplexen Kugel K heisse »beziiglich I'| reguldr», wenn es eine
Umgebung von P gibt, die kein Paar bei F)| dquivalenter Punkte
enthilt, andernfalls »beziiglich Iy singuldr».

Alle Punkte von @ und ¥ sind beziiglich F| regulir, da sie beziiglich F
regulir sind. Die besliglich ¥, singuliren Punkte sind also auf F zu suchen.
Jeder regulire Punkt besitzt eine nur aus reguliren Punkten bestehende Umge-
bung. Jeder Grundpunkt eines Elementes von F) ist offenbar singulir bezgl. I,
und das Gleiche ist fiir jeden Hiufungspunkt solcher Punkte der Fall. Sei m die
Menge der Grundpunkte der Elemente von F;, und M die durch Hinzufiigung
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der Hiufungspunkte von m entstehende »abgeschlossene Hiille von m». FEs soll
gezeigt werden, dass die Menge der beziiglich F, singuldren Punkte mat der Menge
M edentisch ist.

Es sei P ein beziiglich F, singulirer Punkt und ¢ ein P enthaltendes Seg-
ment von L. Die zu beweisende Behauptung besagt, dass ¢ einen Grundpunkt von
F, enthilt.

Hilfssatz: Es seien O, P, @, R vier Punkte in dieser zyklischen Reihenfolge
auf L. ¢ und § seien zwei hyperbolische Substitutionen mit gleicher Verschie-
bungslinge und negativem Grundpunkt in 0. @ sei der positive Grundpunkt von
o, R derjenige von 8. Dann 4st der Verschicbungsbogen P—a P auf E kleiner als

Fig. 15.

der Verschiebungsbogen P—B P. Denn es sei y eine hyperbolische Substitution
mit O als positivem und P als negativem Grundpunkt und solcher Verschiebungs-
linge, dass y Q=R. Dann ist f=yay™ wnd §P=yay ! P=ya P=y(« P); der
Bogen P— o P wird durch y zu P-—8 P gedehnt. Durch zweimalige Anwendung
erweitert man diesen Hiilfssatz zu dem Fall, dass der negative Grundpunkt von
8 nicht in O sondern in einem Punkt O, liegt, der dem von P und @ freien
Bogen OR von K angehort.

Nun seien 4 und B die Endpunkte des obigen Segments ¢ (Fig. 15). « sei
eine hyperbolische Substitution mit 4 als positivem und B als negativem Grund-
punkt, deren Verschiebungslinge kleiner als die kleinste in der Gruppe F vor-
kommende Verschiebungslinge ist. CPD sei ein P enthaltendes und so klein
gewithltes Intervall, dass es ausserhalb seines Bildes bei « liegt. (C trennt also
P undeD.) C wird mit B und D mit 4 durch zu E senkrechte Kreise verbun-
den. Dadurch wird eine Umgebung # von P bestimmt, ndmlich das in der Figur
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gezeichnete Kreisbogendreieck und sein Spiegelbild in £. Nun sei f ein solches
Element von F|, dessen Grundpunkte beide nicht dem Intervall 4 B=1 angehoren.
Dann werden die Punkte von 7 nach dem Hilfssatz durch f stiirker verschoben,
als durch ¢. Fillt man von C und D die nichteuklidischen Lote auf die Achse
von f, so enthalten diese % zwischen sich, fu hat also mit » keinen Punkt ge-
meinsam. Da nun P beziiglich F, singulidr sein soll, so gibt es ein solches Ele-
ment f, in F}, dass fiu mit ¥ Punkte gemeinsam hat, und mindestens einer der
Grundpunkte von f; muss also in ¢ liegen, w.z. b.w.

Wenn die Grundpunkte von F), iiberall dicht auf FE liegen, so ist M mit F
identisch. So ist fir F selbst ganz E singulir. Angenommen nun, die Grund-
punkte von F, seien nicht iiberall dicht auf /. Dann besteht die Menge £—M
der reguldren Punkte auf E aus endlich oder abziihlbar vielen Intervallen, deren
Gesamtheit sich bei Ausiibung irgend eines Elementes von I reproduziert, da die
Menge m der Grundpunkte von F, und also auch M sich dabei reproduziert.
Ganz analog wie im § 14 folgt nun: Wenn eines der E— I bildenden Intervalle
ein Paar bei Fj dquivalenter Punkte enthilt, so wird es von der Achse eines
Elements von F, begrenzt, und es enthilt dann nur solche Paare von bei I,
Aquivalenten Punkten, die sich bei einer Potenz dieses Elementes entsprechen.
Das Intervall mdge dann ein »beziiglich F| periodisches Intervall» heissen. »Be-
ziiglich F| aperiodische Intervalle» enthalten kein Paar bei F) diquivalenter Punkte,
und ihre Endpunkte sind nicht Grundpunkte von If.

30. Abbildungen der zu Untergruppen von F gehorigen Uberlagerungs-
flichen von ¢.

Es sei F, eine Untergruppe von F. Fasst man jedes vollstindige System
von bei F, iquivalenten Punkten von @ als einen Punkt auf, so gelangt man zu
einer Uberlagerungsfliche von ¢, die als die »zu F, gehirige Uberlagerungsfliche
von @» oder als »® mod F,» bezeichnet sei. @ ist die universelle Uberlagerungs-
fliiche von @ mod F,, und F, ist die zugehorige Gruppe der Decktransformationen
von @ tber @ mod F,.**

Nun sei s eine S-Funktion und I der durch s induzierte Automorphismus

% b mod F, ist im Allgemeinen keine »regulire» Uberlagerungsfliche von ¢ (s.z. B. WEYL,
Die Idee der Riemannschen Fliche, S. 50), so dass nicht von einer Gruppe von Decktransformationen
von @ mod F, iber ¢ gesprochen werden kann.
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von F. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass s iiber einer ein-
deutigen und stetigen Abbildung von @ mod F, auf sich liegt, ist, dass zwel bei
Iy dquivalente Punkte durch s wieder in zwei bei F, iiquivalente Punkte iiber-
gehen, also, zufolge (24), dass F, durch I isomorph in sich transformiert wird.

Diese Bedingung ist insbesondere stets erfilllt, wenn man als F, eine aus
Fixelementen bei I bestehende Untergruppe von F nimmt. Es sei H, eine solche
Gruppe und @ mod H,==®, gesetzt. Angenommen, h,, h,, hy, . . . sei ein (endliches
oder unendliches) System von Fixelementen bei I, das H, erzeugt. Nun sei s,
eine I induzierende S-Funktion, die den Nullpunkt O festlisst (§ 24). Ein System
von Kurvenstiicken in @, die in 0 anfangen und beziehungsweise in k,(0), hy(0), . . .
endigen, liegt iiber einem Fundamentalsystem geschlossener Kurven auf @;.
Diese gehen wegen s, 2h;, ©=1,2,..., bei s, @, in Bildkurven iiber, die mit ihren
Originalen homotop sind, und dasselbe ist daher fiir alle geschlossenen Kurven
auf @, der Fall. Da nun nach §27 s® und s; @ und daher auch s @, und s; @,
stetig zusammenhingen ohne Unterbrechung der Giiltigkeit der Funktionalgleichung,
ist dasselbe fiir die urspriinglich betrachtete Abbildung s @, der Fall.

Insbesondere kann man fir H, die umfassendste Gruppe ihrer Art, also die
frither mit H (I) bezeichnete Gruppe aller Fixelemente bei I nehmen. Der Rand
von @ mod H wird durch die Punktmenge F mod H gebildet. Denjenigen Punkten
von F, die beziiglich H regulir sind (§ 29}, kann man aber den Charakter von Rand-
punkten dadurch nehmen, dass man, wie am Schluss von § 28 ausgefiihrt, die ganze
komplexe Kugel K als doppelt zihlende universelle Uberlagerungsfliche von ¢
auffasst und diese mod H reduziert. Ein beziiglich H regulirer Punkt von F wird
dann ein gewohnlicher Punkt von K, =K mod H. Ein beziiglich H periodisches
Intervall auf E (§ 29) gibt zu keiner Berandung von K, Anlass, da ihm auf K, eine
singularititenfreie geschlossene Kurve entspricht, die es iiberlagert. Wohl aber
bleiben die Endpunkte beziiglich H aperiodischer Intervalle auf E — wenn es
solche gibt — Randpunkte von K.

Angenommen nun, es treten keine beziiglich H aperiodischen Intervalle auf.
Dann hat K, keine Randpunkte. K| wird von K—M mit der Randmenge M
iberlagert, wo M die Menge der beziglich H singuliren Punkte ist. H ist die
zugehorige Gruppe der Decktransformationen. Wenn nun H von einer endlichen
Anzahl, etwa », von Operationen erzeugt wird und man um die Grundpunkte
derselben je einen Kreis so zeichnen kann, dass diese einander paarweise bei den

erzeugenden Operationen entsprechen und ganz ausserhalb von einander liegen,
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so ist H eine freie Gruppe mit v Erzeugenden und K, = K mod H eine geschlossene
Fliche vom Geschlecht » (Vgl. den Schluss von § 2 fiir v=1).

Der oben betrachteten S-Funktion s(x), die nach § 28 auf ganz K erklirt ist,
entspricht eine stetige Abbildung s K, von K,. Betrachten wir wieder zunichst
eine mit s stetig zusammenhiingende S-Funktion s,, die den Nullpunkt O festlisst.
Oben wurde gezeigt, dass jedes Kurvenstiick in @, das O mit einem mit O bei
H #dquivalenten Punkt verbindet, iiber einer geschlossenen Kurve von K, liegt,
die mit ihrem Bild bei s, K, homotop ist. Hier konnen wir nun offenbar die
Bedingung, dass das Kurvenstiick in @ verlaufen soll, dahin abschwiichen, dass
es in K—M verlaufen soll; auf diese Weise ergibt sich, dass alle von dem O
entsprechenden Punkt ausgehenden geschlossenen Kurven von K| mit ihrem Bild
bei s; K, homotop sind, d. h. dass die Abbildung s, der geschlossenen Fliache K,
zur Klasse der Identitat gehort. Dasselbe gilt dann fiir die urspriinglich betrach-
tete Abbildung s K,, da sie mit s, K, stetig zusammenhingt, also zur selben Klasse
gehort. — Man sieht, dass K, die schwdchste Uberlagerungsfliiche von ¢ ist, auf
der zu der gegebenen S-Funktion s eine stetige Abbildung von der Klasse der Iden-
titit gehort; denn K, entsteht ja, indem man K mittels der umfussendsten Gruppe
von mit s vertauschbaren Flementen von F, nimlich H (I), reduziert.

IV. ABSCHNITT.

Das Fixpunktproblem.

31. Klasseneinteilung der Fixpunkte einer stetigen Abbildung.

Es sei o eine stetige Abbildung (o-Abbildung, §27) von ¢ und ¢ ein Fix-
punkt von o ¢:

gq=4q.

z, sei ein iiber ¢ liegender Punkt von @ und s die iiber ¢ liegende S-Funktion,
fiir welche

S Xy =1,

ist. Ist nun f ein Element aus F, so hat die ebenfalls iiber o liegende S-Funk-
tion fsf ! in fx, einen (iiber ¢ liegenden) Fixpunkt. Induziert s den Automor-
phismus I, so induziert fsf~! den damit isogredienten Automorphismus
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Ly I Lyy1 = Iy

Vel (11), § 18. Demgemiiss sollen nun auch zwei durch eine Operation aus F
in einander transformierbare S-Funktionen, s und fsf~!, als isogrediente S-Funk-
tionen bezeichnet werden. Zwei solche haben also dquivalente Fixpunktmengen.

Jedem Fixpunkt von o ist also eine Isogredienzklasse von Automorphismen
von ¥ zugeordnet (§18). Diese bildet eine Teilmenge der zn ¢ gehorigen Auto-
morphismenfamilie.

Definition: Die Gesamtheit derjenigen Fixpunkte von o¢, denen dieselbe Iso-
gredienzklasse zugeorduet ist, wird als eine » Fixpunktklasse» bezeichnet.
Es seien ¢, und ¢, zwei Fixpunkte von o¢, s, eine iiber ¢ liegende S-Funk-
tion, die einen iiber ¢, liegenden Fixpunkt hat, s, eine solche, die einen iiber g,
liegenden Fixpunkt hat. Wenn nun ¢, und ¢, zur selben Fixpunktklasse gehiren,
so sind s; und s, nach Definition isogrediente S-Funktionen, haben also idquiva-
lente Fixpunktmengen, also besitzt s, auch einen iiber g, gelegenen Fixpunkt.
Wenn andererseits ¢, und ¢, nicht zur selbén Fixpunktklasse gehdren, so sind
s, und s, nicht isogredient, also speziell nicht identisch, und s, besitzt also keinen
tiber ¢, gelegenen Fixpunkt. Wenn der von s, induzierte Automorphismus Fix-
elemente hat, so reproduziert sich bei diesen die Fixpunktmenge von s, @ wegen
(24). Wir haben also:

Satz 18: Wenn eme iber o liegende S-Funktion s® diberhaupt Fixpunkte besitzt,
so tberdeckt ihre Iixpunktmenge die Punkte einer und nwr einer Fix-
punktklasse von o, und diese vollstindig, und zwar im Allgemeinen un-
endlich oft.

Die Frage nach einer e/neindeutigen Reprisentation aller Fixpunkte von ¢
wird in § 33 beantwortet werden.

Eine nur auf ¢ selbst operierende, geometrische Definition der Klassenein-
teilung der Fixpunkte von og kann so ausgesprochen werden: Es seien ¢, und ¢,
zwei Fixpunkte von op und % ein von ¢, nach ¢, fithrendes gerichtetes stetiges
Kurvenstiick auf ¢. Dann fiithrt auch ¢k von ¢, nach g,, also ist k(ok)™" eine
geschlossene Kurve auf @. Dann wnd nwr dann, wenn man k so wdhlen kann,
dass k(ok)™ eine der Null homotope, d. h. auf @ zusammenziehbare Kurve wird, ge-
horen q, und q, zur selben Fixpunktklasse von 6p. Denn dann und nur dann
liegen iiber ¢, und ¢, gleichzeitig Fixpunkte einer iiber o liegenden Abbildung
s®, und man wibhlt % als ein diese letzteren verbindendes Kurvenstiick in @.

Insbesondere gehoren also alle Punkte eines aus Fixpunkten von og be-
37—-261404. Aecta mathematica. 50. Imprimé le 18 septembre 1927.
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stehenden Kontinuums auf ¢ derselben Klasse an. — Die Ausbreitung der Menge
der Fixpunkte einer Klasse hingt gewissermassen von der zufilligen Gestalt der
Abbildung ¢ im Kleinen ab; man wird vermuten, dass man eine bestimmte Fix-
punktklasse durch stetige Abidnderung von o entweder ganz zum Verschwinden
bringen oder durch einen einzigen Punkt reprisentieren kann. Wir suchen zu-
ndchst nach einem hinreicienden Kriterium dafiir, dass sich eine bestimmte Fix-
punktklasse nicht durch stetige Abinderung von ¢ zum Verschwinden bringen lisst,
dass sie also der betrachteten Abbildungsklasse eigentiimlich ist (§ 35—37), und
greifen sodann das Problem an, die Anzahl und die gegenseitige Verkniipfung
der einer gegebenen Abbildungsklasse eigentiimlichen, topologisch notwendigen
Fixpunktklassen zu bestimmen (§ 38 u. ff.).

32. Endlichkeit der Klassenzahl.

Es sei eine beliebige o¢-Abbildung o¢ von ¢ auf sich vorgelegt. s@® sei
irgend eine iiber og liegende S-Funktion und I der durch s induzierte Automor-
phismus. B sei ein Fundamentalbereich von F, etwa die in § 3 definierte zentral
gelegene Netzmasche von N. ¢, sei ein Fixpunkt von o, z, der dariiber gele-
gene Punkt von B. Dann ist sz, mit x, dquivalent, etwa sx,=f;2,. Also hat
sB an der Netzmasche f,B Teil. sB ist aber ein Teilbereich eines mit £ kon-
zentrischen kleineren Kreises, hat also nur an endlich vielen Netzmaschen Teil,
etwa an

7B, £,B...., fxB.

Jedem Fixpunkt von o@ wird also durch das obige Verfahren eines dieser m Ele-
mente zugeordnet. Zwei Fixpunkte, denen dabei dasselbe Element, etwa f;, zu-
geordnet wird, treten gleichzeitig als Fixpunkte bei f;~'s® in die Erscheinung,
gehoren also zur selben Klasse. Also hat g hichstens m Klassen von Fixpunkten:
Satz 14: Die Anzahl der Fixpunktklassen einer o-Abbildung ist endlich.

Wir wollen die Klassenzahl genauer bestimmen. Es sei z; ein Punkt von @,
der iiber einem Fixpunkt von ¢¢ liegt, und etwa:

sxy=f, ;.
h sei ein beliebiges Element von F. Dann ist wegen (24)

shxy=hrfi k™ - ha,.
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Die Aquivalenzfaktoren (§ 20) des vollstindigen Systems iquivalenter Punkte Fx,
bilden also eine Isogredienzklasse in Bezug auf I~', ganz ebenso wie in § 20 fir
die Randpunkte ausgefiilhrt (es gelten ja dieselben Funktionalgleichungen). Ist
nun Saw,== fy s, so gehoren die beiden Fixpunkte, iiber denen x, und x, liegen,
offenbar dann und nur dann zur selben Klasse, wenn es eine Lisung % der

Gleichung
So=hrfi

gibt, wenn also f; und f, zu derselben Isogredienzklasse in Bezug auf I~ gehdren
(vgl. § 18). Wir haben also: Die Anzahl der Fixpunktklassen von g ist gleich der
Anzahl derjenigen Isogredienzklassen in Bezug auf 171, auf dee sich die bet dem
obigen Verfahren auftretenden Elemente aus der Rethe fi, fo, ..., fu verteilen.

33. Eineindeutige Repriisentation aller Fixpunkte von og.

Es sei eine ¢ Abbildung og vorgelegt. Bildet man die ganze Familie der
itber ¢ liegenden S-Funktionen:

£ * Ed
5% O, s,* @) 57 D, ..

so kommt jeder Fixpunkt von o¢ jedenfalls als Fixpunkt eines s*@ vor. Aber
jeder kommt unendlich oft vor. Wenn s* und s;* isogredient, d. h. durch eine Ope-
ration aus ¥ in einander transformierbar sind, so haben sie dquivalente Fixpunkt-
mengen (§ 31). Zunichst haben wir also aus jeder Klasse isogredienter S-Funk-
tionen einen Reprisentanten auszuwihlen: Es sei

8D, 5,0, 5,0, ...

ein vollstindiges System unter einander nicht isogredienter iiber g liegender
S-Funktionen und
I, I, I, . ..

die von diesen induzierten Automorphismen von F. Aber auch hier kommt — wie
schon in Satz 13 zum Ausdruck gebracht ist — ein Fixpunkt von o¢p im Allge-
meinen noch unendlich oft vor. Wenn nimlich Fixelemente bei I, existieren,
H(I,)>1, so reproduziert sich die Fixpunktmenge von 'su @ nach der Funktional-
gleichung bei H(I,). Man hat also nur diejenigen Fixpunkte von s, @ zu zihlen,
die in einem Fundamentalbereich von H (I,) liegen. Diese liegen aber auch wirk-

lich iiber verschiedenen Fixpunkten von o@. Zwei idquivalente Punkte dieses
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Fundamentalbereichs entsprechen einander nimlich bei einem Element von F, das
nicht Fixelement bei I, ist, die beiden Punkte konnen also zufolge der Funk-
tionalgleichung (24) nicht zugleich Fixpunkte bei s, @ sein:

Satz 16: Wenn s, @, n=1,2,..., ein vollstindiges System nicht zsogredienter,
iber og liegender S-Funktionen, I, der durch s, induzierte Automor-
phismus von T und B, ein Fundamentalbereich der Fixelementgruppe
H(L,) ist, so wird dwrch die Gesamtheit der Fixpunkte aller sy 3, die
Menge der Fizpunkte von op genau einmal dargestellt. Nach Satz 14 hat
$n Bn nur fiir endlich viele Werte von n Fixpunkte, und fiir jeden dieser Werte
von n wird durch s, 8, eine Fixpunktklasse von o vollstindig dargestellt.

Es ist zweckmissig, diesen Sachverhalt noch in einer anderen, fiir die praktische

Ausfithrung oft bequemen Form auszudriicken, die an die Auswahl einer bestimm-

ten S-Funktion ankniipft. Es sei s@ eine bestimmte unter den iiber o liegenden

S-Funktionen und I der durch s induzierte Automorphismus. Dann stellt fs@

die ganze Familie der iiber g¢ liegenden S-Funktionen dar, wenn f ganz I durch-

lauft. fis und f,s sind dann und nur dann isogredient, wenn f; und f, bezéiglich

I isogredient sind, wenn es also ein solches f gibt, dass (Satz 7, § 18)

SH=S ST
ist. Man hat also ein solches System von Elementen von I
So=1, f1, for -

auszuwihlen, dass jedes Element von F mit einem von diesen, aber keine zwei
von diesen unter sich in Bezug auf I isogredient sind, und alle f,s® auf Fix-
punkte zu untersuchen. Nur endlich viele von diesen besitzen Fixpunkte, und
zwar ist in einem Fundamentalbereich von H (I;,~') eine Fixpunktklasse einfach

und vollstindig représentiert.

34. Endliche Ausbreitung der einzelnen Fixpunktklassen.

Mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen gilt:
Satz 16: FEs gibt einen mit E konzentrischen Kreis wmit einem Radius o<1, der
die Fixpunktmengen aller s, 8. (Satz 15) wmschiiesst.
Beweis: Wir betrachten zunichst einen bestimmten Wert von » und setzen
H(I,)=H. Dann sei
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ko=1, ky, ko, . ..,
eine solche Folge von Elementen von F) dass
F=H+k H+k H+

eine Zerlegung von F mnach H ist. Mit Benutzung des Fundamentalbereichs B

von F erhilt man dann in

Bn=B+%k B+k B+ -

einen Fundamentalbereich von H. Es ist zu zeigen, dass es Fixpunkte von s, @
in £.B nur fir endlich viele Werte von » geben kann:
In der Tat, sei s,P=P und P in k,B gelegen. Dann ist

Sn (k-r;1 P) = k??nl kT (kr——l P)7
also hat k,l'z kB an 5, B Teil. Wenn nun s, B an

/iB, 4B, ..., fuB

und nur an diesen Fundamentalbereichen Teil hat, so muss etwa
krynl kr = fu

sein. Zu jedem der m Werte von u gibt es aber hichstens einen Wert von 7,
denn wenn auch
bt by =i
fiir r==s giilte, so wire
](/'T;ll k/r = ksgl k,g,
also
ke ki = (ky k™Y1

n?

also %, ks 'zu H gehdrig im Widerspruch dazu, dass &, H und k; H verschiedene
Nebengruppen von H sein sollten. Es gibt also einen Kreis im Inneren von FE,
der die Fixpunktmenge von s,83, fir den in Betracht gezogenen Wert von »
umschliesst. Da aber s, @ nur fiir endlich viele Werte von » Fixpunkte hat, gibt
es — nach Wahl der 8, — auch, wie behauptet, einen Kreis, der die Bedingung
gleichzeitig fur alle » erfullt.

Betrachten wir die auf den Rand erweiterte Abbildung s, (@ + E). Die Menge
m der Grundpunkte von H (I,) und daher auch ihre abgeschlossene Hiille M, d. h.
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die Menge der beziiglich H (I,) singuliren Punkte (§ 29) sind Fixpunkte von s, E.
Wenn nun s, @ iiberhaupt Fixpunkte hat, so ist offenbar jeder Punkt von m und
daher auch von M Hiufungspunkt von Fixpunkten von s, @. Der eben bewiesene
Satz 16 besagt nun, dass die Menge M der beziiglich H (I,) singularen Punkte mit
der Menge aller auf E gelegenen Hdufungspunkte der Fixpunkte von s, @ identisch
2st. Denn wenn die Fixpunktmenge von s, 3, fiir beliebige Wahl von 3, keine
Hiiufungspunkte auf F hat, so kann kein beziiglich H (I,) regulirer Punkt von
£ Hiufungspunkt von Fixpunkten von s, @ sein. — Hs sei aber ausdriicklich
hervorgehoben, dass nichtsdestoweniger die Moglichkeit offen bleibt, dass beziiglich
H (I,) regulire Punkte von E Fixpunkte von s, ¥ sein konnen.

35. Richtungsfunktion . Index.

Bei der Bestimmung von Fixpunkten einer Abbildung in der Euklidischen
Ebene bedient man sich bekanntlich hiufig mit Vorteil des Begriffes der Arcus-
variation. In der hier verwendeten nichteuklidischen Metrik ist derselbe natur-
gemiss durch den folgenden zu ersetzen:

Es seien x und y zwei verschiedene Punkte von @. (Durch Spiegelung an
E wird die Begriffsbildung auch auf ¥ iibertragen.) Man legt den zu E senk-
rechten Kreis durch z und y. Durchliuft man diesen in der Richtung von x
nach y iber y hinaus, so sei z der Punkt, in dem man auf E stosst. 2 ist also
der unendlich ferne Punkt des von z ausgehenden und nach y zeigenden Halb-
strahls in der nichteuklidischen Metrik. 2z ist eine Funktion z(x,y) von z und v,
deren expliziter Ausdruck

vy—zy +Vie—y) lz—y (1—zy) [—zy)
y(+ex)—z{(1+yy)

z{x,y) =

lautet; dabei entspricht der obigen Richtungsbestimmung die Festsetzung, dass
immer der positive Wert der Quadratwurzelgrosse zu nehmen ist. Fiir zusammen-
fallende x und y verliert die Funktion z(z,y) ihren Sinn. Wenn = und y zwei
verschiedene Punkte auf F sind, so bleibt die Definition bestehen, und es ist
einfach z(z,y) =y. (Wir brauchen nur den Fall, wo = und % beide in @ oder
beide auf F liegen.) — Ist f eine lineare Substitution, die E in sich iiberfiihrt,
so ist offenbar

z(f(x), fly) = flelz, y). (26)
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Nun sei eine S-Funktion s(@+ E) gegeben. Mit IT sei die Fixpunktmenge
von s (@+ E) bezeichnet, und

O+ E—1II= 2
gesetzt. Dann ist

z (x, s (x))

eine in £ eindeutige stetige Funktion vom Betrage 1. Awus ihr wird weiter die
stetige reelle Funktion

§(x; s) = 7;; log 2 (x, s (x))

gebildet, deren Wert im Punkte x nur mod 1 bestimmt ist. Jedem stetigen gerich-
teten Weg in 2 wird nun das [d§ lings des Weges, und jeder geschlossenen
gerichteten Kurve in @ also eine ganze Zahl, der »Index» der gerichteten Kurve,
zugeordnet. Dieser ist bei stetiger Variation der Kurve in £ konstant, also
insbesondere Null, wenn sich die Kurve stetig auf einen Punkt von £ zusammen-
ziehen lidsst, ohne IT zu treffen.

Als positive Durchlaufungsrichtung von F ist diejenige definiert, in welcher

;% log 2 wichst, also bei der hier benutzten iblichen Orientierung der kom-
7

plexen Ebene diejenige, fiir welche man @ zur Linken hat. Diese Definition der
positiven Durchlaufungsrichtung werde auf alle in @+ E liegenden Jordan-
kurven iibertragen. KEs sei ( eine in 2 gelegene Jordankurve mit einem von Null
verschiedenen Index, der fiir positive Durchlaufung von C den Wert j haben
moge. Dann enthilt C eine Teilmenge II, von IT im Inneren. Jede Jordankurve
O, in Q, die II, und keinen anderen Punkt von Il im Inneren enthilt, hat dann
bei positivem Umlauf ebenfalls den Index j, wie man durch Vermittlung einer
Jordankurve C, erschliesst, die im Inneren sowohl von C wie von C; liegt und
selbst II, im Inneren enthdlt. Man kann daher 7 als den Index der isolierten
Teilmenge II, von II bezeichnen. Dabei hat auch das Vorzeichen von j Bedeutung,
indem es offenbar von der gewhhlten Orientierung der komplexen Ebene unab-
hingig ist.

Man kann sich die §Werte an die Punkte einer unendlichbldttrigen, iiber
Q unverzweigt ausgebreiteten Uberlagerungsfliche gekniipft denken.
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36. Invarianz des Index bei topologischer Transformation.

Es sei (mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen) C eine geschlossene
stetige Kurve in £, etwa

1A

C: z=ux(u), o

IA

=1, z(0)=1xz(1), sz + (.

Dann ist &(x (4); s) eine stetige Funktion von #. Man fixiere einen Funktions-
zweig durch Wahl des Ausgangswertes fiir # = o und schreibe die Funktion
danach &(u). Dann ist £ (1) — £ (o) der Index von C.

Nun sei 4 eine beliebige, die Indikatrix erhaltende, topologische Abbildung
von @+ E auf sich. Es soll gezeigt werden, dass der Index von 4 C bei der Ab-
bildung LsA=* gleich dem Index von C bei s ist. Nach dem Tierzeschen Defor-
mationssatz'* gibt es eine von einem Parameter o = v = 1 stetig abhiingende Folge
von topologischen Abbildungen 4, von @ + F auf sich so, dass 4, die Identitiit
und 4,=4 ist. Nun sei

Sp = Jy 8 hy L
und
ie (€ (w)) = & (4, ©)

gesetzt. Hier ist x (w,v) fiir jedes festgehaltene u in v stetig, und zwar gleich-
missig fiir alle u, also x (u, ) stetig im Quadrate o<u=1, o<v=1. Dasselbe
gilt dann von

Lo (s (x (W) = Ay s 4™t - Z (w, 1) = 50 (2 (u, V)
also auch von

Eln,v) = = log (@ (u, v), s, (& (u, v));

es ist nidmlich s, (x (v, v)) == Z (u, v) fiir o= u =1, 0=v=1, da diese beiden Punkte
die Bilder der verschiedenen Punkte x (x) und s (x (u)) bei 4, sind. Fixiert man
also die Funktion £ («, v) durch £(o,0) = &(

von v stetig abhingende Differenz

5(17@) _’N‘g(ov ’U},

da sie eine ganze Zahl sein soll, eine Konstante, also

0), so ist &(u, 0) = £ (). Dann ist die

E(,1)—%(0, 1) =&(1,0) —E(0,0) = &(1) — £(0) w. z b. w.

* Pal. Rend. 38 (1914).
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Die obige Bedingung, dass 4 die Indikatrix erhalten sollte, kann nun nachtriglich
leicht aufgehoben werden, da der Index von C offenbar bei Transformation von
s mit der Spiegelung an der reellen Achse A(x) =z erbalten bleibt.

Fasst man die Fliche ¢ als eine im gewohnlichen Raum gelegene Fliche
auf, so wird @ zu einem Abbild ihrer universellen Uberlagerungsfliiche dadurch,
dass man die aufgeschnittene Fliche ¢ auf einen Fundamentalbereich von F ab-
bildet. Das schliesst mannigfache Willkiir in sich. Wenn man durch zwei Aus-
fiihrungen dieser Operation zu zwei Abbildungen der universellen Uberlagerungs-
fiiiche von ¢ auf @ gelangt ist, so gehen diese durch eine T-Funktion in einander
iiber. Sind mittels der beiden Abbildungen zwei einander entsprechende S-Funk-
tionen iiber einer ¢-Abbildung g konstruiert, so werden diese durch die 7-Funk-
tion in einander transformiert. Der obige Invarianzsatz gibt uns also das Recht,
von dem Index eimer isolierten, zur selben Fixpunktklasse gehorigen Fixpunktmenge
von o @ schlechthin zu sprechen.

Insbesondere haben #quivalente Fixpunktteilmengen isogredienter S-Funk-
tionen denselben Index.

Von dem Recht, eine S-Funktion mit einer beliebigen 7-Funktion zu trans-
formieren, ohne die Indizes ihrer Fixpunktmengen zu #indern, wird noch weiterhin
Gebranch gemacht,

37. Index einer Fixpunktklasse. Indexsumme =. Allgemeines Fixpunktproblem.

Es sei wieder eine Abbildung ¢ ¢ vorgegeben. s @ sei eine dariiber liegende
S-Funktion, I der durch s induzierte Automorphismus. g sei ein Fundamental-
bereich von H(I). Dann ist eine Fixpunktklasse von ¢ einfach und vollstindig
dargestellt duarch die in § gelegene Teilmenge II, der Fixpunkte von s @ (§ 33).
II, hat dabeli nur an endlich vielen der mit dem Fundamentalbereich B von F
dquivalenten Bereichen Teil (§ 34). Wenn nun I, isoliert ist, d.h. wenn es eine
die Fixpunktmenge IT von s(®+ E) nicht treffende, I1, und keinen anderen Punkt
von II im Inneren enthaltende Jordankurve C in @+ E gibt, dann wird der
Index von II,, dh. von C (§ 35), als Indexr der betrachteten Fixpunktklasse be-
zeichnet. Diese Isolierbarkeitseigenschaft braucht nun nicht notwendig vorzuliegen,
niimlich dann nicht, wenn es Fixelemente bei I gibt. Denn dann kann es vor-
kommen, dass zwei dquivalente Punkte von @ gleichzeitig zu einem aus Fixpunkten

von s @ bestehenden Kontinuum in @ gehoren; es hat oft Interesse, gerade dieses
38—26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 18 septembre 1927.
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Verhalten zu betrachten. Vgl. Beispiel 12, § 48. Im Allgemeinen wollen wir
aber, um jeder Fixpunktklasse einen Index zuordnmen zu konnen, itber o die
folgende »Annahme «» machen, durch die, wie man leicht erkennen wird, das
allgemeine Fixpunktproblem keine unsachgemisse Einschrinkung erleidet:
Annahme a: FEs wird angenommen, dass unter den endlich oder abzdhlbar vielen
Gebieten auf @, die die Restmenge der Fixpunktmenge von o bilden,
eines dasselbe Geschlecht wie @ hat.
In diesem Gebiet kann man dann ein kanonisches Schnittsystem von ¢ anbringen
und dieses bei der Abbildung von ¢ auf den Fundamentalbereich B von F' zu
Grunde legen; dann hat keine der iiber g liegenden S-Funktionen Fixpunkte auf
dem Netz N. (Mit anderen Worten: diese Bequemlichkeit kann man, wenn die
Beziehung zwischen @ und @ schon vorliegt, bei Giiltigkeit der Annahme a no-
tigenfalls durch Transformation der S-Funktion mit einer 7-Funktion erreichen,
was ohne Einwirkung auf die Indizes bleibt.) Dann kann man den Index der
Berandung jeder Netzmasche bei s bilden. Stellt man nun den Fundamental-
bereich von H (I) wie in § 34 in der Form

3=B+ B+ kB+

dar, so haben diese Maschen bis auf hochstens endlich viele den Index Null, und
der Index der Fixpunktklasse ist die Summe der Indizes iiber alle Maschen.
Wihit man insbesondere %, k,,... so, dass 8 ein einfach zusammenhingendes
Gebiet wird, so kann man eine aus Netzseiten von N bestehende Kurve C in 8
bilden, die alle in @ liegenden Fixpunkte von s@ umschliesst, und hat dann
offenbar Ubereinstimmung des Index von € mit der Summe der Indizes der von
C umschlossenen Maschen.

Fiir eine die Annahme « erfiillende Abbildung o¢ ist also der Index jeder
einzelnen Fixpunktklasse, und da es nur endlich viele solche gibt, auch die Summe
der Indizes aller Fixpunktklassen definiert. Diese sei mit 5= 5({o) bezeichnet.

Nun ist zu erwarten (und das wird im Folgenden nicht generell, aber in
einer Reihe von besonderen Fillen dargetan), dass die Anzahl der Fixpunkt-
klasseri mit einem von Null verschiedenen Index und der Index jeder einzelnen
von ihnen, also auch die Indexsumme 5, allein von der Abbildungsklasse von @
abhéingt. Dann erhilt das allgemeine Fixpunktproblem folgende Form:
Allgemeines Fixpunktproblem: Die Anzahl der Frxpunktklassen mit einem von

Null verschiedenen Index und den Index jéder Klasse fiir jede Abbeldungs-

klasse von @ aus der zugehorigen Automorphismenfamilie von F zu bestimmen.
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Betrachten wir noch einmal die Transformation der gegebenen Abbildung mit
einer topologischen Abbildung. Es sei 7 eine topologische Abbildung von ¢ auf sich,
t eine tber = liegende 7I-Funktion und J der durch ¢ induzierte Automorphismus.
Dann induziert die S-Funktion s, = fst! den Automorphismus I, = J*1J.
I Gehort also mit I zur selben Automorphismenklasse, aber im Allgemeinen nicht
zur selben Isogredienzklasse. Die Indizes der durch s und s, bestimmten Fix-
punktklassen sind nach § 36 gleich. Das gleiche gilt aber auch fiir die ibrigen
Fixpunktklassen von ¢ und zo¢!. ¢ transformiert ndmlich die ganze Familie der

mit s verwandten S-Funktionen in die ganze Familie der mit s, verwandten:

t-fs -tV =fr-tst™ 1= frs,, (27)

und dabei reproduziert sich die Einteilung in Isogredienzklassen in Bezug auf
die in Betracht kommenden Automorphismen: die Gleichungen

Se=f A 'fIml

und

f2J:fJ 'fu 'f;}‘

folgen durch Ausiibung von J bezw. J~! aus einander. Wenn also die Losung
des Fixpunktproblems allein von dem vorgelegten Automorphismus abhingt, so
gilt: Bei der Losung des allgemeinen Fixpunktproblems fiir einen vorgelegten
Automorphismus ist es statthaft, diesen mit einem beliebigen Automorphismus zu
transformieren. Bei dieser Transformation bleibt die Familie des vorgelegten
Avtomorphismus als Familie beisammen, wie (27) zeigt, wir haben also als Zusatz
zu der obigen Formulierung: Die Lisungen des allgemeinen Frxpunktproblems be-
ziehen sich auf die vollstindigen Klassen in einander transformierbarer Automorphis-
menfamilien. Man kann hierin den expliziten Ausdruck fiir den einleuchtenden
Sachverhalt sehen, dass die Losung des Fixpunktproblems fiir eine Abbildungs-
klasse nicht von der Auswahl eines kanonischen Schnittsystems auf der Fliche
oder von der Auswahl eines Erzeugendensystems fiir die Gruppe F abhingen kann.

38. Zur Klasse der Identitdt gehorige stetige Abbildungen des Torus.

Die vorliegende Arbeit hat die Topologie der Flichen vom Geschlecht p > 1
zum Gegenstand. HBs empfiehlt sich indessen, einen den Torus betreffenden Satz
als Einleitung zu dem Folgenden und als Vergleichssatz aufzustellen. Da man
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leicht die bisher aufgestellten Begriffe sinngemiiss auf den Fall p = 1 iibertrigt,
wird im Wesentlichen dieselbe Bezeichnungsweise beibehalten.

Die Euklidische x-y-Ebene @ sei die universelle Uberlagerungsfliche
des Torus ¢ so, dass Punkte mit ganzzahligen Koordinatendifferenzen iiber dem-
selben Punkte von ¢ liegen. s@ sei eine stetige Abbildung von @ auf sich,
gegeben durch stetige Abbildungsfunktionen

x'=f(z,y)

¥y =9y
unter (iltigkeit der Funktionalgleichungen

Sfle+1,9)=fle,y)+1, flr,y+1)=f(zy),
gle+ry)=gxy)., gly+ti)=glxy+r1.

Dann liegt s @ iiber einer stetigen Abbildung o, und ¢ hingt stetig mit der
identischen Abbildung zusammen. Lisst man nimlich jeden Bildpunkt s P von
@ sich gegen seinen Originalpunkt P geradlinig hin bewegen mit einer kon-
stanten Geschwindigkeit, die der Entfernung von P und s P gleich ist, so erhilt
man eine Schar von der Zeit {,0=¢=1, stetig abhingende Abbildungen s; @,
gegeben durch Abbildungsfunktionen f; und g¢;, die denselben Funktionalglei-
chungen wie f und ¢ geniigen. s @ liegt daher iiber stetigen Abbildungen g ¢.
g, ist die gegebene Abbildung o, und o, ist die Identitit.

Nun werde angenommen, dass 0@ der Annahme « (§ 37) geniigt. In dem-
jenigen Restgebiet der Fixpunktmenge von o, welches das Geschlecht 1 hat,
wird ein kanonisches Riickkehrschnittpaar konstruiert, und die Korrespondenz von
¢ und @ sei so gewihlt, dass die Geraden der ganzzahligen z iiber der einen,

und die Geraden der ganzzahligen y iiber der anderen Kurve dieses Paares

liegen. Der Richtungsfunktion & entspricht jetzt ;I; arc tg Z':Z’ sodass wir es mit
gewohnlicher Arcusvariation zu tun haben. Die Grosse ,1/’—-3/ hat nun wegen der

Funktionalgleichungen in gegeniiberliegenden Punkten auf den Seiten des Ein-
heitsquadrates den gleichen Wert. Die gesamte Arcusvariation bei Umlaufung
des Einheitsquadrates ist daher Null. Eine der Fixpunktklassen von ¢ wird
durch die in einer Quadratmasche gelegenen Fixpunkte von s @ genan einmal dar-
gestellt. Diese Fixpunktklasse hat also den Index Null. Andere Fixpunkte von



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flichen. 301

o¢@ werden von solchen Punkten P iiberlagert, fiir welche P und s P ganzzahlige,
nicht beide verschwindende Koordinatendifferenzen haben. Um diese zu erfassen,
sind" die mit s verwandten Abbildungen zu untersuchen, also Abbildungen s, @,
definiert durch die Abbildungsfunktionen

"=filx, y)=fle,y) + a
¥ =g,(x,y)=gx,y) +b,

wo a und b irgend zwei ganze Zahlen sind. Dann geniigen aber f; und g,
denselben Funktionalgleichungen wie f und g, und dieselbe Betrachtung wie oben
ergibt den Index Null fiir die Berandung einer Quadratmasche. Dass o¢ nur
endlich viele Fixpunktklassen hat, folgt, analog wie fiir p > 1 (§ 32), daraus, dass
das Bild des Quadrates o=z =1, o=y =1 bei s nur an endlich vielen mit
diesem Quadrat dquivalenten Quadraten Teil hat. Zusammenfassend koénnen wir
dieses Ergebnis so aussprechen:

Satz 17: Ist 0 erne stetege zur Klasse der Identitat gehorige Abbildung eines Torus
auf sich, die die Annahme o erfillt, d.h. gibt es auf dem Torus zwer
doppelpunkifreie, sich th esnem Punkt schnetdende Kurven, auf denen keine
Fixpunkte bei o liegen und von denen jede mit threm Bild ber ¢ homotop
ist, so st 5 {6) =0, indem jede der moglicherweise auftretenden (endlich
veelen) Fixpunktklassen fiir sich den Index Null hat.

Dass in diesem Fall nicht notwendig Fixpunkte vorzuliegen brauchen, zeigt

das Beispiel z' =z + %,y' =y.

Das allgemeine Fixpunktproblem auf dem Torus ist vollstindig erledigt und

liegt hinreichend ausfiihrlich dargestellt vor'®, sodass wir uns hier auf die durch

Satz 17 gegebene Losung des allgemeinen Fixpunktproblems fiir die Abbildungs-
klasse der Identitit beschrinken.

!® Zundichst in den zwei Abhandlungen in Math. Annalen Bd. 82 (1921):
J. NieLsgx, Uber die Minimalzahl der Fixpunkte bei den Abbildungstypen der Ringflichen, und
L. E. J. BRoUWER, Uber die Minimalzahl der Fixpunkte bei den Klassen von eindeutigen stetigen

Transformationen der Ringflichen,

in denen die Begriffe »Fixpunktklasse» und »Index» noch nicht klar hervortreten. Der Klassen-
begriff wird dann eingefiihrt und der Beweis sehr vereinfacht und zugleich das Ergebnis auf belie-
bige stetige Abbildungen des (n-dimensionalen) Torus ausgedehnt in der dinisch geschriebenen
Arbeit des Verfassers:
Ringfladen og Planen, Matematisk Tidsskrift B (1924).

Neuerdings ist unabhingig vom Verfasser Herr H. HoPF zu einer dhnlichen Darstellung gelangt:
Heixz Hopr, Uber Mindestzahlen von Fixpunkten, Math. Zeitschr. 1927.
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39. Die Richtungsgruppe (F).

Stellt man die §Werte — o <% << o auf einer Geraden Z dar, so ist
Z dadurch als universelle Uberlagerungsmannigfaltigkeit von E gedeutet. Der
Gruppe F, als Gruppe von topologischen Abbildungen von E auf sich aufgefasst,
entspricht dann eine Gruppe von topologischen Abbildungen von Z auf sich, die
wir die »Richtungsgruppe» nennen und mit (F) bezeichnen.

Es soll eine abstrakte Darstellung von (F) durch erzeugende Operationen
und definierende Relationen ermittelt werden.

Sei f ein beliebiges Element von F, 2z, ein beliebiger Punkt von F, §, einer
der iiber z, liegenden 5-Werte und £, einer der iiber fz, liegenden £-Werte.
Dann ist eine topologische Abbildung von Z auf sich durch die Forderungen festge-
legt, dass sie iiber fE liegen und &, in £, iiberfithren soll. Da die Intervalle von
& bis & 4+ 1 und von & bis & + 1 je eine einmalige Bedeckung von F ergeben,
wird diese Abbildung periodisch mit der Periode 1. Ein Punkt §, von Z, der
iiber dem Grundpunkt V' (f) liegt, geht dabei in & + » iiber, wo » eine ganze
Zahl ist, und diese Verschiebungszahl ist fiir alle iiber V (f) und U(f) liegenden
& Werte dieselbe. Die erhaltene topologische Abbildung von Z mége dann mit

()

bezeichnet werden. Sie geniigt der Funktionalgleichung

SHE+1)=(hE+1. (28)

Die iiber der identischen Operation 1 von F liegenden Operationen von (F) bil-
den eine Untergruppe von (F), die von den Potenzen von

(1),

d. h. der Verschiebung von Z in positiver Richtung um eine Einheit, gebildet
wird. Diese ist mit allen Elementen von (F) vertauschbar; denn (28) besagt

(o (1) 5= (1), (F)§. (29)

und

e (D= (0 () =(F)s+n, (29 a)
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sodass wir in den 2p + 1 Operationen
(@1)os By - - - - - s (@p)o, (Bolo, (1);
ein Erzeugendensystem von (F) gefunden haben. Dabei ist
(@) ={a, "),

und analog.
Nun wird ein vollstindiges Relationensystem gesucht. Zuniichst ergibt (29)
die Vertauschungsrelationen

@2 (1)
=1, ...,p. (30)
(ba)o = (1),

Wegen (30) kann jedes Element y von (F) in der Form
y=1I((a, (b)) - (1)
dargestellt werden. Soll nun y die Identitit, d.h.
y=={1)s
sein, so muss II ((a),,(bs),) iiber der identischen Abbildung von E liegen, also muss
IT(a;, b)=1

in F sein. Dann ist (vgl. § 8) identisch in den a:,b;

I (ai,bi)= IT* hi(as, b:) B (a:, b))% ks (as, )", (31)

j=1

wo durch den Stern angedeutet wird, dass es sich um ein neues Produkt han-
delt. Die Identitit (31) kann man ebenso gut in den (asy, (bs), statt in den a;, b;

schreiben. Es kommt also alles darauf an, das Element

R ((@a)o, (ba)o) = (ay)o (Br)o (@™o (B Yo - - - (@)o (Bu)o (an o (Br s

zu bestimmen. Dies Element liegt iiber der Identitit von F, also ist

R (@), (b)) = (1),%, (32)

wo x zu bestimmen bleibt. Da (1); mit allen Elementen von (F) vertauschbar ist,
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heben sich dann auf der rechten Seite von (31) alle Transformatoren #;((a;),,
(b)) fort, sodass y mittels (32) und (30) auf die Form

r=() 3
gebracht ist, wo dann der Exzponent Null sein muss.

Um nun den Exponenten z in (32) zu bestimmen, hat man sich das Fol-
gende iber die Produktbildung (f),(f;), klar zu machen: Bei fE erhalten die
Punkte von E, die links von der gerichteten Achse U (f) V(f) liegen, eine ne-
gative Verschiebung, die Punkte rechts von der Achse eine positive Verschiebung,
und diese Verschiebungen betragen weniger als einen Umkreis von E. Bei(f), Z
bleiben die iber U(f) und V(f) liegenden Punkte in Ruhe, und die tibrigen

Punkte erhalten teils eine negative, teils eine positive Verschiebung < 1. Also gilt

— 1 <(f)o§“§< I
und weiter

v <(fhE-E<v+r. (33)

Nun gebe man den Achsen von f und f; Pfeilspitzen, die von dem negativen
nach dem positiven Grundpunkt zeigen, und betrachte das Produkt (f),(f;), der
Reihe nach in folgenden Fillen:

1) f und f;, haben zusammenfallende Achsen. Dann bleiben die iiber den ge-
meinsamen Grundpunkten liegenden Punkte von Z sowohl bei (f), wie bei (f),
fest, also ist

(o (S do=(LS1)o- (34)

2) Die Achsen von f und f; schneiden einander. Dann bleiben die iiber U(f))
bezw. V(f,) liegenden Punkte von Z bei (f,), fest und erhalten bei (f), Verschie-
bungen entgegengesetzten Vorzeichens. Zufolge (33) gilt also wieder (34).

3) Die Achsen von f und f; treffen einander nicht. Dann bestimmen sie zwischen
sich ein Teilgebiet ¥ von @+ E, an dessen Berandung sie beide Teil haben.
Wenn dann die Pfeilspitzen der beiden Achsen auf dem Rande von y verschiedene
Umlaufssinne bestimmen, so erhalten die Punkte von Z, die itber f,~ V(f) bezw.
iber V(f,) liegen, bei (f),(f;)o Verschiebungen entgegengesetzten Vorzeichens,
also gilt wieder (34).

4) Die Achsen von f und f, erteilen iibereinstimmend dem Rande von y einen

Umlaufssinn, der a) dem positiven Umlaufssinn auf F entgegengesetzt ist, b) mit
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ihm iibereinstimmt. Hier hingt die Entscheidung der Frage von der Lage der
Grundpunkte von ff; ab. Wir werden die Antwort aber nur in dem Fall brau-
chen, wo man iiber ‘mindestens einen dieser Grundpunkte weiss, dass er auf
einem der beiden zum Rande von y gehérenden Teilbogen von F liegt. Jeder
solche Punkt erhilt namlich im Fall a) zuniichst bei f; eine positive Verschie-
bung und dann bei f entweder wieder eine positive Verschiebung (falls er nim-
lich auch in seiner neuen Lage noch zum Rande von y gehort) oder eine mnega-
tive Verschiebung (falls er auf die linke Seite der Achse von J geraten ist), die
geringer ist als die vorhergehende positive Verschiebung, insgesamt also eine positive
Verschiebung. Wenn aber ein Grundpunkt von ff, eine positive Verschiebung
erhalten hat, so ist

(f)o (f1)o = (ffl)v

mit einem positiven Wert von ». Da nun die Verschiebung von V(f,) weniger
als einen Umkreis um E ausmacht, so folgt wegen (33) » =1, also

{(Flo (o= (£ (35 a)
im Fall a) und analog

(o (So=(ffi)= (35b)

im Fall b).

Nun geben in allen Fdllen die Entwicklungen der Grundpunkte vollen Auf-
schluss dariiber, welche der obigen Fille jeweﬂs _eintreten. Da je zwei der
Achsen von a,, b, und «, b, sich schneiden, ist nach (34)

(@) (By)o (@™o = (a, by a; ™), - (36)

Die Achsen von a;b,a,7! und b,7' entsprechen dem Fall 4a), und die Grund-
punkte von a,;b,a,'b~'=Fk, liegen in ihrem Zwischengebiet y, also hat man
nach (35 a)

(@b, a7 (B, Yp=(a, by a1 07,
und also, da das Gleiche fiir die iibrigen Indizes gilt, mit der Bezeichnung
ki=a;bia b7,
B ((asy, (bo) = (ko)1 (Ba)y - (ko)

= (ky)o (ke)y -~ (kp)o (1),7.

39 —- 26404. Acta mathematica.  50. Imprimé le 18 septembre 1927.
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Nun entsprechen (fiir p>2) die Achsen von %, und %, wieder dem Fall 4 a), und

die Grundpunkte von k, k, liegen in ihrem Zwischengebiet, man hat also nach (35 a)

(Fy)o (ke)o = (K, Ko}y = (g ko) (1),

und der gleiche Schluss gilt (fiir p > 3) fir %, %4, und %; u.s.w. bis zum vorletzten
Schritt. Also hat man

R{(ado, (b)) = (ky kg - kp—1)o (kp)y (1), 2+~

Die Elemente k, %, - kp—1 und k, sind aber zu einander reziprok wegen R(a:, b))
=1, also gilt nach Fall 1)

(ky ey - Fp—1)y (Bp)o = (1),

r=2p—2.

also

Somit hat sich fiir die Richtungsgruppe (F) die folgende abstrakte Darstellung
ergeben:

Erzeugende: (ai)y, (bi)o, (1),

Relationen: (a5,

(F)

Diese Gruppe ist zuerst von Herrn H. HoreLLing'® angegeben worden, der
sie von einer etwas anders gewendeten Fragestellung aus und mit anderen Me-
thoden gewinnt, wenn man auch die sachliche Ubereinstimmung der beiden unab-
héingig von einander entstandenen Betrachtungsweisen miihelos erkennen wird.
Nach Horeiuing ist (F) die Fundamentalgruppe derjenigen orientierbaren ge-
schlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeit, deren »Punkte» die Fldchenpunkte
von @ gepaart wmit einer von thnen ausgehenden Richtung sind. Der obige Expo-

nent 2p—2 ist dann der (einzige) Torsionskoeffizient dieser Mannigfaltigkeit.

40. Zuwachs der Richtungsfunktion auf dquivalenten Wegstiicken und auf E.

Es sei s eine S-Funktion, I der durch s induzierte Automorphismus, IT die
Fixpunktmenge von s(@+E) und @+ E— 1= 12 gesetzt. &(x;s) wird kurz mit

* HAROLD HOTELLING, Three-dimensional Manifolds of States of Motion, Transact. Amer.
Math. Soe. vol. 27 (1925).
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£ (x) bezeichnet. w sei ein gerichtetes stetiges Kurvenstiick in £, das von z, nach
xy fihrt. £ sei ein bestimmt gewihlter unter den nur Mod. 1 bestimmten Wer-

ten &(x;). Dann sei

§2=§1+fd§ (37)

w

gesetzt. f sei ein Element von F, das Fixelement bei I, also mit s vertauschbar
ist. Dann ist zufolge (26) (§ 35) in ganz Q

also

§(f () = (f)§ (=), (38)

wobei die unbestimmte ganze Zahl » der Unbestimmtheit von £ Mod. 1 Rechnung

tragt. Dann wird

f k= f A0 E) = (ks — (e (30)
fw w

giiltig fiir jedes »; die Unabhingigkeit der Differenz von » ist evident wegen

(f)vgz(f)og"{"”-

Dann hat man wegen (38) und (39), giiltig fiir jeden Wert von »:

f L) ~ E () = f AWE— 8= (& — & — (W& — &,

w w

Ersetzt man nun den Integrationsweg w durch einen beliebigen anderen in 2 von
x; nach x, filhrenden Weg, so #ndert sich § hochstens um eine ganze Zahl, was
wegen (28) ohne Einfluss auf die Differenz (f), & — &, bleibt. Also 4st

f AIE(f (@) — E ()]

unabhdngtg vom Integrationsweg in Q.

Nun seien x, und x, zwei zu Q gehérige Punkte von E, die nicht durch
die Fixpunktmenge von s E getrennt werden, also zum selben fixpunktfreien In-
tervall auf E gehdren, und w sei der sie verbindende zu 2 gehorige Bogen von
E. Dann kann man wieder (37) bilden. Da sw zum gleichen fixpunktfreien In-
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tervall gehort, wie w, und hier z(x,s(x)) =s(x) ist, liegt kein Punkt des Inter-
valls (§,, &) der Achse Z iiber einem Fixpunkt von s E. Wenn es also iiberhaupt
Fixpunkte bei s E gibt, so hiingt & — & nur von der Lage der Punkte s(z,) und
s(xs) ab. Wenn nun insbesondere « zu einem fixpunktfreien periodischen Inter-
vall gehort, das durch die Grundpunkte des Fixelements f begrenzt wird, und

s =1 ()
ist, 8o ist nach (38)
g;’. = (f)v gla

lund hier muss » =0 sein; denn sonst gibe es zwischen & und &, einen Punkt
der Z-Achse, der iiber einem Grundpunkt von f, also einem Fixpunkt von sFE

lige. Man hat also bei Integration lings E

S(z)

fdg:(f)ogl”‘gl' (40)

41. Klassenindex Null bei gyklischer Fixelementgruppe.

Es sei s eine S-Funktion, I der zugehorige Automorphismus und H(I) sei
zyklisch, also, indem f das primire Fixelement ist, H (I)={f}. Bei s £ mogen
zwei fixpunktfreie, bei [ periodische Intervalle entstehen (§ 14). 2 sei wieder
der fixpunktfreie Teil von @+ E. Das Netz N gehore ganz zu 2 auf Grund der
Annahme ¢ (§ 37). Der Index der durch s @ dargestellten Fixpunktklasse wird

nach § 37 durch das f d £ iiber den Rand eines Fundamentalbereichs von {f} de-

finiert. Hs ist daher zunichst ein solcher Fundamentalbereich herzustellen, dessen
Rand fixpunktfrei ist.

U(f) und V(f) sind die einzigen Fixpunkte auf E. Die in einem Funda-
mentalbereich von {f} gelegene Fixpunktmenge von s @ lisst sich nach § 34 in
einen ganz im Inneren von E gelegenen Kreis einschliessen. 1 und p (Fig. 16)
seien zwei Abstandslinien zur Achse von f, die diesen Kreis zwischen sich ent-
halten. Dann enthilt das durch 2 und g bestimmte Kreiszweieck die gesamte
Fixpunktmenge von s®@, da diese sich bei {f} reproduziert. C =2z 2, sei ein
nichteuklidisches Lot auf der Achse von f, das mit keiner Geraden des Netzes
N zusammenfillt und durch keinen Eckpunkt von N geht. Die von C durch-
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schnittenen Netzmaschen sind dann so lings C aneinander gereiht, dass ihre
Gesamtheit von zwei einfachen Netzseitenziigen berandet wird. A B sei ein Stiick
des einen dieser Netzseitenziige, welches von einem Punkte A auf i durch das
Zweieck Ayu hindurch zu einem Punkte B auf p fiihrt.

Man verbinde A geradlinig mit 2, und B mit 2z, (den Endpunkten von C
auf E). So ist ein von Fixpunkten freier, von z, nach z, filhrender Weg w
hergestellt. Dieser trifft offenbar sein Bild bei f nicht. w und fw enthalten

Fig. 16.

zwischen sich einen Fundamentalbereich von {f} mit den vier »Eckpunkten> z,,
2y, f2s, f2, bei positivem Umlantf. Der Rand desselben gehort zu 2, da ja auch
die beiden Teilbbgen von FE von Fixpunkten frei sind.

Nun sei & einer der Werte von £(z,). Ferner sei

52=§1+fd§.

w

Dann ist nach (39), fiir v ==o0:

fdg:(f)0§2~(f)0§r

Sw
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Die Beitrige zu f d& auf den beiden Bigen von F folgen aus (40), indem die

dort gemachten Voraussetzungen hier erfiillt sind. Die vier Teilbeitrige zu f d&

bei positivem Umlauf sind also der Reihe nach:

e
f
i
!
!\'T

und ibhre Summe ist Null:

Satz 18: Wenn s esnen Automorphismus mit zyklischer Fixelementgruppe induziert
und bei s E zwei firpunktfreie periodische Intervalle entstehen, so hat die
bei s @ auftretende Fixpunktklasse den Index Null.

Es sei noch ausdriicklich darauf hingewiesen, dass iiber die Verschiebungs-
richtung der Punkte der fixpunktfreien Intervalle bei der Abbildung s nichts
vorausgesetzt zu werden brauchte.

42. Die Birkhoffsche Formel.

In diesem Paragraphen wird das Fixpunktproblem (fiir p >1) fir die zur
Klasse der Identitit gehorigen stetigen Abbildungen erledigt.

Es sei also o¢ eine zur Klasse der Identitit gehorige o-Abbildung, die der
Annahme o (§ 37) geniigt. Dann konnen wir annehmen, dass auf dem Netz N
keine Fixpunkte der iiber o liegenden S-Funktionen vorkommen. s sei die iiber
o liegende und den identischen Automorphismus I, induzierende S-Funktion; s ist

also mit allen Elementen von F' vertauschbar.
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Nun soll der Index der durch s @ dargestellten Fixpunktklasse von o¢ be-

stimmt werden. Da die Fixelementgruppe H(l,) mit F identisch ist, ist f d§

iber den Rand eines Fundamentalbereichs von F' bei positivem Umlauf zu bilden,
indem dieser die Rolle der Kurve (' (§ 37) spielt. Wir withlen die zentrale Masche
B, deren Rand als von Fixpunkten frei angenommen wurde. Die Eckpunkte von
B seien, von dem zunichst unterhalb der positiv-reellen Achse liegenden anfan-
gend, linksldufig mit Q,, ©,,..., @ip—1 bezeichnet. Dann ist

Q=a b raQ,
Q=a,7 ¢
Q=0bQ=a"¢
Q="bya, b Q=104

und hiernach wiederholen sich diese Elemente, nur mit den Indizes 2, 3, u.s.w.
Es werde fiir £§(¢,) einer seiner Werte, &, fixiert. Ferner sei dann

Q@

B~ e+ f ax

Q

%
=&+ f d&

&

Q
§ap =&ap +fd g,
Qp—1

wobei die Integrale lings der Randseiten von B zu bilden sind. Der gesuchte
Index ist dann &, —&,. Wegen

@ =a; b a7t Q

geht nun £, aus §, durch eine derjenigen topologischen Abbildungen der §-Achse
auf sich hervor, die zu dem Element a, 7" @, gehoren, etwa in der friiheren
Bezeichnung:
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& = (a, b, a7, &, (41)

und ebenso gibt es eine bestimmte ganze Zahl », so, dass

&= (@, &, (42)
Nun igt
Q Q
§ =25, +] d§=£, _‘] d((al_l)’V? £ = & — [(al—l)vz & — (“1~I)Wz §0J
Qs Q

auf Grund von (39), also wegen (42), (41), (36), (29 @) und (30):

E = (g, N do
= (a, V(@ by )0 &
= (@, g (@y by @), (A1) —0, &
= (& "o (@ by 8o (@) (1), &
= (b)—r &
Weiter ist dann

) o
§*=§3+fd§=§3-jd((bl)-h§)=
Q3 Ql

E — ()= & + () &
= (b)) (a1 b7 a7 &
= (o (@ by @™o o
= (b0 (@,)e (b)s ™ (@™ &

Somit wird der gesuchte Index, da sich die letzte Formel mit Erhéhung der In-
dizes wiederholt,

Eip — &= R((ade. (b} & — &
=(1) g —§=2—2p

auf Grund der letzten Relation der Gruppe (F).
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Der Index der durch s® dargestellten Fixpunktklasse ist also 2 —2p.

Hs bleiben noch die Indizes moglicher anderer Fixpunktklassen zu bestim-
men. Hs sel also f ein beliebiges Klement aus F. Die mit s®@ verwandte §-
Funktion fs® induziert den inneren Automorphbismus I,;~1, vgl. § 12 und fol-
gende. Die zugehorige Randabbildung ist / F mit den Fixpunkten U (f) und V(f)
und zwei durch sie bestimmten periodischen fixpunktfreien Intervallen (§ 14).
Die Fixelementgruppe H (I,;~1) ist die zyklische Gruppe {f/*}, wo f* das zu der
Achse von f gehorige primire Element ist (§ 17). Nach Satz 18 hat somit die
zugehorige Fixpunktklasse — wenn es itberhaupt Fixpunkte bei fs®@ gibt — den
Index Null

Zusammenfassend haben wir also:

Satz 19: Die endlich wvielen Fixpunktklassen einer zur Klasse der Identitdt ge-
hirigen  Abbildung o haben alle den Index Null bis auf eine einzige,
topologisch notwendige Kiasse, die den Index 2—2p hat.

Insbesondere gilt also auch fiir die Indexsumme

E(l)=2—2p, (43)

wobel durch den Reprisentanten I, der Automorphismenfamilie der Identitiit,
der als Argument von F gesetzt ist, angedeutet werden soll, dass es sich wirklich
um eine fir die Abbildungsklasse giltige Formel handelt.

Nach Satz 17 ist (43) auch fiir p==1 richtig.

Die Formel (43) verdankt man G. D. Birkuorr'’, der sie fiir eineindeutige
analytische Abbildungen - einer analytischen Fliche vom Geschlecht p mit Hiilfe
eines von Poincark stammenden Lemmas beweist und daraus auch fiir den all-
gemeinen topologischen ¥all die Existenz mindestens eines Fixpunktes erschliesst.
Durch die vorstehenden Ausfithrungen wird die Giiltigkeit der Formel auf belie-
bige stetige Abbildungen von der Klasse der Identitidt ausgedehnt, ferner erkannt,
dass, obwohl beliebig viele Fixpunktklassen auftreten konnen (§ 24), die Index-
summe 2—2p immer vom Beitrag einer einzigen Fixpunktklasse stammt, und
endlich die Annahme endlich vieler Fixpunkte durch die viel schwichere Annahme
o ersetzt. Wenn man nicht nur die Existenz von Fixpunkten iiberhaupt nach-
weisen, sondern auch die Rolle der einzelnen Fixpunktklagsen durch Indizes be-
werten will, kommt man natiirlich um eine Annahme von der Art der Annahme

a nicht herum; man braucht ja nur zu bedenken, dass in dem Grenzfall, wo alle

" Dynamical systems with two degrees of freedom, Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 18, be-
sonders 8. 286 ff.

40—26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 19 septembre 1927.



314 Jakob Nielsen.

Punkte von ¢ Fixpunkte von e¢ sind, der Begriff des Index lingst seinen Sinn
verloren hat.

Dass es topologische Abbildungen von der Klasse der Identitit mit newr
einem Fixpunkt gibt, zeigt z. B. v. KErkxsirr6'® durch ein Beispiel. Man kon-
struiert ein solches einfacher mittels des folgenden mir von H. Kneser miindlich
mitgeteilten Hiilfssatzes:

Eine topologische Abbildung einer Kreislinie auf sich, die mindestens
einen Fixpunkt hat, lisst sich zu einer topologischen, im Inneren fix-
punktfreien Abbildung der Kreisscheibe erginzen.

In der Tat, wenn O ein Fixpunkt und P ein beliebiger Punkt der Kreis-
linie, P’ das Bild von P (das auch mit P zusammenfallen kann) und p ein belie-
biger Punkt auf der Sehne OP ist, so kann man festsetzen, dass der Bildpunkt
p" von p auf der Sehne OP’ liegen und etwa

- (3

oF \orp

sein soll.

An die Stelle der Kreisscheibe kann natiirlich eine beliebige Jordanscheibe
treten. Nun bilde man die einzelnen Randseiten des Fundamentalbereichs B von
F so auf sich ab, dass ausser den Endpunkten der Randseite keine Fixpunkte
vorkommen, und iiberdies noch so, dass die Abbildungen auf dquivalenten Rand-
seitenpaaren durch das betreffende I-Element in einander transformiert werden.
Diese topologische Abbildung des Randes von B auf sich, die in den 4 p Ecken,
und nur da, Fixpunkte hat, erginze man nach dem Hiilfssatz zu einer im Inneren
fixpunktfreien Abbildung der Masche B. Die hierdurch bestimmte topologische
Abbildung von ¢ gehort zur Klasse der Identitdt und hat als Fixpunkt nur den
einen Punkt, iiber dem die Ecken von B liegen. — Hier liegt also nur die topo-
logisch notwendige Fixpunktklasse, und diese nur durch einern Punkt vertreten,

vor. Der Index dieses Punktes ist 2—2p.

43. Die Alexandersche Formel.

In diesem Paragraphen wird ein von J. W. ArLexanper' herrithrender, aus-

serordentlich wertvoller Satz wiedergegeben, der (in der hier verwendeten Termi-

'® Vorlesungen iiber Topologie I, Verlag Springer, 1923, S. 214.
¥ J. W. ALEXANDER, Invariant points of a surface transformation of given class, Transact.
Amer. Math. Soc. Vol. 25.
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nologie gesprochen) die Summe 5 der Indizes aller Fixpunktklassen explizit
anzugeben gestattet. Dabei wird iiber die Abbildung eine recht spezielle Annahme
gemacht; aber es ist ersichtlich, dass das Resultat von dieser Annahme unabhingig
ist, wenn man, wie es bei spiteren Anwendungen der Fall ist, von anderer Seite
her weiss, dass 5 nur von der betrachteten Automorphismenfamilie abhiingt, so-
dass es geniigt, 5 in einem speziellen Fall zu bestimmen. — Die folgende Her-
leitung steht mit der von Alexander selbst gegebenen in engstem Zusammenhang.

Es sei ein beliebiger Automorphismus I gegeben. Nach § 23 konstruiere
man eine T-Funktion ¢®@ mit folgenden Eigenschaften:

1. ¢ induziert I.

2. Bezeichnet zg die topologische Abbildung von ¢, iber der {@ liegt, und
2 das kanonische Schnittsystem

S=A, B, ..., 4, B,

auf @ mit dem gemeinsamen Punkt ¢, so soll auf = kein Fixpunkt von ¢ liegen.

3. ©¢ soll nicht auf = liegen.

4. 72 soll Z nur in endlich vielen Punkten treffen, und in jedem dieser
Punkte soll eine wirkliche Uberschneidung einer Kurve von 3 mit einer solchen
von 7X stattinden. — Am Schluss von § 23 wurde dies dadurch erreicht, dass
das Bild des ilber X liegenden Netzes N bei ¢ aus geoditischen Linienstiicken
bestand, deren Endpunkte ausserhalb N lagen.

Die Eigenschaften 2), 3) und 4) bestehen dann auch bei 2 '¢.

Die Grundmasche B des Netzes N wird durch ¢ N in endlich viele einfach
zusammenhédngende Teilbereiche

01) 027 ey Ov

zerlegt. Dann wird B durch ¢N ebenfalls in » Teilbereiche zerlegt, von denen
jeder mit einem der Bereiche ?0; dquivalent ist. Hs seien

t, 0y, 404, ..., £ 0,

diese neuen Teilbereiche von B, wobei die # also mit ¢ verwandte 7T-Fanktionen
sind, also iiber z@ liegen. ¢ kann fiir verschiedene Werte von ¢ dieselbe T-Funk-
tion sein. Die Anzahl der verschiedene Fixpunktklassen bestimmenden unter
diesen 7-Funktionen ist hochstens gleich der Anzahl nicht isogredienter 7-Funk-
tionen ‘iiber zg, bei denen B mit seinem Bild Punkte gemein hat. Ohne dass
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wir diese Anzahl zu bestimmen brauchen, kénnen wir nun so schliessen: Fixpunkte

von t; 0; gehdren zur selben Fixpunktklasse von z¢g als Teil der Fixpunktmenge

von & @, und der Index dieser Fixpunktteilmenge ist gleich f d £ (x; ), erstreckt

iiber den positiv umlaufenen fixpunktfreien Rand von O;. Selbst wenn erst
mehrere der O; eine Fixpunktklasse von z¢ vollstindig enthalten, gilt doch, dass
die Summe ZF der Indizes aller Fixpunktklassen von z¢ durch die Summe der
Indizes der positiv umlaufenen Rinder der Gebiete O; bei O;— f; O; gemessen
wird, und diese soll nun ermittelt werden.

Man bezeichne wieder die Ecken von B mit

@, @1v -y Qip—1

wie in § 42. @ bezw. QF seien die iiber v7! @ bezw. 7 liegenden Punkte von
B. & sei eine der gerichteten Kurven des Systems 3, H diejenige iiber k liegende
Randseite von B, bei deren Durchlaufung B zur Linken liegt, fH die damit
dquivalente Randseite von B. H — bezw. H ¥ sei die Menge der iiber v ' h bezw.
7h liegenden Jordanbdgen in B. Nun durchlaufe ein Punkt p auf ¢ die gerichtete
Kurve z71h. Der itber p liegende Punkt P von B durchliuft dann H — und springt
dabei endlich oft von einem Randpunkt von B zu dem ﬁquivalenten. P werde
dabei stets demjenigen der an H ~ stossenden Bereiche O; zugerechnet, auf dessen
Rand er einen positiven Bogen durchliuft; ¢ nimmt dabei also der Reihe nach
verschiedene Werte an. Dann durchliuft ¢, P stetig und monoton die Randseite
H oder fH, je nachdem 7z die Indikatrix erhiilt oder umkehrt, also je nachdem
der Grad ¢ von v den Wert +1 oder —1 hat. Nehmen wir zunichst den ersten
Fall an. Dann sei ¢, der Anfangspunkt, also ¢, der Endpunkt von H. Der
Richtungshalbstrahl P—¢ P geht von der Lage ¢~ . aus und endet in der Lage
@~ ¢»+1 und schneidet stets die Netzgerade, auf der H liegt. Der zugehorige
Richtungspunkt z ist also an den einen Teilbogen (H) von E gebunden, der durch
diese Netzgerade bestimmt wird und auf der von B abgewandten Seite liegt. Jedem
Sprung von P entspricht ein Sprung von z auf dem Teilbogen (H) von E, der nach
Grosse und Vorzeichen vollig bestimmt ist. Rechnet man zunichst diese Sprung-
werte mit ein, so durchliuft der Richtungspunkt z [P, ¢; P] den positiven Teilbogen
2(Q~, @) —2(Q—, @+1) auf E, wihrend P H — durchliuft. Lisst man & der Reihe
nach jede Kurve von = und deren Reziproke sein, so vollfithrt 2 einen positiven Um-
lauf um £ und genan ebenso fiir ¢ = —1 einen negativen Umlauf um E. Man kann die

Spriinge als durch eine stetige Variation des Richtungshalbstrahles erzeugt denken,
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indem man den Punkt P jedesmal, wenn er einen Randpunkt von B erreicht,
geradlinig durch das Innere von B zum idquivalenten Randpunkt wandern ldsst und
wihrend dieser Bewegung von P den Bildpunkt festhiilt, sodass sich der Richtungs-
halbstrahl um den Bildpunkt dreht. Mit dieser Festsetzung kénnen wir, wenn 3 —
die Menge aller A, also das Abbild von 77!'3 in B bedeutet, schreiben

fdgze.

g

Nun lisst man P einen positiven Umlauf um B ausfithren. Der Bildpunkt
t; P (mit wechselndem ¢) liegt dabei auf =+, d. h. iiber ¢3, springt also jedes
Mal, wenn P =~ iberkreuzt. Rechnet man wieder die Sprungwerte ein, indem
man jetzt den Originalpunkt P festhilt, withrend der Bildpunkt die »Sprungsehne»

des konvexen Bereiches B durchliuft, so wird f d § lings H durch den auf F—(H)

gelegenen Bogen z(Q,, @) > 2(Q.+1, Q) gemessen, der unabhiingig von ¢ und
zwar immer positiv ist; insgesamt ergibt das fiir alle 4 p Seiten H einen positiven
Umlauf um E. Es ist also

f d§=1+e, {44)
s¥e-
wobei das Integral die von der positiven Umlaufung der Begrenzungen aller O;
herriihrenden Beitrdge und iiberdies noch die Sprungwerte enthidlt. Ks ist also
noch die Summe der Sprungwerte zu bilden und abzuziehen.
Betrachten wir also einen Punkt x auf der Randseite H von B, in dem Z—
an den Rand von B st6sst. Er liegt iiber einem Schnitt zwischen der Kurve A von X
und etwa der Kurve v'% von 7'3 (Fig. 17). Der mit « dquivalente Punkt auf
dem Rande von B heisse z’; von diesem aus setzt sich die iiber 7'k liegende
Kurvenstiickmenge K~ in B fort. Die vier an x und «’ stossenden Gebiete O;
seien wie in der Figur mit O,, 0,, Oy, O, bezeichnet. Der Bildpunkt y=t, «,
der bei der positiven Umlanfung von O, als Bildpunkt von z auftritt, liegt auf
dem Rande von B als Schnitt einer iiber £ liegenden Randseite mit H ™. Der
damit dquivalente Randpunkt sei . Dann iiberlegt man sich leicht, dass

Lhax=y
e =1y
Y (45)
tyx =1y

t4xl: yl
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ist. Um iber die Lage von y und %', von denen man nur weiss, dass sie dqui-
valent und von « und z’ verschieden sind, nichts vorauszusetzen, sind diese beiden

Punkte in der Figur 17 nicht gezeichnet; es wird nur durch Hineinschreiben

Fig. 17.

Fig. 17 a. y/

Fig. 17 b.

dieser Buchstaben in die bei z und z  entstehenden Ecken an (45) erinnert.
Vergegenwiirtigt man sich nun die oben geschilderte stetige Erzengung der Sprung-

werte, bei der man von Originalpunkt P und Bildpunkt P jeweils den einen fest-
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hilt und den anderen eine Sehne des konvexen Bereiches B durchwandern lisst,
so findet man das Folgende iiber die 4 zu dem betrachteten Schnitt gehorigen
Sprungwerte:

! 1 — o

] | P P J PP dreht um

| %

[ ‘

| Bel Durchlaufung von K — anf o zu . . . . | durchliuft xa’ fest in y Y

L » s fH L | festin o | durchlduft yy/ af

{ » » » K—aufa zu. .. . l durchliuft o« fest in 3’ ] ¥ |
‘1 » » I & [ fest in & | durchliuft ¢’y | x

Der Strahl PP geht also von der Stellung zy aus und kehrt zu dieser zuriick,
sodass der Richtungspunkt z des Strahles eine ganze Anzahl von Umliufen um
E ausfithrt. Nun sind die Punkte x,2’, y und 4" die Ecken eines konvexen
Polygons; keiner von ihnen fillt in eine Eeke von B und hochstens zwei auf
dieselbe Seite. Wenn nun die Sehnen xzz" und yy' sich nicht schneiden, so ist
die Sprungsumme Null, wie man aus obiger Tabelle und Fig. 17 a leicht abliest;
wenn die Sehnen sich aber schneiden, so zeigt Fig. 17 b, dass die Sprungsumme
eine Volldrehung in dem durch die Punktfolge

xy' 'y {46)

bestimmten Umlaufsinne ausmacht. (Diese Bestimmung der zu einem bestimmten
Schnitt zwischen X und 73 gehérigen Sprungsumme wie auch die obige Ermitt-
lung der Zahl 1+ ¢ ist iibrigens unabhiingig von der benutzten Metrik.) Dafiir
aber, dass die Punktepaare zz' und yy sich auf dem Rande von B trenmnen, ist
notwendig und hinreichend, dass die beiden benutzten Kurven h und % ein kon-
jugiertes Paar des kanonischen Schnittsystems X auf ¢ sind. Nun kann man
der Uberschneidung einer Kurve durch eine andere auf der orientierbaren Fliche
@ dadurch die Ordnungszahl + 1 oder — 1 zuordnen, dass man etwa festsetzt, dass
A, die Kurve B, mit der Ordnungszahl + 1 iiberschneidet. Soll nun die zu dem
oben betrachteten Schnitt gehorige Sprungsumme eine positive Volldrehung aus-
machen, so0 muss nach (46) ¥’ auf der an H und fH stossenden Randseite von
B liegen. Durchliuft ein Punkt P von z aus K — ins Innere von B, so durch-
ldnft der Bildpuukt #, P ein Stiick dieser Randseite in positiver oder negativer
Richtung, je nachdem ¢=+1 oder e=—1 ist. Dementsprechend wird h von v71k
e gletchem oder entgegengesetztem Stnne wie wvon k diberschnatten. Umgekehrt ist
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es fiir eine negative Volldrehung. Nun bezeichne man nach Poincaré mit N (%, h)
die algebraische Summe der Ordnungszahlen, die zu den Uberschneidungen der
gerichteten Kurve h durch die gerichtete Kurve £ gehort. Dann ist die zu allen
Schnittpunkten zwischen 7'k und h gehdrige Sprungsumme, als Anzahl von
ganzen Umlidufen des Richtungspunktes z um FE, also als ganzzahliger Summand
in fdf gedeutet, durch

N 'k ) - NGk &) -e= N oh) - N h)

gegeben, indem durch Ausiibung von v die Ordnungszahl mit ¢ multipliziert wird.
Das gilt auch, wenn % und kb kein konjugiertes Paar bilden, indem dann N (£, h)=o0
ist. Insgesamt ergibt sich also wegen

N(4:, B)=—N (B, 4)=1

fiir die Sprungsumme die Zahl

P
2 (4:, B) - N(4:,vB)+N(B;, 4) - N(B;, 1 4)))

V4
Z T.Bl, +A(B;,TA)]

und durch Subtraktion derselben von dem oben ermittelten Betrage (44) fir die

Indexsumme = die Formel

p
Ei=1+e+ X [N@Bi, 4i)+ N(B;, 4)). (47)

i=1

Das ist die Formel von J. W. Arexanxper. Durch Hinzufiigung des Index
A zu 5 soll angedeutet werden, dass die Formel allgemein nur unter Giiltigkeit
der obigen Voraussetzungen iiber die Abbildung z¢ bewiesen ist. Fiir ihre Aus-
dehnung auf die Fille p=o0 und p==1 sei auf die 1. c.'?) genannte Arbeit von
Alexander verwiesen. Fiir p=1 folgt sie auch aus den L c.'*) genannten
Arbeiten des Verfassers.

Die Schnittzahlen N (h, %) zweier Kurven h und £ auf ¢, die sich nur endlich
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oft treffen, sind von Poincar% wie folgt bestimmt2’: Man stelle & und £ in F dar
und mache die BErzeugenden von F vertausehbar:

»
hoo H afi b/
i=1

P
koo ] af b
j=1
Dann ist

Nub=3 49

=1

; .3;'
o B

Die Minimalschnittzahl und die Ordnungszahl jedes Schnittpunktes (jeder »Schnitt-
klasse») wird durch die Schnitte der Achsen von h und k dargestellt und ist leicht
aus den Entwicklungen der Grundpunkte V(h) und V(%) abzulesen. Man erkennt
dadurch, wie sich N(h, %) aus den auf die einzelnen Schnittklassen, d.h. Achsen-
schnitte, verteilten Ordnungszahlen + 1 und —1 zusammensetzt.

Ist die Schnittzahl von h und % nicht endlich, so wird man N (h, k) durch

(48) definieren. Diese Zahl hingt also nur von den die Kurven darstellenden
Elementklassen von F' ab.

Ist nun die zu vp gehdrige Automorphismenfamilie durch den zu Anfang
angefiithrten Automorphismus I:

la:— a/, bi— b/
bestimmt, und ist (bei Vertauschbarkeit der Erzeugenden)

I
’ [ PPy ;
af oo T[ et bfe

i=1

?
, R
be NH&Z'“ bi“ ,
i=1

so ist nach {48)
N(’L’Bi, Az) 2—6“'

N(Bi,74:) =—a;,

%0 Cinquieme Complément & 1'Analysis Situs, Rend. d. Cire. mat. d. Palermo XVIII (1904).
41 — 26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 19 septembre 1927.
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also wird (47):
4

H,=1+e¢ —Z (e;i+dis) . (50)

i=1

5, hiingt also nur von der Automorphismenfamilie ab und zwar ausser von ¢ nur

von der Spur der (49) bestimmenden Exponentensummenmatrix. Wenn der als
richtig zu vermutende Satz, dass die Indexsumme 5 nur von der Abbildungsklasse
abhingt, allgemein bewiesen wird, so ist 5, = 5.

Ist I der identische Automorphismus, so ist

ezaii=d,~[= I, zf:]),,,’p,
und (50) ergibt
EA(IO)= 2—2])'

Das ist (unter den jetzigen speziellen Voraussetzungen) die Birkhoffsche Formel
(43), die im vorigen Paragraphen unter allgemeineren Voraussetzungen (niimlich
nur der Annahme o) abgeleitet wurde.

Transformiert man die betrachtete Abbildung z¢ mit einer beliebigen topo-
logischen Abbildung 7,¢, so hat 7,77,~' denselben Wert von ¢ wie 7 und geniigt
denselben Voraussetzungen, die zur Formel (50) fithrten. Ferner hat ¢,77,~! nach
§ 36 denselben Wert von 5, also von 5 .» wie 7. Somit folgt, dass die Spur

32 (ai; +0;;) der Exponentensummenmatrix sich bei Transformation des Automor-

phismus mit einem beliebigen Automorphismus nicht indert.

44. Vollstindige Losung des Fixpunktproblems fiir alle die Indikatrix erhal-
tenden Abbildungsklassen, in deren Automorphismenfamilie Automorphismen
endlicher Ordnung vorkommen.

Es sei s® eine iiber gp liegende S-Funktion, die der Annahme « geniigt,
und der von s induzierte Automorphismus 7 (erster Art) sei von endlicher Ordnung:

=1,

Dann ist H(I)=1 und sE fixpunktefrei (§ 11). Der Fundamentalbereich von
H(I) ist @ selbst. [d iiber den Rand E von @ ergibt den Index +1 fiir die
durch s® dargestellte Fixpunktklasse von 6g. — Betrachten wir nun die mit s
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verwandte S-Funktion fs. K Diese. induziert I;—1. Aus f und I bildet man das
Element £ der Gleichung (13), § 19.

Ist nun k<1, so ist H(I;—1) zyklisch, und bei fs F/ entstehen zwei periodische
fixpunktfreie Intervalle (§ 19). Nach Satz 18 (§ 41) hat also die durch fs® dar-
gestellte Fixpunktklasse den Index Null. Insbesondere kann fs® fixpunktfrei sein.

Ist aber k=1, so ist (I;—1)"==1, (§ 19), und die durch fs® dargestellte Fix-
punktklasse hat wie die durch s® dargestellte den Index +1. Die Bedingung
dafiir, dass das wirklich eine neue Fixpunktklasse von o¢ ist, ist nach § 33 die,
dass f nicht in Bezug auf I mit 1 isogredient ist. Die Anzahl der Fizxpunkt-
klassen von op mit einem von Null verschiedenen Index ist somit gleich der
Anzahl der Isogredienzklassen besziiglich I, die Losungen der Gleichung (16) (§ 19)
sind. Diese Anzahl hingt nur von I ab, und die Indexsumme 5 ist daher fiir
alle Abbildungen der betrachteten Abbildungsklasse dieselbe. Sie kann somit
unter den speziellen Voraussetzungen, die zur Alexanderschen Formel (47) oder
(50) fiihren, ermittelt werden. Wir haben also:

Satz 20: Induziert exne S-Funktion eimen Automorphismus erster Art endlicher
Ordnung, so hat die stetige Fldchenabbildung, die sie darstellt, genau

»
2— 2 (i + 0s4)

i=1
Fixpunktllassen mit dem Index 1 und ausserdem nur noch méglicherwerse
Frxpunktklassen mit dem Index Null. — Die Bedeutung der Zahlen a;; und
dis st durch (49) gegeben.
Zingleich folgt als rein gruppentheoretisches Korollar:
Satz 21: Ist I ein Automorphismus erster Art von F von der Ordnung n mit den
Exponentensummen (49), so hat die Gleichung

xx1x12 Tt wln-l == 1

genau
p

2— Z (@i + i)

i=1

beziiglich I nicht isogrediente Losungen. Also ist
Z (st dis) = 1,

da es jedenfalls immer die Liésung x =1 gibt.
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Beispiel 7: Der Automorphismus
I: [a;— @i+1, bi— b1 (¢ mod p)

hat die Ordnung p. Hier ist
€ii — aii =0,
also
=5, =2.

Die Gleichung

TX,Xppa =1 (51)

hat ausser der Identitit die Losung

x=a, b a1b 1.

(Man iiberlegt sich iibrigens auch leicht direkt durch gruppentheoretische Metho-

den, dass (51) nur Losungen der Formen

SIS

und

Sabya b

fiir beliebiges f aus F hat.) Diese beiden Isogredienzklassen in Bezug auf [ ent-
sprechen den zwei Fixpunktklassen mit Index + 1, deren Existenz aus 54 = 2
folgt. Dass das wirklich verschiedene Isogredienzklassen sind, erkennt man am
einfachsten daran, dass sie zu Fixpunkten verschiedener Klasse fithren: Man
nehme als zu I gehérige S-Funktion die p-tel Drehung:

s® hat den einzigen Fixpunkt x=o0. Die Ecken des Fundamentalbereiches B
werden bei s @ vertauscht, liegen also tiber einem Fixpunkt von o¢: a,b,a, ' b7 1s®@
hat einen Fixpunkt in @, und nur diesen. — Bei dieser speziellen S-Funktion
sind also die beiden topologisch notwendigen Fixpunktklassen durch je einen
Punkt reprisentiert, und weitere Fixpunktklassen treten nicht auf. —

Man bemerkt, dass man bei der Bestimmung des Index der 5, topologisch
notwendigen Fixpunktklassen von der vorangestellten Annahme « keinen Gebrauch
macht, indem die Isolierbarkeit dieser Fixpunktklassen von selbst gesichert
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ist. Bs scheint moglich zu sein, auch fir andere etwa auftretende Fixpunktklassen
(mit dem Index Null, entsprechend einem I;—i, dessen zugehoriges k==1 ist) diese
Isolierbarkeit nachzuweisen, sodass im Fall dieses Paragraphen die Annahme «
von selbst erfiillt wire. Ich gehe auf die Untersuchung dieser Frage hier nicht
ein, sondern fiige nur noch. die fblgende damit im Zusammenhang stehende Be-
merkung hinzu.

Es sei y eine geschlossene, gerichtete, nicht mit Null homotope Kurve auf
@ und ¢ ein zugehoriges HElement von F. Die Bedingung dafiir, dass y mit
seinem Bilde oy homotop ist, ist die, dass es ein f in F gibt, fiir welches

a=f" o f

ist. Also hat Ir-1 das Fixelement ¢ == 1, und dieses ist nach § 19 eine Potenz

des primiiren Elements %* das zu der Achse des durch (13), § 19, definierten

Elementes k(f) gehort:

Satz 22: Alle mit ihrem Bilde bei o @ homotopen (nicht zusammenziehbaren) Kurven
werden dargestellt durch die Potenzen solcher primdren Elemente von F,
von denen eine Potenz in die Form

ffI .. -fIn—l

gebracht werden kann.
Abgesehen von diesem genaueren Bezug auf die priméren Elemente kann man
also kurz sagen, dass (13) alle bei 6 dem Typus nach invarianten Kurven dar-
stellt, wenn f ganz F' durchliuft.

45. Uber die Auflosung der Automorphiegleichung.

Wenn man im Falle des vorigen Paragraphen die 5 Fixpunktklassen von
o mit einem von Null verschiedenen Index einzeln durch die Fixpunktmengen
iiberlagernder S-Funktionen aufzeigen will, so hat man unter der Voraussetzung

(n ist die kleinste positive Zahl dieser Art) ein vollstindiges System von beziiglich
I nicht isogredienten Losungen der Automorphiegleichung

v(x)=1 (52)
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aufzustellen, wo zur Abkiirzung
xxpxre - xm-1=y(x)

gesetzt ist und x ein Element von F' bedeutet.
Wenn nun

n=q - m, g=>1,m>1,
ist, so setze man

ulx)=xzr - zm—1
und

II{y)=y yrm - ym@=.

Ist nun
viz)=1,
und setzt man
pla) =y,
so folgt
Oy,)=1.

Umgekehrt wird man (52) dadurch zu losen suchen konnen, dass man erst eine
Losung #, der Gleichung

I{y)=1 (53)

bestimmt und danach die Gleichung

,u(x)=!/1 (54)

l6st. Hierbei ist es von Wichtigkeit, dass beziiglich I™ isogrediente Lisungen
von (53) auf beziiglich I isogrediente Losungen von (52) fiihren (das Umgekehrte
ist evident):

Satz 23: Aus

und
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JSolgt

xy=f 2 f7".
Beweis: Es sei fu, f;' =2z gesetzt. Aus der Definition von u(x) folgt
wl@=u(fa fr)=fu@)f = oS m=ys=u(z), (55)
also ausfiihrlich geschrieben:
B2 ZIM—1 =Xy Lyp - Lgim—1.

Ubt man I auf beide Seiten dieser Gleichung aus, so kommt

ghule) exm=ay™" (o) 2y1m,
also wegen (55)

2l ypzmuey, imyy L, =1,
oders anders geschrieben:

(ewy m=y, "z zy )y,

Somit hat der Automorphismus (I™),,—1 das Fixelement zx,~!.
Nun ist

(I™)y,~1)9=(I") gy =Im1=I"=1,
da
O(y)=fI(y)f ' =fv(x)f =1

ist. (I™),,—1 ist also ein wegen m << ¢ nicht identischer Automorphismus end-
licher Ordnung und hat als solcher nur die Identitdt als Fixelement. Also ist

zay '=fu, il =1,
womit die Behauptung erwiesen ist.
Aus Satz 23 folgert man fir f=1 das Korollar:
Aus v(z)=1 und pn(x,)=ux,) folgt x,=x,.
Und daraus weiter:

Aus plx)=1 folgt z,=1.



328 Jakob Nielsen.

Ist v(z)=1, so ist z,~' eine Losung der Automorphiegleichung, die aus
v{x)=1 entsteht, wenn man I durch I ' ersetzt. Man findet nimlich wegen
I"=1,:.

ey g Y= =, v () Ty =1

Beziiglich I isogrediente Losungen fiithren dabei auf beziiglich I~ isogrediente
Losungen.

Aus Satz 23 folgt, dass verschiedene Fixpunktklassen von o¢@ als verschie-

dene TFixpunktklassen von o¢™¢@ bestehen bleiben, wenn m ein Teiler von 7 ist.
Also ist

5™ = 5(I), (56)

wenn m ein Teiler der Ordnung von I ist. Dabei kann sowohl das Ungleich-
heitszeichen wie das Gleichheitszeichen vorkommen, wie das folgende Beispiel zeigen
wird. Das liegt daran, dass es zu einer Losung y, von (53) nicht notwendig
eine’ Losung fiir « in (54) zu geben braucht.
Beispiel 8: Es mag noch ein Beispiel fiir dieses Auflosungsverfahren durch-
gerechnet werden, das zugleich die Fortsetzbarkeit der Faktorenzerlegung des
Exponenten veranschaulicht. Dabei sei p = 2 und der einfacheren Schreibweise
wegen

ay=a, b=b, ay=c, by=d
gesetzt; es ist also

R=aba'btedetd'=1.
Nun betrachten wir den Automorphismus erster Art

¢ b

Ibﬂl a1
=
la”‘ b led

c*l

und finden durch Potenzieren desselben unter Benutzung von R = I:

¢ ld ! dle - a1l -de

ac ctdv - - ed
12 = It =

bled | ¢!

d ¢ "ba d!
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und hieraus 7I°=171,. Auf Grund der Exponentensummen findet man
E(l)=E(I*)=2,  E{*=6.

Analog mit (53) sucht man nun zunichst ein Reprisentantensystem fiir die 6
Isogredienzklassen beziiglich I'*, die Losungen der Gleichung

yyr=1

sind, und findet miithelos die 6 Ldsungen:

I, ¢, d, acd, bde, albvled.

Dass diese 6 Elemente wirklich zu lauter verschiedenen Isogredienzklassen beziig-
lich I* gehoren, folgt daraus, dass f und f};! fiir jedes f in allen Erzeugenden

die gleichen Exponentensummen haben und die Exponentensumme in der gleichen
Erzeugenden daher fiir zwei Elemente f, und ff, f7 eine gerade Differenz haben

muss. Nun weiss man wegen =(I?) =2, dass ausser dem Element 1 noch genau
eines der obigen 6 Elemente in der Form xx;: darstellbar sein muss. Man fin-
det, dass die (54) entsprechende Gleichung

rxxp=acd
die Losung

x=dec
hat. Wegen 5(I)= 2 weiss man weiter, dass es genau eine Losung der Gleichung
xxr=dec
geben muss, und findet hierfiir die Losung
x=ac.

Da wir uns wegen der obigen Bemerkung iiber reziproke Automorphismen auf

die Potenzen von I bis zur vierten beschrinken konnen, ist nur noch

dleclbac
¢ ltatde
d

dle1d

42 — 26404, Acta mathematica. 50. Imprimé le 19 septembre 1927.

I =
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zu untersuchen. Man findet 5(I% = 2. Da nun dc¢ eine nicht mit 1 isogrediente
Losung fiir I? ist, ist ¢ 'd~! eine solche fiir I® = I—* und die nicht mit 1 iso-

grediente Klasse von Losungen fiir I® ergibt sich also durch Lésung von

xxp=c1d1.
Man findet

rx=c1.

Hiermit ist das Beispiel vollstindig behandelt. Es hat sich ergeben: s @
sei eine I induzierende S-Funktion; sie liege iiber 6. Dann gehirt ¢®¢ zur
Klasse der Identitdt, besitzt also nach Satz 19 eine topologisch notwendige Fix-
punktklasse vom Index 2 —2p= —2. Fiir die Potenzen von ¢ gilt:

0 @ besitzt zwei Klassen vom Index 1 dargestellt durch s und acs.

0'2 @ » » » » » 1 » » 82 > d 082.
o® ® > » » » » I » » s* » ¢lgd
ot @ » sechs » » » 1 » »

st cst, dst, acds?, bdest, atbledst.

0" besitzt zwei Klassen vom Index 1 dargestellt durch s* und ¢s®

g"'(p » » » » > 1 » » s » e ldlg®
0'7 @ » » » b » I » » 87 » ¢ lgt 81
®*p » eine Klasse > » —2 » » o §8

Fiir die hoheren Potenzen wiederholen sich die Faktoren sowie die Klassenzahlen
und Indizes; die Exponenten von s steigen weiter. Es ist ja nichts iiber s® be-

kannt, als dass es den identischen Automorphismus induziert.

46. Automorphismen erster Art mit Invertelementen.

Es sei I ein Automorphismus erster Art, induziert durch s @, und % = 1 ein
solches Element von F, dass

kr=Fk1

ist. Dann hat I den charakteristischen Exponenten 2 (§ 11) und die Randab-
bildung s ¥ ist fixpunktfrei (Satz 2, § 11). Die Fixpunktmenge von s@ hat-
also den Index 1. Nun betrachten wir A™s®. Diese S-Funktion induziert
,’—:Ik'*m. Es ist
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kr=k k1 m=Fk"

Also hat auch die Fixpunktmenge von %" s @ den Index 1. Es bleibt zu unter-

suchen, wann £™s mit s isogredient ist. Aus

Er=1t
folgt durch Awusilbung von I

=1yt
und durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen
=103t

! muss also Fixelement von I® sein. Nun hat I? jedenfalls alle Potenzen von
k als Fixelemente. Fiir = kommt

m :krk}—r:kw

und ebenso
k2r+1 — kr k kl—r i

Die geraden Potenzen von % sind also beziiglich I mit 1 und die ungeraden

mit % isogredient. Soll nun etwa noch % mit 1 isogredient sein, so muss das

jedenfalls auf Grund eines Fixelements [ bei I? zustande kommen, das nicht

Potenz von % ist. % ist also bestimmt nicht isogredient mit 1, wenn I? keine

anderen Fixelemente als Potenzen von % hat:

Satz 24: Wenn fir den durch s induzierten Automorphismus erster Art I und
das Element k= 1 gilt

kak_l,
H(I")={k},

so hat die durch s dargestellte Flichenabbildung jedenfalls zwei Fix-
punktklossen mit dem Index 1, dargestellt durch s und ks.
Beispiel 9: Betrachten wir fiir p == 2 mit derselben Bezeichnung der Erzeugenden
wie im vorigen Beispiel den Automorphismus erster Art:
¢
b—ted

b lea

ca
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Um zunichst eventuell existierenden Fixelementen von I nachzuspiiren, verwen-
den wir die in § 16 skizzierte Methode, die darin besteht, die Ausiibung von I
auf ein Nicht-Fixelement zu iterieren. Es ergibt sich durch sechsmalige Wieder-
holung:

a—c—oblca—dlac—a b lea—mectdac—atEk,
wo

k=clba b 'ca=claded 'a
ist. Nun findet man bei Fortsetzung des Verfahrens:
kr=k"1.

Der Iterationsprocess fithrt also automatisch zur Auffindung dieses Invertelements;
und zwar ist das unabhiingig von dem gewihlten Ausgangselement. Das ergibt
sich leicht aus der Struktur der zu I gehorigen Randabbildung. Man hat sofort:

art=ktak,
und wegen ar=c¢

— —1
e =kek s

also fiir beliebiges ganzzahliges »
allzn:k~nakn7 61‘“‘=/c"070"".

Die Entwicklung von U (k) und V (k) zeigt, dass die Achse von % Durchmesser
von F ist. Die beiden letzten Gleichungen zeigen, dass ihre Endpunkte die ein-
zigen Randfixpunkte bei I® sind und zwei fixpunktfreie Intervalle begrenzen; die
zyklische Verschiebungsrichtung auf E bei I? ist in beiden Intervallen dieselbe.
Bei der Iteration eines beliebigen von % verschiedenen Elementes wird daher
allmihlich eine immer hohere Potenz von % oder £ ausgeschieden werden,
sodass die Aufmerksamkeit notwendig auf % gelenkt wird.

Da nun % primdr und also H(I®)= {k} ist, hat man nach Satz 24 zwei
Fixpunktklassen mit dem Index +1. Wegen

@y =0, Oy == — I, Uz =1, 03 =0

hat man nach (50):
5_1 (1)22
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Wenn somit auch die zwei aufgezeigten Fixpunktklassen, die durch die
Alexandersche Formel berechnete Indexsumme ergeben, so ist das hier natiirlich
noch kein Beweis dafiir, dass nicht noch andere topologisch notwendige Fixpunkt-
klassen existieren konnten, deren Beitrige zur Indexsumme sich dann aufheben
miissten. (Man kann diesen Beweis aber leicht dadurch fiihren, dass man ein
Beispiel einer zu I gehorigen S-Funktion mit nur zwei Fixpunktklassen bildet,
was wir iibergehen).

Wenn man die Untersuchung auf rein gruppentheoretischem Gebiet weiter-
fithren, also die mit I verwandten Automorphismen untersuchen will, kann man
zuniichst versuchen, die Form von I durch Transformation mit einem geeigneten
Automorphismus zu vereinfachen. Wenn hier nicht von vornherein gleich eine
einfachere Form fiir I zu Grunde gelegt worden ist, so ist das geschehen, um
zugleich an diesem Beispiel zu zeigen, wie der Iterationsprozess selbst die Auf-
merksamkeit auf den Transformator lenkt, durch welchen sich eine formelle Verein-
fachung erzielen lisst.

In den obigen Rechnungen zeichnete sich die Potenz I'? aus. Es ist

EFlak

kck2c bk
keck™!
ElakPaldk .
Man betrachtet daher den Automorphismus erster Art

a-l

der die Relation

erfilllt, und findet
¢

J=T1T~1=[”Z
ab
la_l.

Man kann also die Untersuchung von I durch diejenige von J ersetzen. Hier tritt

k=cdec'd'=babla!
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sofort als Invertelement, zu einer Diameterachse gehorig, hervor.

ab
a1
cd

c—l

.

setzt die Vertauschbarkeit der zu J* gehorigen Randabbildung mit einer Halb-
drehung von F in sich in Evidenz.
Hier hat man
k" ak?
EmbEr
Erek—™
Erd k™.

J12n — [

Die Bilder der dem Element a entsprechenden Flichenkurve gehren also bei
allen Potenzen der betrachteten Abbildung ¢ einem Zyklus von 12 verschiede-
nen topologischen Typen an, die sich bei ¢ zyklisch vertauschen. Dasselbe gilt
fir alle Kurven, deren entsprechende geschlossene geoditische Linie die durch
die Achse von % dargestellte geschlossene geoditische Linie x nicht schneiden, die
also in F durch a und & allein oder durch ¢ und d allein darstellbar sind. Nimmt

man aber eine andere Kurve, etwa eine zu ¢~!'b gehorige Kurve 4, so hat man:
(0—-1 b),] 120 =t k20 p ke,

Der Typus der Kurven o"4 ist also nicht periodisch. Die mit ¢4 homotope
geschlossene geoditische Linie auf ¢ schliesst sich mit wachsendem » immer enger

und auf immer lingeren Stiicken ihres Verlaufes an x an. Man hat

Vet b)) — V (#) |
Ulle™ Bl2n] — U®) |

n—> 0,

Beispiel 10: An das vorstehende Beispiel eines nicht periodischen Automorphis-
mus mit dem charakteristischen Exponenten 2 schliessen wir noch kurz ein solches

fiir einen charakteristischen Exponenten > 2. Ks sei (p = 2)
blatdce?
G-—l
b
b"lat.
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Hier ist 54 (I)=4. Man findet ¢;3= ¢, also hat T den charakteristischen Expo-
nenten 3. Dann gehért zu I eine fixpunktfreie Randabbildung, also der Index
4+ 1. Man findet nun auch fiir

I.-1 uwnd Iy—1 und I,

den charakteristischen Exponenten 3, indem die dritten, nicht aber die ersten Po-
tenzen dieser Automorphismen beziehungsweise

b, ble, ¢
zu Fixelementen haben. Nun sind die vier Elemente
1, ¢, @, d71

zu je zweien beziiglich I nicht isogredient; man zeigt das leicht durch Betrach-
tung der Bxponentensummen, wodurch man zu Systemen von linearen Gleichungen
in ganzzahligen Unbekannten kommt, die, wie leicht erkennbar, keine Lidsungen
haben. Also sind durch die obigen vier verwandten Automorphismen vier ver-
schiedene Fixpunktklassen je mit dem Index 1 aufgezeigt.

47. Indexbestimmung bei nicht-zyklischer Fixelementgruppe.

Es sei s @ eine iiber o ¢ liegende S-Funktion, I der durch s induzierte Automor-
phismus und H = H(I)=+ 1 die zugehorige Fixelementgruppe. H soll nicht zyk-
lisch sein, also mehr als ein primiires Fixelement enthalten. Andererseits soll es
auch Nicht-Fixelemente geben, also H= F. Nach dem in § 11 und § 14 aus-
gefiihrten ist dann I von erster Art und die Fixpunktmenge IIp von s F ist ab-
geschlossen und nirgends dicht. Wenn IIg isolierte Punkte enthilt, so kénnen
das jedenfalls nicht Grundpunkte von F sein.

6@ genige der Annahme o (§ 37). Dann sei das Netz N fixpunktfrei.
II; sei die Fixpunktmenge von s®. Die Menge aller derjenigen Punkte der
zentralen Netzmasche B, die mit einem Punkte von II, #quivalent sind, werde
mit einer ganz innerhalb B gelegenen Jordanpolygonscheibe ¢ bedeckt. 8 sei ein
Fundamentalbereich von H. Die in g gelegene Teilmenge von IT, wird nach
§ 34 durch endlich viele mit ¢ dquivalente Polygonscheiben bedeckt; ihre Menge
heisse C, und H C sei diejenige Teilmenge von @, die durch alle aus € durch
die Operationen von #1 hervorgehenden Polygonscheiben gebildet wird. H C be-
deckt ganz II;, und @ — H C ist ein fixpunktfreies, zusammenhingendes Gebiet.
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Die Menge der Hiaufungspunkte von H C auf F ist mit der Menge M der
beziiglich H singuliren Punkte (§ 29) identisch. M ist eine perfekte, nirgends
dichte Menge, die eine Teilmenge von Ilr oder mit ITy identisch ist.

Ein nicht zu Il gehoriger Punkt von E hat, da er nicht zu M gehort, eine
fixpunktfreie Umgebung, lisst sich also durch eine fixpunktfreie Strecke mit einem
Punkte von @ — H C verbinden. Zwei solche Punkte, P und ¢, lassen sich also
durch einen in @ — H C gelegenen und somit fixpunktfreien polygonalen Quer-
schnitt verbinden, ebenso zwei andere Punkte derselben Art, die P und ¢ nicht
trennen, durch einen ebensolchen Querschnitt, der den ersten nicht trifft.

Nun soll angenommen werden, dass es gelingt, mittels 2» fixpunktfreier
Querschnitte dieser Art in @ einen Fundamentalbereich g8 fiir H abzugrenzen.
Die Begrenzung von 3 soll also aus diesen 2» Querschnitten und den zwischen
ihnen gelegenen 2» Segmenten von F, die ebenfalls als fixpunktfrei vorausgesetzt
werden, bestehen. Doch soll ein solches Segment auch auf einen Punkt zusammen-
schrumpfen diirfen, indem zwei im Zyklus aufeinanderfolgende Querschnitte einen
Endpunkt auf K gemeinsam haben kénnen. Da § ein Fundamentalbereich von
H sein soll, missen die Querschnitte sich notwendig zu je zweien bei einem Ele-
ment von H entsprechen. Man schliesst sofort, dass H dann eine freie Gruppe
mit » Erzeugenden ist.

Der Index der durch s @ dargestellten Fixpunktklasse wird nun durch das

f d& iber die nach Voraussetzung fixpunktfreie, positiv umlaufene Begrenzung

von B gemessen (§ 37). Dieses Integral soll nun ausgewertet werden.

g sei einer dieser 2v Querschnitte, M und N seine Endpunkte. Bei der
positiven Umlaufung von 8 werde ¢ in der Richtung von M nach N durchlaufen.
h sei das Element von H, durch welches ¢ in den dquivalenten Berandungsquer-
schnitt von @ ibergefiithrt wird. Fir die zugehorigen Integralbeitrige hat man

N hAf N
fd§+fd5=fd<§—(h)ﬂ5),
M hN M

wo die Unabhiingigkeit dieses Wertes von der ganzen Zahl u aus (39), § 40,

wegen hes:

folgt. Wir setzen daher u=o und haben nach den Entwicklungen von § 4o,
wenn noch einer der §&-Werte von M mit £y bezeichnet und
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N

§N:§M+fd§

b8
gesetzt wird:

f * f= £ — i — () £ — (B)y ot

M AN

=En+ v — &y — [(h)o En + 7) — (h)o &l

fiir beliebiges ganzes 7. Hier wihle man nun ¢ so, dass
o=éyvtr— Em<<1.

Die Strecke der 5-Achse von &y bis &y + 7 liegt iiber dem kleinsten positiven von
s M nach s N fithrenden Bogen auf E, der mit

pos(s M — s N)
bezeichnet sei. Dann liegt

(R)o (E + 7) — (h)y Eu

itber

pos(shM —shN)= U—pos(shN—shM),

wo U einen-ganzen positiven Umlauf um E bedeutet. Der gesuchte Integralbei-
trag wird also auf ¥ durch

pos(s M —» s N)+pos(shN—shM)— U
gemessen.
Ist nun O der bei Umlaufung von g auf N folgende »Eckpunkt», in dem
also der auf ¢ folgende Querschnitt ansetzt, und beriicksichtigt man, dass s £
eine topologische, den Umlaufssinn erhaltende Abbildung ist, so folgt, dass

(4]

[

N

durch
pos(s N — s 0)

gemessen wird. Summiert man nun diese Beitrige bei Umlaufung von f, so gibt

die Summe aller dieser kleinsten positiven Bogen genau einen positiven Umlauf
43 — 26404, Acta mathematica. 50. Imprimé le 19 septembre 1927.
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um F, da die zyklische Anordnung der 2» »Eckpunkte» von @ bei s erhalten
bleibt. Hiervon sind » ganze Umlidufe abzuziehen:

Der gesuchte Index ist also 1— .

§ 41 zeigt, dass dies Ergebnis auch fiir » =1 richtig ist.

Wendet man auf diesen Fall die Betrachtung des § 30 an, so ist (mit den
dortigen Bezeichnungen)

K, =K mod H

eine geschlossene Fliche vom Geschlecht », auf der durch s eine zur Klasse der
Identitdt gehorige Abbildung s K, hervorgerufen wird. Nach Satz 19 (8. 313) hat
diese eine Fixpunktklasse mit dem Index 2 — 2» und iiberdies moéglicherweise noch
Klassen mit dem Index Null. Die obigen Betrachtungen zeigen nun, dass die wesent-
liche Klasse gerade die durch s K dargestellte ist. Dabei ist keiner der iiber K,
liegenden FE-Punkte Fixpunkt (die Punkte von M liegen nicht iiber K mod H), und
der Index 2 — 2» verteilt sich der Symmetrie wegen je zur Hiilfte auf @ und ¥.

Man achte aber darauf, dass auch solche Punkte von K, die bei s in ver-
mittelst H dquivalente Punkte iibergehen, bei s K, als Fixpunkte auftreten. Dass sie
das obige Ergebnis nicht storen, liegt daran, dass sie eben Fixpunktklassen mit dem
Index Null bilden. Das gilt auch im Fall des § 41 (» =1) wegen Satz 17, § 38.

48. Beispiele.

Das Verfahren des vorigen Paragraphen soll an einigen Beispielen illustriert
werden, die zugleich einige fiir die allgemeine Methode wichtige Bemerkungen
zu machen gestatten.

Beispiel 11. Wir betrachten den Automorphismus .4 des Beispiels 2, § 15. s
sei eine .4 induzierende und die Annahme o erfiillende §-Funktion. Die Rand-
abbildung s F ist in § 15 vollstindig behandelt. Es soll nun, wie dort angekiin-

digt, ein Fundamentalbereich fiir
H(A) = {blv s, b2) -y Ap, bﬁ}

in der Art wie in § 47 konstruiert werden.

Es sei @ ein beliebiger Punkt des fixpunktfreien Intervalls ¢ und P ein be-
liebiger Punkt von j (§ 15), ¢, ein sie verbindender fixpunktfreier Querschnitt
in @. Dann verbindet b g, die Punkte b, @ und b, P=— P,. Nun werde be-
zeichnet:
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Py=qa,7' P,
Py=b"1 P,
P,=a, P,
Py=b, P,
Py=a;7! Py
P,=b"t P,
Py=a, P,

P9=b3 P8

Pipni2=ap™! Papo+1
Pip—a)+3=bp™" Peip-2)+2
Piip—y) =ap Pip—2+3
P'=by Pypyy-

Dann ist

P=bpapbyay .. byayby  ay, b, P=a, b a, " P.

P’ liegt also in j.

Die genannten Punkte liegen auf F in der zyklischen Anordnung
L, @, b Q, P, P, Py, P27 by, B, P, Pﬁ: oo Pap—2y41, Pap—yy, Pyp—2)+3, P‘i(P—2)+2» P,:

und keiner von ihnen ist Fixpunkt bei sFE, da P und @ nicht Fixpunkte sind
und nur Operationen von H ausgeiibt wurden. Nun verbinde man durch fix-
punktfreie Querschnitte in @ fiir n=o0,1,..., p—2:

Pyyyy mit Py durch qn+2

Punyo » Pyis » a,l Qu+a
P, (n+1) > Pinas » Tnt2
Pinis » P4(n+1\ +1 » buts Fnye

und zwar so, dass keine zwei von diesen sich in @ treffen. Diese letzte Be-
dingung kann man erfilllen. Denn man zeichne diese Querschnitte zunichst als
auf & senkrechte Kreisbogen. Dann treffen sie einander nicht in @ und ent-
sprechen einander richtig paarweise mittels der obigen H-Elemente. Aber sie
enthalten moglicherweise Fixpunkte von s®. Jeder von ihnen kann aber (da
seine Endpunkte nicht Punkte der Randfixpunktmenge 3 sind) nur endlich viele
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der Polygonscheiben durchsetzen, deren Gesamtheit im vorigen Paragraphen mit
H C bezeichnet wurde. Man ersetze dann jedes Schnittsegment mit einer solchen
Polygonscheibe durch einen polygonalen Weg in der Nihe des Scheibenrandes
und zwar fir #quivalente Querschnitte in gleicher Weise; dabei kann man es
vermeiden, Schnittpunkte der Querschnitte mit einander einzufiihren.

Durch diese » = 2 p—1 Querschnittpaare

Qs 2y - o os oy 7oy - 1 ¥p

ist ein Fundamentalbereich 8 von H abgegrenzt. H ist die freie Gruppe mit
2p—1 Erzeugenden, wie schon in § 15 bemerkt wurde.
Der zu 4 geborige Index ergibt sich nan nach § 47 zu

I—y=2—2p,

und das ist auch der Wert von 5, in Formel (50).

Die Fliche K,= K mod H (.1) hat das Geschlecht » = 2 p—1. Auf ihr liegen
zwei geschlossene Kurven, die von E— M iiberdeckt werden; diese werden dar-
gestellt durch die beiden zur Berandung von # gehorigen Segmente von I/, nim-
lich P P in j und Q(b, ©) in 7.

Jede Abbildung o¢ der durch 4 bestimmten Abbildungsklasse hat also eine
Fixpunktklasse vom Index 2—2zp. Dass sie nicht mehr Fixpunktklassen zu haben
braucht, sieht man leicht an einer speziellen Abbildung dieser Klasse: Man schliesse
eine Kurve vom Typus b, auf ¢ in einen mit einem Kreisring homéomorphen Bereich
ein. Ausserhalb dieses Bereiches lasse man die Abbildung die Identitit sein. Den
Bereich selbst bilde man topologisch so auf sich ab, wie dies in der komplexen

Ebene fiir den Kreisring

y =< lg ei9| <R
durch die Transformation
o'=e
O=06+5""2n
geschieht. Das Innere des Bereiches ist dann fixpunktfrei, der Rest der Fliche
bildet eine zusammenhiingende Fixpunktmenge, also nur eine Fixpunktklasse.
Wenn somit auch das Fixpunktproblem fiir die in diesem Beispiel betrach-
tete Abbildungsklasse vollstindig gelost ist, so hat es doch Interesse, einer gruppen-



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flichen. 341

theoretischen Lésung (die nicht die Konstruktion einer speziellen Abbildung zu
Hiilfe nimmt) noch etwas weiter nachzugehen. Es wiire also zu zeigen, dass
mogliche andere Fixpunktklassen den Index Null haben miissen. Man hat also
S-Funktionen f's zu betrachten, wo f je einen Repriisentanten aller Isogredienz-
klassen beziiglich .4 durchliuft. Das geht zuniichst noch leicht, solange man f
in H wihlt. Dann hat nimlich ;-1 zufolge § 17 im Allgemeinen eine zyklische
Fixelementgruppe, fithrt also zufolge § 41 auf den Index Null. Nur in dem Fall,
wo fin b;*! transformierbar ist, also die Achse von f bei .7 ein fixpunktfreies
Intervall auf F bestimmt, hat 4,1 eine umfassendere Fixelementgruppe. Dann
ist aber f isogredient mit 1, — siehe die Bemerkung nach Satz 7, § 18. — Wie
nun aber, wenn f nicht in H liegt? Hs sei z. B. f=a,7'. Nach Beispiel 3,
§ 15, fithrt 4'= 4, auf zwei Fixpunkte auf E, die nicht Grundpunkte sind und
die frither mit P* und P— bezeichnet wurden, und im iibrigen ist a,”! s F fix-
punktfrei, also H (.4')=1.

Nach § 34 sind P* und P~ nicht Hiufungspunkte von Fixpunkten. Also
ein mit E konzentrischer Kreis mit geniigend grossem Radins <{1 umschliesst die
(eventuell vorhandene) Fixpunktmenge von a,~ ' s®; der Index, der zu dieser
S-Funktion gehort, ist also wohldefiniert. Wire er nicht Null, so miisste sich
bei jeder Abbildung der Klasse von 4 die entsprechende neue Fixpunktklasse
vorfinden, im Widerspruch zu obigem Beispiel. Aber wie kann man, ohne auf

das Beispiel zu rekurrieren, allern aus der fiir ¢, ' s giltigen Funktionalgleichung
a "t sfe=fu atsx

erschliessen, dass der Index Null sein muss?

Die folgende Beantwortung dieser Frage reicht iiber das vorliegende spezielle
Beispiel hinaus und triigt, wie der folgende Paragraph zeigen wird, ein wesentlich
neues Moment in die Indexbestimmung hinein.

P+ hat die Entwicklung (§ 15):

a b ta b2 a, b2 in inf
und P~ die Entwicklung

a; bt ay by a by L. in inf
Wir betrachten das Fixelement bei 4

7 ==ay b
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und nennen die Achse desselben A. Die Entwicklungen der Grundpunkte von y
sind die periodischen Wiederholungen von a, b, bezw. von ;7! a,7!. Diese Grund-
punkte trennen also P+ und P~ von einander. Nun ist (vgl. § 15):

n=parn=qa; b a2 T a7y e By ey by gy,

Die Achse dieses Elements heisse 4,. Diese Achsen A, ziehen sich mit wach-
sendem 7 auf P+ zusammen.

sA ist ein Jordanbogen, der die Grundpunkte von
n=a,'ra

verbindet und durch die Verschiebung 7, mit sich selbst zur Deckung gebracht
wird, also zwischen zwei Abstandslinien zur Achse A, von y, verliuft. Der maxi-
male nichteuklidische Abstand von s4 und A4, heisse I. Nun ist y, eine Trans--
formierte von y, also A, mit A #quivalent, und zufolge der Funktionalgleichung
ist dann die aus s4, und 4,4, gebildete Figur mit der aus s4 und A4, gebildeten
dquivalent, also haben auch ¢4, und 4,+; den Maximalabstand I

Nun zeigt die obige Form von y,, dass die beiden Elemente y, und ya+:
aus den Elementen y und

dn o bl—n a1~l ey bln

durch Transformation mit demselben Element hervorgehen. Die aus den Achsen
A, und Agpyi gebildete Figur ist also kongruent mit der aus 4 und der Achse
D, von 4, gebildeten. D, geht aus A durch die Verschiebung b,~" a,~" hervor,
die Endpunkte von D, konvergieren also mit wachsendem n gegen U (b;). Der
kiirzeste nichteuklidische Abstand von D, und A4 wiichst also mit » iiber alle
Grenzen. Dasselbe gilt daher auch fiir den kiirzesten Abstand von A, und Ap+1.
Und da s A, innerhalb des Abstandes ! von A,:; verliuft, kénnen A, und s 4, sich
héchstens fir endlich viele Werte von # treffen.

Nun wihlen wir einen solchen Wert n, dass A, innerhalb einer fixpunktfreien
Umgebung von P+ verliuft und sein Bild sd4, nicht trifft. sA, verliuft dann
ganz innerhalb der durch A, abgegrenzten Umgebung von P ¥, denn bei s stro-
men die Randpunkte von P~ fort und gegen P* hin, die Endpunkte von s4,
liegen also niher an P7 als ihre Urbilder. Fiir jeden Punkt  von A, trifft
also der von z nach sx zeigende nichteuklidische Halbstrahl den Rand E in
einem Punkte z(x) auf dem kleinen Randbogen, der durch die Endpunkte von
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A, bestimmt wird und P+t enthiilt. Umgekehrt liegen die Verhiltnisse bei P —.
Man kann dort, gestiitzt auf eine ganz analoge Betrachtung, eine fixpunktfreie
Umgebung von P~ durch einen zu FE orthogonalen Bogen B abgrenzen, wobeil
$B nicht B trifft, sondern ganz auf der von P~ abgewandten Seite von B ver-
lauft. Fir jedes x auf B liegt dann z(z) auf dem durch B abgegrenzten grossen
Randbogen, der P~ nicht enthiilt. Lisst man nun einen Punkt x E umlaufen,
jedoch so, dass er die Fixpunkte P+ bezw. P~ auf den kleinen Bogen 4, bezw.
B umgeht, so ist z(x) iiberall definiert, und die Gesamtvariation von z wird Null,
da z(x) nie in P~ fillt. Bine eventuell durch s®@ dargestellte Fixpunktklasse hat
also den Index Null. w. z. b. w.

Man kann also die in allen Nichtfixpunkten definierte Funktion z(x) in P+
stetig erginzen, indem man diesen Punkt als seinen eigenen z-Punkt erkliirt.
Dagegen bleibt P~ »wesentlich singulir»; man kann fir z(x) jeden beliebigen
Grenzwert vom Betrage 1 in P~ erhalten, indem man z in passender Weise
gegen P~ konvergieren ldsst. — Wir kommen auf diese Verhiiltnisse im nichsten
Paragraphen zuriick.

Beispiel 12: Wir betrachten noch ein Beispiel einer Abbildungsklasse mit nega-
tiver Indexsumme 5, wo dieser negative Wert von 5 durch Beitrige von mehr
als einer Fixpunktklasse mit negativem Index zustande kommt.

s sei eine S-Funktion, die der Annahme o geniigt und die den Automor-
phismus erster Art (p = 2):

cth.oa.b
b
e
clh.d.c

induziert. Man hat sofort fiir beliebiges »

(e 'b) ab®
In P b
¢
(e d e
und
il = —2.

Man sieht, dass die Entwicklung von V(a ») fiir » — o gegen die Entwicklung
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von V{(c"'b) und fiir n ——c gegen die Entwicklung von U(c'b) strebt, und
schliesst daraus, dass die Achse von ¢~'b ein fixpunktfreies, periodisches Intervall
bei sE begrenzt. Durch Betrachtung von U (a;») und von U (d;n) folgt dasselbe
fiir die Achsen von b und ¢. Da b¢' aus ¢—'b durch Transformation mit dem
Fixelement ¢ (oder mit ') hervorgeht, gilt dasselbe fiir die Achse von b¢~'. Man
vergegenwiirtige sich die gegenseitige Lage dieser Intervalle in der Fig. 18, wo
sie auf I stirker ausgezogen sind. Die Verschiebungsrichtung in diesen Inter-

Fig. 18.

vallen bei Ausiibung des das Intervall begrenzenden Elements ist durch Pfeile
ausserhalb ¥ angegeben. Nun seien A, B und C beliebige Punkte der bezw. zu
bc', b und ¢ gehorigen Intervalle. A wird mit B durch einen fixpunktfreien
Querschnitt ¢ und mit € durch s verbunden. In der Figur ist noch 4—'¢ und
¢ 'r gezeichnet und die Korrespondenz der Querschnittpaare durch gestrichelte
Linien angedeutet.

H(I) ist die freie Gruppe {b,¢}, wie aus dem konstruierten Fundamental-
bereich 3 erschlossen, im iibrigen aber auch leicht rein gruppentheoretisch abge-
leitet werden kann. Ubt man alle Operationen von {b,c} auf 3 aus, so wird
@ ganz ausgefiillt. Achtet man dabei auf die Abbilder von ¢ und r bei allen
Operationen von {b,¢}, so wird jeder Fixpunkt auf dem Rande vom Mittelpunkt

durch unendlich viele dieser Bilder getrennt, und umgekehrt ist jeder solche
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Punkt Fixpunkt auf E. Jedem solchen Punkt ist also eine aus den Symbolen
b und ¢ und ihren Inversen gebildete Folge umkehrbar eindeutig zugeordnet.
(Bine solche »Entwicklung- der Fixpunkte auf E nach der Fixelementgruppe>
tritt allgemein im Falle des § 47 auf) Man beachte, dass ¢ 14 =¢"1b(b"t 4)
ist, dass also auf der geschlossenen Fliche K, = K mod H vom Geschlecht 2
drei verschiedene geschlossene, von E-— iiberlagerte Kurven auftreten.

Nach der Methode von § 47 haben wir also fiir s @ den Index 1 —y= —1
gefunden und sind wegen [5;-=-—2 darauf angewiesen, jedenfalls noch eine
Fixpunktklasse zu suchen.

Betrachten wir die S-Funktion cs, die I' = I.—1 induziert! Durch dasselbe
Verfahren wie oben findet man leicht, dass die vier Fixelemente von I’

e, ¢d™t-b7te-del, d'a-b-a'd, d'-ble-d

durch ihre Achsen vier fixpunktfreie periodische Intervalle begrenzen (fiir ¢ ist
das jetzt das zu dem oben benutzten komplementire Intervall) und dass man
einen Fundamentalbereich fir H(I') durch v=2 Paare von Querschnitten her-
stellen kann, indem man sich auf diese vier Intervalle stiitzt. Man findet also
fir ¢s @ den Index—1.

Ist das nun eine neue Fixpunktklasse? Mit anderen Worten: ist es sicher,
dass es keine Losung der Gleichung

-1 —
XX~ =¢C

gibt? Diese Frage ldsst sich bejahen und zugleich das behandelte Beispiel ab-
schliessen, indem man eine bestimmte Abbildung der vorliegenden Abbildungs-
klasse in folgender Weise konstruiert.

Man zeichne anf ¢ eine Kurve % vom Typus b¢ und eine Kurve ! vom
Typus d~laba*dc. % und ! sollen einander nicht treffen, und jede von ihnen
soll nur den einen durch ihren Typus bedingten Doppelpunkt haben. Fig.. 19
zeigt ein solches Kurvenpaar. Dabei ist ein analog wie in Fig. 3 angeordnetes
kanonisches Schnittsystem a,b,¢,d zu Grunde gelegt. Dann besteht die Rest-
menge

o —k—1

aus drei Gebieten, deren jedes mit dem Inneren eines Kreisringes homéomorph

ist. Nun .wird eine topologische Abbildung z¢ in folgender Weise definiert:
44—26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 19 septembre 1927.
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Alle Punkte von %k und ! sollen Fixpunkte sein; jedes der drei Ringgebiete
wird einer topologischen Transformation in sich von der im vorigen Beispiel
verwendeten Art unterworfen. Nimmt man den Doppelpunkt von % als Ursprung
des kanonischen Schnittsystems und wihlt man die »Drehrichtang» in den drei
Ringgebieten in passender Weise, so sieht man leicht, dass die Kurve a in eine
Kurve vom Typus ¢ 'bab und die Kurve d in eine Kurve vom Typus ¢ 'bdc
itbergeht. Wir haben es also mit einer Abbildung der durch I bestimmten Klasse
zu tun. Da man nur die zwei zusammenhingenden Fixpunktmengen % und !
hat, gibt es hichstens zwei Fizxpunktklassen. Andererseits erschlossen wir aus
der Alexanderschen Formel die Existenz von mehr als einer Klasse. £ und !
gehoren also wirklich zu verschiedenen Klassen. Man betrachte z. B. dasjenige
Ringgebiet, dessen beide Randkurven vom Typus ¢ sind, und betrachte ein sol-
ches Abbild in @, fiir welches bei s @ die eine Randkurve aus Fixpunkten be-

Fig. 19.

steht. Dann kann die andere es nicht gleichzeitig tun; denn ein Weg im Ring-
bereich von der einen Randkurve zur andern ist mit seinem Bilde bei z¢ nicht
homotop. Man sieht auch, dass die andere Randkurve gerade eine solche fqui-
valente Verschiebung erleiden muss, wie sie durch das Element ¢! (oder ein
damit gleichberechtigtes Element) gegeben ist. Darin erkennt man die gegen-
seitige Verbindung der oben aufgezeigten, durch s @ und cs @ dargesteliten Fix-
punktklassen wieder.

Man sieht, dass 7 ¢ nicht der Annahme o geniigt. Das ist auch nicht nétig,
um die gemachten Schliisse zu rechtfertigen. Man entnimmt hieraus, dass es
bei der Konstruktion von Beispielen fiir Abbildungen nicht immer zweckmiissig
ist, die einzelnen notwendigen Fixpunktklassen durch einzelne Punkte zu repri-
sentieren, sondern dass man im Gegenteil oft mit Vorteil die einzelnen Fixpuhkt-
klassen durch irreduzible Kontinua darstellt, die in ihrer Gesamtheit die Fliche
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in moglichst einfach zusammenhingende Restbereiche zerlegen, in denen die
Abbildung dann einfach beschreibbar ist. — Hieraus ergibt sich geradezu die
Frage nach der grosstmoglichen Ausbreitung der Fixpunktmenge, oder anders
gewendet die Frage nach dem Mindestgrad von mehrfachem Zusammenhang, den
die Restmenge der Fixpunktmenge fiir eine gegebene Abbildungsklasse haben muss.

49. Beispiel einer Fixpunktklasse mit negativem Index bei einem
Automorphismus ohne Fixelemente.

In allen bisher betrachteten Fillen von Fixpunktklassen mit negativem
Index kam. dieser dadurch zu Stande, dass der betrachtete Automorphismus
mehr als ein prim#res Fixelement hatte. Es soll nun gezeigt werden, dass ein
negativer Klassenindex auch auf wesentlich andere Weise entstehen kann.
Beispiel 13.. Wir betrachten fir p==2 den folgenden Automorphismus I und
seine Potenzen bis zur vierten:

¢ gt dlabac
I blat I abac
b tald aba
¢! dtab
atb g teta b iald
I cta b e e e b d
' clg b ta e ta?!
a—l b—l a—-l
acabacdtabacaba
J— I dlabacabacd abacaba
dtabacabacd'abac
acabac

Es ist zur Abkiirzung I*=J gesetzt. Die Entwicklungen der positiven Grund-
punkte der Erzeugenden sind, wie unmittelbar zu sehen, die periodischen Wieder-
holungen der obigen Ausdriicke. Die Summe der kleinsten negativen Randbogen
von V(a) bis V{az), von ¥V (ar) bis V(ar), von V(ar:) bis V(ar) und von V(ars)

bis V{(as) ist grosser als 27; fiir die iibrigen Erzeugenden ist die entsprechende
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Summe kleiner als 2. Daraus folgt, dass die Randabbildung ¢ von [ fixpunkt-
frei ist und dass die Randabbildung ¢* =y von J Fixpunkte hat. Zu I gehort
also der Index + 1.

Nun soll die Fizxpunktmenge von y untersucht werden. Dazu sind die
Potenzen von J zu bilden, um zu entscheiden, welchen Grenzlagen sich die

Randpunkte bei den Potenzen von y nihern. Nun ist identisch:
am=a - (ata)) - (@tass - (@tasy - (@t agm—.
Fiir die Ausiibung der Potenzen von J auf den Erzeugendenausdruck
atlaj=cabacdabacaba

beachte man, dass fiir den Teilausdruck d—'a gilt:
{da)y=d'a - bacaba.

Dann sieht man infolge des Fehlens negativer Exponenten, dass in dem obigen
Ausdruck fir as» keine Ausloschung stattfindet und dass die Entwicklung von
V{as) aus der periodischen Wiederholung dieses Ausdruckes besteht. Also kon-
vergiert V{(as) fir n > © gegen den Punkt P, mit der Entwicklung

k (Pl) =a - (a_l dJ) : (a/‘l dJ)J -+ in inf.
Bildet man
abl‘dtabtedab d 1 a
aldbaldebaldba e 'badba lde baldba?

o tdbatd
clbatdbalde 'bald,

J

so sieht man in entsprechender Weise, dass ¥ (asn) fiir n— — © gegen den
Punkt P, mit der Entwicklung

k(P2):“ “{atay—1) - (@ 'as-1)y-1 - in inf.

konvergiert. Gegen denselben Punkt konvergiert V(b;}L) fir n > — o . b;‘il

beginnt nimlich mit a, und daraus entspringt, wie man sich leicht iiberzeugt,
die niimliche Entwicklung. Ganz analog bestitigt man nun leicht das Folgende
fiir weitere Grundpunkte bei den Potenzen J™:
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=20 Zgz ?) }—>7c(1>3):a~1 (aar!) - (@az?)s - in inf,

R — 0 T;i‘;) ) }~—~ak(P4)=a‘1 (@a;r,) - (aa;t)s-1- in inf,

p—rc0 ZEZ) y }—»k(P5)=d‘1a @d(d1a)) - (@ d(d @) in ink,
n—>— ZEZIZ i)“) }~>7c(1>6)=d~1 (dd1) - (dd;t)-1 - ininf.

n—>® ZE? l)ba_l)}»—»lc(1>7)=r1 “(eer) - (ee;Y)s - ininf.

st EE‘;”“"I)} S k(P)=ctb - (b el B)r—) < (b e(ctBly—t)y—1---in inf.
n—w Pk (P

Um die gegenseitige Lage dieser 8 Punkte und ihre Lage zu den benutzten 8
Grundpunkten deutlich zu machen, seien noch die Anfangsglieder ihrer Entwick-
lungen angegeben:

E(P)=acaba--
B(P)=ab—td'abt - -
E(P)=abtagte¢! -
E(P)y=a'dba'd---
E(Py=d abac--
E{P)=d ‘abted -
E(P)=c'a b lat---
E(P)=cba=tdb---

Die 8 Punkte liegen also in der Reihenfolge ihrer Indizes auf E, und jedes der
8 durch sie bestimmten Intervalle enthilt einen der oben benutzten 8 Grund-
punkte. Diese Intervalle sind also fixpunktfrei, und es gibt nur diese 8 Fix-
punkte P;,..., Py bei y. Dann kann es kein Fixelement bei .J geben, denn
da sich die Fixpunktmenge bei einem solchen reproduziert und mehr als zwei
Fixpunkte vorhanden sind, miissten die Grundpunkte eines Fixelements Hiu-
fungspunkte von Fixpunkten sein. Wir haben also das Ergebnis:
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Der  Automorphismus J = I* hat keine eigentlichen Fixelemente und genau 8
Fiz-Grenzelemente. Die zugehinige Randabbildung y = g* hat 8 aperiodische fix-
punkifreie Intervalle getrennt durch die Fixpunkte Py, .., Py.

Man sieht, dass bei der Randabbildung y £ die Punkte von E gegen die
Punkte P,, P,, P, und P, hin und von den Punkten P,, P, P, und P fort stromen.
Die ersteren mogen die positiven, die letzteren die negativen Fixpunkte von y K
heissen.

Die aus diesen 8 Punkten bestehende Punktmenge M muss bei g £ in sich
iibergehen, denn:

gt (gM)=g(g* M) = g M,

und da es ausser M keine endliche Punktmenge gibt, die bei g* in sich iibergeht,
so folgt g M= M. Man findet, da I mit J=TI* vertauschbar ist:

1y -1 1,1
(@a;'yi=a,a7' ;=c"a ' a,c,

und daher

((ﬂ a71)JT)I= c;rl (a aJ)JT' ch+17

sodass P; bei g in P, ubergeht. g bewirkt also eine zyklische Vertauschung von
M um 2 Schritte, g°® um 4 Schritte und ¢g* um 6 Schritte, sodass zu I, I* und I®
der Klassenindex + 1 gehort.

Welcher Index ergibt sich nun fiir J=1I*? Hier ist die Sachlage mutatis
mutandis wie bei der Behandlung des Automorphismus .4° am Schluss des Bei-
spiels 11, § 48, sodass eine kurze Andeutung des Beweisganges geniigen mag.

s(@+ E) sei eine beliebige zu J gehorige S-funktion. Nach § 34 liegen alle
Fixpunkte von s @ innerhalb eines mit E konzentrischen kleineren Kreises, sodass
P, ..., P; isolierte Fixpunkte sind. Man betrachte den positiven Fixpunkt P,
und bestimme eine Folge von #dquivalenten Achsen, die P; einschliessen und sich
auf diesen Punkt zusammenziehen. Dann schliesst man leicht aus der Form von
J, dass der kiirzeste nichteuklidische Abstand dieser Achsen von ihren Bildkurven
bei s bei der Durchlaufung der Folge iiber alle Grenzen wichst, dass also der
Punkt z(z) sebr nahe an P, liegt, wenn z eine geniigend spite der Achsen der
Folge durchliuft. — Man braucht hierbei die spezielle Form des betrachteten
Automorphismus sehr wenig. Es seien nidmlich 4 und B die Achsen zweier gleich-
berechtigten Elemente f und £f%~'. Wenn nun die relative Lage von z und
sx die gleiche ist fiir zwei variable Punkte x, von denen der eine A4, der andere
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B durchlduft, so folgt aus der Funktionalgleichung, dass % ein Fixelement des
betrachteten Automorphismus ist. In einer unendlichen Folge von Achsenpaaren,
in der die ersten Achsen aller Paare iquivalent und ebenso die zweiten Achsen
aller Paare dquivalent sind und die gleiche relative Lage der Achsen eines Paares
zu einander nur endlich oft vorkommt, wichst der kiirzeste nichteuklidische Ab-
stand der Achsen eines Paares in der Folge iiber alle Grenzen. Wenn also der
betrachtete Automorphismus keine Fixelemente hat, so braucht man seine spezi-
elle Form nur, um den Fall auszuschliessen, dass die relative Lage von 4; und
sd; fir zwei Achsen A;(r=1, 2) die gleiche ist, ohne dass die relative Lage von
« und sx die gleiche ist, wenn x die Achsen A; durchliuft, dass also fiir den
Bildpunkt eine Transformation mit einer Potenz des zu der Achse gehorigen
Elements - in Frage kommt. Hierdurch bekommt die in § 48 an dem Beispiel A’
ausetnandergezetzte Methode eime ganz allgemeine Bedewtung. — Wir kénnen also
bei der zu obigem Automorphismus J gehorigen S-Funktion die Funktion z(z)
in den vier positiven Randfixpunkten stetig ergiinzen und fiir die 4 negativen

Fixpunkte wie frither bei .4’ verfahren. Bei Erstreckung des Indexintegrales f dg

iiber £ unter Umgehung der acht Fixpunkte auf kleinen Bogen erhilt man also
den Index 1—w», wo » die Anzahl der negativen Fixpunkte ist, in unserem Falle
also 1—4:

Zu J=I* gehort der Index —3.

Die in dieser Weise bei Abwesenheit von Fixelementen entstehenden Fix-
punktkiassen mit negativern Index erfordern keine Annahme von der Art der An-
‘nahme o iber die Struktur der Fixpunktmenge; sie haben mit den Fixpunktklas-
sen mit negativem Index, die friiher auf Grund einer Fixelementgruppe mit mehr
als einer Erzeugenden abgeleitet wurden, die Eigenschaft der »Stabilitit gegen-
iber Iteration» gemeinsam: Jede Potenz der Abbildung hat dieselbe Klasse mit
demselben Index, wihrend bei allen bisher bekannten Klassen mit positivem Index
dieser bei einer gewissen Potenz der Abbildung verloren geht.

to. Randabbildungen verwandter Automorphismen.

Es sei I ein beliebiger Automorphismus erster Art und h=1 ein beliebiges
Element von F. Wie in § 17 bilden wir die Elementfolge

'rn:hhlhﬂ A h[ﬂ,—l, n:I’ 2, .
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Dann ist

rn+l:hrnI: rnhf"-
1) Angenommen nun, es seien zwei Elemente dieser Folge einander gleich:

Tm==1y, @H<m.
Danpn ist

hluh]!t+1 P hﬂ'I“l:I,
also, indem wir I~# ausiiben und m—u=v setzen:

7',,=hb[. .. }11"-1"—‘—‘ I,
und durch Ausiibung von I™:

—1,. —
Tm Tm+v—1I,

also 7m+,=rn fur alle m. Die Folge r» ist also periodisch. Speziell hat man
fur m=1:

h=ri=ry s =rhpr=hp.

Folglich ist » Fixelement bei I*, aber wegen r.=—1 nicht bei I selbst, sodass die
Randabbildung bei I fixpunktfrei sein muss. Nun ist nach (14), § 19, allgemein

(=2

—1
Tn

sodass hier

(Ih—p=r

folgt; und da h nicht Fixelement von I;—1 ist, folgt, dass auch zu [;—1 eine fix-
punktfreie Randabbildung gehért. Zu [ sowohl wie zu I,-1 gehort also der In-
dex +1:

Satz 25: Notwendige Bedingung dafiir, dass die Gleichung

x xrxre. ... xm-1=I

Lésungen hat, ist, dass I weder eigentliche Fixelemente noch Fix-Grenzelemente hat
und dass n ern Vielfaches des charakteristischen Exponenten von I ist.

2) Danach werde nun angenommen, dass alle r, verschieden sind. Dann
sind alle Punkte »,(0) verschieden, und die Hiufungspunkte dieser Punktmenge bil-
den eine auf E gelegene abgeschlossene Punktmenge M. M erfihrt bei der zu



Untersuchungen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Flichen. 353

I—1 gehorigen Randabbildung ¢ eine eineindeutige Abbildung in sich. Denn es
sei P ein beliebiger Punkt von A und

Ty Pmas Trgy « o o -
eine zu P gehorige Fundamentalfolge. Dann ist ¢ P Grenzpunkt der Folge

-1 (0), d=1,2,....
Nun ist allgemein

¥n I}l~1:h “Yar h"1:7'n+1 h——l,
und da h~! (0) ein fester Punkt in @ ist, folgt, dass
Png+1, ’L.:I, 2, ...,

eine zu gP gehorige Fundamentalfolge ist. Als Teilfolge der Folge r, muss diese
ihren Grenzpunkt auf M haben. Dass auch ¢g~'P zu M gehort, folgt aus der

letzten Gleichung, indem man » durch n-—1 erzetzt und (I,—) ‘=TI h‘Il_ ausiibt:

1

Tn (Ih—l)_1 = 1p—1 hI—l,

und den gleichen Schluss verwendet. Damit ist die Behauptung erwiesen.

Wenn nun M nur aus einem Punkt besteht, so muss dieser Fixpunkt bei g
sein. 7, ist eine zu diesem Punkt gehorige Fundamentalfolge.

Nun sei angenommen, M bestehe aus mehr als ernem aber endlich vielen
Punkten. Dann erfahren die Punkte von M bei g eine zyklische Vertauschung
um eine gewisse Anzahl Schritte. Es sei » = 1 die kleinste Zahl, fiir welche ¢
jeden Punkt von M festliisst. Es wird behauptet, dass dann M aus genau »
Punkten besteht, dass also die Anzahl der Schritte bei der obigen Vertauschung
zu der Anzahl der Punkte von M teilerfremd ist.

Bg sei nimlich P ein Punkt von M und O ein Kreis um P, der ausser P
keinen Punkt von M im Inneren oder auf dem Rande enthilt. Man bestimme
alle diejenigen r,, fiir welche 7, (0) innerhalb C fillt, und ordne diese nach stei-
gendem Index:

Frigs Prgy « « v » -

Diese Folge bildet also eine zu P gehirige Fundamentalfolge. Da nun die Folge

Trgtws 0=1,2,,..

45—26404. Acta mathematica. 50. Tmprimé le 27 octobre 1927.
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nach dem Obigen zu g* P= P gehort, so liegen alle Punkte 7,1, (0) bis auf hochstens
endlich viele innerhalb . Man kann also eine Zahl j so bestimmen, dass die
Folge

Tagtw, 0=J, J+1,...
eine Teilfolge der Folge

T"i y i‘:j, j+I,...

ist. Fiir dieselben Werte von 7 ist dann auch 7,11, fiir beliebiges festes posi-

tives % eine zu P gehorige Fundamentalfolge und das Gleiche gilt fiir die Folge

Ty +kewy fest, k= o,1,2, ...,
wenn ¢ = j gewihlt ist. Dann ist aber
7‘nj+kw+y, o=us=v—I, k=o0,1,2,...

eine zu g“ P gehorige Fundamentalfolge. Die Elemente dieser » Folgen enthalten
aber alle Elemente der urspriinglichen Folge 7 von ra; an, sodass M durch die
Punkte g* P erschopft wird. M besteht also aus » Punkten, w. z. b. w.

Die Punkte der Folge 7.(0) gehoren also von einer gewissen Stelle an in
periodisch wechselnder Wiederholung zu der unmittelbaren Umgebung der Punkte
P gP, ..., gv 1 P

Die Randabbildungen ¢, ¢? . .., "' sind also fixpunktfrei, sodass sich fol-
gender Satz ergibt:

Satz 268: Wenn die Punktfolge

hhr... hpn—t (O), n=1I,2,...,

genau v Hiufungspunkte auf E hat, so gehort zu allen Automorphismen
(Li—1)", n==20 (mod v), der Index +1.
Die in § 17 mit s, bezeichnete Elementfolge lisst sich zu dhnlichen Be-

trachtungen verwenden.

51. Beispiel einer Abbildungsklasse mit gleichzeitigem Auftreten von Fix-
punktklassen mit positivem und solchen mit negativem Index.

Beispiel 14: Wir nehmen den Automorphismus I des Beispiels 13, § 49, unter
Beibehaltung der dortigen Bezeichnung wieder auf und untersuchen den damit

verwandten Automorphismus
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a-1te1!

Um Fixpunkte fiir die zugehorige Randabbildung ¢ zu finden, benutzen wir die
Elementfolge r, des vorigen Paragraphen, wo jetzt h =a"' gesetzt wird und I
den Automorphismus des Beispiels 13 bedeutet. Dann ist

—1
2n—1

ran=a et agtag .. a
=@ ta)@tar)p. .. (@ a7 pa

=€ G2 Cr¢+... Cp2n—2,

Dies ist, wie aus der frither angegebenen Form von I? ersichtlich ist, eine Fun-
damentalfolge, welche zum Punkte P, mit der Entwicklung

k (Pl):C Cre Cre. .. in inf
=c¢-aba-d " abac abac d' abac...
geh6rt. Ferner hat man dann:
ranvi=a"t a7t .. a;}n
=a gt a7 (@ a7 e ... (@ a7 an

— 1
=a& " Cr1cr...Cpn-1.

Diese Elemente bilden eine Fundamentalfolge, die zu dem Punkte P, mit der
Entwicklung

E(P)=aterems...in inf
=g b taldcecta'btatectat. ..
gehort. Schreibt man diese
k(Py) = a~* (k(Py)1,

so tritt es in Evidenz, dass P,=¢ P, ist. Hiermit haben wir den Fall des Satzes
26 mit v=2, sodass zu I' der Index +1 gehirt.
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Fiir ¢’ haben wir die beiden Fixpunkte P, und P, Zwei weitere finden

wir durch die Elementfolge

Sp=ar-1a;—2...ar-n,
wo
atd drab e
I_lz‘[d‘lu b"l, J ’c—lb aldbatld
‘d"l \c“ b
b te bat
ist.
Man findet:
sm—bte. (b le)—2. (b7 ¢)—4. .. in inf.
=ble.drabrda... =k(P,).
smer1—a td. (b )1 (b~ 'e¢)r-3 ... in inf.

=g 'd.bat.¢c'batdbaldecibatd. ..
=k(P)=a""d k(P-1.

Man iiberzeugt sich nun leicht, dass diese 4 Punkte die einzigen Fizxpunkte von
¢ E sind. Man braucht ja nur auf je ein Element, dessen positiver Grund-
punkt in eines der vier durch P, bis P, bestimmten Teilintervalle fillt, die Auto-
morphismen I'%, I'*,... und I'"% I'~* ... auszuiiben und sich zu iiberzeugen, dass
die Entwicklungen des Grundpunktes dabei gegen obige vier Ausdriicke konver-
gieren. Wir haben also:

Bei der zu I'* = (I,)? gehirigen Randabbildung entstehen a aperiodische Inter-
valle, getrennt durch die positiven Randficpunkte P, und Py und die negativen Rand-
fixzpunkte P, und P, Die Methode des § 49 ergibt also den Index —1 fiir I'2.

Hiermit ist zugleich erkannt, dass die beiden bei I und I' nachgewiesenen
Fixpunktklassen mit dem Index + 1 verschieden sind: Bei der zu I gehérigen
Randabbildung gibt es 4 Punkte, die sich zyklisch um einen Schritt vertauschen,
bei der zn I’ gehdrigen Randabbildung gibt es zwei Punkte, die ihren Platz tau-
schen; die beiden Abbildungen sind also nicht dhnlich und I und I’ also nicht
isogredient.

Wendet man die gleiche Methode auf I, an, so fihrt die mit A=¢"" ge-
bildete Elementfolge 7n zu 4 Hiufungspunkten auf E. Also gehért zu I, (I.)* und
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(I.)* der Index +1 und zu (I)* der Index —3. I, verhilt sich also wie I. Wen-
det man die Methode auf Iy—! an, so findet man, dass dieser Automorphismus
sich wie I, verhilt, dass also zu I;~1 der Index + 1 und zu (Z;—1)? der Index —1
gehért. Doch bleibt hier zu untersuchen, ob diese beiden Automorphismen mit
den oben untersuchten isogredient sind oder nicht.
Hervorzuheben aber ist folgendes Ergebnis:

Die beiden verwandien Automorphismen I® wnd (I,)* bestimmen fiir die zugehorige
Abbildungsklasse je eine Fixpunktklasse, und zwar hat die zu I® gehirige den. In-
dex +1 und die zu (I,)? gehirige den Index —1. Die ALExaxpERsche Indexsumme
Sfiir diese Abbildungsklasse ist Null. Dies zeigt, dass es nicht moglich ist, aus der
AvexanpErschen IFormel eine obere Schranke fir die Anzahl der topologisch not-
wendigen Fixpunktklassen abzuleiten.

Zusatz bei der Korrektur: Das Auftreten einer Fixpunktklasse vom Index -+ 1
gleichzeitig mit einer solchen vom Index — 1, wobei die letztere (im Gegensatz zu
obigem Beispiel) durch eine freie Fixelementgruppe mit 2 Erzeugenden verursacht wird,

ldsst sich durch folgendes einfache Beispiel (p = z) illustrieren:
a a
b
I= , It = b
cde? EFlck
¢t Fldk

wo k=aba b l=dcd ¢! ist. Es ist H(I])=o nach (50), 8. 322. Als Fix-
elementgruppe H(I) findet man die freie Gruppe {a,b}, und die Methode des § 47

ergibt also den Index — 1. Weiter hat man:
clac kak™?
¢ lhe kbk!
IU = ’ (IC)4 =
d ¢
¢t d

¢ ist Fixelement bei (I)%, aber nicht bei I., sodass zu I, der Index + 1 gehort.
Die beiden Klassen heben einander in der Indexsumme & auf. Dass es nicht mehr
als diese beiden Klassen zu geben braucht, sieht man so: Man bilde einen Torus T
mit einem kanonischen Schnittsystem ¢,d und unterwerfe diesen einer durch

c—d, d—c!

charakterisierten Abbildung ¢ T. Zufolge 1. ¢. 15, 8. 301, gehiren zu ¢ T zwei
Fixpunktklassen vom Index + 1, und ¢ ldsst sich mit dieser Minimalzahl von
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Fixpunkten bilden. Es sei ¢ der eine von diesen beiden Fixpunkten von ¢7. Da
die Indikatrix von 7T bei ¢ erhalten bleibt, ldsst sich ¢ zu einem einfach zusam-
menhingenden Fixpunktgebiet erweitern. Man bilde nun einen zweiten Torus T
mit dem kanonischen Schnittsystem «,b und lasse ¢7” die identische Abbildung
sein. Diesen hefte man mit einer Ansatzscheibe an das Gebiet ¢ von T an. So
entsteht ein Doppelring T + T’, auf dem o(7T + 7T’) zu der oben betrachteten Ab-
bildungsklasse gehort und nur zwei Fixpunktklassen aufweist. — Durch dieses An-
setzen von 7’ wird der Index der Klasse  um zwei Einheiten erniedrigt, also zu
— 1. Um das zu verstehen, bedenke man, dass diese Fixpunktklasse von ¢(T+ T")
auf der universellen Uberlagerungsfliche von 7T + 7" nicht isolierbar ist. Um ihren
Index zu bestimmen, muss man (7 + T’) so abiéindern, dass die Abbildung der
» Annahme a», 8. 298, geniigt.

Dies Beispiel fithrt zu folgender allgemeineren Uberlegung: Man geht von einer
beliebigen Abbildung 0@ einer Fliche ¢ vom Geschlecht p und einer Abbildung oq’
einer Fliche @' vom Geschlecht p’ aus. Beide Abbildungen mégen etwa die Indikatrix
erhalten. Bei beiden sollen Fixpunkte vorkommen, was man immer erreichen kann,
indem man noétigenfalls Fixpunktklassen vom Index o hervorruft. Dann heftet man
die beiden Flichen mit zwei einfach zusammenhingenden Fixpunktscheiben an ein-
ander, wodurch man zu einer Abbildung o(p + @’) einer Fliche ¢ + ¢’ vom Ge-
schlecht p + p' kommt. Man sieht, dass man dadurch eine grosse Freiheit in der
Konstruktion von Beispielen fiir Flichenabbildungen mit gewiinschten Kombinationen
von Fixpunktklassen verschiedener Indizes erhilt.

Weiter sieht man, dass man auf diesem Wege eine nene Handhabe zur Inan-
griffnahme des allgemeinen Fixpunktproblems suchen kann: Wenn es gelingt, bei
einem vorgelegten Automorphismus ein Firelemeni zu finden, durch welches eine
einfache, der Null homologe, aber wicht homotope Kurve auf der Fliche bestimmt wird,
so kann man diese aus Fizxpunkten bestehen lassen und sie dann im Raume auf
einen Punkt zusammenziehen. Dadurch wird ein Teil von der Fliche abgeschniirt,
und man kann nun versuchen, das Fixpunktproblem fiir die betrachtete Abbildungs-
klasse auf jeder der beiden entstehenden Flichen niedrigeren Geschlechts zu losen.



