UBER DIE ANWENDUNG EINER KLASSE UNIFORMISIERENDER
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Einleitung.

Nachdem Picarp schon im Jahre 1879 mit Hilfe der Umkehrfunktion der
elliptischen Modulfunktion seine berithmten Sitze tiber die maximale Anzahl der
Ausnahmewerte eindeutiger analytischer Funktionen bewies und hiermit der funk-
tionentheoretischen Forschung ein weites und schénes Feld erdffnete, ist die
weitere Entwicklung auf diesem Gebiet hauptsichlich mittels sog. »elementirer
Methoden» d. h. unter Vermeidung héherer uniformisierender Hilfstranzendenten
als der Logarithmus befordert worden. Die vorliegende Abhandlung kniipft an
die urspriingliché, zweifelsohne sachgemissere Picardsche Methode und verfolgt
den Zweck, letztere zunichst so weit auszuarbeiten und zu erweitern, dass sie
die wichtigsten auf elementirem Wege gewonnenen Resultate und zwar in der
gegenwirtig allgemeinsten und priiziesesten von Rorr NevaNLINNA gegebenen
Fassung liefert.

L

1. Gemiss einem allgemeinen Abbildungssatsz der Uniformisierungstheorie
kann das Innere jedes, ein- oder mehrblittrigen, einfach zusammenhingenden
Bereiches umkehrbar eindeutig und konform auf das Innere eines einfach zu-
sammenhingenden wund schlichten Gebietes G abgebildet werden. Hierbei hat
man drei Fille zu unterscheiden: entweder hat das Gebiet G keinen Randpunkt
und umfasst somit die ganze geschlossene Ebene (elliptischer Fall); oder hat das
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Gebiet G eimen Randpunkt, der dann in den unendlich fernen Punkt der Ebene
verlegt werden kann, so dass G aus der ganzen endlichen Ebene besteht (para-
bolischer Fall); oder aber kann als G von vornherein jedes beliebige, einfach
zusammenhiingende und schlichte Gebiet gewihlt werden, das wenigstens zwer
Randpunkte, dann aber notwendig ein ganzes zusammenhingendes Randkonti-
nuum besitzt (hyperbolischer Fall). Jede dieser drei Moglichkeiten schliesst die
zwei iibrigen aus und wenn in dem letztgenannten (hyperbolischen) Fall als Ge-
biet G insbesondere das Tnnere eines endlichen Kreises oder einer Halbebene
angenommen wird, so ist die abbildende Funktion in allen Fillen bis auf eine
lineare Transformation eindeutig bestimmt.

2. Diesen Abbildungssatz wollen wir in dem speziellen Fall anwenden, wo
der abzubildende Bereich eine iiber die z-Ebene ausgebreitete, reguldr verzweigte

Riemannsche Fliche R(ay, a,, ..., ag-1, ) ist mit Windungspunkten unendlich
hoher Ordnung an den Stellen q, a,, ..., gg—1 und oo.
Die Anzahl der Windungspunkte a,, a,, . .., @g-1, * ist offenbar wenigstens

gleich zwei. Falls die Fliche R nur zwei Windungspunkte, ¢, und o, hat, so
liegt der parabolische Fall vor; die Fliche wird in der Tat durch jede Funktion
der Form

(1) £={(z; a,, »)=relog(¢—a,)+ 8,

wo « und § beliebige Konstanten bezeichnen, auf die endliche, schlichte {-Ebene
konform abgebildet. Ist dagegen die Anzahl der Windungspunkte grosser als
zwei, so liegt der hyperbolische Fall vor, indem sich zeigen ldsst, dass das Innere
der Fliche R(a,, a,, ..., ag—1, ®) dann immer z. B. auf das Innere der oberen
{-Halbebene J({) > o0 konform abgebildet werden kann. Die abbildende Funktion

bezeichnen wir mit

(1) {=Clz; ay, a,, . . ., ag—1, ©);

al+p

sie ist bis auf eine lineare Transformation Y]

obere {-Halbebene in sich iberfiihrt und somit reelle Koeffizienten mit positiver
Determinante hat.

eindeutig bestimmt, welche die

Diese Funktion ist unendlich vieldeutig; es seien ,(2) und £,(z) zwei ver-
schiedene Zweige derselben. Da die Ableitung {,'(¢) fiir jedes von den Werten
a,, s, ..., Gg—1 und oo verschiedenes 2z von Null verschieden ist, so ist z und
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somit auch {, in der Umgebung der entsprechenden Stelle {; eine regulire Funk-
tion von'{;, welche iiberallhin in der oberen Halbebene J({,)>o0 analytisch fort-
gesetzt werden kann und somit eine in dieser Halbebene eindeutige und reguléire
Funktion ist. Genan dasselbe gilt aber von [, als Funktion von {, aufgefasst
und es muss daher [, eine linear gebrochene Funktion von {; mit reellen Ko-
effizienten und positiver Determinante sein. Wenn man also von einem bestimm-
ten Zweig der Funktion (1) ausgeht, so sind alle iibrigen Zweige lineare Trans-
formationen dieser, welche die Eigenschaft haben die obere [-Halbebene in sich
zu iberfihren. Diese Substitutionen bilden eine in der genannten Halbebene
diskontinuierliche Gruppe I'(ay, @, ..., @g—1, ), die z B. aus denjenigen ¢—1
Fundamentalsubstitutionen erzeugt werden kanm, in denen sich ein bestimmter
Zweig der Funktion { bei analytischer Fortsetzung in positiver Umlaufsrichtung

bzw. um a,, a,, ..., @1 transformiert.

3. Es ist fiir das Folgende von Wichtigkeit das Verhalten der linear poly-
morphen Funktion {(z; a,, a,, . . ., @g—1, ) in-der Umgebung der Windungspunkte
niher zn kennen. Wenn 2 einen positiven Umlauf um einen der Windungspunkte
a vollfithrt, so erleidet nach Obigem ein beliebiger Zweig { der Funktion eine

lineare Transformation

Q

. C—Fﬂ
> yC+4d

= S(0),

wo «,f,7 und & reell sind und e¢d—py>0. Eine solche Substitution kann
elliptisech, parabolisch oder hyperbolisch sein; wir behaupten, dass die Substitu-
tion S({) notwendig parabolisch ist. In der Tat: wiire sie elliptisch, so hiitte sie
zwei konjugiert komplexe Fixpunkte ¢ und « (es sei z. B. J{¢)>0) und konnte

geschrieben werden, wo 1 reell ist. Hieraus wiirde folgen, dass die Funktion

ple) = (;—a)lﬂ

I—a

in der Umgebung von z=a eindeutig und, da J{{)>o0 und also die Ungleichung
lp(z)| <1 besteht, iiberdies begrenzt und somit im Punkte z=a reguldr wire.

Dies ist jedoch nicht méglich; denn wenn @(a)=4=0, so wiirde hieraus folgen,
21—26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 26 juillet 1927.
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dass { selbst in der Umgebung von z=a regulir wire, was nicht der Fall ist,
und wenn ¢@(a)=o0, so wiirde sich lim {==a ergeben, was ebenfalls unméglich

z—eq

ist, da e ein 7nnerer Punkt der Halbebene J(()>o0, a dagegen ein Randpunkt
der Fliche R(a,, a,, ..., ag—1, ) ist. Die Substitution § ist also nicht ellip-
tisch. Wire sie hyperbolisch, so hiitte sie zwei reelle Fixpunkte a und g (>a)
und konnte

R

{—a_ Hi—

z_— —g

F—8 £~

geschrieben werden, wo 4 reell ist. Dann wire

C_,a)nu
2y =2—
9le) (s—ﬂ
—12] ary E__.‘_Z .
in der Umgebung von z=a eindeutig und, da |@(z)]=e M =8, somit

1 <|gle)] < el¥, regulir, wobei also 1= g(a)=e*14l.  Andererseits ist Je-
doch, wenn z einen kleinen positiven Umlauf um a vollfiihrt, 7 arg ¢(e) =

£
g

zu Obigem. Die Substitution § ist also auch nicht hyperbolisch und muss daher

|A] 4 log

_g,l = t 2,7, wonach ¢@(a)=o0 oder « sein miisste, in Widerspruch

parabolisch sein. Sie bat einen reellen Fixpunkt ¢ und kann

I I

st

g»—a:C—a

+ h

geschrieben werden, wo h ebenfalls reell ist. Wir setzen

27 1 -
- 2le);

|h]e—S S

da 3 hiernach eine reelle Substitution mit positiver Determinante 27 |h| ist, so
folgt aus J(() > o, dass auch J(3) > o. Die Funktion

ple) = ¢

ist somit in der Umgebung von z=a beschrinkt. Wenn z einen Umlauf um a
macht, dndert sich R(Z)=arggp(e) um 27, Hieraus folgt dass die Funktion
@(¢) in der Umgebung von a eindeutig und somit in diesem Punkte regulir,

und weiter dass a eine einfache Nullstelle von ¢(z) ist, so dass
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ple) = rile—a) + ple—af’ + - (yi+0).
Man hat somit in der Umgebung von z=g¢a
(2) 3(@) = —slog(e—a)+ ¢y + ¢,(z—a) + - -,

eine Entwicklung, die in der Umgebung des unendlich fernen Windungspunktes
offenbar durch

. 1 c
! 30 = —<¢log— hi PP
(2) (©) zogz+co+g+

zu ersetzen ist. Wir sehen somit, dass jeder Zweig unserer Funktion { sich in
der Umgebung eines der Windungspunkte derart verhiilt, dass eine passend ge-
wiihlte linear gebrochene Funktion () mit reellen Koeffizienten und positiver
Determinante in der Umgebung dieser Stelle eine Entwicklung der Form (2)
bzw. (2) zuldsst.

In der Umgebung jeder von den Windungspunkten verschiedenen Stelle z,
ist § in jedem ihrer Zweige regulir und somit

(3) E=co+eyle—2)) + -,

wobei zu beachten ist, dass J(c,) >0 und ¢, #+0, da einem solchen Punkt in
jedem Zweige ein innerer Punkt der Halbebene J(0)> 0 entspricht und die Ab-
bildung in einem inneren Punkt konform ist.

4. . Die Umkehrung der oben betrachteten linear vieldeutigen Funktionen
ergibt gewisse eindeutige automorphe Funktionen. In dem einfachsten Fall
g=2 erhiilt man Exponentialfunktionen, fiir ¢>2 eine in der Halbebene J({)>o0
existierende und reguldre, in bezug auf die oben definierte Gruppe I'(a,, a,, - . .,
@q—1, ) automorphe Funktion vom Grenzkreistypus

(4) z:z(g, @y, g,y - . .y Gg—1, OO)

In dem Fundamentalpolygon, welches 2(¢— 1) Seiten und lauter parabolische
Spitzen hat, nimmt sie jeden Wert z mit Ausnahme von a,, a,, ..., -1 und oo
einmal an und nédhert sich in den Spitzen diesen Ausnahmewerten. Fir ¢=3
ist sie, bis auf gewisse lineare Transformationen, mit der elliptischen Modul-
funktion identisch.
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8. Die oben eingefithrten Uniformisierungstranzendenten
(5) Q(Z, ajyoo); );(Z;al)ab oo),,,,, :(Zy Ay Ay, - ooy g1y OO),

spielen bei Untersuchungen, welche das allgemeine Problem der Wertverterlung
einer eindeutigen analytischen Funktion in der Umgebung einer isolierten, wesent-
lich singuldren Stelle oder Linie betreffen, eine fundamentale Rolle. Die hierbei
anzuwendende Methode ist im Prinzip die folgende:

Wenn z(x) eine eindeutige analytische Funktion der Variable x bezeichnet
und es sich um die Ermittelung der Verteilungen derjeuigen Werte z handelt,
wo die Funktion z(z) gewisse vorgegebene Werte a, a,, ..., ag1 und ®» an-

nimmt, 8o bilde man die zusammengesetzte Funktion
C(x) = C[Z(T)v Ay, Ay, < .., Qg—1, 00]

Diese Funktion ist fur die genannten Werte = logarithmisch singulir und das
Problem ist auf die Untersuchung der Verteilung dieser Singularititen zuriick-
gefithrt. Diese Untersuchung und die daraus herfliessenden Resultate gestalten
sich bekanntlich wesentlich verschieden, jenachdem die Anzahl ¢ gleich 2 oder
grosser als 2 ist, weil nimlich im erstgenannten Fall die Funktion {=/{(z;
ay, ®) unbeschrinkt verinderlich ist, wihrend das Wertgebiet der Funktionen
Glz; ay, ag, ..., Gg—1, ®) fir ¢>2 auf die Halbebene I (L) >0 beschrankt ist.
Indessen bereitet der Umstand, dass die Funktionen { und die vermittels
dieser gebildeten zusammengesetzten Funktionen [ in komplizierter Weise ver-
zweigt sind, Schwierigkeiten; nur der allereinfachste Fall, wo die zu unter-
suchende Funktion die Werte a,, a,, ..., ag—1 und oo iiberhaupt nicht annimmt,
Jisst sich in bekannter Weise unmittelbar behandeln, eben weil [ (x) dann ein-
deutig ist, und liefert fir ¢ >2 u. A. die klassischen Picardschen Sitze. Um
diese Schwierigkeiten zu beseitigen, kann man von folgendem von ScHwarz!
herriihrenden Gedanken Gebrauch machen, der bekanntlich in der Uniformi-

sierungstheorie Anwendung gefunden hat.

6. Wir betrachten zunichst den Fall ¢ =2. Wenn 2 irgend einen ge-
schlossenen Umlauf vollfiihrt, so erleidet die Funktion ((z; a,, ) gemiss (1)
eine lineare Transformation, die entweder identisch ist oder aber eine euklidische
Verschiebung der (-Ebene definiert, wobei also das euklidische Linienelement

! Gesammelte Abhandlungen, Bd. II, S, 362~—364.
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|dZ] invariant bleibt. Demnach ist der Logarithmus des Vergrosserungsverhilt-

g

dz

aus (1} fiir %, bis auf eine belanglose additive Konstante, der Ausdruck

nisses, %(z; a;, )= log , eine etndeutige Funktion; in der Tat ergibt sich

, I
(6) u(e; ay, m):loglz—al'
1

Diese Funktion geniigt der partiellen Differentialgleichung #u=o0, wird an den
Stellen z=a, und z=o unendlich bzw. wie — log|z—a,| und —log|z| und
ist durch diese Eigenschaften bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

Wenn ¢>2 ist, so wird die Funktion {(z; a,, as, ..., ag—1, ®) bei einem
geschlossenen Umlauf der Variable z einer linear gebrochenen, parabolischen
oder hyperbolischen Transformation der Gruppe I'(a, ds, .., dg—1, ®) unter-
worfen; welche die Halbebene J(()>o0 auf sich selbst konform abbildet. Eine
solche Transformation kann nun bekanntlich als eine nichteuklidische, hyper-
bolische, Verschiebung dieser Halbebene aufgefasst werden, wobei das hyper-

bolische Linienelement lﬁ‘;“l é! invariant bleibt.! Hiernach ist jetzt der Logarithmus
des hyperbolischen Vergrosserungsverhiltnisses,

g
(7) ulz; ay, ag, ..., ag—1, m)zloggdi

3()

eine eindeutige reelle Funktion von z. Diese Funktion geniigt der partiellen
Differentialgleichung

(8) Au = e*",

die also fiir ¢>2 die Rolle der Gleichung 74 = 0 iibernimmt, was den funda-
mentalen Unterschied zwischen dem allgemeinen Fall ¢ >2 und dem speziellen

' Wenn z einen geschlossenen Umlauf vollfithrt, so geht § in § = _7§7+ F; iber, wo &, 8, v, d
ad—RBy ad—By
reell und ad—pgy >o0. Hiernach ist |dZ| =i 7 rld d3C) =775 3@ und somit i
By 1 1 I gl Iyg_*_ d'zl §| und J(&) |7§+ 6'2\5@) mit 1

2] _ 1dgl,
36~ 30

der Tat
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qg=2 markiert.! Ferner ist, wie aus den Entwicklungen (2), (2)" und (3) hervor-
geht, u nebst ibren partiellen Ableitungen jeder Ordnung iiberall endlich und
stetig, die Punkte a,,a,, ..., a1 und o ausgenommen, wo sie logarithmisch
unendlich wird. Um den Charakter dieser Singularititen genauer zu bestimmen
bemerke man, dass man in der rechten Seite der Gleichung (7) die Funktion {
mit einer beliebigen linear gebrochenen Transformation 3({) ersetzen darf, deren
Koeffizienten reel und von positiver Detérminante sind, weil u gegeniiber einer
solchen Substitution invariant ist. Um nun das Verhalten der Funktion # in
der Umgebung einer der Stellen ¢ zu ermitteln, wihle man diese Transformation
insbesondere so, dass Z({} in der Umgebung von a eine Entwicklung der Form
(2) hat, was gemiiss des S. 163 gesagten moglich ist. Dann ist

d I .
@E(C)I——Wh*’wo(z"a)‘*‘“'l
und
J[= (g)]—l()gl |+\5(Co)+\5[c1(5 al+--,
folglich
log §)|—log\s[ ()]-loglz 2 log2| |+log|1+wo(z a)+ |
&
.__log I_{_"S(L)_*_I_*
lOg_|z—a|

Es ist hiernach in der Umgebung des Punktes a
(9) u = log —— — log S s(z—a),
#lz—al *le—al

wo &(z) allgemein eine Funktion bezeichnet, die nebst ihren mit |z| multipli-
zierten Ableitungen erster Ordnung fiir z—o0 verschwindet. In der Umgebung
des unendlich fernen Punktes erhiilt man in derselben Weise von (2) ausgehend
die Entwicklung

o u=—1log|e| —log.l¢| + ¢ (*):

d
! In der Tat ist, wenn wir z = x+ iy, §{ = §+ iy schreiben, Ju = 4 log d—§,~dlogq=

— dlogy = {(32) " (%)}= LIZE
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Durch die Eigenschaften (8), (9) und (9) ist die Funktion u eindeutig be-
sttmmt. In der Tat: Sei v eine zweite Funktion mit denselben Eigenschaften;
dann ist die Differenz h=wu—v in der ganzen unendlichen z-Ebene stetig und
verschwindet fir z=a,, a,, ..., @g—1 und o. Wire nun h nicht identisch gleich
Null, so hiitte diese Differenz im Endlichen ein positives Maximum oder ein
negatives Minimum oder beides. Nun ist an einer Stelle wo h ein Maximum hat
Ah=0 und an einer Minimumstelle #h=0!; andererseits ist aber

Ah = 2t — g2V = 2203w} (o< 9 < 1),

und somit +#h positiv und negativ jenachdem h selber positiv oder negativ ist.
Somit ist die Existenz eines positives Maximums oder negativen Minimums bei
der Funktion A" unmoglich und folglich muss % identisch verschwinden, also
v=wu sein.

Wir haben hiermit die Funktionenfolge (5) durch eine Reihe #qvivalenter
reeller Funktionen

(IO) M(Z, aly OO), M(Z’ al) a27 OO)) A ] M(Z, ala aZa c ey aq_ly 00)7 A

ersetzt, die bei Untersuchungen iiber das Wertverteilungsproblem im Prinzip
dasselbe leisten, dabei jedoch den wesentlichen Vorzug haben in der ganzen
z-Ebene erndeutige Funktionen zu sein.

II.

7. Wir wenden uns jetzt dem Wertverteilungsproblem der eindeutigen
analytischen Funktionen zu. Es sei z=z(x) eine innerhalb des Kreises |z|< R
eindeutige und meromorphe Funktion; wir stellen uns die Aufgabe die Verteilung
derjenigen in diesem Kreise gelegenen Werte x zu untersuchen, wo z(x) die vor-
gegebenen Werte a, a,, ..., ag—1 und o annimmt.

In diesem Kapitel betrachten wir zuniichst den Fall ¢=2; mittels einer
linearen Transformation kann man erreichen, dass die vorgegebenen zwei Werte
o und o sind. Die Untersuchung der Verteilung der Nullstellen ¢ und der
o -Stellen g von z(z) und der hiermit zusammenhiingenden Fragen reduziert sich
nach der oben im ersten Kapitel dargelegten Methode auf die potentialtheore-
tische Untersuchung der harmonischen Funktion

! Dies ergibt sich unmittelbar aus der elementaren Theorie der Extremwerte.
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(1) ule(2); 0, o] =logy

welche in dem Kreise |z| <R eindeutig und regulir ist, die Stellen « und g
ausgenommen, wo sie, wenn diese Stellen einfach geziihlt werden, logarithmisch
unendlich wird bzw. wie — log|z—e¢| und log|lz—g]. Diese Untersuchung ist
von RoLr NEvaNLINNA und teilweise vom Verfasser in einigen fritheren Arbeiten
systematisch durchgefiihrt worden. Ich beschrinke mich in diesem Zusammen-
hang darauf das vom Gesichtspunkt des oben formulierten Wertverteilungspro-
blemes wichtigste Ergebnis, den sog. Jensenschen Satz, in der von Rorr NEvan-
LINNA gegebenen Formulierung herzuleiten. Der nachfolgende Beweis dieses
Satzes ist im Prinzip nicht neu?; ich werde ihn dessenungeachtet vollstindig
durchfithren um die Analogie mit dem spiter behandelten Fall ¢ >2 und somit
die Einheitlichkeit der ganzen Methode klar hervortreten zu lassen.

8. Wir beschreiben um den Nullpunkt mit dem Halbmesser ¢ (0 <t< R)
einen Kreis, der durch keine der o- oder o-Stellen von z(x) hindurch geht, und
isolieren die innerhalb dieses Kreises liegenden o- und oo-Stellen unserer Funk-
tion mittels kleiner Kreise. Diese Kreise begrenzen mit dem oben genannten
ein Gebiet innerhalb dessen und auf dessen Rande die harmonische Funktion (11)
eindeutig und reguliir ist. Folglich ist das iber simtliche Berandungskreise er-
streckte Integral der inneren Normalableitung

ou
f%ds——o.

Liisst man hier die Halbmesser der kleinen Isolierungskreise gegen Null konver-

gieren und setzt man?®

27

1 .
ul)= - f log| (") | dg,

27
0

! Ich verweise insbesondere auf folgende Abhandlungen:

F. und R. NEVANLINNA: Uber die Eigenschaften analytischer Funktionen in der Umgebung
einer singuldren Stelle oder Linie, Acta Soc. Scient. Fennicae, Tom. L. N:o 5.

R. NEVANLINNA: Zur Theorie der meromorphen Funktionen, Acta mathematica Bd. 46.

* E. LINDELOF: Mémoire sur la théorie des fonctions entiéres de genre fini. Acta Soc. Sc.
Fennicae, T. 31, 1g902.

® Wir machen daranf aufmerksam, dass u(r) eine fiir 0 = < R sfetige Funktion von r ist.
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so ergibt sich

tu'(f) = n(t, o) — n(t, =),

wo allgemein #(r, a), bei Beachtung der Multiplizititen, die Anzahl der inner-
halb des Kreises |x|=7r gelegenen a-Stellen von z(x) bezeichnet. Es sei fer-
ner ny{a) die Multiplizitit des Nullpunktes als a-Stelle der Funktion z(x) und
o<y =7,=--- die absoluten Betrige der von Null verschiedenen a-Stellen von
z(x). Wir setzen mit RorLr NEVANLINNA

e {r, a)

(12)  N(,e)= f (nlt, ) = mfa) 5 + myfa)log r=log — """,
179" " " Ta—ny
0

wonach N eine mit » wachsende, als Funktion von log r aufgefasst konvexe Funk-
tion ist, die fiir r=1 positiv ist. Wenn man dann die oben erhaltene Relation
durch ¢ dividiert und hierauf zwischen den Grenzen 7, und » (0 <7r,<r<R)
integriert, was wegen der Stetigkeit des Mittelwertes u erlaubt ist, so ergibt sich
nach hierauf folgendem Grenziibergang +,—o0

p(r) = N(r, o) — N(r, =) + log|e|,

wo ¢ den ersten von Null verschiedenen Koeffizienten der Laurentschen Ent-
wicklung von z{x) in der Umgebung des Nullpunktes bezeichnet. Dies ist der
Jensensche Satz.

Um ihn auf eine iibersichtliche Form zu bringen, hat Rorr NEVANLINNA
(loc. cit) in die Theorie der meromorphen Funktionen neben N (r,a) folgende
Fundamentalgrossen eingefiihrt:

B (ool
(13) m(ha)—z—nf e —a] % m(’,m)—;rf og|z(re's)|dg
] 0
und

(14) T(r,a)=m(r, a) + N{r, a),

+
wo allgemein loge die Grosse logo oder ¢ bezeichnet jenachdem logge=o0 oder
logo <o ist. Die Funktion m ist gemiiss ihrer Definition nichtnegativ und von

der Funktion I ldsst sich zeigen, dass sie eine mit + monoton wachsende, als
22--26404. Acta mathematica. 50. Imprimé le 27 juillet 1927.
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Funktion von logs» aufgefasst konvexe Funktion ist.! Man hat nun u(r)=
m(r, ) — m(r,0) und der Jensensche Satz kann einfach durch die Beziehung

(15) T(r, )= T(r, o) + log|c|

ausgedriickt werden.

Wenn wir jetzt den Jensenschen Satz auf die Funktion z(x)—a statt z(x)
anwenden und zugleich bemerken, dass die co-Stellen fiir diese Funktionen die-
selben sind, wihrend®

27 2

I + . | S . N
—floglz(re“f)—aldq)—-;;j log|z(re"l')|dq3|§log|a|+log2,
0 0

277

so erhalten wir

(16) T(r,a)= T(r, )+ h(r)
WO
, +
(16) |R()| = llog ||l + log|a] + log2

und ¢ jefzt den ersten nicht verschwindenden Koeffizienten der Laurentschen
Entwicklung der Funktion z(z)—a in der Umgebung des Nullpunktes bezeichnet.
Wenn wir also mit 7'() eine Funktion bezeichnen, die bis auf eine additive
Konstante gleich 7'(r, «) ist, welche Konstante so gewihlt werden mag, dass
T(r) bereits fiir »=o0 positiv ist, so gilt folgender Satz, den RoLr NEvaNLINNA
wegen seiner fundamentalen Bedeutung fiir die ganze Theorie der meromorphen
Funktionen als den »ersten Hauptsatz> dieser Theorie bezeichnet:

Zu jeder innerhalb eines Kreises |z| < R eindeutigen, meromorphen Funktion
z(x) gehort eine positive, monoton wachsende und in bezug auf logr konvexe Funk-
tion T(r) derart, dass fiir jeden endlichen oder unendlichen komplexen Wert a die
Beziehung

(17) T(r,a)=m(r,a) + N(r,a)=T(r) + O(1)

! RoL¥ NEVANLINNA, loc. cit. 8. 14.
+ + + + +
* Es ist log|z—a| = log(|z] + |al) = log|z| + log|al + log2 und andererseits log|z]| =

+ + + +
loglz—a + al = log(|z—al + |a]) = log |z —a| + log |a] + log 2, woraus die obige Ungleichung folgt.
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besteht, wo O(1) eine Grisse bezeichnet, deren absoluter Betrag gemdss (16) kleiner

+
als |log|c|| + log|a| + eine numerische Konstante ist.

9. In bezug auf die nihere Analyse dieses Satzes verweise ich auf die
oben zitierte Arbeit von Rour Nuvavrninwa; hier sei nur noch Folgendes iiber
die Bedeutung der Fundamentalgrosse 7 fiir das Verhalten der Funktion z(x)
erwihnt.

Wir betrachten zunichst den Fall einer in der ganzen xz-Ebene mero-
morphen Funktion z(x), wo also R=o. Da I'(r) eine mit » monoton wach-
sende Funktion ist, so existiert lim 7'(r) und ist entweder endlich oder positiv

s O

unendlich. Falls dieser Grenzwert endlich ist, so reduziert sich z(x) auf eine
Konstante, falls T'(r)= O(logr), so ist z(x) eine rationale Funktion und umge-
kehrt. Von diesen speziellen Fiillen abgesehen ist der unendlich ferne Punkt
eine wesentlich singuliire Stelle der Funktion z(z). Man bezeichnet dann die

obere Grenze
itm 28 L0
r—w logr
als die Ordnung der Funktion z(z), die hiernach von endlicher oder unendlich
hoher Ordnung ist, jenachdem diese obere Grenze endlich oder unendlich ist.?
Falls z(x) eine innerhalb des endlichen Kreises |2|< R meromorphe Funk-

tion ist, so ist die Endlichkeit des Grenzwertes lim 7'(r) die notwendige und
r— R

hinreichende Bedingung dafiir, dass die Funktion z(z) sich als Qvotient zweier
fiir |x| <R beschrinkter Funktionen darstellen lasse; gemiiss eines bekannten
Satzes von Farou ndhert sich die Funktion dann bei radieller Anniherung an
die Peripherie |z|=R fast iiberall einem bestimmten Grenzwert. Ist wiederum

lim T(r) = + o, so bezeichnet man die obere Grenze
r—R

T log T'(7)
r—R

1
IOg‘ ﬁ:

! Dieser Ordnungsbegriff ist in dem speziellen Fall einer ganzen Funktion mit der her-
kémmlichen #qvivalent. Uberhaupt ergibt eine systematisch durchgefiihrte potentialtheéoretische
Analyse der harmonischen Funktion (rI) u. A. als Spezialfall die klassische Theorie der ganzen
Funktionen endlicher Ordnuhg. Wir verweisen in dieser Hinsicht auf eine kleine Schrift des Ver-
fassers: Bemerkungen zur Theorie der ganzen Funktionen endlicher Ordnung (Soc. Scient. Fennicae,
Comm. Phys.-Mat. II. 4, 1923) und vor allem auf die zwei ersten Kapiteln der oben erwihnten
Abbandlung: Zur Theorie der meromorphen Funklionen von ROLF NEVANLINNA.
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als die Ordnung der Funktion z(x), die also von endlicher oder unendlich hoher
Ordnung ist, jenachdem diese obere Grenze endlich oder unendlich ist.

ITI.

10. Wir gehen nun in der Behandlung des Wertverteilungsproblems weiter
und wenden uns jetzt dem allgemeinen Fall zu. Mit z(x) bezeichnen wir, wie
vorhin, eine innerhalb des Kreises |z|< R eindeutige und meromorphe Funktion;
es gilt die Verteilungen derjenigen Werte x zu untersuchen, wo diese Funktion
die beliebig vorgegebenen Werte a,, a, ..., gg—1 und oo annimmt, wobei also
q>2.

Gemiiss der im ersten Kapitel dargelegten Methode bilden wir mit Hilfe
der Funktion (7) die zusammengesetzte Funktion

dgfz(x)]
dz |

J(Clel))) ’

(18) a(x) = ulz(x); a,, a,, ..., ag—1, ®] = log

es wird unsere erste Aufgabe sein die charakteristischen Eigenschaften dieser
Funktion festzustellen.

Zuniichst ist #(x) offenbar eine innerhalb des Kreises [z|< R eindeutige
reelle Funktion von z, die iiberall in diesem Kreise, die a,-, gy, . .., @g—1- und
o -Stellen der Funktion z(x) ausgenommen, nebst ihren partiellen Ableitungen
stetig ist. An den genannten Ausnahmestellen ist %(x) logarithmisch unendlich
und zwar gemiss den Entwicklungen (g) und (9) in folgender Weise: Wenn «
eine p-fache a-Stelle der Funktion z(x) ist, so dass in der Umgebung dieser Stelle

z—a=ple—af+--- (p+o),

go ist

_ I 1
u(x)=plog|m—a|—IOgQIx—aI_Inglypl + e(z—a).

Falls ¢ eine p-fache Unendlichkeitsstelle der Funktion z{z) ist, somit

Y o
z == (x__a)l, + (V—Pz#zo)r

so ist in der Umgebung dieser Stelle
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I 1
#(x) = “Plog]m - 10gew —logply-pl + elx—a);

hier bezeichnet, wie vorhin, &(z) allgemein eine Funktion, die nebst ihren mit
|z| multiplizierten Ableitungen erster Ordnung fiir 2—o0 verschwindet. Da fer-
ner die dussere Funktion u(z) der Differentialgleichung (8) geniigt, so ergibt eine
kurze Rechnung fiir unsere zusammengesetzte Funktion die Differentialgleichung

4i =2 (z) |2 e25.

Wenn wir also die Funktion

I viz) =ule(x); a,, a,, ..., ag1, ®] + log|2 (@) =log = —vv.
(19) () [¢(2); a;, a g1, ] gl ()] g%(C[z(x)])
einfithren, so hat diese Funktion folgende Eigenschaften:

1° Die Funktion v(x) ist nebst ihren Ableitungen innerhalb des Kreises
lz| <R eindeutig und stetig, die a,-, ay-, ..., a,-1- und oo-Stellen und die mehr-
fachen Stellen  der Funktion z(x) ausgenommen, wo sie sich folgendermassen
verhalt:

In der Umgebung einer p-fachen a,-, a,-, ..., @g—1- oder oo-Stelle « ist

1 1
(20) v(x) = log rErie log, [z—al + &(x—a);

in der Umgebung einer p-fachen Stelle ¢ wo z(x) von den obigen Werten ver-
schieden ist und die Entwicklung z=y,+ yp(x—a? + - (y,+a, yp==0) hat, ist

(1) ole) = (1= plog [y + ulp) + logplz, ] + elo—a).

2° Die Funktion v(x) geniigt der Differentialgleichung

(22) Ay =e*?,

Unser Problem ist auf die Untersuchung der durch die obigen Eigenschaften
charakterisierten Funktion v(x) suriickgefiihrt.
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11. Wie bei der Herleitung des Jensenschen Satzes beschreiben wir um
den Nullpunkt mit dem Halbmesser » (0 <7 < R) einen Kreis, der durch keine
der singuliren Stellen der Funktion v(x) geht, und isolieren die innerhalb dieses
Kreises liegenden singuliren Punkte mittels kleiner Kreise. Innerhalb und auf
dem Rande des so entstandenen mehrfach zusammenhingenden Kreisgebietes ist
die Funktion ov(x) nebst ihren partiellen Ableitungen eindeutig und stetig. In
Folge der Differentialgleichung (22) ist hiernach das iiber simmtliche Berandungs-
kreise erstreckte Integral der inneren Normalableitung

ov ., e )
f(?nds— fdvd = ‘[ezdf,

wo das Flichenintegral rechts iiber das genannte Gebiet zu erstrecken ist. Wir

setzen

(23) )= f v(rei9)dg

und lassen die Halbmessern der kleinen Isolierungskreise gegen Null konver-
gieren.! Bei Beachtung der Entwicklungen (20) und (21) (wobei insbesondere zu
bemerken ist, dass die mit &(x—«) bezeichneten Grossen nebst ihren mit |x—ea|
multiplizierten Ableitungen erster Ordnung fiir x—a verschwinden) erhilt man

an der Grenze

q
ru ()= — Dnlr an) + [2n(r, o) + 2 (r, 0) — n(r, ®)] + ;—nfe”df,
v=1
wo a,==o und das Flichenintegral rechts iiber den Kreis |z| <7 zu erstrecken
ist. Hier bezeichnet, wie vorhin, =(r,a) die Anzahl der innerhalb des Kreises
|z|=r liegenden a-Stellen der Funktion z(z) und n®(r, q) die analoge Grosse
in bezug auf die Ableitung 2'(z), wobei jede Stelle gemiss ihrer Multiplizitiat
geziahlt wird.
Wir setzen der Kiirze wegen

(24) ; n(r, @) = n(r), 2n(r, o)+ 2nW(r, o) — n®(r, o) =n,(r)

! Man bemerke, dass der Mittelwert u(r), wie der entsprechende Mittelwert in dem Jensen-
schen Satze, far o = r < R stetig ist.
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und bemerken, dass n,(r) hiernach die Anzahl der innerhalb des Kreises |z|=17
liegenden mehrfachen Endlich- und Unendlichkeitsstellen der Funktion z(x) an-
gibt, wobei eine p-fache Stelle p—1 mal gezihlt werden soll. Insbesondere ist
hiernach, falls x=o0 eine p-fache Stelle von z(x) ist, »,(0)=p—1. Aus dieser
Bedeutung der Grosse n;{r) ist zu sehen dass sie, wie n{r), nichtnegativ und mono-
ton wachsend ist. Ferner fithren wir schon an dieser Stelle die entsprechenden
Mittelwerte

q

(25) DN @)= N{@), 2N, )+ NO(, o) — NW(r, ) = N,(r)

1

ein, wo N(r, @) durch (12) definiert wurde und N®(r, a) die analoge Bedeutung in
AN _nl) AN, ml).
dr— r und dr  r

Mit Benutzung der Bezeichnungen (24) erhilt die obige Beziehung die Form

bezug auf die Ableitung #z'(x) hat. Es ist hiernach

(26) )= =)+ mi) + 1 [ evar,

woraus schliesslich durch Differentiation nach » die Gleichung

27
Li_ () — 20 {ret F)
o= [eenag
1]

( —

(27)

~

folgt. Man hitte selbstverstindlich diese Relation auch direkt aus der Dif:
ferentialgleichung

10 Qv 1 0%y,
Jv_r 07’(’ (')r) +7—_§5¥2——e

durch Integration in bezug auf ¢ zwischen den Grenzen o und 2 erhalten kon-
nen; indessen ist es fiir das Nachfolgende von Bedeutung die aus der Gleichung
(26) hervorgehenden Unstetigkeitsspriinge der Ableitung u'(r) zu kennen.

‘Wir machen jetzt, um weiter zu kommen, von der elementaren Ungleichung

(28) 5_1_0{ f logf(qo)dgvélog{ﬂ—i—a f f(qv)dqo}

[ o
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Gebrauch, die fiir jede innerhalb des Intervalles ¢ =@ <@ integrable, relle und
nicht negative Funktion f(p) besteht.! Wendet man diese Ungleichung auf das
rechts in (27) stehende Integral an, so ergibt sich fiir u(s) folgende einfache
Differentialungleichung

rw(r) = e,

1d
(29) dr

und es handelt sich nanmehr um die Integration dieser Ungleichung.

12. Wir fithren hierzu voriibergehend statt » die Variable ¢ =logs ein
und setzen

(30) u(r) + N(r) + logr = ule) + N(e) + ¢t =y(d),
woraus auf Grund der Beziehung (26) folgt

YO =r' () + o)+ 1=1+n0)+ ;Iy_tfegvdf'

Da p und N stetige Funktionen sind, so ist auch y(f) fiir alle in Frage kom-
menden Werte ¢ d. h. fir —o <t <logR stetig und es ist y(f) = — oo fiir
t— — . Dagegen erleidet die Ableitung #'(f) an den Stellen t, <t < - -, wo
die Anzahlsfunktion %, sich sprungweise indert, dieselben, stets positiven Spriinge
wie diese. Ferner bemerke man, dass diese Ableitung positiv (sogar = 1) ist und
dass %' ()~ 1 + n(0)=p, falls x=o0 eine p-fache Stelle der Funktion z(x) ist
(vgl. 8. 175). Die Differentialungleichung (29) erhilt in ¢ und y ausgedriickt die

Form
y' () = e,

Da N mit wachsendem ¢ oder r nie abnimmt, so folgt hieraus, dass fiir
ein festes o << R und jedes t < loge a fortior:

' (t) = e —Ne)

oder nach Multiplikation beiderseits mit der positiven Grosse 2y’ (f)

1 %) > —2N(e)£l_ 29
W) =e FTAAE

! Diese Ungleichung ergibt sich durch einen einfachen Grenziibergang aus der bekannten
Tatsache, dass das geometrische Mittel positiver Zahlen héchstens gleich dem arithmetischen Mittel
dieser Zahlen ist.
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Man integriere nun diese Ungleichung der Reihe nach in den auf einander fol-
genden, von den oben erwihnten Sprungstellen ¢, ¢,, ... getrennten Stetigkeits-
_intervallen der Ableitung y'(f) und zwar von ¢= — o anfangend bis {=loge=1.
Bei Beachtung der oben angegebenen Grenzwerte der Funktionen y(f) und #'(¢)
filr ¢-» —oo ergibt sich dann nach Addition der erhaltenen Ungleichungen die
Beziehung

Y @ —p*— 3l (b + 0 g/ (6, — 0] = N,

Hier sind die Glieder der links auftretenden Summe simtlich posifév und die
Ungleichung besteht also a Jortiorz, wenn diese Summe weggelassen wird. Wenn
wir nun noch wieder 7 statt ¢ und = logr statt v = loge schreiben, so haben
wir also fiir jedes ¢ < log B die Ungleichung

¥ (12 = p* + ew—N0),

Fir ein festes o<<R und jedem ¢ = logg besteht hiernach a fortior: die
Ungleichung

y’(t)g zp2 + 82 (ﬁ'/(t)—N(Q))’
woraus

dt < [p? + =¥ ~iqy.

Wird diese Ungleichung zwischen den Grenzen ¢=logr und v=1loge (<o)
integriert, so erhilt man

1 1 peNe—ri 4 [1 + ple2(Nle—y 1)
— 10
p gpeN(@)—y(t) + [1 + pPe2Nle -y

1

Q 2
log~ = N
r H

und somit a fortiore

(Q)p < peNO—0 4 [1 4 plep Wiy}
,

woraus durch Auflésung in bezug auf y(t) folgt

2pEPrP
y(t) = Nie) + 10g92ppfm‘

Wenn wir schliesslich vermittels der Gleichung (30) von y(f) zu u(r) iiber-

gehen, so erhalten wir fiir diesen Mittelwert folgende Ungleichung
23—26404. Acta mathematica. 60. Imprimé le 27 juillet 1927.
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2 Y4
(31) pl) = Nlg) — Nb) + log 5y 25y + (p—1)logrr,

die also fir jedes » des Intervalles o =1 < ¢ besteht, wo ¢ eine beliebige Zahl
des Intervalles o<<¢< R bhezeichnet. Diese Ungleichung entspricht gewisser-
massen dem Jensenschen Satze und hat fur das Wertverteilungsproblem im Fall
g > 2 dieselbe grundlegende Bedeutung wie diese in dem einfachsten Fall ¢g=2.

13. Als erste Anwendung der Ungleichung (31) wollen wir den sog. P1carp-
Lanpavschen Satz in der von CHARATHEODORY gegebenen priiziesen Form her-
leiten. Wir nehmen an, dass unsere meromorphe Funktion z(x) innerhalb des
Kreises |z|<R die Werte a,,as, ..., ag—1 und o iiberhaupt nicht annimmt;
dann ist N{r)=o0 fiir o<, <R und somit gemiiss der Ungleichung (31)

2p0°
u(r) = log —g“’pfgrn + {(p—1)logr.

Falls die Nullpunktsentwicklung der Funktion z(x) mit den Gliedern y,+ypa?+ -

(yoF=ay, @y, . . ., ag—1; yp+0) anfingt, so folgt aus den Gleichungen (23) und (21),
dass

lim {u(r) — (p—1)log 7} = u(y,) +100p|yp|—logp|7pllg |

re=0 [C(?’o)]

Wenn wir also in der obigen Ungleichung das zweite Glied rechts auf die linke
Seite iberfithren und hierauf » gegen Null konvergieren lassen, so erhalten wir
an der Grenze die Ungleichung

plwll A1

S0

IA

zp
log '(; .

Diese Ungleichung besteht fiir jedes positive ¢ < R und somit auch fiir o= R;

wenn wir

2J(( 70]
7110l = (Bl 7))

setzen, so haben wir hiernach folgendes Resultat:
Falls die Funktion

2() =yo + ypa? + -
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fiir || < R regulir ist und die Werte a,, a,, . . ., dg—1 (¢ > 2) nicht annimm$, so
existiert eine nur von diesen Ausnahmewerten und den zwei ersten Koeffizienten
9o und y, der Nullpunktsentwicklung abhingige, im Ubrigen von der Funktion
z(x) unabhiingige positive Grosse R(y,,yp) derart, dass R = R(y,,y)."

14. Als zweite Anwendung der Ungleichung (31) werden wir aus ihr einige
wichtige, das Wertverteilungsproblem betreffende Ungleichungen herleiten, deren
Inhalt von Rorr NEvaNLiNNa als »zweiter Hauptsatz> seiner Theorie der mero-
morphen Funktion bezeichnet worden ist und zuerst von ihm mit Hilfe »ele-
mentirer Methoden», d. h. unter Vermeidung hoherer uniformisierender Tran-
zendenten als der Logarithmus, bewiesen wurden.

Hierzu wollen wir zuniichst die Ungleichung (31) durch einige weitere Ab-
schitzungen umformen. Da

2p—1
7 =117 = (g=1) D > 2prrio—),

0
so ist a fortiore

ulr) < Nle) = N) + log — + plog -
! Der PICARD-LANDAUsche Satz kann nach CHARATHEODORY am einfachsten direkt mit Hilfe
der linear polymorphen Funktion §(2; a,, d,, : .., @g—1, o) folgendermassen bewiesen werden:
Wenn ein beliebiger Zweig der Funktion {(2) mit der zu untersuchenden reguliren Funk-
tion, die wir jetzt mit f(@)=y,+ ypaP + -+ statt mit z(x) bezeichnen, zusammengesetzt wird; so
ist die zusammengesetzte Funktion I[f(x); a,, as, ..., ag—1, %] im vorliegenden Fall, wo f(x)=+
ay, s, ..., ag—1 und oo, fir Ja| < R eindeutig und regulir. Da ferner J(£)> o, so ist die Funktion

1@~y _ vt () ten
P el f] =Ly 28360l

Plo) =

fir |z] <R regulir und dem absoluten Betrag nach hochstens gleich B—2, wobei in Folge des
Maximalmodulprinzips Gleichheit nur dann eintritt, wenn R?|@(x)|=1, somit

fw) =z [Q(L)I__%")—g;al, Qg -+ ey Ag—1, 00], (§=eia(1%)p);

hier bezeichnet 2({; a;, a,, ..., @g—1, %) die eindeutige und automorphe fiir J(5) > o existierende
Umkehrfunktion (4) der linear polymorphen Funktion (z) und « eine reelle Konstante. Insbesondere
ist also

ly2l1E (vl
o] ="L""3-=<R-?,d h R=R( )
I(p( I 2\@)[@(?,0)1 s Yos VP
womit der Satz bewiesen ist. Dieser Beweis zeigt unmittelbar, dass die erhaltene Grenze genau
ist, weil sie bei der oben genannten automorphen Funktion erreicht wird. Wir bemerken, dass
diese Tatsache auch aus der Herleitung der Ungleichung (31) hervorgeht, wenn man an jeder
Stelle auf die Bedingungen fiir das Bestehen des Gleichheitszeichens achtgibt.
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Um hier die Grosse N(g9) — N(r) zu eliminieren, verfahren wir mit RoLr NEvax-
LINNA folgendermassen: Man fixiere die Zahl ¢’ so, dass »<<¢' =<2 und ¢’ < R und
beschrinke in der obigen Ungleichung ¢ auf das Intervall » <p<g'. Da N(r)

als Funktion von logr aufgefasst konvex ist, so hat man

U~

log = log =
Nie) = N(r) = —— [N() = N{r)l = — No).

> l ~
log . og .

~

o

Nun ist gemiss (14) und dem »ersten Hauptsatz>

Nig) < D T(, a) = qT(0) + 0(1)%

4

—r , ' dt _¢—r_o—r .
ferner hat man log:—). < QT’ und, da ¢" = 27, log 97: =f7 > 9—9,—’;9'27', folglich

r

N(o)— N() < 2¢ 2" T(g') + 0(x).

’

Die Zahl ¢ kann beliebig innerhalb des Intervalles r < ¢ < ¢ angenommen wer-

den; wir fixieren ¢ so, dass

o—r , I 2q ’
. =1, d h — =L ,
24, 1,T(9) 1, d o—r o - Tle)

wozu 2qT(¢')>1 sein muss, was stets angenommen werden kann, da die Grosse
T'(r) nur bis auf eine additive Konstante definiert und wachsend ist. Dann wird

log ! ~log2q+logg,l_r

o—r + log T'(¢').

! Der erste Hauptsatz ergibt fiir | O(1)] die obere Grenze

9—1 +
10 < D) (tog ly,—asll + loglas D + gk,
1

wo ¥, =2(0) und k eine rein numerische Konstante bezeichnet.
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4
Da schliesslich logg << log% =log2, so ergibt sich, wenn noch ¢ statt ¢' ge-

schrieben wird, die fir o<r<g¢=27 und ¢ < R giiltige Ungleichung

(32) u(r) < log —+ log T(e) + O{1).

e—r
Bei der weiteren Behandlung dieser Ungleichung nehmen wir zunichst an,
dass es sich um eine in der ganzen endlichen z-Ebene meromorphe Funktion
z(x) handelt, so dass R=®. Wenn diese Funktion dann von der endlichen

Ordnung 4 ist, d. h. falls
En* IOg T(T)

r—we logr

Y

so hat man fiir jedes '> A, sobald ¢ geniigend gross ist, log T'(¢) <A'loge. Setzt
man also in der Ungleichung (32) ¢=27, so wird von einem gewissen Wert r ab

(33) u(r) < W —r1)logr + O(1) = Oflog).

Ist dagegen z(z) eine in der ganzen KEbene meromorphe Funktion unendlich hoher
Ordnung, so machen wir von folgenden Borerschen Lemma' Gebrauch: Wenn
fr) eine fiir r=ry=0 definierte reelle und positive, mit » monoton wachsende
Funktion ist, so gilt fir jedes £>1 die Ungleichung

1

< [f)F, wo o=9 + ———
110 < U, wo e =1+ 1L
und zwar fiir jedes »=r,, mit eventueller Ausnahme einer Wertmenge I(k) von
endlichem Mass. Wir wenden diesen Satz auf die Funktion T'(r) an, welche den
Bedingungen des Satzes geniigt. Wenn man hiernach in der Ungleichung (32)

o=r-+ S - setzt, so ist fiir jedes r, mit eventueller Ausnahme einer Wert-

log T'(r)

menge I(k) von endlichem Mass, log T'(g) < klog T(»). Da ferner loggir =

log, T'(r), so wird

(34) u(r) < klog T(r) + log, T'(r) + O(1) = O (log T'(r)),

1 Sur les zéros des fonctions entiéres. Acta math. BRd. zo.
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eine Ungleichung, die also fiir jedes r mit Ausnahme der Wertmenge I(k)
besteht.
Wir behandeln jetzt in entsprechender Weise den Fall, wo die Funktion
z(x) nur innerhalb eines endlichen Kreises |z|< R eindeutig und meromorph ist.
Wenn diese Funktion von endlicher Ordnung 1 ist, d. h: falls
Tim g T()
r—oRlOg I
R—r

:]"

1

It Wir

so ist fiir A’>1 von einem gewissen Wert ¢ ab log T'(g) < A’log

nehmen in der Ungleichung (32) ¢ =-(r + R), was mit der Bedingung ¢=2r

SR

. R ..
zusammenreimt, sobald » = ;; man erhilt

1 I
jrp- + 0{(1)=0 (IOgR—r) .

Wenn dagegen die Ordnung der Funktion z(x) unendlich ist, so setze man

(33) u{r) < (X' +1)log

1 1 1
R—o¢ R—» + log T'(r)’

aus dem oben erwiihnten Borrrschen Satz folgt dann, dass log T'(o) < klog T(r)
(k>1) fiir jedes r <R mit eventueller Ausnahme einer Wertmenge I(k) derart,
dass das iiber diese Wertmenge erstreckte Integral

Jle=)=[w=5

endlich ist.! Ferner erhilt man

log ! . zzlogﬁ + log, T(r) + O(1)

und somit

(34) wul)<klog T() + logs T(r) + 2 log 17]_—7 + O(1) = Oflog T(»)) + 0(10gRI_1_)-

! Wenn wir die dem Intervall (r, R) zugehorige Teilmenge von I(k) mit I(r, k) bezeichnen,
so ist hiernach lim (R—r)—21(r, k)=o0.
R

T —
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15. Um zu den Ungleichungen zu gelangen, deren Inhalt den »zweiten
Hauptsatz> der Theorie der meromorphen Funktionen ausmacht, bediirfen wir
noch einer Abschitzung des Mittelwertes

2n 2n

— | ulz(ré'); ay, as, ..., ag—1, ®)dg + %rflogk'(re“l’)ldq) = u, (r) + py(r)
0

nach unten- hin. Awus dem Jensenschen Satze folgt sogleich, dass
(35) ts(r) = NW(r, 0) — NW(r, o) + O(1).

Um das erste Glied u,(r) abzuschiitzen, bestimmen wir die positive Zahl 4§ éle

so, dass die Kreise |#—a,|=46 (»=1, 2, ..., g—1) ausserhalb einander und inner-
. I .. : .
halb des Kreises |z| =3 liegen. In dem von diesen Kreisen begrenzten mehr-

fach zusammenhingenden Bereich ist u(e; a;, a,, ..., @g—1, )} nach unten (und
nach oben) beschrinkt und es ist somit

q—1
uy(7) =2,2Ln ulz(ré?9)de + 5{; fu[z(re"‘/‘)]d¢ + O(1).
|z—a,l=d hlg%

Nun ist gemiss der Entwicklung (9) fiir |—a,| < ¢

o 1 . 1 '
ule(re'?)] ——10g|z(7‘e"‘l’)——av| 10g2|2(re"</’)—-av| + 0(1);

da ferner

E logmmd¢=m(r, ay) + O(I)
lz—a,l=d

und, in Folge der Ungleichung (28)
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1 1 I
< <<
P log2I e —an Id(p 10g{ floglz( ) a«|d¢ + I}_

A
="
T
|
=
i

o I
logz—y—K longWa |dq)+100'2—logm(; , @) + 0(1),

|z—a,f=d

so wird

. +
z(ret9)de > m(r, a,) —log m(r, a.) + O(1).
]

1
— u
2
Z—H,I

fin

Auf Grund der Entwicklung (9)’ erhiilt man in derselben Weise

— | ulz(re’))dp > —m(r, ) — lgg m(r, ©) + 0(1).

Hiernach ist
q 9q +
ulr) > Dymlr, a) — 2m(r, ) — Dilogm{r, a) + 0(1),
1 1

wo in den Summen a, =« zu setzen ist. Da ferner m(r, »)= T'(r)—N(r, )+
O(1), so ergibt sich schliesslich bei Beachtung von (35) und der friither einge-
fiihrten Bezeichnung N, (r) = 2 N(r, =)+ N (r, o) — NW(r, o)

q

wr) > Dmbr, a) — 2T0) + Ny(r) — Zlggm(r, a,) + O(1).}

1

Da gemiiss dem ersten Hauptsatz (17) von einem gewissen 7 ab (sobald N(r, a) = 0)
m(r, a) < T(r) + O(1), so folgt hieraus, dass a fortior:

q
(36) ) > Zm (r, @) — 2 T(r) + N,(r) — O(log T(»)).
1
Um die Analogie mit dem im zweiten Kapitel behandelten speziellen oder

»ausgearteten» Fall ¢ =2 hervorzuheben, bemerken wir, dass die oben durch-

gefithrte Analyse des Mittelwertes (1) gewissermassen der Zerlegung

! Bei gewissen Fragestellungen, die VALIRON (Acta Math. Bd. 47) neulich behandelt hat, ist
es von Bedeutung, eine explizite untere Grenze der Gréosse O(1), die hauptsiichlich von den Werten
a,, s, ..., @g—1 abhingt, zu kennen. Es bietet keine prinzipielle Schwierigkeiten die erhaltene
Ungleichung in dieser Hinsicht zu komplettieren.
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27
I .
Py f log | (réi®) | dgp = m(r, o) — mr, o)
0

des Jensenschen Mittelwertes entspricht, die mit dem Jensenschen Satze kom-
biniert das Wesentliche des »ersten Haupsatzes» lieferte. Hier entspricht dem
Jensenschen Satze die Ungleichung (31) oder die darauns hergleiteten Unglei-

chungen (33), (34), (33)" und (34)
Ungleichung (36) unmittelbar die Hauptungleichungen des »zweiten Hauptsatzes»

’
3

die in der Tat in Verbindung mit der obigen

ergeben, zu denen wir jetzt iibergehen.

16. Wir behandeln wieder zuerst den Fall einer in der ganzen x-Ebene
meromorphen Funktion z(z). Aus der Ungleichung (34) in Verbindung mit der
Abschitzung (36) ergibt sich die Ungleichung

q

(37) Dimlr, @) < 2T() — Ny(0) + Ollog T(r))

1

die also von einem gewissen # ab fiir jedes » besteht mit eventueller Ausnahme
einer Wertmenge von endlichem Mass. Ist die Funktion z(x) insbesondere von
endlicher Ordnung, so ist log T(r) = O(log7) und die obige Ungleichung besteht
dann fiir geniigend grosse Werte von r ausnahmslos. In der Summe links ist
zunichst a,=o0; indessen besteht die Ungleichung offenbar unverindert auch
fiir ein endliches @;. Um dies einzusehen, braucht man nur diese Ungleichung
statt fiir ¢, fiir ¢ +1 Werte a, as, ..., a; und ag41 == anzuwenden und hier-
auf aus der links stehenden Summe das letzte Glied m(r, agyi) =mir, ) einfach
wegzulassen, wonach die Ungleichung a fortiors auch fernerhin besteht, da

m(r, ) = 0. Beachtet man den »ersten Hauptsatz»>, wonach

m(r, a,) = T(r) — N(r, a,) + 0(1),

so kann die Ungleichung (37) auch folgendermassen geschrieben werden:

q

(37) (g—2)T() < 2 N(r, @) — N, (r) + 0 (log T().

1

Die Ungleichung (37) oder (37) bezeichnet Rornr NEvANLINNA als den »zweiten

Hauptsatz> der Theorie der meromorphen Funktionen.
24—26404. Acta mathematica 50. Imprimé le 3 septembre 1927.
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In bezug auf Anwendungen dieser wichtigen Ungleichungen verweise ich
auf die mehrmals zitierte Abhandlung von Rorr NEvanLiNna itber meromorphe
Funktionen. Hier begniigen wir uns damit eine der wichtigsten Konsequenzen
dieser Beziehung hervorzuheben.

Wenn wir von dem trivialen Fall absehen, wo 7T(r) = O(1) und die Funk-

l "
tion z(x) sich auf eine Konstante reduziert, so ist lim og I'(r) =

r—w  T(F)

Da ferner
N,(”) = o, so folgt aus der Ungleichung (37), dass

q
(38) D dla) = 2,

1

wo wir allgemein mit d(a) die untere Grenze

fiir 77— o bezeichnen. Auf Grund dieser Definition ist 0 =< d(a) = 1; aus der
Ungleichung (38), wo ¢ beliebig gross angenommen werden kann, folgt nun un-
mittelbar vermittels einer bekannten Schlussfolgerung, dass d(a) ¢m allgemeinen
glerch Null sezn muss und hochstens fiir eine abzihlbare Menge a-Werte, a,, ay, - . .

positiv sein kann, wobei

Doa) = 2.

1
Auf Grund dieser Tatsaché bezeichnet RovLr NEvawnrvinna einen Wert a in bezug
auf die meromorphe Funktion z(x) als Normalwert, falls d(a)=o0, dagegen ist a
ein  Ausnahmewert dieser Funktion falls d(a¢) >0 und d(a) der zu diesem Aus-
nahmewert zugehorige Defekt.! In Folge des »ersten Hauptsatzes» kann dies
auch folgendermassen ausgedriickt werden: Der Wert a ist ein Normalwert der
Funktion z(z) falls

N(r, a)

Tl.l..ul; T(r) =b

dagegen hat man, falls @ ein Ausnahmewert mit dem positiven Defekt d(a) (= 1)

ist,

! Diese Benennung hat Herr WIMAN in einer brieflichen Mitteilung an Rolf Nevanlinna
vorgeschlagen. '
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Jio = - ot

Mit Benutzung dieser Terminologie gilt somit nach Obigem folgender

Satz. Eine in der ganzen endlichen x-Ebene eindeutige, meromorphe und nicht
konstante Funktion hat hichstens eine abzdhlbare Menge von Ausnahmewerten. Die
Summe der Defekten dieser Ausnahmewerte 1st konvergent und hochstens gleich 2.

Wenn man unter einen Prcardschen Ausnahmewert jeden Wert o versteht,
den die Funktion z(x) itberhaupt nicht oder nur endlich viele mal annimmt, so
folgt aus dem Obigem unmittelbar als Spezialfall der klassische Picardsche Satz,
wonach eine in der ganzen Ebene meromorphe und nicht rationale Funktion z{x)
hochstens zwer Picardsche Ausnahmewerte haben kann. In der Tat ist, falls die
Funktion den Wert @ nur endlich viele mal annimmt, gemiiss (12)

N(r, a) == O(log 7).

Andererseits ist, da z(x) keine rationale Funktion ist, auf Grund des 8. 171 ge-

10%;‘: o und somit

sagten lim

r—®p

N{r, a)

l R S

r-l-»n:o T(?”) -

Gemiiss der allgemeineren Definition eines Ausnahmewertes ist hiernach der Wert
a fir z{x) ein Ausnahmewert mit dem Defekt d(a)=1. In Folge des obigen
Satzes kann nun z(x) hochstens zwei solche Ausnahmewerte besitzen, weil die
totale Defektsumme anderenfalls grisser als 2 wire. Wir sehen: wenn man den
speziellen - Picardschen Begriff des Ausnahmewertes mit dem allgemeinen von
RoLr NEVANLINNA eingefithrten ersetzt, so kann zwar die Anzahl der Ausnahme-
werte grosser als zwei, vielleicht sogar abzidhlbar unendlich sein, dagegen ist die
Defektsumme nach wie vor hochstens gleich 2.

Wenn z(z) nur innerhalb eines endlichen Kreises |[x|< R eindeutig und
meromorph ist, so ergibt sich aus (34)" in Verbindung mit (36) die Ungleichung

(40) > m(r, ay) < 2T{r) — N,(#) + Olog T'(r)) + O (log Fi_ r) ,
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oder nach Elimination der Grossen m mittels des »ersten Hauptsatzes»

q

(40)’ (g—2)T() < 2 Nlr, @) — Ny(r) + Oflog T(r) + O (log = ) ,

1 —7

welche von einem gewissen r ab fiir jedes » < R bestehen, méglicherweise mit

. . . o gs I .
Ausnahme einer Wertmenge, der eine endliche Variation von By entspricht.

R

1
R—r

Falls z(x) von endlicher Ordnung ist, also log 7'(r) = O(IOg ), so besteht

die Ungleichung ohne diese Einschrinkung.
Man sieht sofort, dass der oben formulierte Satz unverindert auch im vor-

liegenden Fall besteht, falls T(r) fiir r— R schueller als log E% anwdchst,

so dass
1 I
im — log 5 == o.
rl_l.n;gT(r) R, °
Andererseits weiss man, dass z(x), falls T(r) beschrankt ist, sich als Qvotient
zweier fiir |x|< R beschrénkter Funktionen darstellen lisst. Dagegen ist der
1

Fall, wo T(r)=0 (log By

) ohne beschrinkt zu sein, bis auf weiteres wenig

untersucht worden.



