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Einleitung. 

Nachdem PICARD schon im gahre I879 mit Hilfe der Umkehrfunktion der 

elliptischen Modulfunktion seine berfihmten S~tze fiber die maximale Anzahl der 

Ausnahmewerte eindeu~iger analytischer Funktionen bewies und hiermi$ der funk- 

tionentheoretischen Forschung ein weites und schSnes Feld er5ffnete, ist die 

weitere Entwicklung auf diesem Gebiet haupts~chlich mit~els sog. >>element~rer 

Methoden>> d. h. unter Vermeidung h5herer uniformisierender Hilfstranzendenten 

als der Logarithmus befSrdert worden. Die vorliegende Abhandlung kniipft an 

die urspriingliche, zweifelsohne sachgem~issere Picardsche Methode und verfolgt 

den Zweck, letztere zun~chst so welt auszuarbei~en und zu erweitern, dass sie 

die wichtigsten auf element~irem Wege gewonnenen Resultate und zwar in der 

gegenw~r~ig allgemeinsten und pr~ziesesten yon ROLF NEVANL:~NA gegebenen 

Fassung liefert. 

I. 

1. Gem~ss einem allgemeinen Abbildungssatz der Uniformisierungstheorie 

kann das ]nnere jedes, e i n - o d e r  mehrbl{~ttrigen, einfach zusammenh~ngenden 

Bereiches umkehrbar eindeutig und konform auf das Innere eines einfach zu- 

sammenh{ingenden und schlichten Gebietes G abgebilde~ werden. Hierbei hat 

man drei F~lle zu unterscheiden: entweder hat das Gebiet G keinen Randpunkt 

und umfasst somit die ganze geschlossene Ebene (elliptischer Fall); oder hat das 
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Gebiet G einen Randpunkt, der dann in den unendlich fernen Punk~ der Ebene 

verlegt werden kann, so dass G aus der ganzen endiichen Ebene besteht (paru- 

bolischer Fall); oder aber kann als G yon vornherein jedes beliebige, einfaeh 

zusammenh~ngende und schlichte Gebiet gews werden, das wenigstens zwei 
Randpunkte, dann aber notwendig ein ganzes zusammenh:,hlgendes Randkonti- 

nuum besitzt (hyperbolischer Fall). Jede dieser drei NSglichkeiten schliesst die 

zwei iibrigen aus und wenn in dem letztgenannten (hyperbolischen) Fall als Ge- 

bier G insbesondere das Innere eines endlichen Kreises oder einer Halbebene 

angenommen wird, so ist die abbildende Funktion in allen Fiillen bis auf eine 

li~eare Tra~sfor~natio~ eindeutig bestimmt. 

2. Diesen Abbildungssatz wollen wir in dem speziellen Fall anwenden, wo 

der abzubildende Bereich eine fiber die z-Ebene ausgebreitete, regulih" verzweigte 
Riemannsche Fliiche R(al,  a ~ , . . . ,  aq-x, ar ist mit Windungspunkten u~Tendlich 
hoher Ordnung an den Stellen a~, a s , . . . ,  aq_~ und ~ .  

Die  Anzahl der Windungspunkte a~, a.2, �9 �9 aq-1, ~ ist offenbar wenigstens 

gleich zwei. Falls die Fliiche R nur zwei Windungspunkte, al und ~ ,  hat, so 

liegt der parabolische Fall vor; die F|~che wird in der Tat durch jede Funktion 

der Form 

(I) ~=~(z; a,, ~ )=~ log(~-ax)+~ ,  

wo a und ~ beliebige Konstanten bezeichnen, auf die endliche, schlichte ~-Ebene 

konform abgebildet. Ist dagegen die Anzahl der Windungspunkte grSsser als 

zwei, so liegt der hyperbolische Fall vor, indem sich zeigen l~isst, dass das Inhere 

der Fliiche R(al, as . . . .  , aq-1, ~) dann immer z. B. auf das Innere der oberen 

~-Halbebene ~(~)> o l~onform abgebildet werden kann. Die abbildende Funktion 

bezeichnen wir mit 

(I)' ~=~(z; al, a_,,..., a~-~, ~); 

sie ist his auf eine lineare Transformation 7~ ~ eindeutig bestimmt, welche die 

obere ~-ttalbebene in sich iiberfiihrt und somit reelle Koeffizienten mit positiver 

Determinante hat. 

Diese Funktion ist unendlich vieldeutig; es seien ~(z) und ~s(z) zwei ver, 

schiedene Zweige derselben. Da die Ableitung ~/(z) ffir jedes yon den Werten 

al, a s , . . . ,  aq-1 und ~ verschiedenes z yon Null verschieden ist, so ist z und 
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somit auch ~ in der Umgebung der entsprechenden Stelle ~1 eine regul~re Funk- 

tion yon: ~1 , welche iiberallhin in der oberen Halbebene ~(~1)>o analytisch fort- 

gesetzt werden kann und somit eine in dieser Halbebene eindeutige und regul~re 

Funktion ist. Genau dasselbe gilt aber von ~l als Funktion yon ~ aufgefasst 

und es muss daher ~2 eine linear gebrochene Funktion yon ~1 mit reellen Ko- 

effizienten und positiver Determinante sein. Wenn man also von einem bestimm- 

ten Zweig der Funktion (I)' ausgeht, so sind alle iibrigen Zweige lineare Trans- 

formationen dieser, welche die Eigenschaft haben die obere ~-Halbebene in sich 

zu iiberfiihren. Diese Substitutionen bilden eine in der genannten Halbebene 

diskontinuierliche Gruppe F(al,  a ~ , . . . ,  aq-1, ~), die z. B. aus denjenigen q--I  

Fundamentalsubstitutionen erzeugt werden kann, in denen sich ein bestimmter 

Zweig der Funktion ~ bei analytischer Fortsetzung in positiver Umlaufsrichtung 

bzw. um al, a2, �9 �9 aq--1 transformiert. 

3. Es ist fiir das Folgende yon Wichtigkeit das Verhalten der linear poly- 

morphen Funktion ~(z; aj, a:, . . . ,  aq=l, r162 der Umgebung der Windungspunkte 

niiher zu kennen. Wenn z einen positiven Umlauf um ei~en derWindungspunkte 

a vollfiihrt, so erleidet nach Obigem ein beliebiger Zweig ~ der Funktion eine 

lineare Transformation 

wo a, fl, 7 und ~ reell sind und a ~ - - # 7 > o .  Eine solche Substitution kann 

elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch sein; wir behaupten, dass die Substitu- 

tion S(~) notwendig parabolisch ist. In der Tat: w~tre sie elliptisch, so h~tte sie 

zwei konjugiert komplexe Fixpunkte a und a (es sei z. B. ~(a)>o) und kSnnte 

- 

geschrieben werden, wo Z reell ist. Hieraus wiirde folgen, dass die Funktion 

= 

in  der Umgebung yon z = a  eindeutig und, da ~(~)>o und also die Ungleichung 

I~(z) l <  I besteht, iiberdies begrenzt und somit im Punkte z =  a regulh'r ware. 

Dies ist jedoch nicht m5glich; denn wenn ~(a)4=o, so wiirde hieraus folgen, 
9.1--26404. Acta mathematica. 50, Imprim~ le 26 juillet 1927. 
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dass ~ selbst in der Umgebung von z =  a regular wiire, was nicht der Fall  ist, 

und  wenn ~o(a)-~o, so wiirde sich lira ~ - - a  ergeben, was ebenfalls unmSglich 
z ~ a  

ist, da a ein innerer Punk t  der Halbebene ~ (~)> o, a dagegen ein Randpunk t  

der Fl~iche R ( a l ,  a.~, . . . ,  aq-1, r162 ist. Die Substi tution S ist also nicht  ellip- 

tisch. W~i.re sie hyperbolisch, so h~itte sie zwei reelle Fixpunkte a und fl ( >  a) 

und kSnnte 
2zt 

~' -a  _ e ~ - ~  ~'--~' ~--~ 

geschrieben werden, wo 1 reell ist. Dann w~re 

F- ( z )  - -  l ~  - •/ 

--1~1 arg :- 
i n  der Umgebung yon z = a  eindeutig und, da I q~(z)l=:e ~--~, somit 

I < IqD(z) l < e,l~l, reguliir, wobei also i < ~(a) < e-I~l. Andererseits ist je- 

doch, wenn z einen kleinen positiven Umlauf  um a vollfiihrt, z / a r g  ~ ( z ) =  

[ l [ A l o g [ ~ [ =  + 2~ ,  wonach ~ ( a ) = o  oder oo sein miisste, in ~Viderspruch 

zu 0bigem. Die Substi tution S ist also auch nieht  hyperbolisch und muss daher  

parabolisch sein. Sie hat  einen reellen Fixpunkt  a und kann 

I I 
+ h  

geschrieben werden, wo h ebenfalls reel] ist. Wir  setzen 

2~ ~ -z(~); 

da ~ hiernach eine reelle Subst i tut ion mit  positiver Determinante  2 zrlh I ist, so 

folgt  aus ~ ( ~ ) >  o, dass auch ~ ( I ) > o .  Die Funkt ion  

~ ( z )  = e '-~(~) 

ist somit in der Umgebung yon z :  a beschr~nkt. Wenn  z einen Umlauf  um a 

macht,  ~ndert sich ~(~)----arg~(z) um ! 2 z .  Hieraus folgt  dass die Funkt ion  

~(z) in der Umgebung yon a eindeutig und somit in diesem PunkCe regular,  

und welter dass a eine einfache Nullstelle yon ~(z) ist, so dass 
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~(z) = ~,,(~--a) + ~,~(~--<,)~ + . . -  (~,, =t:o). 
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Man hat somit in der Umgebung yon z - - - - a  

(2) Z(~) = - - i  log (z - -a )+  C o + Cl(g--a ) -~- " '  , 

eine Entwicklung, die in der Umgebung des unendlich fernen Windungspunktes 

offenbar durch 

( 2 ) '  ~(~) = - - i l o g  I + C0 + C__, + . . .  
z 

zu ersetzen ist. Wir  sehen somit, dass jeder Zweig unserer Funktion ~ sich in 

der Umgebung eines der Windungspunkte derart verh~lt, dass eine passend ge- 

w~hlte linear gebrochene Funktion :~(~) mit reellen Koeffizienten und positiver 

Determinante in der Umgebung dieser Stelle eine Entwicklung der Form (2) 

bzw. (2)' zul~sst. 

In der Umgebung jeder yon den Windungspunkten verschiedenen Stelle z o 

ist ~ in jedem ihrer Zweige regular und somi~ 

(3) = Co + e l ( z - z o )  + " ,  

wobei zu beachten ist, dass ~ (c0)>o  und cl 4=0, da einem solchen Punkf in 

jedem Zweige ein innerer Punkt  der Halbebene ~(~)>  0 entspricht und die Ab- 

bildung in einem inneren Punkt  konform isk 

4 . .  Die Umkehrung der oben betrachteten linear vieldeutigen Funktionen 

ergibt gewisse eindeutige automorphe Funktionen. In dem einfachsten Fall 

q ~ 2  erhglt man Exponentialfunktionen, fiir q > 2  eine in der Halbebene ~(~)>0  

existierende und regulgre, in bezug auf die oben definierte Gruppe F(al,  a 2 , . . . ,  

a q _ , ,  ~ )  au~omorphe Funktion yore Grenzkreistypus 

(4) Z = Z (~ ;  U l ,  a~,  . . . ,  aq--1,  oo) .  

In dem Fundamentalpolygon, welches 2 (q - - i )  Seiten und lauter parabolische 

Spitzen hat, nimmt sie jeden Wert  z mit Ausnahme yon a l ,  a s . . . .  , aq-1  und 

einmal an und nghert sich in den Spitzen diesen Ausnahmewerten. Fiir q ~  3 

ist sie, bis auf gewisse lineare Transformationen, mit der elliptischen Modul- 

funktion identisch. 
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5. Die oben eingefiihrten Uniformisierungstranzendenten 

(5) ~(z; ~,, oo), C(z; ~ ,  ~ ,  o~), . . . ,  7(z; ~,, ~ , . . . ,  ~ _ , ,  oo), . . .  

spielen bei Un~ersuchungen, welche das allgemeine Problem der Wertverteilung 

einer eindeutigen analytischen Funktion in der Umgebung einer isolierten, wesent- 

lich singuli~ren Stelle oder Linie betreffen, eine fundamentale Rolle. Die hierbei 

anzuwendende Methode ist im Prinzip die folgende: 

Wenn z(x) eine eindeutige analytische Funktion der Variable x bezeichnet 

u n d e s  sich um die Ermittelung der Verteilungen derjeuigen Werte x handelt, 

wo die Funktion z(x) gewisse vorgegebene Wer te  a~, a~.,. . . ,  aq l und or an- 

nimmt, so bilde man die zusammengesetzte Funktion 

C(~) = C [z(~); ~,, ~ , . . . ,  ,~-~,  ~ ] .  

Diese Funktion ist fiir die genannten Werte x logarithmisch singular und das 

Problem ist auf die Untersuchung der Verteilung dieser Si~gularitd'ten zuriick- 

gefiihrt. Diese Untersuchung und die daraus herfliessenden Resultate gestalteu 

sich bekanntlich wesentlich verschieden, jenachdem die Anzahl q gleich z oder 

grSsser als 2 ist, well n~mlich im erstgenannten Fall die Funktion ~ = ( ( z ;  

al, oo) unbeschrdnkt ver~nderlich ist, w~hrend das Wertgebiet der Funktionen 

~(z; at, a2 . . . .  , aq-1, ~) fiir q > 2  auf  die Halbebe,e ~ ( ~ ) > o  beschrh'nkt is~. 

Indessen bereitet der Umstand, dass die Funktionen ~ und die vermittels 

dieser gebildeten zusammengesetzten Funktionen ~ in komplizierter Weise ver- 

zweigt sind, Schwierigkeiten; nur der allereinfachste Fall, wo die zu unter- 

suehende Funktion die Werte al, a~., . . . ,  aq-1 und or iiberhaupt nicht annimmt, 

liCsst sich in bekannter Weise unmittelbar behandeln, eben well ~(x) dann ein- 

deutig ist, und liefert fiir q > 2 u. A. die klassischen Picardschen Sii~ze. Um 

diese Schwierigkeiten zu beseitigen, kann man yon folgendem yon SCHWARZ ~ 

herriihrenden Gedanken Gebrauch machen, der bekannflich in der Uniformi- 

sierungstheorie Anwendung gefunden hat. 

6. Wir betrachten zun~ehst den Fall q ~ 2. Wenn z irgend einen ge- 

schlossenen Um|auf vollfiihr~, so erleidet die Funktion ((z; a 1, ~)gemEss  (~) 

eine lineare Transformation, die entweder identisch ist oder aber eine euklidische 

Verschiebung der (-Ebene definiert, wobei also das euklid[sche Linienelement 

t Gesammelte Abhandlungen, Bd. II, S. 362~364 . 
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[d~[ invariant  bleibt. Demnach ist der Logar i thmus des VergrSsserungsverh~lt- 

nisses, u(z; a~, ~ ) = l o g  dz ' eine eindeutige Funkt ion;  in der Tat  ergibt sieh 

aus (I) fiir u, bis auf eine belanglose additive Konstante ,  der Ausdruek 

(6) U(Z; al, or = l o g ~ I  . 

Diese Funkt ion  geniigt der partiellen Differentialgleichung A u t o ,  wird an den 

Stellen z = a ,  und z = ~  unendlich bzw. wie - - l o g [ z - - a ~ [  und - - l o g l z l  und 

ist durch diese Eigenschaften bis auf  eine additive Konstante  eindeutig bestimmt. 

Wenn  q > 2  ist, so wird die Funkt ion  ~(z; al, a~, . . . ,  aq- l ,  r162 bei einem 

geschlossenen Umlauf  der Variable z einer linear gebrochenen, parabolischen 

0der hyperbolischen Transformation der Gruppe F ( a l ,  a~, . , . ,  aq-1, or unter- 

worfen, welche die Halbebene ~ (~)> o auf  sich selbst konform abbildet. Eine 

solche Transformation kann nun bekanntl ich als eine nichteuklidische, hyper- 

bolische, Verschiebung dieser Halbebene aufgefasst  werden, wobei das hyper- 

bolische Linienelement ]d~] invariant  bleibt. ~ Hiernach ist jetzt  der Logar i thmus 

des hyperbolischen VergrSsserungsverh~ltnisses, 

(7) u(z;  al,  as, . . aq-1, ~ )  - -  log dzz 
"' ~(~) 

eine eindeutige reelle Funkt ion yon z. Diese Funkt ion geniigt der partiellen 

Differentialgleichung 

(S) d u  = e ~u, 

die also fiir q > 2 die Rolle der Gleichung J u  = o iibernimmt, was den funda- 

mentalen Unterschied zwischen dem allgemeinen Fall q > 2 und d e m  speziellen 

Wenn z einen geschlossenen Umlauf vollffihrt, so geht ~ in ~' = a~+ fl 7~+d fiber, wo e~, ~, 7, 5 

~ - - ~ 7  reell und a5--~7 > o. Hiernach ist Id~ ' l -  Ir~+ Zl ~ IdOl u~d 3(~')= ]7~ ] ~(~) und somit in 

Id~'l _IdOl der Tat ~(~,) ~(~)- 
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q = 2  markier t . '  Ferner  ist, wie aus den Entwieklungen (2), (2)' und (3) hervor- 

geht, u nebst ihren partiellen Ableitungen jeder Ordnung iiberall endlich und 

stetig, die Punkte  a j,  a s , . . . ,  aq-1 und oQ ausgenommen, wo sie logari thmisch 

unendlich wird. Um den Charakter  dieser Singularit{iten genauer  zu bestimmen 

bemerke man, dass man in der rechten Seite der Gleichung (7) die Funkt ion  

mit  einer beliebigen linear gebrochenen Transformation ~(~) ersetzen darf, deren 

Koeffizienten reel und yon positiver Determinante  sind, well u gegeniiber einer 

solehen Substi tut ion invariant  ist. Um nun das Verhalten der Funkt ion  u in 

der Umgebung einer der Stellen a zu ermitteln, ws man diese Transformation 

insbesondere so, dass :~(~) in der Umgebung yon a eine Entwicklung der Form 

(2) hat,  was gemtiss des S. I6 3 gesagten mSglich ist. Dann  ist 

und 

I d I ' ~z(C)  - I~V; i . . l l ,  + ie0(~-a) +---I  

[Z(~)] = I0~ ~ - I ~ ]  ~- 3((?0) -~- ~[Cl(Z--a)] -~"  ", 

folglich 

log ~ z(~) - ]or = 1or I~ - , ,  I log, i i i + loglI  + ieo(z--a ) + ' I 

-- [I -F ~(c~ -:~I " 
log i l~ ~ a l }  

Es ist hiernach in der Umgebung des Punktes  a 

I I 

(9) u = log I ~ -  a I log, 1 ~ _  a I + ' ( ~ -  c,), 

wo e(z) allgemein eine Funl~ion bezeichnet, die nebst ihren mit  [z I multipli- 

zierten Ableitungen erster Ordnung fiir z - ,  o verschwindet. I n  der Umgebung 

des unendlich fernen Punktes  erh~lt man in derselben Weise yon (2)' ausgehend 

die Entwicklung 

(9)' u :  - - l o g l z [ -  log2lz[ + e ( ~ ) .  

I In der Tat ist, wenn wir z = x + i y ,  ~= ~ + i ~  schreiben, z /u=  z/log dz --z/log~/:  

I~[0~]~ ~ [0~]~ I [d~l~ e2U 
- A ] o g , l = , ? U , a ~ l  + ~ , a y l J = ~ l  IE~ = " 
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Dureh die Eigensehaften (8), (9) und (9)' ist die Funktion u eindeutig be- 

st immt.  In der Tat: Set v eine zweite Funktion mit denselben Eigenschaften; 

dann ist die Differenz h = u -  v in der g~nzen unendlichen z-Ebene stetig und 

verschwindet  ffir z = a l ,  a2, . . . ,  aq-1 und r162 W~re nun h nicht identisch gleich 

Null, so h~tte diese Differenz im Endlichen ein positives Maximum oder ein 

negatives Minimum oder beides. Nun ist an einer Stelle wo h ein Maximum hat 

J h ~ o  und an einer Minimumstelle A h > o ~ ;  andererseits ist aber 

J h  ~- e2U--e  2v : 2e2[V+S("-")]h, ( o < 0 ' <  I), 

und somi~ zIb positiv und negativ jenachdem h selber positiv oder negativ ist. 

Somit ist die Existenz eines positives Maximums oder negativen Minimums bet 

der Funktion h unmSglich und folglich muss h identisch versehwinden, also 

v ~ u sein. 

Wir haben hiermit die Funktionenfolge (5) durch eine Reihe ~qvivalenter 

reeller Funktionen 

(to) u(z; al, ~),  u(z;  a , ,  a2, a t ) , . . . ,  u(z; a,,  a~, . . ., aq-1, a t ) , . . .  

ersetzt, die bet UntersuchUngen fiber das Wertverteilungsproblem im Prinzip 

dasselbe leisten, dabei jedoch den wesentlichen Vorzug haben in der ganzen 

z-Ebene eindeutiqe Funktionen zu seth, 

II. 

7. Wir  wenden uns jetzt dem Wertverteilungsproblem der eindeutigen 

analytischen Funktionen zu. Es set z : z ( x )  eine innerhalb des Kreises I x l < R  

eindeutige und meromorphe Funktion; wir stellen uns die Aufgabe die Verteilung 

derjenigen in diesem Kreise gelegenen Werte x zu untersuchen, wo z ( x ) d i e  vor- 

gegebenen Werte ax, a e , . . . ,  aq-1 und or annimmt. 

In diesem Kapitel betrachten wir zun~ehst den Fall q ~ 2; mittels einer 

linearen Transformation kann man erreichen, dass die vorgegebenen zwei Werte 

o und ~ sind. Die Untersuchnng der Verteilung der Nullstellen a und der 

~-Stellen fl yon z(x)  und der hiermi$ zusammenh~ngenden Fragen reduziert sich 

nach der oben im ers~en Kapitel dargele~en Methode auf die potentialtheore- 

tische Untersuchung der harmonischen Funktion 

1 Dies ergibt sieh unmittelbar aus der elementaren Theorie der Extremwerte. 
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u o i , = iog ~ ,  

weiche in dem Kreise I xl  < R  eindeutig und regui~ir ist, die Steilen a und fl 

ausgenommen, wo sie, wenn diese Stellen einfach geziihit werden, iogarithmisch 

unendiich wird bzw. wie -- i o g l x - a l  und iog I x - i l l .  Diese Untersuchung ist 

yon I~OLP NEVANLI~NA und teilweise yore Verfasser in einigen friiheren Arbeiten 

systematisch durchgefiihrt worden. ~ Ich beschritnke reich in diesem Zusammen- 

hung darauf das vom Gesichtspunkt des oben formuiierten Wertverteilungspro- 

biemes wichtigste Ergebnis, den sog. Jensenschen Satz, in der yon ROLF NEVAN- 

HNNA gegebenen Formulierung herzuieiten. Der nachfoigende Beweis dieses 

Satzes ist im Prinzip nicht neu~; ich werde ihn dessenungeachtet volls~i~ndig 

durchfiihren um die AnMogie mit dem spiiter behandeiten Faii q > 2 und somi~ 

die Einheitiichkeit der ganzen Methode Mar hervortreten zu iassen. 

8. Wir beschreiben um den Nuilpunkt mit dem ttaibmesser t (o < t <  R) 

einen Kreis, der durch keine der o- oder or von z(x) hindurch geht, und 

isolieren die innerhMb dieses Kreises iiegenden o- und ~-Steilen unserer Funk- 

Lion mitteis kleiner Kreise. Diese Kreise begrenzen mit dem oben genannten 

ein Gebiet innerhalb dessen und auf dessen Rande die harmonische Funktion (I I) 

eindeutig und regul~ir ist. Folglich ist das iiber si~mtliche Berandungskreise er- 

streckte IntegrM der inneren Normalableitung 

fOu ~ds--o. 

Liisst man hier die Haibmesser der kieinen Isolierungskreise gegen Nuli konver- 

gieren und setzt man s 

if = l o g  

0 

Ich verweise insbesondere auf folgende Abhandlungen :  

F. und  R. NEVANLISNA: L*ber die Eigenschaften analytischer Funktionen in der Umgebung 
einer singuldren Stelle oder Linie, Acta Soc. Scient. Fennicae, Tom. L N:o 5. 

R. NEVANLINNA: Zur Theorie der meromorphen Funklionen, Acta mathemat ica  Bd. 46. 

2 E. LINDEL~F: Mdmoire sur la thdorie des fonctions enti~res de genre fini. Acta Soc. Sc. 

Fennicae, T. 3 I, I9o2. 
s Wir  machen darauf  aufmerksam,  dass /~(r) eiue fiir o ~ r < R stetige Funk t ion  yon r ist. 
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so ergibt sich 

tt,'(t) ---n(t, o) -- n(t, ar 

WO 

halb 

h e r  
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allgemein n(r,  a), bei B e a e h t u n g  der Multiplizitgten, die Anzahl  der inner- 

des Kreises I x [ = r  gelegenen a Stellen yon z(x) bezeichnet. Es sei fer- 

no(a) die Multipliziti~t des Nullpunktes als a-Stelle der Funkt ion  z(x) und 

o < r~ ~ % --_< --- die absoluten Betriige der von Null verschiedenen a-Stellen von 

z(x). Wir  setzen mit  ROLV N~VANLINNA 

~ r n (r, a) 
(12 / ~(F, a) = [n(t, a ) -  no(a)] + %(a ) log r  = log , 

"lr2"  " " m - - n o  
0 

wonach N eine mit  r wachsende, als Funkt ion von log r aufgefasst  konvexe Funk- 

t ion ist, die fiir r ~  1 positivist. Wenn man dann die oben erhaltene Relat ion 

durch t dividiert und hierauf  zwischen den Grenzen r 0 und r (o < r o < r < R) 

integriert ,  was wegen der Stet igkeit  des MRtelwertes /~ erlaubt ist, so ergibt sich 

nach hierauf  folgendem Grenziibergang ro-~O 

,,(r) = N ( r ,  o) - N ( r ,  ~ )  + l o g l e l ,  

wo c den ersten yon Null verschiedenen Koeffizienten der Laurentschen Ent- 

wicklung yon z(x) in der Umgebung des Nullpunktes bezeichnet. Dies ist der 

Jensensche Satz. 

Um ihn auf  eine iibersiehtliche Form zu bringen, ha t  ROLF N~VANLINNA 

(1OC. cir.) in die Theorie der meromorphen Funkt ionen neben N(r, a) folgende 

FundamentalgrSssen eingefiihrt:  

('13) 

und 

2~ 2g  
I F + I I + 

m(r ,a)=  jlogl,(,.e )•  flogl,(,e )lam 
o o 

(I4) T(r,  a) : re(r, a) + ArC, ", a), 

+ 

wo allgemein log Q die Gr6sse log Q oder 6 bezeiehnet jenaehdem iogQ--> o oder 

log 0 < o ist. Die Funkt ion  m i s t  gemiiss ihrer Definition niehtnegativ und yon 

der Funkt ion  T lgsst sich zeigen, dass sie eine m i t r  monoton wachseJ~de, als 
22- -26404 .  Acta mathematica. 50. I m p r i m 4  le  27 ju i l le t  1927. 
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Funktion yon l o g r  aufgefasst konvexe FunkCion ist. 1 Man hat nun / t ( r ) ~  

re(r, o o ) -  re(r, o) und tier Jensensche Satz kann einfach durch die Beziehung 

(is) T(r, oo)= T(,', o) + loglcl 

ausgedriickt werden. 

Wenn wir jetzt den Jensenschen Satz auf die Funktion z(x)--a start z(x) 
anwenden und zugleich bemerken, dass die o~-Stellen fiir diese Funktionen die- 

selben sind, w~hrend ~ 

- -  loglz(,'e  )-alcl - loglz(,'e  ~ < loglal  + log2 
0 o 

so erhalten wir 

(I6) T(r, a) = T(r, o~) + h(,') 

WO 

+ 

(I6)' [h(r)[ ~ [log[c[[ + log[a  I + log2 

u n d c  jet~zt den ersten nicht verschwindenden Koeffizienten der Laurentschen 

Entwicklung der Funktion z(x)--a in der Umgebung des Nullpunktes bezeichnet. 

Wenn wir also mit T(r) eine Funktion bezeichnen, die bis auf eine additive 

Konstante gleich T(r, or ist, welche Konstante so gew~hlt werden mag, dass 

T(r) bereits fiir r : o  positiv ist, so gilt folgender Satz, den ROLF NEVANLINNA 

wegen seiner fundamentalen Bedeutung fiir die ganze Theorie der meromorphen 

Funktionen als den >)ersten Hauptsatz>> dieser Theorie bezeichnet: 

Zu jeder ii~nerhalb eines Krelses Ix I< R eindeutigen, meromo~Then Funktion 
z(x) gehSrt eine positive, mo,wton wachse,2de und in bezug auf logr  konvexe Funk- 
tion T(r) derart, dass fiir jeden endlicheu oder unendlichen komplexen Wert a die 
Beziehung 

( I 7 )  T(r, a) = re(r, a) + N(r,  a) = T(r) + O(i) 

I I~OLF •EVANLINNA, IOC. cir. S. 14. 

+ + -4- + + 
Es ist log[z--a[ ~ log([z[ + [a[) _-< log[z[ +log[a[ +log2 und andererseits log[z] = 

+ + -~ + 

log ] z -- a + a [ =< log ([ z -- a [ + [ a [) _--< log [z -- a I + log [ a [ + log 2, woraus die obige Ungieichung folgt. 
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besteht, wo O(Q eine GrSsse bezez:chuet, deren absoluter Betrag gemSss (i6)' kleiner 
+ 

als I log I c II + log I a [ + eine numerische Konstante ist. 

9. In  bezug auf die nShere Analyse dieses Satzes verweise ich auf die 

oben zitierte Arbeit yon ROLF NEVA~LI~NA; hier sei nur noch Folgendes fiber 

die Bedeutung der FundamentalgrSsse T fiir das Verhalten der Funktion z(x) 
erwShnt.. 

Wir betrachgen zun~ichst den Fall einer in der ganzen x-Ebene mero- 

morphen Funkgion z(x), wo also R =or  Da T(r) eine mig r monoton wach- 

sende Funktion ist, so existiert lim T(r) und ist entweder endlich oder positiv 
r ~ o o  

unendlich. Falls dieser Grenzwerg endlich isg, so reduziert sich z(x)auf  eine 

Konstante, falls T ( r ) =  0(logr),  so ist z(x) eine rationale Funktion und umge- 

kehrt. Von diesen speziellen F~llen abgesehen ist der unendlich ferne Punkt  

eine wesentlich singul~ire Stelle der Funktion z(x). Man bezeichneg dann die 

obere Grenze 

lim log T(r) 
r ~  log r 

ats die Ordnung der Funkt ion  z(x), die hiernach yon endlieher oder unendlich 

hoher Ordnung ist, jenachdem diese obere Grenze endlich oder unendlich is~. 1 

FalIs z(x) eine innerhalb des endlichen Kreises I xl < R meromorphe Funk- 

tion ist, so is~ die Endlichkeit des Grenzwertes lira T( r )d ie  notwendige und 
r ~ R  

hinreichende Bedingung daffir, dass die Funktion z(x) sich als Qvotient zweier 

fiir I x l < R  beschrh'nkter Funktionen darstellen lasse; gem~iss eines bekannten 

Satzes yon FATou n~hert sich die Funk~ion dann bei radieller Ann~herung an 

die Peripherie I x l - ~ R  fast iiberall einem bestimmten Grenzwert. Ist  wiederum 

lira T ( r ) ~  + ~ ,  so bezeichnet man die obere Grenze 

lim log T(r) 
I 

~--R log R- -  r 

1 Dieser Ordnungsbegriff ist in dem speziellen Fall einer ganzen Funktion mit  der her- 
kSmmlichen $iqvivalent. Uberhaupt ergibt eine systematisch durchgefiihrte potentialtheoretische 
Analyse der harmonischen Funktion (i i)  u. A. als Spezialfall die klassische Theorie der ganzen 
Funktionen endlicher Ordnung. Wir verweisen in dieser Hinsicht auf eine kleine Sehrift des Ver- 
fassers: Bemerkungen zur Theorie der ganzen Funktionen endlicher Ordnung (Soc. Scient. Fennicae, 
Comm. Phys.-Mat. II. 4, I923) und vor allem auf die zwei ersten Kapiteln der oben erwfihnten 
Abhandlung: Zur Theorie der meromorp]~en FunMionen yon ROLF NEvA~LINNA. 
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als die Ordnung der Funktion z(x), die also yon endlicher oder unendlich hoher 

Ordnung ist, jenachdem diese obere Grenze endlich oder unendlich ist. 

I II .  

10. Wir gehen nun in der Behandlung des Wertverteilungsproblems weiter 

und wenden uns jetzt dem allgemeinen Fall zu. Mit z(x) bezeichnen wir, wie 

vorhin, eine innerhalb des Kreises I xl < R eindeutige und meromorphe Funktion; 

es gilt die Verteilungen derjenigen Wer~e x zu untersuchen, wo diese Funktion 

die beliebig vorgegebenen Werte  aj, a~ , . . . ,  aq_l und ~ annimmt, wobei also 

q > 2 .  

Gemiiss der im ersten Kapitel dargelegten Methode bilden wir mit t t i lfe 

der Funktion (7) die zusammengesetzte Funktion 

I d~[z(x)] 

(I8) ~t(x) = u[z(x); al, as, . . . ,  aq-1, ~] = log ~(~[~'(X)]) ; 

es wird unsere erste Aufgabe sein die charakteristischen Eigenschaften dieser 

Funktion festzustellen. 

Zun~chst ist ~(x) offenbar eine innerhalb des Kreises I x I < R eindeutige 

reelle Funktion yon x, die iiberall in diesem Kreise, die al-, a~-, . . . .  aq-1- und 

~-Stellen der Funktion z(x) ausgenommen, nebst ihren partiellen Ableitungen 

stetig ist. An den genannten Ausnahmestellen ist ~(x) logarithmisch unendlich 

und zwar gemiiss den Entwicklungen (9) und (9)' in folgender Weise: Wenn a 

eine p-fache a-S~elle der Funktion z(x) ist, so dass in der Umgebung dieser Stelle 

z -  a = r , ( x -  ~)~ +- . .  (7~ 4 o), 

so ist 

I I 

a ( x ) = p l o ~ l x _ .  I l o g ~ i x _ .  I l ogp iy~ l+~(x -~ ) .  

Falls a eine p-fache UnendHchkeitsstelle der Funk~ion z(x) ist, somit 

Y-P + " "  (7-p =~ o), 

so ist in der Umgebung dieser Stelle 
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I I 
~ ( x ) = - p l O g l x _ .  I - log~lx_. I logplT-~l + ~(~-=); 

hier bezeichnet, wie vorhin, e(x) allgemein eine Funktion, die nebst ihren mit 

Ix[ multiplizierten Ableitungen erster Ordnung fiir x--~o verschwindek Da fer- 

ner die i~ussere Funktion u(z) der Differentialgleichung (8) geniig~, so ergibteine 

kurze Rechnung fiir unsere zusammengesetzte Funktion die Differentialgleichung 

~ = I ~ ' ( x ) I ~  ~. 

(I9) 

Wenn wir also die Funktion 

[ dc[~(x)][ 
dx I 

V(X)=~[g(X);  a l ,  ct2, . . . ,  aq--1, oo] -{- logl  g'(x) l= lOg~(~[g (x ) ] )  

einfiihren, so hat diese Funk~ion folgende Eigensehaften: 

I ~ Die Funktion v(x) ist nebst ihren AbleRungen innerhalb des Kreises 

[ x [ < R eindeutig und stetig, die al-, a~-, . . . ,  aq:l- und oo-Stellen und die mehr- 

fachen Stellen der Funktion z(x) ausgenommen, wo sie sich folgendermassen 

Verhiil~: 

In der Umgebung einer p-fachen ul-, a~-, . . . ,  aq-r  oder or a ist 

(20) I I 
v (x )=lOglx_a  I lOg~lx_~ I+e(x-a) ;  

in der Umgebung einer p-fachen Stelle a wo z(x) yon den obigen Werten ver- 

schieden ist und die Entwicklung z-=7o -t- 7p(x--a)P + �9 (704=a, 7p4=o) hat, ist 

(20 I 
v(x) = ( ~ - p ) l O g l x _ ~  I + U(~o) + l o g p l r p l  + ~ ( x - . ) .  

2 ~ Die Funktion v(x) geniigt der Differentialgleichung 

(22) A v  = e ~'.  

Unser Problem ist auf die Untersuchung der durch die obigen Eigenschaften 

charakterisim~en Funktion v(x)zuri iekgefi ihrt .  



174 Frithiof Nevanlinna. 

11. Wie bei der Herleitung des Jensenschen Satzes beschreiben wir um 

den Nullpunkt mit dem tIalbmesser r (o < r <  R) einen Kreis, der durch keine 

der singul~iren Stellen der Funktion v(x)  geht, und isolieren die innerhalb dieses 

Kreises liegenden singul~ren Punkte mittels kleiner Kreise. lnnerhalb und auf 

dem Rande des so entstandenen mehrfach zusammenh~ngenden Kreisgebietes ist 

die Funktion v(x)  nebst ihren partiellen Ableitungen eindeutig und stetig. In 

Folge der Differentialgleichung (22) ist hiernach das fiber s~immtliche Berandungs- 

kreise erstreekte Integral der inneren Normalableitung 

~nn d s f ,~ v d f = - -  

wo das Fl~ichenintegral rechts fiber das genannte Gebiet zu erstrecken ist. 

setzen 

(23) ~(~) ~ f -~ - -  v ( rd~)dq~  
2 ~  

0 

Wir 

und lassen die Halbmessern der kleinen Isolierungskreise gegen Null konver- 

gieren. 1 Bei Beachtung der Entwicklungen (zo) und (zI) (wobei insbesondere zu 

bemerken ist, dass die mit ~ ( x ~ a )  bezeichneten GrSssen nebst ihren mit I x - - a l  

multiplizier~en Ableitungen erster Ordnung ffir x- -+a verschwinden) erh~lt man 

an der Grenze 

q i f  2v , . /(r) = - ~ ( , - ,  a,) + [2"(r, ~) + ,~<')(,., o ) -  ,~<1)(,., ~)] + + dr, 

WO aq = ~ und das Fl~chenintegral rechts fiber den Kreis Ix] < r zu erstrecken 

ist. Bier bezeichnet, wie vorhin, ~(r, a) die Anzahl der innerhalb des Kreises 

I x l = r  ]iegenden a-Stellen der Funktion z (x )  und n(1)(r, a) die analoge GrSsse 

in bezug auf die Ableitung z ' (x ) ,  wobei jede Stelle gem~ss ihrer Multiplizit~t 

gez~hlt wird. 

Wir  setzen der Kfirze wegen 

q 

(:4) ~ ~ {,', ~,) = .  {,'), 2n ( r ,  or ~- nCl)(r, o) - -  n(1)(r, ~ )  = n l ( r  ) 

Man bemerke ,  dass  der Mi t te lwer t  /~(r), wie der en t sp r echende  Mi t t e lwer t  in d e m  Jensen -  

schen  Satze,  fiir o <= r < R s t e t ig  ist.  
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und bemerken, dass n~(r)hiernaeh die Anzahl der innerhalb des Kreises ] x [ ~ r  

liegenden meh~fachen Endlich- und UnendlichkeitssteUen der Funktion z(x) an- 

gibt, wobei eine p-fache Stelle p - - I  real gez~hlt werden soil. Insbesondere ist 

hiernach, falls x = o  eine p-faehe Stelle yon z(x) ist, n ~ ( o ) = p - - I .  Aus dieser 

Bedeutung der GrSsse nl(r ) ist zu sehen class sie, wie n(r), nichtnegativ und mono- 

ton wachsend ist. Ferner fiihren wit schon an dieser Stelle die entsprechenden 

l~ittelwerte 

q 

(:5) ~ N(r, ..) = N(r), 
1 

:N( , - ,  ~ )  + N<~>(~, o) - U(~)(r, ~ )  = N~(,,-) 

ein, wo N(r,  a) dureh (~2) definiert wurde und Nm(r, a)die  analoge Bedeutungin 

_ _  = d N ,  n , ( r )  
bezug auf die Ableitung z'(x) hat. Es ist hiernaeh d N  n(r) und --  

dr r dr r 

Mit Benutzung der Bezeichnungen (24) erh~lt die obige Beziehung die Form 

(~) rkt'(r) = - - n ( r )  + ~l(r) + f 
woraus schliesslich durch Differentiation nach r die Gleichung 

(27) I d I f e2V(re~,p) ,- d,- ("#'("11 = ~ d ~  
0 

folgt. Man h~tte 

ferentialgleichung 

selbstverst~ndlich diese Relation auch direkt aus der Dif: 

I 0 t 0V~ I 0 2 Y  e2 v 

durch Integration in bezug auf ~0 zwischen den Grenzen o und 2 n "  erhalten kSn- 

hen; indessen ist es fiir das Nachfolgende yon Bedeutung die aus der Gleichung 

(26) hervorgehenden Unstetigkeitsspriinge der Ableitung tt'(r) zu kennen. 

Wir  machen ~etzt, um weiter ~u kommen, yon der elementaren Ungleichung 

(~8) 
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Gebrauch,  die fiir jede innerhalb des Interval les  a ~ ~ ~ ~ integrable,  relle und 

nicht  negat ive Funk t ion  f(~v) besteht,  x Wende t  man diese Ungleichung auf  das 

rechts  in (27) s tehende In tegra l  an, so ergibt  sich fiir /~(r ) fo lgende einfache 

Different ia lungleichung 

I d 
(29) r d r  (r/'$'(r)) >" e2~(r)' 

und es handel t  sieh nunmehr  um die In tegra t ion  dieser Ungleichung. 

12. Wi r  f i ihren hierzu vori ibergehend star t  r die Variable t =  l o g r  ein 

und setzen 

(30) F'(") + N(r )  + log r = l~(d) + N(d )  + t =  y(t) ,  

woraus auf  Grund  der Beziehung (26) folgt  

y'(t) = rl~'(r ) + n(,') + 1 = 1 + n,(r) + ~ e ~ d f  . 

Da /~ und N stetige Funkt ionen  sind, so is~ auch y(t) fiir alle in Frage  kom- 

menden Wer t e  t d. h. fiir - -oo < t < l o g R  stetig und es ist y ( t ) - + - - o r  fiir 

t - - * -  o~. Dagegen erleidet  die Ablei tung y'(t) an den Stellen t l <  t~ < . . . ,  wo 

die Anzahlsfunkt ion ~h sich sprungweise ~ndert, dieselben, stets positiven Spriinge 

wie diese. Ferner  bemerke man, dass diese Ablei tung posit iv  (sogar ~ x) ist und 

dass y'(t)--+ I + nL(o)-~p,  falls x = o  eine p-fache Stelle der Funk t ion  z(x)  ist 

(vgl. S. 175 ). Die Different ia lungleichung (29) erh~lt in t und y ausgedriickt die 

Form 
y"( t )  ~ e ~(u-~') . 

Da N mit  wachsendem t oder r nie abnimmt,  so folg4 hieraus, dass fiir 

ein festes Q < R  und jedes t ~  logQ a f o r t i o r i  

y"( t )  ~ e2IuCtl-~'Ce )) 

oder nach Mult ipl ikat ion beiderseits mit  der posit iven GrSsse 2y'(t) 

d ! P2~ d 

1 Diese Ungleichung ergibt sich dutch einen eiufachen Grenziibergang aus der bekannten 
Tatsaehe, dass das geometrische Mittel positiver Zahlen h6chstens gleich dem arithmetischen Mittel 
dieser Zahlen ist. 
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Man integriere nun diese Ungleichung der Reihe nach in den auf  einander fol- 

genden, yon den oben erw~hnten Sprungstellen t~, t_~ . . . .  get rennten Stetigkeits- 

intervallen der Ablei tung y'(t) und zwar yon t ~ - - ~  anfangend bis t ~ l o g 0 = ~ .  

Bei Beachtung der oben angegebenen Grenzwerte der Funkt ionen y(t) und y'(t) 
fiir t - ~ - - ~  ergib~ sich dann nach Addit ion der erhal tenen Ungleichungen die 

Beziehung 

y ' ( , )~--p~--2[y ' ( t ,  + 0) 3 -  y ' ( t ~ -  o) ~] > e ~(y (*)-~'(e)) . 

Hier  sind die Glieder der links auf t re tenden Summe siimtlich positiv und die 

Ungleichung besteht als0 a fortiori, wenn diese Summe weggelassen wird. Wenn  

wir nun noch wieder r start  0 und t = log r start  ~ ~ log 0 schreiben, so haben 

wir also fiir jedes t < log R die Ungleichung 

y,(t)~ > p2 + e2(y(t)-~v(,.)). 

Fiir ein 

Ungleichung 

w o r a u s  

Wird diese 

festes 0<22  und .iedem t =< log q besteht hiernach afort ior i  die 

y,(t)~ > p2 + e2(y(t)-~v(,o)), 

dt  <= [p~ + e2(V-'v(e))]-~ dy.  

Ungleichung zwischen den Grenzen t ~- log r und ~: = log 0 (r < 0) 

integriert,  so erhifl~ man 

log ~ ~ I-log Pe'~'(e)-:J(t) + [I + p~e2(~v(e)-v(~))] '-' 
r p pe~(e )-v(~) + [i -+p2e2('~(,~ 

und somi~ afort ior i  

(~)P<pe~'(e)-y(t)+[i+p~'e~(~'@-v(t))]~, 

woraus durch AuflSsung in bezug auf  y(t) folgt 

y(t) < N(O ) + log 2pQPrP . 
02p - -  r2p 

Wenn wir schliesslich vermittels der Gleichung (30) yon y(t) zu re(r) iiber- 

gehen, so erhalten wir fiir diesen Mittelwert  folgende Ungleichung 
23--26404. Acta mathematlea. 50. Imprim4 lo 27 juillet 1927. 
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(3~) lo 2 p QP ~(r) _-< N ( e ) -  N(,-) + g ~ ~  + (p-~) logr ,  

die also fiir jedes r des Intervalles o ~ r <  Q besteht, wo Q eine beliebige Zahl 

des Intervalles o < ~ < R bezeichnet. Diese Ungleichung entspricht gewisser- 

massen dem Jensenschen Satze und hat fiir das Wertverteilungsproblem im Fall 

q > 2 dieselbe grundlegende Bedeutung wie diese in dem einfachsten Fall q----2. 

13. Als erste Anwendung der Ungleichung (31) wollen wir den sog. PIOARD- 

LAI~DAUschen Satz in der yon CHARATHEODORY gegebenen priiziesen Form her- 

leiten. Wir nehmen an, dass unsere meromorphe Funktion z (x )  innerhalb des 

Kreises ] x ] < R  die Werte a ~ , a , ,  . . . ,  aq-1 und 0o iiberhaupt nich t  a n n i m m t ;  

dann ist N ( r ) = o  fiir o =< r <  R und somit gemiiss der Ungleichung (3I) 

~(r) < l o g  2PQ--~ + (p - - I ) log r .  
= Q2~__ r2~ 

Falls die Nullpunktsentwicklung der Funk4ion z(x)  mit den Gliedern 70 + 7p x~ + "'" 

(704 = al ,  a 2 , . . . ,  aq-1; ~p4=O) anf~ingt, so folg~ aus den Gleichungen (23) und (2I), 
dass 

lim (/~ (r) - -  ( p - -  I) log  r)  = u (7o) + log  p [ 7~ [ = log ~9 ] 7p [ [ ~' (70) [. 
, - 0  ~ [~(n)] 

Wenn wir also in der obigen Ungleichung das zweite Glied rechts auf die linke 

Seite iiberfiihren und hierauf r gegen Null konvergieren lassen, so erhalten wir 

an der Grenze die Ungleichung 

log p l r~ [[ ~'(n) [ < lo~ 2p.  

Diese Ungleichung besteht fiir jedes positive 0 < R und somit auch fiir Q= R; 

wenn wir 

setzen, so haben wir hiernach folgendes Resultat: 

Falls die Funktion 

z (x )  = 7o + ~,vxV + . . .  
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fiir Ix I <  R regular ist und die Werte ai, a~ . . . .  , aq-1 (q > 2) nicht annimmt, so 

existiert eine nur yon diesen Ausnahmewerten und den zwei ersten Koeffizienten 

7o und 7p der Nullpunktsentwicklung abh~ngige, im ~brigen yon der Funktion 

z(x) unabh~ngige positive GrSsse R(7o, 7p) derart, dass R ~ R(7o, 7p). ! 

14:. Als zweite Anwendung der Ungleichung (3I) werden wir aus ihr einige 

wichtige, das Wertverteilungsproblem betreffende Ungleichungen herlei~en, deren 

Inhalt yon ROLF NEV~LIN~A als >>zweit.er Haup~satz>> seiner Theorie der mero- 

morphen Funktion bezeichne~ worden ist und zuerst yon ihm mit Hilfe >>ele- 

ment~rer ]~Iethoden>>, d. h. unter Vermeidung hSherer uniformisierender Tram 

zendenten Ms der Logarithmus, bewiesen wurden. 

Hierzu wollen wir zun~chst die Ungleichung (3I) durch einige wei~ere Ab- 

sch~zungen umformen. Da 

2p--1 

dp-,- p = -" > 

0 

so i s t  afortiori 
I 

/.(r) < _AT(Q)--AT(,-) + l o g ~ - - ~  + P l~ "r 

i Der ]DICARD-LANDAUsche Satz kann nach CHARATHEODORY am einfachsten direk$ mi$ Hilfe 
der linear polymorphen Funktion ~(z; a I, a2, �9 �9 a q - l ,  0o) folgendermassen bewiesen werden: 

Wenn ein beliebiger Zweig der Funktion ~(z) mit  der zu untersuehenden regul~iren Funk- 
tion, die wir jebzt mi$ f ( x ) = 7 o  + T p x P  + . "  start mit  Z(x) bezeichnen, zusammengesetzt wird, so 
ist die zusammengesetzte Funktion ~[f(x); a l ,  a 2 . . . . .  aq--1,  0r im vorliegenden Fall, wo f ( x )  

a l ,  a2 . . . .  , aq--1 und ~ ,  fiir I x ] <  R eindeutig und regu]Kr. Da ferner ~(~) > o,  so ist die Funktion 

~(x) i~[ f (x) ] -~(7o)= 7v~'(7o) + . . .  
xp ~[f(x)]_~(r0 ) 2i3[~(7o)] 

fiir Ixl < R regular und dem absoluten Betrag naeh hSchstens gleieh /~--P, wobei in Folge des 
Maximalmodulprinzips Gleiehheit nur dann eintritt,  wenn RP]q~(x) l  ~ - - I ,  somit 

f ] ( (x),) ~(Yo)--~(Yo)~; al aq--1,  00 ~ ' e  ia  f ( x )  = Z L ~ - - ~  , as . . . .  , , ; 

hier bezeichnet z(~; a l ,  a s , . . . ,  aq--1,  ~ )  die eindeutige und automorphe fiir ~ ( ~ ) > o  existierende 
Umkehrfunktion (4) der linear polymorphen Funktion ~(z) und a eine reelle Konstante. Insbesondere 

is~ also 

i~(o) l  _ Irpl 1~'(70)l < R - p ,  d. h. R < R(7o, 7p), 

womit der Satz bewiesen is~. Dieser Beweis zeigt unmittelbar,  dass die erhaltene Grenze genau 
ist, well sie bei der oben genannten automorphen Funktion erreieht wird. Wir bemerken, dass 
diese Tatsaehe auch aus der Herlei~ung der Ungleichung (3 I) hervorgeht, wenn man an jeder 
Stelle auf die Bedingungen fiir das Bestehen des Gleichheitszeiehens achtgibt. 
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Um hier die Gr5sse N ( q ) -  N(r) zu eliminieren, verfahren wir mit RoLF NrVAN- 

LI~A folgendermassen: Man fixiere die Zahl e' so, dass r <  Q'< 2r und Q'< R und 

beschr~nke in der obigen Ungleichung t~ auf das Intervall r <  t~ < (~'. Da N(r) 

als Funk~ion yon logr  aufgefasst konvex ist, so hat  man 

N(e) -  N(,-) _< 
log -r log -Q 

[Y(d) - N(r)] ' -  
log e log e 

F r 

Nun ist gem~ss (I4) und dem >)ersten Hauptsatz)) 

q 

N(q') < ~,  T(q', a,) = qT(Q') + 0(I)~; 
1 

t 

ferner hat man l~ < Q-I" r und, da Q' < 2r, logQ r 

r 

N(q) --  N(r) < 2q T(e') + 0(I). 

Die Zahl r kann beliebig innerhalb des Intervalles r <  Q < q' angenommen wer- 

den; wir fixieren Q so, dass 

2q - - ~  T(Q')= I, d . h .  I _ 2q T(Q'), 
(~--r 0 ' - - r  

wozu 2qT(0 ' )> I sein muss, was stets angenommen werden kann, da die GrSsse 

T(r) nur bis auf eine additive Konstante definiert und wachsend ist. Dann wird 

log ~)--rI - -  log 2 q + log q,_I r + log T(q'). 

D e r  e r s t e  H a u p t s a t z  e r g i b t  f i i r  I O(~)l d ie  o b e r e  G r e n z e  

q - - 1  + 

I o(x)l < ~, (llog Ir0-adl + logla~l) + qk, 
1 

w o  7o = z(o) u n d  k e i n e  r e i n  n u m e r i s e h e  K o n s t a n t ~  b e z e i e h n e t .  
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Da sehliesslieh log < l o g r  ~ l ~  so ergibt sieh, wenn noeh Q start  Q' ge- 

sehrieben wird, die fiir o < r < Q ~ 2 r u n d  Q < R giiltige Ungleichung 

.(r) < l~ r+  aog r(e) + 

Bei der weiteren Behandlung dieser Ungleichung nehmen wir zun~ichst an, 

dass es sich um eine in der ganzen endlichen x-Ebene meromorphe Funk~ion 

z(x) handel, ,  so dass R = ~ .  Wenn  diese Funkt ion  dann yon tier endlichen 

Ordnung ~ ist, d. h. falls 

tim log T(r) _ )~, 
r - - ~  l o g  r 

so hat  man f f r  jedes 4 ' >  4, sobald Q genfigend gross ist, log T(Q) < s  Q. Setzt 

man also in der Ungleichung (32) Q=  2r, so wird yon einem gewissen Wer t  r ab 

(33) (r) < ( ) t  I ) i o g r  --~ O(I) = O(log, ' ) .  

Is t  dagegen z(x) eine in der ganzen Ebene meromorphe Funkt ion unendl ichhoher 

Ordnung, so machen wir von folgenden BORELschen Lemma ~ Gebrauch: W e n n  

f(r) eine fiir r ~ r o ~ O  definierte reelle und positive, mit  r monoton wachsende 

Funk~ion ist, so gilt  fiir jedes k > I die Ungleichung 

f(o) < [f(r)] k, wo ~)= r + - -  
logf( r )  

und zwar fiir jedes r ~  r0, mit  eventueller Ausnahme einer Wer tmenge  I(k) yon 

endlichem Mass. Wir  wenden diesen Satz auf  die Funkt ion  T(r) an, welche den 

Bedingungen des Satzes genfigt. Wenn  man hiernaeh in der Ungleichung (32) 

I 
Q ----- r + log T~(r~ setzt, so ist ffir jedes r ,  mi t  eventueller Ausnahme einer Wert-  

I 
menge I(k) yon endlichem Mass, l o g T( Q) <  k logT(r) .  Da ferner log 

Q- - r  

log~ T(r), so wird 

(34) ,u(r) < ]clog T(r) + loge T(r) + 0(I) = 0( log T(r)), 

Sur les zdros des fonctions enti~res. Acta math. Bd. 20. 
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eine Ungleichung, die also ffir jedes r mit Ausnahme der Wertmenge I(k) 
besteht. 

Wir behandeln jetzt in entsprechender Weise den Fall, wo die Funktion 

z(x) nur innerhalb eines endlichen Kreises [x[ < R eindeutig und meromorph ist. 

Wenn diese Funktion yon endlicher Ordnung Z ist, d. h: falls 

lira log T(r) __ Z, 
I 

r--R log R - -  r 

i Wir so ist fiir ~t'>~t yon einem gewissen Wer t  r ab l o g T ( Q ) < ~ ' l o g R _ r .  

I 
nehmen in der Ungleichung (32) # ~- 2 (r + R), was mit der Bedingung q _--< 2r  

R 
zusammenreimt, sobald r _-->--; man erhiflt 

3 

(33)' 
I ( i )  

/~ (r) < (~' + I) log ~ + 0 (I) ----  0 log ~ �9 

Wenn dagegen die Ordnung der Funktion z(x) unendlich ist, so setze man 

I I I 
- -  ~ -  - - -  

R - -  Q R - -  r log T(r)' 

aus dem oben erw~hnten BORELschen Satz folgt dann, dass log T(Q)< k log T(r) 

( k > I )  ffir jedes r < R  mit eventueller Ausnahme einer Wertmenge l(k) derart, 

dass das fiber diese Wertmenge erstreckte Integral 

d ~ = (R~r)~ 

endlich ist. 1 Ferner erh~lt man 

log Q I ~ 2 log I - - r  ~ + log, T(r) + 0(i)  

mad somit 

( i )  
l + 0 ( I ) :  0 ( logT(r ) )+  0 log~--~_r �9 (34)' /~(r) < k log r(r)  + log, r(r) + 2 log ~ - -  r 

i W e n n  wi r  die  dem Interval.1 (r, R) zugehSr ige  T e i l m e n g e  yon I(k) m i t  l(r, k) bezeichnen,  

so i s t  h i e rnach  l i ra  (R--r)-2I(r, k)=o. 
r N R  
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lb. Um zu den Ungleichungen zu gelangen, deren Inhal t  den ~,zweiten 

Hauptsatz~> der Theorie der meromorphen Funkt ionen ausmacht, bediirfen wir 

noch einer Absch~tzung des Mittelwertes 

2 ~  

g r )  = v(,'e'~) 

0 

dqv= 

2,if, 

0 

2 ~  

I f t i ; a,, a~,,..., aq_,, ~]dq~ + 2-g loglz (re +)[dq~----~,(r)+,,(r) 
J 
0 

nach unten-hin.  Aus dem Jensenschen Satze folgt sogleich, dass 

(35) ~*dr) = N(i)(r, o) - -  N(*)(,', ~ )  + 0 ( I ) .  

Um das erste Glied #l(r) abzuschgt~en, bestimmen wir die positive Zahl ~ ~ I 
e 

so, dass die Kreise I z - - a ~ [ = ~  (v=  I, 2 , . . . ,  q--I)  ausserhalb einander und inner- 

I 
halb des Kreises ]z[ = ~  liegen. In dem yon diesen Kreisen begrenzten mehr- 

fach zusammenhgngenden Bereich ist u(z; al, a~, . . . ,  aq_~, ~)  nach unten (und 

nach oben) beschrgnkt und es ist somit 

q--1 

~ * f ~ r , + + ~ , l + +  1 fu[,(,-++)ld~ + o(i). 
1 I z - a ,  I~-d Iz 1_>_ ~- 

Nun ist gemgss der Entwicklung (9) fiir I z-a,[  ~ 

I log~ [ I 
u[z("++)] =l~ I z (rd+)-a , I  + 0(I); 

da ferner 

f I I _  log d9  = re(r, a,) + 0(i)  
2 ~  I ~ ( r + + ) - a , I  

I z-a,,I ~- 

und, in Folge der Ungleichung (28) 
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f I I log~ 
2 ~  IzO'e"'t')-a.[ dqD 
Iz-o,l_-< J 

so wird 

/ _--<log ~ dq~+ I _--< 

iz-%l-<_~ 

+ I f f  I + 
] o g ~ . j  1o~ izt, .e,,pl_.~ldqD + lo~ 2 = ]og  m ( . , . . )  + O ( i ) ,  

Iz-%lzd 

, f  - -  ,,[~(,-~,~)] 
27~ 
Iz-a,I =< a 

+ 
d~ > re(r, a,) -- logm(r, a,) + 0(I). 

Auf Grund der Entwicklung (9)' erh~ilt man in derselben Weise 

Hiernach ist 

, f  + - u[z(rd~~ > - - r e ( r ,  r 1 6 2  log re(r, ~ ) +  0(I). 

1 Izl->~ 

q q + 
~,(,.) > ~ . , ( , . ,  . , , ) -  ~,.(,., o~1- ~log. , ( , - ,  a.) + o(,), 

1 1 

wo in den Summen aq = zr zu setzen ist. Da ferner re(r, ~ ) =  T(r)--N(r,  ar 

O(1), so ergibt sich schliesslich bei Beachtung yon (35) und der friiher einge- 

fiihrten Bezeichnung N l ( r ) =  2N(r, r162 N(])(r, o) -- N(l) (r, ~)  

q q + 
t t (r)  > Z m ( r ,  a,)  - -  2 T ( r )  + ~_TVl(r ) - -  Z log~ ' t ( r ,  a ,)  --b O( I ) .  1 

1 1 

Da gem~ss dem ersten Hauptsatz (17) yon einem gewissen r a b  (sobald N(r, a ) ~  o) 

m(r, a ) <  T(r)+ 0(I), so folgt hieraus, dass a f o r t i o r i  

q 

(36) ~(,-) > Y,  m(,., a~) - 2 T(,.) + N,(,-)  - -  O 0 o g  T(,-)). 
1 

Um die Analogie mit dem im zweiten Kapitel behandelten speziellen oder 

>>ausgeartetem> Fall q = 2 hervorzuheben, bemerken wir, dass die oben durch- 

gefiihrte Analyse des Mittelwertes #(r) gewissermassen der Zerlegung 

Bei gewissen Fragestellungen, die VALIRON (Acta Math. Bd. 47) neulich behandelt hat, ist 
es von Bedeutung, eine explizite untere Grenze der GrSsse O(I), die haupts~ichlich von den Werten 
a~, a2, . . . ,  aq-x abhiingt, zu kennen. Es bietet keine prinzipielle Schwierigkeiten die erhaltene 
Ungleiehung in dieser Hinsicht zu komplettieren. 



Ober die Anwendung einer Klasse uniformisierender Tranzendenten. 

2zt 

0 

185 

des Jensenschen Mittelwertes entspricht, die mit dem Jensenschen Satze kom- 

biniert das Weseatliche des >~ersten Haupsatzes>~ lieferte, t i ler  entspricht dem 

Jensenschen Sutze die Ungleichung (3I) oder die daraus hergleiteten Unglei- 

chungen (33), (34), (33)' und (34)', die in der Tat in Verbindung mit der obigen 

Ungleichung (36) unmittelbar die t tauptungleichungen des >>zweiten Hauptsatzes>> 

ergeben, zu denen wir jetzt iibergehen. 

16. Wir behandeln wieder zuerst den Fall einer in der ganzen x-Ebene 

meromorphen Funktion z(x). Aus der Ungleichung (34) in Verbindung mit der 

Absch~tzung (36) ergibt sich die Ungleichung 

q 

(3z) ~.~(~-, ~)  < 2 T(,-) - G ( , )  + O/log T(,-)) 
1 

die Mso yon einem gewissen r a b  f f i r  jedes 7" besteht mit eventueller Ausnahme 

einer Wertmenge yon endlichem Muss. Ist die Funktion z(x) insbesondere yon 

endlicher Ordnung, so ist log T(r)=-O(logr) und die obig e Ungleiehung besteht 

dann fiir geniigend grosse Werte yon r ausnahmslos. In  der Summe links ist 

zunKchst aq ~ ~;  indessen besteht die Ungleichung offenbar unverEnder~ auch 

fiir ein endliches aq. Um dies einzusehen, braucht man nur diese Ungleichung 

start fiir q, fiir q + I  Werte al, a 2 , . . . ,  aq und aq+l~oo anzuwenden und hier- 

anf aus der links stehenden Summe das letzte Glied re(r, aq+l)~m(r, ~) einfach 

wegzulassen, wonach die Ungleichung a fortiori auch fernerhin besteht, da 

m(r, oo)> o. Beachtet man den >>ersten Hauptsatz>>, wonach 

~ ( r ,  a,) = r(,-)  - -  N ( r ,  a,) + 0 (~ ) ,  

so kann die Ungleichung (37) auch folgendermassen geschrieben werden: 

q 

(37)' (q-- 2) T(r) < ~ N(r, a.) -- N~ (r) + 0 (log T(r)). 
1 

Die Ungleichung (37) oder (37)' bezeichnet RoLv I~I~VA~LIN~A als den >>zweiten 

ftauptsatz>> der Theorie der meromorphen Funktionen. 
2 4 - - 2 6 4 0 4 .  Acta mathematlca 50. I m p r i m 6  le 3 s e p t e m b r e  1927. 



186 Frithiof Nevanlinna 

In bezug auf Anwendungen dieser wichtigen Ungleiehungen verweise ich 

auf die mehrmals zitierte Abhandlung yon ROLF N~VX~LIN~X fiber meromorphe 

Funktionen. Hier begniigen wir uns dami$ eine der wichtigsten Konsequenzen 

dieser Beziehung hervorzuheben. 

Wenn wir yon dem trivialen Fall absehen, wo T ( r ) =  O(I) und die Funk- 

Lion z(x) sich auf eine Konstante reduzier~, so ist lim log T(r) ~__~ T(r) - - o .  Da ferner 

Nl(r) ~ o, so folg~ aus der Ungleichung (37), dass 

q 

(38) Y, 
1 

wo wir allgemein mit 6(a) die untere Grenze 

(39) 6(a) = lira r(r) 

ffir r -~ ~ bezeichnen. Auf Grund dieser Definition ist o ~ 6(a) ~ I ; aus der 

Ungleichung (38), wo q beliebig gross angenommen werden kann, folgt nun un- 

mittelbar vermittels einer bekannten Schlussfolgerung, dass 6(a) im allgemeinen 

gleich Nul l  sein muss und hSchstens fiir eine abzdhlbare Menge a-Werte, a~, a~, . . .  

positiv sein kann, wobei 

1 

i u f  Grund dieser Tatsache bezeichnet ROLF N~VA~LINNA einen Wer6 a in bezug 

auf die meromorphe Funl~ion z(x) als Normalwert, falls ~(a )=o ,  dagegen ist a 

ein Ausnahmewert dieser Funktion falls 6 (a )>o  und ~(a)der  zu diesem Aus- 

nahmewert zugehSrige Defekt. 1 In Folge des ))ersten Hauptsatzes)> kann dies 

auch folgendermassen ausgedriickt werden: Der Wert a ist eiri Normalwert der 

Funk~ion z(x) falls 

N(r, a) 
lim T(r) -- I; 

dagegen hat man, falls a ein Ausnahmewert mit dem positiven Defekt 6(a) (~  i) 

is~, 

Diese Benennung h't t  Herr WI)IAN in einer briefliehen Mittei lung an Rolf Nevanl inna 

vorgeschlagen. 
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N(r, a) 
lira T ( r ) - - I - - d ( a ) .  

T ~ G O  
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Mit Benutzung dieser Terminologie gilt somit nach Obigem folgender 

Satz. Eine in der ganzen e~dlichen x-Ebene eindeutige, meromor29he und nicht 
konstante Funktion hat hSchstens eine abzdhlbare Menge von Ausnahmewerten. Die 
Summe der Defekten dieser Ausnahmewerte ist konvergent und hSchstens gleich 2. 

Wenu man unter einen t)icardschen Ausnahmewert jeden Wert  a versteht, 

den die Funktion z(x) iiberhaupt nicht oder nut  endlich viele real annimmt, so 

folgt aus dem Obigem unmittelbar als Spezialfall der klassische Picardsche Satz, 

wonach eine in der ganzen Ebene meromorphe und ~icht rationale Funktion z(x) 

hSchstens zwei Picardsche Ausnahmewerte haben kann. In  der Tat ist, falls die 

Funktion den Wert a nut  endlich viele real annimmt, gem~ss (12) 

N(,-, a)= O(log,-). 

Andererseits ist, da z(x) keine rationale Funktion ist, auf Grund des S. 17I ge- 

,. log r 
sagten nm -~-z,~--o und somit 

~__~ l'~r) 

N(,-, (,) 
lim T(r) -- o. 

r ~ a o  

Gem~ss der allgemeineren Definition eines Ausnahmewertes ist hiernach der Wert  

a fiir z(x) ein Ausnahmewert mit dem Defekt ~ ( a ) :  I. In  Folge des obigen 

Satzes kann nun z(x) hSchstens zwei soiche Ausnahmewerte besitzen, weft die 

totale Defektsumme anderenfalls grSsser als 2 w~re. Wir sehen: wenn man den 

speziellen Picardschen Begriff des Ausnahmewertes mit dem allgemeinen von 

RoL~ NEVA~LI~X eingefiihrten ersetzt, so kann zwar die Anzahl der Ausnahme- 

werte grSsser als zwei, vielleicht sogar abz~hlbar unendlich sein, dagegen ist die 

Defektsumme nach wie vor hSchstens gleich 2. 

Wenn z(x) nur innerhalb eines endlichen Kreises I x I < R  eindeutig und 

meromorph ist, so ergibt sich aus (34)' in Verbindung mit (36) die Ungleichung 

(40) 
q 

f f_ jm(r ,  a,) < z T ( r )  - -  N~(r) + O(log T(r)) + 0 l og~- - -  r , 
1 
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oder nach Elimination der Gr5ssen m mittels des ~>ersten Hauptsatzes>> 

(4o)' 
q 

1 

welche 

I 
Ausnahme einer Wertmenge, der eine endliche Variation yon R - ~ r  

Falls z(x) yon endlicher Ordnung ist, also log T ( r ) =  0 lOg R ~ _  r , so besteht 

die Ungleichung ohne diese Einschriinkung. 

Man sieh~ sofort, dass der oben formulierte Satz unver~ndert auch im vor- 

I 
liegenden Fall besteh~, falls T(r) fgr  r--~R sch~eller als l o g ~ - _  r anwfchst, 

so dass 

yon einem gewissen r a b  fiir jedes r <  R bestehen, m5glieherweise mit 

- - -  entspricht. 

lim I I 
~__R ~y~r)log ~ ~- r - - o .  

Andererseits weiss man, dass z(x), falls T(r) beschrh'nkt ist, sich als Qvotient 

zweier fiir I x I < R beschriinkter Funktionen darstellen l~sst. Dagegen ist der 

Fall, wo T(r )=  0 ( l o g / ~ r .  ) ohne beschriinkt zu sein, bis auf weiteres wenig 

untersucht worden. 

Y 


