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Einleitung.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Axiomatik der Wahrscheinlichkeits-
rechnung zu geben und die Konsequenzen dieser Grundlegung bis zum Beweis
der wichtigsten Siitze liickenlos zu verfolgen. Eine solche Arbeit schien mir nicht
unndtig, da bisher die Wahrscheinlichkeitsrechnung wohl das axiomatisch am
schwiichsten fundierte Gebiet der Mathematik ist, ein Mangel, der bei der daunernd
wachsenden praktischen Bedeutung des Gebiets wohl der Abhilfe bedarf.

Da die Front der an der Wahrscheinlichkeitsrechnung Interessierten von
den Philosophen iiber die Mathematiker bis zu Vertretern der beschreibenden
Naturwissenschaften reicht, glaubte ich, der beiden Fligel wegen fast lehrbuch-
artige Ausfiihrlichkeit wiihlen und alle Hilfsmittel in der Arbeit selbst kurz dar-
stellen zu sollen, so dass sie ohne Heranziehung weiterer Literatur und ohne
spezielle Vorkenntnisse lesbar ist. Ich glaubte aber auch den Mathematikern
gegeniiber diesen Weg wihlen zu diirfen, da er nur die Hinzunahme der drei
ersten verhiltnismiissig kurzen Paragraphen erforderte, die also naturgemiss dem
Mathematiker nur altbekanntes wiederholen.

Wo ich bekannte Siatze der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf axiomatischer
Grundlage beweise, habe ich nur selten die z. Zt. allgemeinste Formulierung dieser
Sitze gewithlt, da die grossere Allgemeinheit meist durch analytische aber nicht
prinzipielle Uberlegungen sich ergibt und den Umfang der Arbeit nur vermehrt
hitte, ohne prinzipiell Neues zu bringen.

Andererseits aber habe ich die Hoffnung, auch wissenschaftlich einige neue
oder wenigstens bisher nie geniigend betonte Sachverhalte im Laufe der systema-

! Anmerk. Wenn ich das, was man gemeinhin unabhingige Veréinderliche nennt, als as-
sozilerte Veriinderliche bezeichne, so beabsichtige ich keine Anderung der wissenschaftlichen Ter-
minologie, sondern wiinsche nur aus didaktischen Griinden das Wort »unabhiingig» fiir die Unab-
héngigkeit von Versuchen aufzusparen.
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tischen Entwicklung aufzudecken. Von ihnen seien die meiner Ansicht nach
wichtigsten hier kurz angedeutet:

Hs sind verschiedene Wahrscheinlichkeitsrechnungen logisch einwandfrei
durchfithrbar, #hnlich, wie es verschiedene Geometrien gibt (§§ 10, 17). Durch
einen Vergleich, der nicht hinkt, sondern genau die Situation trifft, sei dies
erlautert:

Die Pranvo-Jorpansche Inhaltstheorie, fiir lineare Punktmengen z. B., kann
zu wesentlich verschiedenen Inhaltstheorien erweitert werden, d. h. zu dem Kér-
per der Mengen mit Prawo-Jorpan-Inhalt kann man eine Menge, die keinen
solchen Inhalt hat, adjungieren und ihr nach Belieben irgend eine Zahl als
»Inhalt> zuordnen, die zwischen ihrem inneren und #Husseren Inhalt liegt, ohne
in Widerspriiche zu kommen. Man erhilt so grossere Korper von Mengen mit
Inhalten und alle Mengen des Grundkorpers haben stets den gleichen Inhalt,
wihrend der der anderen Mengen des erweiterten Korpers sowohl von der Wahl
der adjungierten Menge, als auch von der Wahl des der adjungierten Menge in
den genannten Grenzen willkiirlich beilegbaren »Inhalts» abhingt. Genau ent-
sprechend ist es in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Hier kann man einen im
Vergleich den Prawo-Jorpawschen Inhaltsmengen entsprechenden kleinsten Be-
reich mit Korpereigenschaft von Eigenschaften abgrenzen, die Wahrscheinlich-
keiten haben und in dem das Gesetz der grossen Zahlen gilt und kann diesen
kleinsten Bereich durch Adjunktion nicht in ihm liegender Eigenschaften, denen
man in weiten Grenzen willkiirlich Zahlenwerte als Wahrscheinlichkeiten zuord-
nen darf, erweitern. Die gemeinhin ohne Begriindung geiibte Art der Erweiterung
wiirde im obigen Vergleich der zu dem ¢-Korper aller LEBEsGursch messbaren
Mengen entsprechen. Sie tduscht dann eine zwangliufige Eindeutigkeit der
Wahrscheinlichkeitsrechnung vor. In dieser Richtung liegen z. B. die bekannten,
schonen Sitze von A. Kuinrcuing' und A. Kormocororr? iber das »Gesetz des
iterierten Logarithmus», die in dem genannten kleinsten Eigenschaftsbereich —
in dem wie gesagt das Gesetz der grossen Zahlen schon gilt — nicht beweisbar
sind, aber bei gewissén Adjunktio’nen zu diesem Bereich beweisbar werden,
wihrend sie bei anderen Adjunktionen falsch sind. Ganz krass kann man den
Sachverhalt so herausstellen: Das Gesetz der grossen Zahlen ist sowohl voll-
vertriglich mit der iiblichen Annahme (Richtung — Masstheorie im Vergleich),

' A. KHINTCHINE: »{Uber das Gesetz der grossen Zahlen». Math. Ann. g9.
2 A. RoLMoGOROFF: »Uber das Gesetz des iterierten Logarithmus». Math. Ann. 10I.

31 — 32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 21 décembre 1932.
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1
6
scheinlichkeit dafiir o ist, dass in einer unendlichen Wurfserie von irgend einer

dass fiir einen richtigen Wiirfel (jede Seite Wahrscheinlichkeit ) die Wahr-

freibleibenden Stelle ab nur noch die 3 fillt, als auch mit der entgegengesetzten
Annahme, dass diese Wahrscheinlichkeit 1 ist.

Man kénnte nun denken, dass es sich hier um eine zwecklose mathema-
tische Spitzfindigkeit handelt. Abgesehen davon, dass es in Grundlagenfragen
so etwas nicht gibt, sind die Auwendungsmoglichkeiten fiir die verschiedenen
Wahrscheinlichkeitsrechnungen bereits in der Zahlentheorie vorhanden (§ 17) und
es ist anzunehmen, dass dort im Laufe der Zeit einer der ausgedehntesten An-
wendungsgebiete der Wahrscheinlichkeitsrechnung sich auftun wird und dass die
verschiedenen Wahrscheinlichkeitsrechnungen auch noch physikalische Anwen-
dungen finden werden. Die Moglichkeit, strenge Beweise zahlentheoretischer
Sdtze durch Wahrscheinlichkeitsrechnung zu fithren, schien mir prinzipiell be-
deutungsvoll, deshalb ist sie in § 17 kurz behandelt.

Als weiterer Punkt sei das hier gefundene Ergebnis in Sachen »Hiufigkeits-
theorie» erwihnt. Es hat zwei Seiten: Den Gegnern der Hiufigkeitstheorie gegen-
itber ist es ein Erfolg dieser Theorie, soweit sie, wie z. B. T. M. Kuvynes' be-
zweifeln, dass die Hiufigkeitstheorie die sogenannten Umkehrsitze liefern konne.
Da hier parallel zu den mengentheoretischen Theorien — sozusagen als An-
schanungsmaterial (§ 9) — Hiufigkeitstheorien restlos durchgefiihrt werden, ist
die Irrtiimlichkeit dieses Einwurfs erwiesen. Fiir die Anhinger der Hiufigkeits-
auffagsung dagegen ist das Ergebnis vernichtend, sofern sie irgend ein mathe-
matisches Plus dieser Auffassung vor der mengentheoretischen behaupten, denn
es hat sich gezeigt, dass die Hiufigkeitstheorien, die hier durchgefiihrt werden,
eineindentig isomorph zu mengentheoretischen Theorien sind, und es scheint mir
sicher, dass falls es iiberhaupt noch andere einwandfreie Hiufigkeitstheorien geben
sollte, immer das gleiche gelten wird, nimlich eineindeutige Isomorphie mit einer
mengentheoretischen Theorie.

Ferner sei erwihnt, dass § 8 die von H. Bruxs eingefiihrte und von R.
v. Misgs durch Sammlung weiterer Fille ergiinzte Vorstellung der »Operation»
durch den Begriff der wahrscheinlichkeitstreuen Abbildung systematisch vollendet.

Uber die Kapitel IV, V ist als vielleicht bemerkenswert nur die allgemeine
Formulierung des Gesetzes der grossen Zahlen (Satz 13, 5) und des Integralsatzes

! I. M. KEYNES: »Treatise on probability», London 1921.
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(Satz 14, 2) als Umkehrsiitze zu erwiihnen, die den direkten Schluss (Poissonsches
Gesetz, etc.) als Spezialfall enthalten.

Auf Fragen der Anwendungen einzugehen lag nicht in meiner Absicht
und eriibrigte sich umsomehr, als kiirzlich ein gerade in der Behandlung dieser
Dinge ungemein reichhaltiges Buch erschienen ist.* Dasselbe gilt fiir historische
Fragen.?

An der Entstehung dieser Arbeit ist Herr W. FerrLeg, Kiel, insofern sehr
wesentlich beteiligt, als er mit mir zusammen die Masstheorie von § 5 zu an-
deren Zwecken entwickelt hat, eine Arbeit, bei der wir von Herrn TH. Karvza,
Kiel, sehr durch seinen schénen Beweis des unentbehrlichen Satzes 35, 1 gefordert
wurden. Viele der oben nicht erwihnten Gedanken und Ansiitze finden sich,
allerdings oft sehr unvollstindig, in friiheren Arbeiten des Verfassers, jedoch
liessen sich solche Wiederholungen kaum vermeiden, ohne das Ziel dieser Arbeit
zu gefihrden, das eben eine liickenlose Darstellung der ganzen Theorie erforderte.

Kapitel I.

Hilfsmittel aus der Mengenlehre.

§ 1.

Mengensysteme,

Sind ¥ und B zwei Mengen, so versteht man bekanntlich unter der Summe
A+ B die Menge der Elemente, die mindestens einer der beiden Mengen ange-
horen, unter dem Durchschnitt AP aber die Menge der Elemente, die jeder
der beiden Mengen angehdren. Die Differenz 9 —9 wird nur fir den Fall
erklirt, dass die Menge 9 jedes Elemént von B enthilt und sie ist dann die
Menge der Elemente, die zu ¥ aber nicht zu B gehoren.
 Die Erklirang von Summe und Durchschnitt Lisst sich offenbar auf be-
liebig viele (auch iiberabzihlbar viele) Mengen ausdehnen.
Wie man miihelos einsieht, gelten fiir die Summen- und Durchschnitts-
bildung folgende Rechenregein:

! R. v. MisEs: Wahrscheinlichkeitsrechnung. F. Deuticke, Leipzig 193I.
? F. M, URBAN: Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Teubner, Leipzig 1923.
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A+B=B+UA
AB — VY

|
f
A+ +C=A+B+E) )
(AV)E = A(BEC) l
|
J

kommaudative Gesetze.

assoziative Gesetze.

(2 + B)C = AC + VG
AV + 6 = (A + O)(B + ©)

distributive Gesetze.

Diese Gesetze gelten offenbar auch fiir unendlich viele Mengen.

Definition 1,1. FEine Menge, deren Elemente Mengen sind, heisst een Mengen-
system. Ein Mengensystem 3 heisst esn Ring, wenn mat je zwei Mengen aus =
auch thre Summe und thr Durchschnitt zu = gehort. FEin Ring = heisst ein Kor-
per, wenn mit je ziwet Mengen aus =, deren eine die andere enthdlt, auch <hre
Differens zu = gehirt. Ein Ring heisst ferner o-Ring, wenn mit je abzdhlbar
vielen Mengen des Ringes auch thre Summe, dagegen d-Ring, wenn mit je abzdhl-
bar vielen Mengen des Ringes auch thr Durchschnitt ihm angehirt. Entsprechend
heisst ein Korper o-Kdrper, wenn mit je abzdhlbar vielen Mengen des Kirpers
auch <hre Summe, dagegen 0-Kérper, wenn mit je abzdhlbar vielen Mengen des
Korpers auch thr Durchschnitt <hm angehort.

Man erkennt leicht, dass die Definition des Korpers dahin eingeschriinkt
werden kann, dass mit je zwei Mengen eines Mengensystems auch ihre Summe
und -— falls sie existiert — auch ihre Differenz dem System angehoren soll.
Der Durchschnitt zweier Mengen ndmlich ist stets durch Summen und Dif-

ferenzen ausdriickbar, wie folgende Gleichung lehrt
AB =B — {(A+B) — A}

Er gehort also von selbst zum System, falls man dieses durch Summen- und
Differenzbildung nicht verlassen kann.

Als Beispiel fiir diese Begriffe sei zunichst das System X aller Teilmengen
einer beliebigen Menge genannt. X ist offenbar Reprisentant jeder der ange-
fithrten Systemtypen.

Es soll jedoch noch fiir jede der Typen ein ihr charakteristisches Beispiel
angegeben werden:

1) Ring, der weder o-Ring noch d-Ring noch Korper ist.

U, sei die Menge der durch % teilbaren natiirlichen Zahlen, n=1, 2, 3, ....
2 sei die Gesamtheit der Summen von je endlich vielen A, wobei jede Summe
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mindestens einen Summanden enthalten soll. = enthilt also nicht die leere
Menge. Dass 3 Ring ist, ist klar. Korper ist = nicht, weil durch Subtraktion
einer Menge aus 3 von sich selbst die leere Menge entsteht. J-Ring ist = nicht,
weil offensichtlich A, A, A, ... leer ist. o-Ring ist = nicht, weil A, + A, + A, + -
alle natiirlichen Zahlen bis auf die 1 enthilt und jede Summe von endlich vielen
A (25~ 1) offenbar unendlich viele natiirlichen Zahlen nicht enthiilt. Die eben
genannte Summe lisst sich also nicht als Summe von endlich vielen %, darstellen.

2) 0-Ring, der weder o-Ring noch Kdirper ist.

Up={1,2,3,...,m), n=1,2,3,.... 3 sei das System aller ¥,. Wie man
sofort sieht, ist = ein d-Ring. Korper ist T nicht, weil es nicht die leere Menge
enthilt. o¢-Ring ist = nicht, da A, +A,+ A+ -+ nicht zu = gehort.

3) o-Ring, der weder 6-Ring noch Kirper ist.

U =m,n+1,n+2,...), n=1,2,3,.... = sei das System aller A,. Wie
man sofort sieht, ist = ein ¢-Ring. Korper ist 3 nicht, weil es nicht die leere
Menge enthilt. J-Ring ist I nicht, weil 3, %, %, ... leer ist.

4} Kirper, der weder o- noch 6-Kirper_ist.

9 sei eine beliebige durch 2 Rationalzahlen begrenzte Zahlenmenge inkl.
der linken, exkl. der rechten Grenze. 2 sei das System aller Summen von je end-
lich vielen % und ferner enthalte = die leere Menge.

J-Korper ist I nicht, wie die Folge ¥, = (o, I+ Zln) lehrt; dass X nicht

o-Korper ist, ist trivial.

5) d-Korper, der nicht o-Korper ist.

2 sei das System aller endlichen Teilmengen einer unendlichen Menge.
Dies Beispiel bedarf keiner Erliuterung.

Wie der Leser selbst iiberlegen moge, sind hiermit alle Moglichkeiten bis
auf eine erschopft. Es fehlt nur noch ein Beisprel fiir einen o-Korper, der nicht
d-Korper 4st. Der folgende Satz lehrt, dass es ein solches Beispiel nicht gibt.

Satz 1,1. Jeder o Korper ist 6-Korper.
Beweis: Ist {¥,} eine Mengenfolge des o-Korpers, so gehort ihm auch an

Un = A - Wy, n=1,2,3,...
Ferner ist
AU WAy - =AU ...
und

W AWy = W, (A, — WY + (W, =) + Q=)+ ).



246 Erhard Tornier.

Die Richtigkeit dieser Gleichungen moge sich der Leser selbst klar machen. Da
die rechte Seite der letzten Gleichung eine Menge des o-Korpers darstellt, gehort
ihm nach der vorhergehenden Gleichung auch 9 9%, %, ... ah und der Satz ist
bewiesen.

Wir wollen nun zeigen, dass jeder ¢-Korper auch noch gewisse andere mit
Hilfe seiner Mengen erklirte sehr wichtige Mengen enthilt. Sie fithren wir

ein durch
Definition 1, 2. Ist {A.} eine Mengenfolge, so ust

lim A, resp. Lm A,
nw e

die Menge der Elemente, die »>fust allen» (allen bis auf endlich viele) resp. unend-
lech vielen A, angehoren. Falls gilt

lim %, = lim %,

n—+a n—-®

heisst die Mengenfolge konvergent und man schreibt

lim A, = lim A, = lim %a.

n—»® n—-o n—> o

Wir geben zunichst Beispiele fiir diese Begriffe. 2 sei die Menge der
Dezimalbruchentwickelungen der Zahlen zwischen o und 1. 9, sei die Menge
der Elemente von 2, die bis zur n-ten Stelle nach dem Komma (diese inkl) die
Ziffer 2 eine gerade Anzahl von Malen aufweisen. (0 soll nicht als gerade Zahl
gelten.) Dann ist

lim %,: Menge der Elemente von ¥, die die Ziffer 2 eine gerade Anzahl

n—+ o

von Malen enthalten.

lim %,: Menge der Elemente von %, die die Ziffer 2 eine gerade Anzahl

n
von Malen oder unendlich oft enthalten.

Diese Folge {%,} ist somit nicht konvergent.

Wir betrachten noch ein Beispiel fiir eine konvergente Mengenfolge.

Wir gehen von derselben Menge ¥ aus und setzen fest: ', sei die Menge
der Elemente von 2, die bis zur n-ten Stelle inkl. nach dem Komma die Ziffer 2

genau 7-mal enthalten. Dann ist lim ', = lim %', =lim *’,: Menge der Ele-

7o n-> @ n-» ®

mente von ¥, die die Ziffer 2 genau 7-mal enthalten.
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Wir beweisen jetzt einen Satz, der einen Zusammenhang von grosster Wichtig-
keit zwischen diesen Limesbegriffen und den o¢-Kérpern aufdeckt.

Satz 1,2. Ist = ein o-Korper und {N.} drgendeine Mengenfolge aus X, so
gehort sowohl

lim W als auch lim 9,

n-—> ® n—> o

ebenfalls zu =.
Beweis. Wir setzen
7n == Un+ g1+ g + -~
In =W W1 g2 -~

Nach Satz 1,1 sind dies Mengen aus =.
Nach Definition 1, 2 folgt sofort die Giiltigkeit nachstehender Gleichungen

lim Un=7p17273

n—> ®

lim Ay =9, + &y + Iy + -

n—> o

Da beidemal die rechten Seiten Elemente von X darstellen, ist unser Satz be-
wiesen.

Offenbar enthiilt dieser Satz den vorigen als Spezialfall.

Die wichtige Eigenschaft der o-Korper, die wir kennen gelernt haben, ist
eine gewisse Abgeschlossenheit, die darin besteht, dass man durch diese Grenz-
prozesse und auch die elementaren mengentheoretischen Operationen nie aus
dem ¢-Kérper herauskommt, wenn man in ihm zu operieren beginnt. Die Situa-
tion idhnelt der beim Korper der komplexen Zahlen, in dem man bekanntlich
auch fast uneingeschrinkt rechnen kann, ohne ihn zu verlassen.

Zum Abschluss dieses Paragraphen beweisen wir noch einen auf die Defini-
tion 1,1 beziglichen Existenzsatz.

Satz 1,3. Zu jedem wvorgegebenen Mengensystem = gibt es einen eindeutig
bestimmten kleinsten Bereich 3 jeder der in Definition 1,1 genannten Typen, der
3 enthdlt; I st dann also in jedem Bereich des gewdhlten Typs, der I enthdlt,
auch enthalten.

Beweis. Die Existenz z B. eines kleinsten Ringes 3’ iiber X erkennt man
s0: S sei die Summe aller Mengen aus . & sei das System aller Teilmengen
von §. Offensichtlich ist dann & ein Ring, der 3 enthdlt. Wir bilden nun den
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Durchschnitt 3' aller in & enthaltenen Ringe, die ihrerseits I enthalten. Aus
Definition 1,1 folgt, dass X' Ring ist und = enthilt. 3’ ist aber auch der kleinste
Ring dieser Art. Ist nidmlich 3" ein Ring, der 3 enthiilt, so ist der Durchschnitt
@3” ein Teilring aus &, der ebenfalls I enthiilt. Nach Erklirung von 3’ ent-
hilt somit &3 auch 3', a fortiori ist also 3" in 3" enthalten.

Dieser Beweis gilt wortlich auch fiir jede andere der in Definition 1,1 ge-
nannten Typen, da & ja Reprisentant aller Typen ist, und der Durchschnitt von

Systemen eines bestimmten Typs wieder ein System dieses Typs ist.

8§ 2.

Grundbegriffe der Punktmengenlehre,

Definition 2,1. FEine Menge I heisst ein metrischer Raum, wenn jedem
Elementpaar (x,y) der Menge eine reelle durch xy bezeichnete Zahl als Entfernung
so zugeordnet ist, dass gult

a) Xxxr =0

B zy=yx>0 fir x#y

7)) xy +ye=xe.

Die Elemente von I pflegt man dann Punkte zu nennen.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, dass jede Teilmenge eines metrischen
Raumes auch metrischer Raum bei der urspriinglichen Entfernungsfestsetzung ist.
Als Beispiel wihlen wir fiir It etwa die Gerade und nehmen als Entfernung
zweier Punkte ihren Abstand. Diese Festsetzung geniigt offenbar den Bedin-
gungen «)—y) und macht die Gerade zu einem metrischen Raum. Als weiteres
Beispiel wiihlen wir fiir ¢ die Ebene und erkliren die Entfernung zweier Punkte
als ihren Abstand. Auch dies gibt einen metrischen Raum, denn y) bedeutet
hier nur, dass die Summe zweier Dreiecksseiten nie kleiner als die dritte ist.
(Daher nennt man ;) auch das Dreecksaxiom.) Entsprechend kann man beim
dreidimensionalen Raum vorgehen u.s. w.

Kapitel II wird uns dann ein ganz anderes Beispiel eines metrischen Raumes
kennen lehren, das erst so richtig die volle Allgemeinheit dieses Begriffes hervor-
treten lisst.

Definition 2,2. Ist x ein Punkt aus I und 9> 0, so heisst die Menge der-
jenigen Punkte y von N, fiir die zy <o ist, die Umgebung von x mit dem
Radius .
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Es ist selbstverstiindlich, dass fiir einen Punkt x die Umgebung vom Radius

o davon abhingt, als in welchem Raum liegend x angesehen wird. Betrachten

wir auf der Geraden den Punkt x =1 und setzen g—:;, so besteht die Um-

gebung von 1 vom Radius ; aus allen Punkten &, fir die gilt é <§< g Be-
trachten wir jedoch nur die ganzzahligen Punkte der Geraden als metrischen
Raum M, so besteht jetzt die entsprechende Umgebung nur aus dem Punkte 1
selbst.

Mit Hilfe dieser Begriffe wollen wir nun die Punkte der Teilmengen eines

metrischen Raumes klassifizieren. Dazu dient

Definition 2,3. FEs se: I eine Teilmenge von I und x sei etn Punkt von
M. Gibt es eine Umgebung von x in bezug auf M, deren Punkte alle zu M ge-
hiren, so heisst x ein innerer Punkt von W', anderenfalls heisst x ein Rand-
punkt von WM. Die Summe der Randpunkte von I wund von MM — M heisst die
Begrenzung von I,

Die Begrenzung ist offenbar symmetrisch zu IR’ und I — M erklirt, so
dass also stets die Begrenzung von 9" auch Begrenzung von I — M ist. Da
diese Begriffe mit Hilfe des Umgebungsbegriffs erklirt sind und dieser von der
Wahl von IR abhing, ist zu vermuten, dass auch sie von der Wahl von I ab-
hiingen werden. Wihlen wir z. B. fiirt M einen Kreis der Ebene samt Peripherie
definieren die Entfernung als Abstand und setzen I =M, so hat M’ nur innere
Punkte. Wihlen wir aber fiir I die ganze Ebene und M’ wie eben, so sind
jetzt die Punkte der Peripherie Randpunkte. Bei der ersten Wahl war die Be-
grenzung von I leer, bei der zweiten Wahl ist sie die Peripherie desselben
Kreises.

Wir geben noch ein Beispiel fiir diese Begriffe: Es sei ¢ die Gerade und
M die Menge der Rationalpunkte. Dann ist offenbar jeder Punkt von I Rand-
punkt von 9 aber auch jeder Punkt von I — I’ Randpunkt dieser Menge.
Die Begrenzung von I ist somit die ganze Gerade.

Die Klassifizierung der Punkte der Teilmenge I’ von M in innere und
Randpunkte erméglicht natiirlich auch eine Klassifizierung der Teilmengen I
von I danach, wie ihre Punkte beschaffen sind. Man erklirt

Definition 2, 4. Enthdlt die Teilmenge I’ von M keinen Randpunkt, so heisst
M eine in M offene Menge.

M selbst wnd die leere Menge sind somit stets in M offen.
32—32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 29 décembre 1932.
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Da die Offenheit mit Hilfe des Randpunktes definiert ist und dieser Begriff
von der Wahl von I abhing, wird auch die Offenheit ein Relativbegriff sein.
So ist im ersten Beispiel zur vorigen Definition der Kreis M eine in M offene
Menge, withrend derselbe Kreis bei der dann folgenden Wahl von M nicht in I
offen ist, weil jetzt seine Peripherie aus Randpunkten besteht.

Fiir die in M offenen Mengen gilt

Satz 2,1. Ist I ern System von itn M offenen Mengen, so ist auch die Summe
der Mengen aus X eine in M offene Menge.

Beweis. Jeder Punkt x der Summe liegt in mindestens einer der Mengen
aus Z. In I hat er eine Umgebung, die ganz dieser Menge aus I angehort,
da er ja kein Randpunkt, somit ein innerer Punkt ist. Diese Umgebung von x

liegt aber auch ganz in der Summe, . ist somit innerer Punkt der Summe.

Satz 2,2. Der Durchschnitt von zwei in M offenen Mengen ist eine in IN
offene Menge.

Beweis. Ist der Durchschnitt leer, so ist der Satz richtig. TIst aber xein
Punkt des Durchschnitts, so gibt es eine Umgebung vom Radius ¢, die ganz zur
ersten Menge und eine andere Umgebung vom Radius ¢', die ganz zur zweiten

Menge gehort. Ist o' <o

= N\

so gehort diese ganze Umgebung von x also auch
dem Durchschnitt an, der somit nur innere Punkte enthiilt, also in 9 offen ist.

Diese beiden Siitze ergeben zusammen:

Satz 2,3. Die in IN offenen Mengen bilden einen o-Ring.

Es ist jedoch zu beachten, dass dieser Satz weniger aussagt, als die beiden
vorigen zusammen, da Satz 2,1 lehrt, dass auch die Summe von iiberabzihlbar
vielen offenen Mengen offen ist, wihrend Satz 2, 3 dies nur fiir abzihlbar viele
offene Mengen ausspricht.

Um eine weitere wichtige Mengenart zu definieren bendtigen wir einen

neuen grundlegenden Begriff.

Definition 2,5. Iis sei IN' Teilmenge von M und x ein Punkt von M. Le-
gen in jeder Umgebung von x noch von x verschiedene Punkte von I, so heisst x
etn Haufungspunkt von M.

Beispiel: Ist M die Gerade und N’ die Menge der Punkte &, fiir die gilt
o<E<1, so ist jeder Punkt z mit o <z =1 Hiufungspunkt von M.

Auch die Menge aller Héufungspunkte von 9w — jedenfalls soweit sie nicht
Punkte von I’ selbst sind — hiingt von der Wahl von I ab und kann ev. durch
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Einschrinkung von I verkleinert werden. Dies ist z. B. der Fall, wenn man im
vorigen Beispiel fiir I nicht die Gerade wiihlt, sondern I = M’ setzt. Dann
sind die Punkte o und 1, da sie ja nicht mebr dem Raum angehéren, auch nicht
mehr Hiufungspunkte von I

Definition 2,6. Gehiren alle Hiufungspunkte der Teilmenge MM von M zu
M selbst, so heisst M’ in M abgeschlossen.

WM selbst und die leere Menge sind also stets in I abgeschlossen.

Auch dieser Begriff ist relativ zur Wahl von ¢, da bei Vergrosserung von
M neue Hiufungspunkte von M  auftreten konnen, die nicht zu MM gehoren,
also die Abgeschlossenheit von I’ zerstéren. So ist z. B. die Menge I aller
Irrationalpunkte der Geraden in der Menge I = I’ abgeschlossen, wiihrend sie
das nicht ist, wenn man fiir 9 die ganze Gerade wihlt. Die Situation ist somit
hier ebenso wie bei den offenen Teilmengen von I, denn auch dort konnte die
Offenheit ev. durch Vergrosserung von I zerstort werden.

Wir beweisen jetzt einen Satz, der den Zusammenhang zwischen den in I
offenen und den in MM abgeschlossenen Mengen aufdeckt.

Satz 2,4. Die Differenz einer in I offenen und einer in IN abgeschlossenen
Menge ist eine in W offene Menge. Die Differenz einer in M abgeschlossenen und
einer 1n M offenen Menge ist eine in W abgeschlossene Menge. Der Typus der gros-
seren Menge bleibt also erhalten.

Beweis. 1) Ist x ein Punkt der Differenz, so gehort x der offenen aber
nicht der abgeschlossenen Menge an. Deshalb gibt es eine Umgebung von x in
I, die ganz in der offenen Menge liegt und von der kein Punkt der abgeschlos-
senen angehort. Andernfalls hitte niimlich jede Umgebung von o Punkte, die
zu der abgeschlossenen Menge gehoren, also misste nach Definition der Abge-
schlossenheit x selbst zur abgeschlossenen Menge gehoren, wiire also kein Punkt
der Differenz. Diese ganze Umgebung von z, deren Existenz eben gezeigt wurde,
liegt also auch in der Differenz, die somit in M offen ist.

2) Es sei z ein Hiufungspunkt der Differenzmenge, der ihr nicht angehore.
Nach Definition des Hiufungspunktes ist dann x a fortiori Hiufungspunkt der
linken abgeschlossenen Menge, also auch selbst Punkt dieser Menge. Da nun z
nach Annahme nicht zur Differenz gehoren soll, muss x auch Punkt der offenen
Menge sein. Es gibt daher eine Umgebung von z vom Radius ¢, die der offenen
Menge ganz angehort, von der also kein Punkt zur Differenz gehoren kann.
Diese Umgebuﬁg enthielte somit keinen Punkt der Differenzmenge, x wire also
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entgegen der Annahme kein Haufungspunkt der Differenzmenge. Somit hat die
Differenzmenge keinen Hiufungspunkt, der ihr nicht angehort, sie ist also in I
abgeschlossen.

Auf Grund des eben bewiesenen Satzes werden sich nun aus den Sitzen

itber offene Mengen Siitze iiber abgeschlossene Mengen ergeben.

Satz 2,5. Ist = ein System von @n M abgeschlossenen Mengen, so ist auch
der Durchschnitt der Mengen aus 3 eine tn I abgeschlossene Menge.

Beweis. Ist 9 eine Menge aus =, so sei I —N=x. Da M offen ist,
ist nach Satz 2,4 ¢ in M offen. Es ist N —L=IN. Der Durchschnitt aller
dieser Differenzen ist aber offensichtlich die Menge der Punkte von M, die keiner
der Mengen ¢ angehoren. Er entsteht also aus 3¢ durch Subtraktion der Summe
aller ¥. Diese Summe ist nach Satz 2,1 in I offen. Nach Satz 2, 4 folgt also,
da M in IN abgeschlossen ist, dass der Durchschunitt abgeschlossen ist.

Satz 2,6. Die Summe von zwei in I abgeschlossenen Mengen st eine in M
abgeschlossene Menge.

Beweis. In der Bezeichnung des vorigen Beweises haben wir zu bilden:
(W —) + (M —L). Dies sind aber offenbar die Punkte von M, die nicht zum
Durchschnitt ¢¢" gehoren. Da dieser nach Satz 2, 2 eine in I offene Menge ist,
wihrend 9% in I abgeschlossen ist, folgt nach Satz 2, 4 die Behauptung.

Diese beiden Sitze ergeben zusammen:

Satz 2,7. Die in I abgeschlossenen Mengen bilden einen d-Ring.

Hs ist jedoch zu beachten, dass dieser Satz weniger aussagt, als die beiden
vorigen zusammen, da Satz 2,5 lehrt, dass auch der Durchschnitt von iiberab-
zihlbar vielen abgeschlossenen Mengen abgeschlossen ist, wihrend Satz 2, 7 dies
nur fiir abzihlbar viele abgeschlossene Mengen ausspricht.

Wir haben Mengen kennen gelernt, die sowohl in 9 offen als auch in I
abgeschlossen sind, z. B. ¢ selbst und die leere Menge. Mengen dieser Eigen-

schaft werden spiter fiir uns sehr wichtig sein, deshalb definieren wir

Definition 2,7. FEine Menge, die sowohl in W offen als auch in MM abge-
schlossen ist, heisst a-o-Menge tn .

Fir die a-o-Mengen gilt

Satz 2,8. Die a-o-Mengen in W bilden ernen Korper.

Beweis. Batz 2,3 und Satz 2,7 lehren, dass die a-o-Mengen einen Ring
bilden. Satz 2, 4 zeigt, dass dieser Ring ein Korper ist.
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Die bisherigen Sitze gelten ganz allgemein fiir jeden metrischen Raum.
Wir wollen nun noch einen fiir das folgende wichtigen Satz beweisen, der nur
in solchen metrischen Rdumen gilt, die noch gewissen Nebenbedingungen genii-
gen. Um diese formulieren zu koénnen, miissen wir zunédchst einige neue Begriffe

einfithren.

Definition 2,8. FEine Folge {x.}, n=1, 2, 3, ... von Punkten des metrischen
Raumes D heisst eine Fundamentalfolge, wenn es fiir jedes vorgegebene & > o
etn m(e) gibt, so dass gilt

Tm(e)n < & fiir jedes n = me).

Beispiel: Wir wihlen fiir I die Punkte &, fiir die o< i< 1 ist und
setzen x,=1:(n+ 1).

Definition 2,9. Fine Folge {xn} von Punkten aus IN heisst konvergent,

wenn es tn M selbst einen Punkt x gibt, so dass gilt
lim xx, = o,
R

x heisst dann der Limes der Punkifolge.

Ehe wir zeigen, dass es hochstens einen Limes geben kann, weisen wir auf
folgendes hin:

Ob eine Folge Fundamentalfolge ist oder nicht, hingt nur von den Punkten
der Folge wselbst (und von der Entfernungsdefinition) ab, aber nicht davon, wie
der Raum, dem die Folge angehort, gewihlt wird. Ob jedoch eine Folge kon-
vergent ist oder nicht, kann von M abhingen. Die Folge des vorigen Beispiels
ist in dem dort gewidhlten 9N nicht konvergent, da 3! den Punkt o nicht enthilt,
sie ist jedoch kouvergent, wenn fiir 9¢ alle Punkte ¢ gewihlt werden, fiir die
gilt: o= &< 1.

Wir zeigen nun -noch, dass eine in IR konvergente Punktfolge genau einen
Limes hat. G#be es nimlich zwei Limespunkte x und y, so gilt nach Defini-
tion 2,1 y):

2%n + XTny = Yy > 0.

Wegen
lim zz, = lim yx, =0

n— ® n—x©
ist dies unmoglich.
Auf Grund dieser Begriffe konnen wir jetzt eine wichtige Teilklasse der
metrischen Réiume festlegen.
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Definition 2,10. FEin metrischer Rawm M0 heisst vollstdndig, wenn jede
Fundamentalfolge aus M Fkonvergiert.

Beispiele. Die Menge I der Punkte & o =& =1 bildet einen vollstin-
digen Raum, dagegen ist die Menge M der Punkte £: o < & <1 kein vollstin-
diger Raum, weil in ihm die Folgen x,=1:(n+ 1) und @n=1—1:(n + 1) z. B.
nicht konvergent sind, trotzdem sie beide Fundamentalfolgen sind.

Ehe wir den angekiindigten Satz iiber vollstiindige Riéume aussprechen kon-
nen, miissen wir noch einen Begriff einfithren.

Definition 2,11. FEine Teilmenge W' des Raumes I (der nicht vollstindig
zu sein braucht) heisst beschrinkt, wenn die Enifernungen der Punktepaare von
M eine endliche obere Grenze haben. Diese heisst dann der Durchmesser von M.

Beispiele: M sei die Gerade, M’ ihre Rationalpunkte, dann ist I’ nicht
beschrinkt. Ist jedoch M’ die Menge der Rationalpunkte &, fir die gilt:
o< &< 1, 80 ist M beschrinkt und hat den Durchmesser 1.

Der Satz, fiir den diese Begriffe eingefithrt wurden, ist nun folgender

Satz 2, 9. In einem wollstindigen Raum 3% hat eine absteigende Folge
M, =My =M, = -+ beschrinkter tn M abgeschlossener Mengen, deren Durchmesser
nach o konvergieren, genau einen gemeinsamen Punkt.

Beweis. d, sei der Durchmesser von I,, x, sei ein beliebiger Punkt aus
M.. Wir betrachten die Punktfolge {x,}. Sie ist eine Fundamentalfolge, denn
«» hat von jedem Punkt x,4;, 2 >0, der ja wegen Mn=IMnss auch in M, liegt,
hochstens die Entfernung d, und nach Voraussetzung ist lim dn==0. Diese

n—m
Fundamentalfolge ist aber konvergent, da I ein vollstindiger Raum sein sollte.
Es gibt also in M einen Limespunkt x. Wir wollen zuniichst zeigen, dass x zu
jedem M., also auch zum Durchschnitt aller M, gehort. Jede Umgebung von
z in IR ndmlich enthilt nach Definition des Limes noch unendlich viele Punkte
der Folge, also Punkte aus unendlich vielen Mengen 9, also der Monotonie der
M, wegen Punkte aus jedem M,. Da die M, in M abgeschlossen sind, liegt
also « in jeder der Mengen IM,.. Ausser x kann es aber keinen zweiten Punkt
y gleicher Art geben, weil dann immer wire: d, = xy, dies widerspricht der
Voraussetzung lim d, = 0.

n—+ %
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§ 3
Stetige Abbildungen.

Definition 3,1. FEine Menge B heisst eindeutiges Bild einer Menge N,
wenn jedem Element x aus U eindeutig ein Element y aus B zugeordnet ist. Ist
W Teilmenge von B, so heisst die Menge %' aller der Elemente von U, die Ele-
menten von B’ zugeordnet sind, das Urbild von ',

Beispiel: 9 sei die Menge aller unendlichen Dezimalbriiche, B die Menge
der Dezimalbriiche, die nicht die Ziffer 5 enthalten. Die Vorschrift, dass jedem
Element z von 2 das Element y von ¥ zugeordnet werden soll, das aus x ent-
steht, wenn jede seiner Ziffern 5 durch die Ziffer 2 ersetzt wird, gibt eine ein-
deutige Abbildung von U auf B. Das Urbild von 0,222 ... z. B. ist die Menge
der echten Dezimalbriiche, die nur die Ziffern 2 und 5 enthalten.

Die Zusammenhinge zwischen Bild und Urbild sind gegeben durch

Satz 3,1. Es set B emndeutiges Bild von U, By, B,, By, . .. seten Tedlmengen
von B, U, Uy, Ay, ... seien Tedlmengen von A. @(N,) sei das Bild von A, (also
Teclmenge von B) und Y(B,) sez das Urbild von B, (also Teilmenge von A). Dann gilt

¢(w(%ﬂ)) = %M
1!/(?31 + %2 -+ ) = 11[)(251) -+ w<232) o
YBDB, ) =B )y .

Beweis: Die Formeln folgen unmittelbar aus Definition 3, 1.

Fir den Fall, dass % und B metrische Riume sind, wollen wir aus der
Gesamtheit der eindeutigen Abbildungen eine besonders wichtige Teilklasse her-
ausheben:

Definition 3, 2. Sind A und B zwei metrische Riume und B esndeutiges Bild
von U, so heisst die Abbildungsfunktion @ stetig im Punkte x von U, wenn fiir
Jede gegen x konvergente Punktfolge aus A die Folge der Bildpunkte aus B gegen
@(x) konvergiert. Ist ¢ in jedem Punkte von 9 stetig, so heisst @ i A stetig und
B heisst stetiges Bild von .

Beispiel. Bei dem zu Definition 3,1 genannten Beispiel ist die Abbildung
stetig in ¥ wie sich der Leser selbst iiberlegen mége. (Die Entfernung ist als
Abstand der zugeordneten Punkte der Zahlengeraden erklirt.)
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Ist A eindeutig auf B und B eindeutig auf € abgebildet, so entsteht durch
beide Abbildungen eine offenbar ebenfalls eindeutige Abbildung von % auf C.
Sind beide Abbildungen speziell stetig, so gilt

Satz 3,2. Ist B stetiges Bild von A und G stetiges Bild von B, so ist €
stetiges Bild von .

Beweis. Ist lim 2, =2 und lim y, =y und lim 2, = 2z, wo die « Punkte
aus 2, die y deren Bildpunkte aus B und die z deren Bildpunkte aus ¢ sind,
so sind die z die Bildpunkte der  in ¢ und somit der Satz bewiesen.

Welche Mengen Urbilder von in B offenen resp. in B abgeschlossenen
Mengen sind, lehrt

Satz 3,3. Dann wund nur dann ist B stetiges Bild von A, wenn jede in B
offene (abgeschlossene) Menge als Urbild eine in U offene (abgeschlossene) Menge hat.

Beweis. Wir beweisen zuniichst das »nur dann» und zeigen zu diesem
Zweck: Ist b aus B Bild von a aus U, so gibt es zu jeder Umgebung ¥V von b
eine Umgebung U von a, sodass das Bild von U ganz in ¥V liegt, das Urbild
von V also U enthilt. Das bedeutet, dass das Urbild jeder Umgebung von b
den Punkt a als inneren Punkt enthilt. Ist also B, in B offen, so ist das Ur-
bild von B, in A offen, da dann die Punkte von 3B,, die ja Bilder von Punkten
aus U sind, als Urbilder simtlich innere Punkte des Urbilds von ¥, haben, das
somit nur aus inneren Punkten besteht.

Es sei also 7 gegeben. Wir bezeichnen mit U, die Umgebung von a vom
Radius 1:12. Wir nehmen an, dass in jedem U, ein Punkt a, existiert, dessen
Bild nicht in V liegt. Dann konvergiert zwar die Folge der Punkte a, gegen
a, die Folge der Bildpunkte aber nicht nach dem Bilde b von a, was der Stetig-
keit widerspricht. Somit gibt es ein U,, dessen Bild ganz in V liegt und das
»nur dann» ist fiir die offenen Mengen bewiesen.

Ist nun das Urbild jeder in B offenen Menge eine in ¥ offene Menge, so
hat speziell jede Umgebung ¥ von b eine offene Menge als Urbild, es gibt also
eine Umgebung U von a, deren Bild ganz in ¥ liegt. Ist nun {a.} eine Punkt-
folge aus A, die gegen a konvergiert, so liegen fast alle ihre Punkte in U, also
auch die Bilder fast aller in V', wie klein auch ¥V vorgegeben sein mag. Es
konvergiert somit die Folge der Bilder der a, gegen b, das das Bild von a ist.
Die Abbildung ist daher stetig in jedem Punkt von . Somit ist der Satz fiir
die offenen Mengen bewiesen.

Wir zeigen jetzt die Giiltigkeit des Satzes fiir die abgeschlossenen Mengen.
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Nach Satz 3,1 gilt
Y®B) = {B—B) + B} =p@—B,) + ¢(B,)
also da die Summanden fremd sind
Y(B—B,) =) — (B).

Wihlen wir B, als in B offen, so ist nach Satz 2, 4 B —B, in B und ¥(B) — Y(By)
in 9 abgeschlossen. Da jede in B abgeschlossene Menge als eine solche Diffe-
renz B—B, geschrieben werden kann, ist also das Urbild jeder in B abgeschlos-
senen Menge in A abgeschlossen, falls das entsprechende fiir die in B offenen
Mengen gilt. Indem man nun B als offen und B, als abgeschlossen ansieht,
zeigt man ebenso, dass das Urbild jeder in B offenen Menge in U offen ist, falls
die Urbilder der abgeschlossenen Mengen abgeschlossen sind. Somit ist der Satz
in allen Teilen bewiesen.

Kapitel II.

Der Nullraum.

§ 4.

Einfachste Eigenschaften dieses Raumes.

Wir werden in diesem Kapitel einen speziellen metrischen Raum genau
untersnchen, da wir spiter sehen werden, dass die Wahrscheinlichkeitsrechnung
eng zusammenhingt mit den Eigenschaften dieses Raumes.

Gegeben sei eine Folge {M,} von nicht leeren, hochstens abzihlbaren Men-
gen, unter denen unendlich viele mehr als ein Element enthalten. Die Elemente
von M; seien

M;= (9, eV, ..., etd), o=t=oce.

Wir betrachten nun die Menge B, die aus allen Elementfolgen

P=celeedeled . 0= =t, 1=1,2,3,...
besteht.
Diese Menge B wollen wir zu einem metrischen Raum machen durch fol-
gende
33 — 32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 29 décembre 1932.
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Definition 4,1. Sind P und P’ zwei Elementfolgen, die an den (n — 1) ersten

Stellen iibereznstitmmen, sich aber an der n-ten Stelle unterscheiden, so ser
PP =1:n

die Entfernung von P und P'. Ferner sei PP =o.
Satz 4,1. Die Definition 4,1 erfillt die Forderungen a)—7y) von Defini-

tion 2, 1.
Beweis. Fir o) und ) ist die Behauptung klar. Bewiesen werden muss
also noch die Ungleichung

PP + PP =z=PP.

Unterscheiden sich nun P und P erstmalig an der n-ten Stelle und P’ und P”
erstmalic an der m-ten Stelle, so sei z. B. m=<». Dann stimmen aber P und P’

bestimmt an den (m — 1) ersten Stellen iiberein. Demnach ist

PP' =1k, k=m.
Also gilt die Ungleichung

Hiermit ist y) bewiesen.

Definition 4, 2. Der metrische Raum B heisst der Bairesche Nullraum.

Fiir die Zwecke der Wahrscheinlichkeitsrechnung benétigen wir einen all-
gemeineren Begriff, der den Baireschen Nullraum als Spezialfall enthilt. Die
Punkte des Raumes, den wir nun definieren wollen, sind ebenfalls Symbolfolgen
nur wird jetzt erlaubt, dass die Menge der an n-ter Stelle eines Punktes zulils-
sigen Symbole davon abhingt, welche Symbole an den (12— 1) ersten Stellen des
Punktes auftraten.

Definition 4,3. B sei die Menge aller I'olgen

P = e(lrl) e(ﬂ"l) (ra) e(;'l ra) (rg) g(:': rorg) (ry) cy

wo 1y 0 {ryre .. Fa—) () alle Zahlen

0O=m= o

= tr,rg...rn__l =

durchlaufen darf bei vorgegebemen tr r,. Wird die Entfernung zweier Folgen

“Tp—1°

wie wn Def. 4,2 erkldrt, so heisst B etn Nullraum schlechthin.
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Wie wir wissen ist jede Teilmenge eines metrischen Raumes wieder ein
solcher. Hs sei hinfort N irgend ein solcher Teilraum von B, den wir uns fest
gegeben denken.

Definition 4, 4.

= g(l@l)e(zél)((’z) ... eleaee o1 ley)

n

set Anfangsstiick irgend eines Punktes von R. Dann heisst die Gesamtheit aller
Punkte von R, die E als Anfangsstick haben, eine Grundmenge tn R. Diese
hetsst von n-ter Stufe, wenn E das ldngste gemeinsame Anfangsstiick aller threr
Punkte dst. R selbst soll Grundmenge kleinster Stufe in R heissen und auch
die leere Menge soll als Grundmenge gelten. Ihr wird keine Stufe zugeschrieben.

Satz 4,2. Die Menge der Grundmengen aus R ist abzdhlbar.

Beweis. Ordnet man der Zahl ¢; allgemein die (g; + 1)-te Potenz der i-ten
Primzahl p; zu, so wird jedes eine Grundmenge definierende Anfangsstiick einer
natiirlichen Zahl zugeordnet, somit werden die Grundmengen so auf die natiir-
lichen Zahlen bezogen, dass jeder natiirlichen Zahl hichstens eine Grundmenge
entspricht. Da nur die leere Menge und R selbst nicht von der Zuordnung be-
troffen wird, ist der Satz bewiesen.

Fiir die Grundmengen in N gilt ferner folgender wichtiger

Satz 4,3. Haben cwei Grundmengen aus N einen Punki gemeinsam, so ist
etne der berden Mengen tn der anderen enthalten.

Beweis. Ist P der gemeinsame Punkt, so ist sowohl der definierende
Anfangsabschnitt aller Elemente der ersten Menge als auch der grésste An:
fangsabschnitt aller Elemente der zweiten Menge Anfangsabschnitt von P. Des-
halb muss einer dieser Anfangsabschnitte auch Anfangsabschnitt des anderen
sein, die Grundmenge also, die zu dem ersteren gehort, muss die andere Grund-
menge enthalten. Ist die eine der beiden Grundmengen N selbst, so gilt zwar
dieser Beweis .nicht, die Behauptung ist dann aber trivial.

Ferner gilt fiir die Grundmengen

Satz 4,4. Der Durchschnitt zwerer Gmhdmengen aus N ist Grundmenge in R .

Beweis. Der Satz ist richtig, falls der Durchschnitt leer ist; andernfalls
aber ist er nach Satz 4, 3 die kleinere der beiden Grundmengen.

Zu welcher Mengengattung die Grundmengen gehéren sagt

Satz 4,5, Jede Grundmenge aus R ist a-o-Menge in %R.
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Beweis. Fiir die leere Menge und R selbst ist der Satz richtig. Ist nun
die Grundmenge von [-ter Stufe, so sei F das Anfangsstiick der Lidnge [ eines
Punktes aus ihr. Liegen nun in jeder Umgebung eines Punktes P von R noch
Punkte der Grundmenge, so muss das Anfangsstiick der Linge ! von P mit E
identisch sein, P liegt also in der Grundmenge, die somit abgeschlossen ist. Ist
andererseits P’ ein Punkt der Grundmenge, so haben alle Punkte von %, deren

Entfernung von P’ hochstens ist, denselben Anfangsabschnitt der Léinge [

1
I+t
wie der Punkt P, sie liegen also alle in der Grundmenge. Diese ist somit offen.

Satz 4,6. Jede Swmme von Grundmengen gleicher Stufe aus N ist a-o-
Menge tn N.

Beweis. Dass die Summe offen ist, sagt Satz 2, 1. Sind ferner die Grund-
mengen alle von l-ter Stufe, und ist P ein Punkt von R, der in jeder Umgebung
noch Punkte der Summe enthilt, so muss der Anfangsabschnitt der Lénge [ von
P mit dem Anfangsabschnitt der Linge ! von Punkten aus mindestens einer der
Grundmengen tibereinstimmen, P muss also in mindestens einer der Grundmengen

und daher auch in der Summe liegen. Diese ist somit abgeschlossen.

Satz 4,7. Jede Summe wvon Grundmengen aus W, deren Stufenzahlen nach
oben beschrdnkt sind, ist a-o-Menge in R.

Beweis. Indem man die Summanden gleicher Stufe zusammenfasst erhilt
man nach dem vorigen Satz eine Summe von endlich vielen a-o-Mengen, die nach
Satz 2, 8 eine a-o-Menge in R ist.

Wir beweisen jetzt den wichtigsten dieser Sidtze, der eine Aussage lber die
Darstellbarkeit von in i offenen Mengen durch Grundmengen in 9% macht.

Satz 4,8. Ist T eine offene Menge in R, so gibt es ein und nur ewn System
von tn O enthaltenen, paarweise verschiedenen, gréssten Grundmengen tn R, so dass
O die Summe der Mengen dieses System ist.

Beweis. Nach Satz 4,3 sind zwei grosste in & enthaltene Grundmengen
aus N entweder gleich oder elementfremd. Die Summe der verschiedenen in ©

enthaltenen grossten Grundmengen ist somit T und der Satz ist bewiesen.

Definition 4,4. Die Darstellung einer in W offenen Menge als Summe von
paarweise fremden griossten Grundmengen aus R heisst die Normalform der of-
fenen Menge.

Satz 4,9. Haben die in R offenen Mengen T und L' die Normalformen
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0= H, O=2F,
i k
so hat der Durchschnitt O die Normalform

00 = D EiEX,
i,k

wober etwa leere Swmmanden fortzulassen sind.

Beweis. Die behauptete Gleichung gilt nach dem distributiven Gesetz
von § 1 und es ist unmittelbar klar, dass die Summanden paarweise fremd sind,
weil dies fiir die Summanden der Normalformen von £ und £’ gilt. = Es bleibt
zu zeigen, dass F;E', entweder leer oder griosste in OO’ enthaltene Grundmenge
ist. Dass F;E’; Grundmenge in R ist, sagt Satz 4,4. Gibe es aber eine gros-
sere in O enthaltene Grundmenge, so wiire diese a fortiori auch in © und in
O’ enthalten. Da entweder gilt: E,E»= E; oder E;E'; = E'x, wiire somit ent-
weder F; nicht grosste in O enthaltene oder E’; nicht grosste in O enthaltene
Grundmenge. Hiermit ist der Satz bewiesen.

Dies sind die wichtigsten Sitze iiber die Grundmengen von i, die wir meist
fiir den Spezialfall i =B anwenden werden, wo also % der ganze Nullraum ist.
Fir diesen Fall der Anwendung bendtigen wir noch

Satz 4,10. Der Nullraum B ist vollstéindig.
Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Fundamentalfolge von Punkten aus
B konvergiert.
P = gle™ oo™ (e glo el el

sei der n-te Punkt der Fundamentalfolge. Dann ist nach Definition 2, 8 fiir jede
natiirliche Zahl %
PR pm < gk

fiir geeignetes m(k) und jedes n>m. Hieraus folgt nach der Entfernungserklirung
Ql(cm) = ggcﬂH—l) = 9§cm+2) = ...
Wir nennen diese Zahl 7 und betrachten den Punkt
P =renrlennil

Dann stimmt P™ in einer mit » gleichzeitig unbeschrinkt wachsenden Anzahl &
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von Anfangselementen mit P iiberein, es ist also lim P = P. Die Fundamental-

n—+x

folge ist daher konvergent und der Satz ist bewiesen.

§ s

Lebesguesche Masstheorie im Nullraum,

Wir wollen jetzt nach gewissen Regeln gewissen Teilmengen von B Zahlen
zuordnen und studieren, welche Zusammenhiinge dadurch entstehen. Im nichsten
Kapitel werden diese Zahlen mit den Wahrscheinlichkeiten in Verbindung ge-
bracht werden und aus den hier gefundenen Ergebnissen die allgemeinsten Sitze
der Wahrscheinlichkeitsrechnung abgeleitet werden.

Der Raum ist hier immer der ganze Nullraum, also vollstindig, und die
Grundmengen von denen gesprochen wird, sind immer Grundmengen in B, so
dass dieser Zusatz sich eriibrigt.

Postulat 1. Jeder Grundmenge E ser eine Zahl
|Elzo

zugeordnet, die das Mass von E heisst. Das Mass der leeren Menge ist 0.

Postulat 2. Ist E eine Grundmenge n-ter. Stufe, (n=0, 1, 2,...) und st {E,}
die Gesamtheit der verschiedenen in E enthaltenen Grundmengen (n+ 1)-ter Stufe,
dann gelte

|E|= 3| £,

Dass diese Postulate erfiillbar sind, ist klar. Dass die F, paarweise element-
fremd sind und ihre Summe E ist, folgt mihelos aus Satz 4, 3 analog zum Be-
weise von Satz 4, 8.

Wir beweisen nun folgenden iiberaus wichtigen

Satz 5,1. Ist eine a-o-Menge U auf zwei Arten als Summe von paarweise
Jremden Grundmengen dargestellt

A= E, und A= E,
s0 gelt

21BN = 2| E).

M



Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 263

Bewe1s. Wiire bewiesen, dass fiir jede Zerlegung
B= D E:
des ganzen Raumes in paarweise fremde Grundmengen gilt
|B|= 2| E2|

so wiirde die Richtigkeit unseres Satzes leicht folgen.

Bs sei nimlich 3= B — U, also nach Satz 2, 8 auch a-0-Menge und fer-
ner sei

B=E +E +E +
die Normalform von 5.
Dann gilt

B:ZE;‘I“' ZEWZZE;,+ZE1'a

wo die Summanden paarweise fremd sind.

Unsere Annahme ergibe also

|B|=;|E;| + Zlevlzgwﬂ 1 ;lm.
Also erhiilt man
;IE2|=;IEZ'I
wie der Satz behauptet.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass stets gilt
|B| =2 E2).

Ist das gezeigt, so ist offenbar alles bewiesen.

Um diesen Beweis zu fiihren, wollen wir folgende Klasseneinteilung der
Grundmengen beniitzen:

1) Die Grundmengen E; der Zerlegung.

2) Die Grundmengen, die mindestens eine Menge aus 1) als echte Teil-
menge enthalten.

3) Die Grundmengen, die in einer Menge aus 1) als echte Teilmengen ent-
halten sind.
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Da die E; paarweise fremd sind und jeder Punkt einem FE; angehort, liegt
nach Satz 4, 3 jede Grundmenge in einer und nur einer dieser Klassen.

Es gilt ferner

a) Jede Menge aus 2) ist eindeutig als Summe von Mengen aus 1) dar-

stellbar.

Dies folgt nach Satz 4, 3, da die E) fremd sind und jeder Punkt einem E;
angehort.

b) Ist E, Grundmenge n-ter Stufe aus 2), so ist jede in E, enthaltene Grund-

menge E,i1 von (n+ 1)-ter Stufe entweder in 1) oder in 2) enthalten.

Da E, zu 2) gehort, gibt es ein Ef, so dass Ei < E,. Wire b) falsch, so
gehorte E,i1 nach 3). Es giibe also ein Ef so, dass E,.; < E;. Die Stufen die-
ser Mengen sind nun folgende:

Ef: mindestens von (n+ 1)-ter Stufe, da Fi echte Teilmenge von E, und

diese von n-ter Stufe ist.
En+1: von (n+ 1)ter Stufe.

Ef: hochstens von n-ter Stufe, da E,i; echte Teilmenge von Ef ist.

Die n>0 ersten gemeinsamen Stellen der Punkte von Ei stimmen mit den
entsprechenden der Punkte von E, und diese mit den entsprechenden der Punkte
von Epy; iiberein, wegen Ei < E, und E.41= E..

Alle gemeinsamen Stellen — es sind hochstens n — der Punkte von Ef
stimmen mit den entsprechenden der Punkte von Ep., iiberein, wegen Eni1 < ET.

Es stimmen also alle gemeinsamen Stellen der Punkte von Ei mit den ent-
sprechenden der Punkte von Ej iiberein. Sowit gilt Ef < Ef. Ef= Ej ist wegen
der dann folgenden Ungleichung E,>> Ef > E,+1 unmoglich, man hat also Ei < E7.
Dies ist ausgeschlossen und somit die Annahme falsch, dass E.41 zu 3) gehort.
Daher ist b) fiir den Fall » >0 bewiesen. Fiir n=0 aber ist die Behauptung klar.

Wir ordnen jeder Menge E aus 1) oder 2) eine Aichzahl A(E) zu, die die
Summe der Masse der Mengen aus 1) sein soll, in die E nach a) eindeutig zer-
fillt. Der Grundmengen aus 2) wegen ist natiirlich auch A(E)= + c zugelassen.

Dann gilt

¢) Fiir jede Menge E* aus 1) ist A(E*)=|E*|.

d) Ist eine Grundmenge Summe von paarweise fremden Grundmengen aus

1) oder 2), so ist sie selbst in 1) oder 2) und ihre Aichzahl ist die Summe
der Aichzahlen der Summanden.

¢) und d) ist ohne weiteres klar.
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e) Gibt es eine Grundmenge E, n-ter Stufe in 2), fiir die 4 (E,)##]|Ex| ist,
so gibt es in 2) auch eine Grundmenge E,: von (n+ 1)ter Stufe, die
Teilmenge von E, ist und fiir die ebenfalls gilt: A(En+1) 7| En+1l.

Nach b) niimlich gehort jede in E, enthaltene Grundinenge H) von (n+ 1)-ter

Stufe nach 1) oder 2), hat also eine Aichzahl. Wiirde nun fiir jedes H") gelten:

A(H™)=|H)|, so folgt, da E,— N H®, wo diese paarweise fremd sind, nach d)
2 A(HY) = A(E,).

Andererseits gilt nach Postulat 2 und der Gleichung A(H®)=|H"™| auch

2 AH) = 2 HO | =] E].

Es wire also entgegen der Voraussetzung A(E.)=|E,|. Es gibt darum ein H"
— es heisse Eny1 — fiir das gilt A(En+1) % | Ens1|. Nach c¢) gehort aber Eni:
nicht nach 1), also nach 2). Somit ist e} bewiesen.

Der Satz, den wir beweisen wollen, lautet jetzt

A(B)=|B].

Wir nehmen an, er sei falsch, es sei also A(B)>|B|. Dann muss offenbar
B = E, eine Grundmenge o-ter Stufe aus 2) sein, da B nicht zu 3) gehéren kann.
Nach e) gibt es also eine Folge {E.}, n=o0,1,2,... von Grundmengen aus 2)
von denen jede die folgende enthilt und E. von n-ter Stufe ist. Das ist aber
eine monotone Folge von beschrinkten in B abgeschlossenen Mengen, deren
Durchmesser gegen o gehen, wobei B nach Satz 4, 10 ein vollstindiger Raum
ist. Aus Satz 2,9 folgt, dass diese Mengen genau einen Punkt P gemeinsam
haben. Da P auch einer der Mengen aus 1) angehort — sagen wir Ej — muss
diese Menge mit einer Menge der Folge, die ja jede P enthaltende Grundmenge
enthiilt, weil alle Stufen durchlaufen werden, iibereinstimmen. Das ist aber un-
moglich, weil jede dieser Mengen zu 2) gehort, Ey aber zu 1)

Dieses Widerspruchs wegen ist die Annahme A(B) > | B| unmdoglich, es ist
also A(B)=|B| und Satz 5,1 somit bewiesen.*

Auf Grund dieses Satzes setzen wir fest

! Diesen schonen Beweis verdanke ich, wie schon im Vorwort gesagt wurde, Herrn TH.
KaLuza.

34—32611. Acta mathematica. 60. Imprimé le 29 décembre 1932.



266 Erhard Tornier.
Definition 5,1. .Jeder a-o-Menge I tn B soll eine Zahl
fo

zugeordnet werden, die das Mass von U heissen soll und zwar auf folgende Art:
Ist A als Summe von paarweise fremden Grundmengen dargestellt, so ist das Mass
von U die Summe der Masse der Grundmengen.

Die Definition ist zulissig, da durch sie die Bedeutung des Masses einer
Grundmenge, die durch Postulat 1 festgelegt war, nicht geiindert wird, darauf
muss man natiirlich achten, da ja jede Grundmenge auch a-0-Menge ist.

Fiir die Masse der a-o-Mengen gelten folgende Rechenregeln
Satz 5,2. 1) Sind A und B zwer fremde a-o-Mengen, so ist
A + B =}A}| + |B].
2) Sind A und N a-o-Mengen und A = A, so ist
JA—A" | =|A|=]A"}.
3) Unter den Annahmen von 2 gilt
|A] = ).
4) Sind A und B zwer beliebige a-o-Mengen, so gilt
120+ B =A| + | B —[AB|.

Beweis. 1) folgt aus Definition 5, 1, wenn man sowohl 2 als auch 3 als
Summe von paarweise fremden Grundmengen darstellt.

2) folgt ans 1), wenn man dort ¥ mit %" und B mit A — A identifiziert.

3) folgt aus 2), da |A —A'| = o.

4) BEs gilt die Mengengleichung: A + B =1 + (B —ADY), in der die beiden
Summanden rechts fremd sind. Nach 1) und 2) gilt also

(9 + Bl =[U]+[B—AB|=[A| +[B] — [AB].

Uber die Masse der a-o-Mengen bendtigen wir noch

Satz 5,3. Ist {U.} eine monotone Folge von a-o-Mengen und lim U, =

n—®

auch a-0-Menge, so gill
lim | | = |2}

n—>x



Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 267

Beweis. I) Sl[néng-l’ n=1,2,3,...

Dann ist offenbar

%:%1+(%2~%1)+(%3_%2) qreee

Da die linke Seite und alle Summanden rechts a-o-Mengen sind und die letz-
teren paarweise fremd, so folgt aus Satz 5,1 durch Zerlegung der Summanden

in Grundmengen

ISXI:IQIJ'{'|912“9[1|+|913'_?[2|+"'
also nach Satz 5,2

l%”:l%[ll + (lglzl“lgtll) + (|913|~I9[2I) + -
Somit ist

N>
da die n-te Partialsumme |9, | ist.
2) sl[ﬂi?[erv ‘ n=1,2,3,...

%I:B“—%{ und %[’n:B'—Q[n

sind a-0-Mengen. Ferner konvergiert {%’,} monoton wachsend gegen U’. Nach
1) gilt also
|| = lim | A, ].

Also folgt nach Satz 5, 2
18] = 2] =lim (| 5]~ |%) =] B] — lim | .

Hiermit ist der Satz bewiesen.
Diese Sitze werden gestatten, Aussagen tber das Mass von beliebigen of-

fenen Mengen zu machen, das zunichst definiert werden muss.

Definition 5,2. Jeder in B offenen Menge O soll als Mass |0 die Summe
der Masse der Grundmengen der Normalform von O zugeordnet werden.

Diese Erklirung des Masses der offenen Mengen ist zulidssig, da sie sich fiir
a-0-Mengen mit Definition 5, 1 deckt.

Wir wollen nun zeigen, dass Satz 5,2 auch fiir die Masse von offenen
Mengen gilt (mit Ausnahme von 2), da die Differenz nicht offen zu sein braucht)
und beweisen zunichst
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Satz 5,4. Sind T und O’ zwei offene Mengen und ist £ > L', so gilt
1= |9].
Beweis. D=E uwd L' =E:
i k
seien die Normalformen von L und L.
Da eine grosste Grundmenge aus £’ nie grisser sein kann als eine grisste

Grundmenge aus £, so folgt nach Satz 4,3, dass jedes E'; ganz in einem E;
enthalten sein muss. {F’,;} sei die Gesamtheit der E’, die in E; enthalten

n

sind. Nach Satz 2,8 ist ZE',.,,- eine a-0-Menge. Nach Satz 5,2 ist also

v=1
| 3. = 2.l =15l
=1 =1
Da dies fiir jedes n gilt folgt
2IE| = | El.
y=1

Hiermit ist der Satz offenbar bewiesen.
Wir fahren nun in der Ubertragung von Satz 5,2 fort und beweisen
Satz 5,5. Sind O und O’ zwer offene Mengen, so gilt

IS+ O |=|D]+ || —|22'].

Beweis. 1) Wir beweisen den Satz zunichst fir den Spezialfall, dass
O + O’ = H eine Grundmenge ist.

O=E und O = FE:

k

seien die Normalformen von £ und £’. Wir bilden die a-o-Mengen

n n
s2[11 - ZE; + ZE’L-.
i=1 k=1

Die Folge der %, wichst offenbar monoton gegen die Grenzmenge H. Nach
Sate 5,3 gilt somit
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lim || = | H|.

n—>w

Nach Satz 5,2 ist
WAHZELdéEJJEEﬁEJ
=1 k=1 i=1 k=1

also auch nach Satz 4,9

n

n n
10| = 2N Eif + 2B — ZIEE .
k=1

i=1 i k=1
Somit ist nach Satz 5, 3
[ H)= 21 E| + 2 Ew) — 2N EE.
i=1 k=1 7, k=1
Nach Satz 4,9 ist aber
190" | = 2N BB,

i, k=1
also wie behauptet’

[H=[O]+ D[ —]DD'].

2) Es sei © + O’ beliebig und habe die Normalform

O+0 =

269

Zunichst ist klar, dass jedes [E; resp. E'; das einen Punkt mit E; gemeinsam

hat, nach Satz 4,3 ganz in E; liegt

Q'p:Ev,I -+ Ey,z + e und D,,,:E,,,,l + Elv,z + -

seien die Summen der F; resp. E', die in E; liegen. Es gilt also

‘Dv“}'D,v:E:, Z’va:@, ZD’V:D,-

Die Summendarstellungen von O, und ', sind ferner Normalformen, denn liegt

eine grosste Grundmenge der Obermenge auch in der Teilmenge, so ist sie in

ihr a fortiori grosste Grundmenge.
Nach 1} gilt somit

lEjlzlng + ID,VI—Ingle-
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Durch Summation iber » folgt

1D+ |=IC|+1¢ |—Z|s,9',

Zu beweisen bleibt also die Gleichung

Felagl st',

Nach Satz 4,9 folgt miihelos die Gleichung

| o | = 2 19,21
Man muss somit zeigen
ngg’/ I =0 wenn » 7‘é L.
Da fir » # 4 E; und E; fremd ist, ist wegen

’
Dm' é E: e E)

~./I.~

2,0'; leer und der Satz somit bewiesen.
Ehe wir noch weiteren Mengenklassen ein Mass zuordnen, beweisen wir noch
g

Satz 5,6. Ist {D.} eine Folge von offenen Mengen und O thre Summe, so gilt
I1= 210
Beweis. :D=ZEk und S_-L:ZEi”), n=1,2,3,...

seien die Normalformen von £ und £,.
Wegen O = O, ist jedes E™ ganz in einem FE; enthalten, die E™ zerfallen
also in Klassen, je nachdem sie in E, oder FE, oder E; ... enthalten sind. Wir

bezeichnen die in Ej enthaltenen mit E{™, El-® ... Dann ist
O, =D E" und Ep= D, D) Bk,
kv noow

Wir betrachten die Summanden von E; und sondern alle die aus, die in keinem
anderen Summanden als echte Teilmengen enthalten sind. Von den so ausge-
wihlten nehmen wir jeden ev. mehrfach vorkommenden nur einmal. Die so er-
haltenen Mengen sind fremd und ihre Summe ist offenbar E;. Nach Satz 5,1
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ist also das Mass von E; die Summe der Masse dieser Summanden. Da das ev.
nicht alle der obigen Darstellung fiir F; sind, folgt somit

| Bl = 2 2 BF).
n

Demnach ist
IDI=§IEk|éZ:JZZIEL""”)I:Z§ZIE;’"”)I:2|DM

der Satz also bewiesen.

Wir wollen nun noch weiteren Mengen ein Mass zuordnen. Dies wird mit
Hilfe der beiden Begriffe »iusseres Mass»> und »inneres Mass»> geschehen. Wir
erkldren zunichst

Definition 5,3. Unter dem dusseren Mass einer beliebigen Menge U ist
Jolgende Zahl zu verstehen:

A = fin inf | D],

wo O alle offenen Mengen, die U enthalten, durchliuft und »fin inf> >untere Grenze»
bedeutet.

Es kommt also jeder Menge ein #dusseres Mass zu.
Satz 5,7. Ist A' <A, so gult
511

A

A

Beweis. Jede ¥ iiberdeckende offene Menge iiberdeckt a fortiori A’. Hier-
aus folgt der Satz unmittelbar.

Satz 5,8. Ist A offen, so gilt
A=]u).

Beweis. Jede U iiberdeckende offene Menge enthiilt A und A selbst ist
die kleinste 2 iiberdeckende offene Menge. Aus Satz 5,4 und Definition 5, 3
folgt somit die Behauptung.

Satz 5,9. Sind A wund B zwei beliebige Mengen, so gilt
A+B+AB <A + B.

Beweis. Es sei O, eine 9 iiberdeckende und D, eine B iiberdeckende
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offene Menge. Dann iiberdeckt die offene Menge T, + £, die Menge A + B und
die offene Menge T,0, die Menge AB. Ferner gilt nach Satz 5,5

|91+Dsl + Isl“:ﬂ:lDl‘ + |’:2|

Ist nun O eine beliebige offene Menge, die A + B iiberdeckt und L’ eine eben-
solche, die AY iiberdeckt, so folgt also

fin inf || = |D, + L] und fin inf|D'| = |0,0,|

daher
fin inf || + fin inf || = | T, ] + |5, 1-
Somit gilt
A+B+AB<|T,| + |0,
also auch

A+ D + AB = fininf{|C,] + |D,]) = fin inf| D, + fin int| D, .
Wie der Satz behauptet.

Satz 5,10. Sind UA,, A, .. .. Wn paarwerse fremd, so gilt

W+ W+ + W S U+ WUy + - + UAn,

l\/i

Beweis. Fiir zwei Summanden folgt der Satz aus Satz 5,9, weil das dus-
sere Mass der leeren Menge nach Satz 5,8 verschwindet. Allgemein folgt er
dann durch Induktion.

Nachdem wir diese Rechenregeln fiir das iiussere Mass bewiesen haben,
wollen wir das innere Mass definieren.

Definition 5,4. Unter dem inneren Mass einer beliebigen Menge U st jfol-
gende Zahl zu verstehen

A=|B|—B—2A.
Auch das innere Mass ist also fiir jede Menge definiert.

Satz 5,11. FEs gilt
A=A

Beweis. Wendet man auf die Mengen A und B —3 Satz 5,9 an, so folgt

A+ (B—A) + AB—A) = A + B—3A.
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Da (B—A)A leer ist, verschwindet der zweite Summand links. Daher ist wegen
Satz 5, 8

Beweis. Bs ist B—9 > B —A. Somit folgt nach Satz 35,7

Beweis. Die paarweise fremden Grundmengen n-ter Stufe bilden den gan-
zen Raum B. Wir verteilen sie in zwei Klassen, nimlich in die, die ganz in ¥
enthalten sind, und die anderen. "Die der ersten Klasse sind offenbar in den
Grundmengen der Normalform von 2 enthalten, die von hochstens #-ter Stufe
sind, und jede dieser Grundmengen der Normalform ist Summe von ganz in A
enthaltenen Grundmengen #-ter Stufe.

Wir bezeichnen mit %™ die Summe der Grundmengen hochstens n-ter Stufe
der Normalform von % und mit (B — ), die Summe der n-stufigen Grundmengen,
die mindestens einen Punkt von B— 9 enthalten. Nach dem Gesagten gilt also

A" + (B —A) = B,

wo die Summanden fremd sind. Nach Satz 4,7 ist sowohl U™ als (B— %)
a-0-Menge und nach Satz 5, 2 gilt

[AW] + | (B—Wa| =] B
Nach Erklirung von A" gilt offenbar
lim |90 | = | 9]
Daher ist
[A] + lim | (B—W)n| = B].
Andererseits hat man
9+ B-—-A=|B|.

35—32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 29 décembre 1932.
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(B—A), ist eine B — A iiberdeckende a-o-Menge, gehort also einem spezielleren

Mengentyp an, als der zur Definition des fdusseren Masses benutzte war. Des-
halb folgt

lim | (B—a] = B—A

n—-x

und hieraus
A= U
der beiden Gleichungen wegen.

Nach Satz 3,11 ist aber A < 9 und nach Satz 5,8 ist A =|A|. Somit
folgt A= [A|.

Satz 5,14. Sind W und B beliebige Mengen, so gilt
A+B+AB=A + B.

Beweis. Wir wenden Satz 5,9 auf B—% und B—3 an und erhalten

B—UA+B—B=B-+B-3) +B-AB-I).
Nun ist
B—A+B—B)=B—AB und (B—-AB—-B)=B—(A+3B).
Also ergibt sich

B—A+B—B=B—UAB + B—(A+D).
Indem man diese Ungleichung von 2| B|= 2| B| subtrahiert, findet man
|Bl—B -+ |B|—B—8=<|B|—B—AB +|B|— B—U+3),

also nach Definition 5, 4
?{+%§?I}3+9[+§

wie behauptet war.
Satz 5,15. Sind U, A, . .., Nu paarweise fremd, so gilt
UL+ + A=A+ W+ A
Beweis. Fiir zwei Summanden folgt die Behauptung sofort aus Satz 5, 14,
da das innere Mass der leeren Menge nach Satz 3, 13 verschwindet. Fiir » Sum-

manden folgt der Satz dann durch Induktion.
Jetzt sind wir in der Lage, das Mass selbst endgiiltig zu erkliren.
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Definition 5, 5. Guit fiir esne Menge U die Gleichung

A=,
so heisst die Zahl

%] =2 =¥

das Mass von N und die Menge A heisst messbar.
Diese Begriffserweiterung ist zuldssig, da sie wegen Satz 5, 8 und Satz 5,13
fiir offene Mengen sich mit dem fritheren Massbegriff fiir offene Mengen deckt.

Satz 5,16. Sind U und W' messbar und zst A > A, so gilt
lor) = o).
Beweis. Dies folgt unmittelbar sowohl aus Satz 5, 7 als auch aus Satz 5, 12.

Satz 5,17. Die messbaren Mengen bilden einen Ring wnd wenn N und B
dem Ringe angehiren, so gilt

[ A+ B[+ |AB]=[A| + [B].
Beweis. Nach Satz 5, 14 und Satz 35,9 gilt wegen Definition 3, 5

Ut B+ ABZ A+ B=U+ B2 AT B + TV,

Nach Satz 5, 11 ist aber A+ B=A+B und AB = AY, somit ergibt sich

A+B = A+ B und AY = AB.
Daher erhilt man die behauptete Gleichung.
Satz 5,18. Sind A und B messbar und fremd, so gilt
[A+B)=|A| + |B].
Beweis. Folgt sofort aus Satz 35, 17.

Satz 5,19. Die messbaren Mengen bilden einen Korper und wenn A und A’
dem Kérper angehiren und A > A’ ist, so gilt
[ —A"| = A —[A].
Beweis. Es gilt
T = N 4
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also
|B]—% = B—3.
Andererseits ist

B—U =|B|—B—(B-W)=|B|-¥.

Somit folgt
B—U =B

B—U' ist messbar, also nach Satz 5, 17 auch
AB—A)=A—A".
Nach Satz g5, 18 ist also wie behauptet
[A=|A-A)+ A |=]|A-A| + U]

Satz 5,20. Die messbaren Mengen bilden einen o-Korper und ist {U,} eine
Folge von messbaren Mengen, deren Summe U ist, so gilt

|%] = 2| %]

und falls die Mengen paarweise fremd sind, die Gleichhest.
Beweis. Angenommen die Mengen seien fremd dann folgt nach Satz s, 15
und Satz g, 12

[+ 1]+ + U] =AU+ W+ + W =AU+ W+ -+ L= A

Somit gilt

RALAELS

Ist nun &> o beliebig vorgegeben, so gik;t es zu jedem A, nach Definition 5,3
eine offene bedeckende Menge £, so, dass gilt

Es sei

Dann ist nach Satz 5,6
IDl= 210l <e+ 2%

n
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Da O die Menge U bedeckt, hat man also
ﬁé I&DI<€ + Zlﬁn.

Da dies fiir jedes ¢ gilt, hat man also

Daher erhilt man aus Satz 5, 11 der obigen Ungleichung wegen
A=A =[]

Nun seien die Mengen ¥, nicht notwendig paarweise fremd. Dann setzen wir
fiir n = 2

D= (U + WU+ - + Upr) U
und haben offenbar

2[:%[1 + @12“@2) + (913"@3) + oo

Jetzt sind die Summanden aber paarweise fremd und nach Satz 5, 19 auch mess-

bar. Nach dem eben bewiesenen folgt somit unter Verwendung von Satz 5, 16
I%Ilzl%l + Ig[z*@zl + Igrs—fbsl +oo= IQIJI + Ig*)Izl + Iglal +o

wie behauptet war.
Aus Satz 5, 20 folgt nach Satz 1,1 und Satz 1, 2, dass wenn {2(,} eine Folge

messbarer Mengen ist, auch ihr Durchschnitt, ferner lim 9, und lim A, messbar

n->® no®

sein muss. Die nichsten Sitze stellen die Grosse der Masse dieser Mengen fest.

Satz 5,21. Ist {An.} eine Folge messbarer Mengen, deren Durchschnitt U ist,
so gult
|%[| =hm|9[19[2 . g[nl.

Beweis. Wir setzen
@nzg[lsl[g [P %[n.

Dann ist offenbar
B—UA=B—D,) + (D —Dg) +(Dy—Dg) +
wo die Summanden fremd und messhar sind. Somit folgt nach dem vorigen Satz

IB_Q[I":IB’_(Ell + |@1“@2| + |@2_"@3|+"'
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also nach Satz 3, 19
[Bl —|¥%|=|B|—lim | D.]
n—>x
wie behauptet war.
Satz 5,22. Ist {W.} eine monoton wachsende Folge messbarer Mengen, deren

Summe U ist, so gilt
|?II :lim IQInI.
n-»x

Beweis. Offenbar ist
A=A + (W —A) + (A —Ay) + -
wo die Summanden fremd sind. Satz 5, 20 ergibt also
() =1 ]+ [W—A | + [ Wg— A | + -
Nach Satz 5, 19 folgt also die Behauptung.
Satz 5,23. Ist {A.} eine Folge messbarer Mengen und ist

im %, =B wund lim W, =G,
n-~»w® T ®

so st

|B| = lim | ] wnd |C] = lim | Ul

n— x
Beweis. Hs sei

@n:a{n + s)'[n+1 + Q[.n+2 + -
dann ist

% - @1 @2 @3 P
Da die ©, monoton abnehmen, folgt aus Satz 35, 21

N oo
Nun ist aber
Cn= Wanva,s A==0,1,2,...
somit folgt
8] = | Ansal,

also
|0 = im | ..
n—+«
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daher
[B] = lim | % ].

Jetzt setzen wir
@n = g[n Qtn-H g[n+2 e
Die D, bilden eine monoton wachsende Folge von messbaren Mengen und es ist

@:®1 +©2+@3+
Nach Satz 5, 22 ist also

|€] =1lim | D.].
Ferner gilt
Dn = Unsz, l=0,1,2,...
daher folgt
l@nl = lg[n—{-ll
und
somit .
|6 < lim | ..
Satz 5,24. Ist {Un} etne konvergente Folge messbarer Mengen und lim Ap = A,
so gelt v
Beweis. Es ist in der Bezeichnung des vorigen Satzes
A=B=C¢
also

lim |9, | = |A| < lim |,

n—>® n— o

was die Behauptung ergibt.

Es sei noch besonders darauf hingewiesen, dass der ¢-Korper der
messbaren Mengen der Grisse nach abhingt von den Zahlenwerten
der den Grundmengen zugeordneten Masse. Allgemein kann man nur
behaupten, dass alle Mengen des kleinsten ¢-Koérpers iiber den offe-
nen Mengen messbar sind, ob jedoch bestimmte Mengen, die diesem
kleinsten o-Korper nicht angehdren, messbar sind, hingt allein von
der Grosse der Masse der Grundmengen ab. Man kann die letzteren
so wihlen, dass alle Teilmengen von B messbar werden.
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§ 6.

Peano-Jordansche Inhaltstheorien im Nullraum.

Definition 6,1. FEin Mengenkirper » heisse Bezugskorper, wenn jede seiner
Mengen messbar st und wenn er B enthdlt. Es heisst etn normaler Bezugs-
kirper, wenn jede Swmme von Mengen aus thm auch Summe von abzdhlbar vielen
seiner Mengen 1st.

Ein Beispiel fiir einen normalen Bezugskorper ist der Korper der a-o-
Mengen.

Definition 6,2. Unter dem dusseren z-Inhalt einer Menge N (velativ zum
Bezugskiérper ») versteht man die Zahl

L) = fin inf | ¢|,

wo « alle N wiberdeckenden Mengen aus » dwrchlauft.
Definition 6,3. Unter dem inneren »-Inhalt einer Menge Y versteht man

die Zahl
L(W) = fin sup | «|,

wo « alle in A enthaltenen Mengen aus » durchliuft.

Definition 6,4. Ist

L) = L),
so heisst
L(A) = L(A) = L(Y),

der »-Inhalt von .

Satz 6,1. Jede Menge aus » hat einen x-Inhalt und dieser vst threm Mass
gleich.

Beweis: Folgt unmittelbar aus den Definitionen.

Satz 6,2. Die Mengen, die einen x Inhalt haben, bilden einen Kirper R,

wn dem folgende Rechenregeln gelten
1) Sind A wnd B zwei fremde Mengen mit »-Inhalt, so ist

LA+ B)= LA) + L(B).
2) Haben N und B z-Inhalt und ist A > B, so ist
L(A—B) = L(A) — L(B).
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3) Unter den Annahmen von 2) gilt
L) = L(3).
4) Sind A und B zwer beliebige Mengen mat x-Inhalt, so gilt

LA + B) = L(A) + L(B) — L(ADY).

Beweis. a) Wir beweisen zuniichst die Behauptung 1).
a,d, B, 8,0, 0 sollen alle die Mengen aus x durchlaufen, die den Bedin-
gungen geniigen
ezWAz=d, p=2B=fF, c=zA+B=d.

Offenbar bilden die e + 8 eine Teilmenge der ¢ und die ¢’ + § eine Teil-
menge der ¢. Ferner sind die ¢ fremd zu den §', weil A und B fremd sind.
Hieraus folgt

L% + B) = fin inf| ¢| < fin inf| e + 8] = fin inf {[«| + |8] — | «8]!
< fin inf| ¢ | + fininf| 8| = L(A) + L(D)
L{¥ + ¥B) = fin sup| ¢'| = finsup |’ + §'| = fin sup | | + fin sup | §'|
= L(¥) + L(Y).
Also gilt
L% +B) < LQ) + L(B) < LA + D).

Da nach Definition 6,2 und Definition 6, 3 der dussere Inhalt nie kleiner als
der innere ist, folgt somit die Existenz des »-Inhalts der Summe und die be-
hauptete Gleichung.

b) Wir zeigen, dass wenn U und 9B beide x-Inhalt haben, auch AV einen
z-Inhalt hat.

a, ¢, 8, 8 sollen dieselbe Bedeutung wie unter a) haben, und -z und =’
sollen die Mengen aus » durchlaufen, die der Bedingung geniigen

n=zAV = .

Dann sind die «f eine Teilmenge der = und die '8 eine Teilmenge der z’.

Da A und B z-Inhalt haben, gibt es Folgen von (ev. gleichen) Mengen aus x

’ I4 ’
Qpy Oy, Oy v v zg{ial,az,a:’.,...

16)17ﬂ21 ﬂﬂ:"' 2%25’175’276'37'“

36—32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 30 décembre 1932.
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so dass gilt

lim |an] = L(A) =lim | x| und lim|g,|= L(B)=1lim|g.].

n—>x n—x n—-x

Daher ist
lim | an | = fin inf]aufa] = fin inf|e | = fin inf| 7| = L(AY)
n—+x
und
lim | &', 8»] = fin sup |¢’» 3| < finsup |«'F' | < fin sup | 7’| = LADY).
Ferner ist

|8l = | m| wd Jen+ Bl Z | n+ Fnl fir alle (n, m)
daher folgt aus
lanpu) =lan] + 18] — lan+ 8a] und |uful =] + 8] =o'+ 5l,
also aus
lanful = lan8 ol = {lan] = <ul} + Ul =18l = llan+8al — 1" + Bult,

dass mit wachsendem » die linke Seite der Gleichung beliebig klein wird, und

dass gilt
o=1lim {|a.fu| = |8} = !i711_1|a,,ﬂ,,| - ifiﬁ[a'nﬁ',,l = L, (UB) — L (ADY).

Hieraus und aus den obigen Abschitzungen fiir L(A®) und I, (AB) ergibt sich

nun sofort

fx(?IQS) = L(?[SB),
was zu beweisen war.

¢) Wir wollen nun zeigen, dass mit % anch B — U »-Inhalt hat und dass gilt
L(B—A)=|B|— L(¥).

« und ¢ sollen die Bedeutung von b) haben und d und ¢’ durchlaufen alle
Mengen aus x, die die Bedingung erfiillen

JZB—UA=7.

Dann ist wegen B—dzB—UA=B—=¢
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L(B— %)= fininf|J| =< fininf| B— &' | = | B| — finsup |’ | = | B| — L()
L(B—A) = finsup |0']| = finsup | B—«|=|B| — fininf|e| = | B| — L(%).
Also ist

|B| = L) = L(B—U) = L(B—UA) = | B| — L.

Hieraus folgt aber
L(B—A)=|B|— L.

d) Wir zeigen, dass wenn ¥ und B:x-Inhalt haben und A > B ist, auch
A — B »-Inhalt hat.

Es ist ndmlich
A—B=AB—B).
Aus b) und c) folgt also die Behauptung unmittelbar.
Von den Aissagen des Satzes 6,2 ist somit bewiesen, dass &, ein Korper
ist und ausserdem die Regel 1).
2) folgt aus 1), wenn man ¥ in 1) mit A —B identifiziert.

3) folgt aus 2), da L,(¥ — B) nie negativ sein kann.
4) Es gilt die Mengengleichung

A+B=A+ (B—-UAY), -
in der die Summanden rechts fremd sind. Nach 1) gilt also wegen 4)
LA +B) = L) + L{B—AB) = L(A) + L(B) — L(AY).
Durch Verschirfung des Beweises ¢) ergibt sich
Satz 6,3. Es gult fir jede Menge U
L) = | B| — L(B—%).
Beweis. Durchliuft ¢ alle Mengen aus %, die die Bedingung erfiillen

i=B-—U
und o alle die, fiir die gilt

7’
A=d,

so ist offenbar die Menge der « identisch mit der Menge der B —d. Also gilt
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L) = finsup| B — | = | B| — fininf|d| =] B| — L(B—¥),

was zu beweisen war.

Satz 6,4. Es gilt fiir jede Menge N

L) = A = A = L),

Beweis. Fiir jedes ¢’ < % aus » gilt

|e'|=¢ =¥ also LA =A.
Fir jedes « = U aus » gilt
le|=a«=UA, also L) = %A.

Satz 6,5. Jede Menge mit »-Inhalt ist messbar (aber nicht notwendig wmge-
kehrt) und der. z-Inhalt ist stets dem Masse gleich.
Beweis. Folgt unmittelbar aus dem vorigen Satz.

Definition 6,5. Es sei N eine belicbige Menge und A* = Z.ﬂl'v Teilmenge

.
von A, wo die .4, paarweise fremde Mengen aus x sind. Enthdlt dann be: belie-
N

bigem ¢ >0 A— Z A, fily hinreichend grosses N(e) nur noch Mengen aus » mat

r=1
kleinerem Mass als &, so heisst A* ein »-Kern von .

Es ist zn beachten, dass hier von einem z-Kern nicht aber von dem x-Kern
von A die Rede ist, weil die Definition offenbar nicht eindeutig ist. Ist jedoch
der Bezugskorper z normal, so kann man miihelos einen der z-Kerne auszeichnen
und von dem x-Kern reden, der die Summe aller in U enthaltener Mengen aus
x ist. Dann nimlich ist nach Erklirung des normalen Bezugskorper diese Summe
bestimmt auch als Summe von hochstens abzihlbar vielen Mengen aus z dar-

stellbar, wie es Definition 6, 5 verlangt, und zwar auch von paarweise fremden.

Satz 6,6. Zu jeder Menge A gibt es »-Kerne.

Beweis. Es sei {e) eine Nullfolge. Dann wihlt man eine in 2 enthal-
tene Menge o), die zu » gehort, so dass gilt |«{'] = ¢,. Dann wibhlt man aus
A — ) eine ebensolche Menge «?, dann aus A —«lV) — «(? eine ebensolche Menge
¥ u.s. w. Dies geht nur endlich oft und die Summe dieser Mengen sei 4,
das also zu x gehért. Dann wihle man ans % — _4, eine zu x gehorige Menge
o, fir die gilt: |elV| = &,; dann aus A — 4, — ¢« eine ebensolche Menge «?)



Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 285

u. 8. w. Dies geht nur endlich oft und die Summe dieser Mengen sei 4, das

also zu x» gehdrt. So gehe man fir jedes ¢, vor. Die Menge ZA” ist dann

offenbar ein »-Kern von U, da QI~ZA,, keine Menge aus » mit positivem

Mass enthalten kann.

Definition 6,6. Ist A* ein »-Kern von U wund (B —W)* ein »-Kern von
B~ U, so heisst
A —A*} + {(B—A— (B —A*

eine »-Begrenzung von .

Auch diese Definition ist nicht eindeutig, kann jedoch, wenn z ein nor-
maler Bezugskdrper ist, eindeutig gemacht werden, indem man die x-Kerne ein-
deutig macht.

Ist x speziell der normale Bezugskorper der a-o-Mengen, so fillt, wie man
sofort sieht, die (eindeutig gemachte) x-Begrenzung jeder Menge zusammen mit
der Menge, die Begrenzung schlechthin heisst (vergl. Definition 2, 3).

Satz 6,7. Fir jede Menge N golt
L) — 9,

wo W* ein beliebiger »-Kern von A ist.
Beweis. Naech Definition 6,1 und Definition 6,5 existiert |%*|. Aus
Definition 6, 3 folgt sofort.
L(¥) = [ 4]

Gezeigt werden muss, dass das Gleichheitszeichen gilt. Wir nehmen also an,
es sei
LO)=|%*|+4d,  d>o.

Dann gibt es eine Menge o« = U aus x, fir die gilt
el 2 ]o) + &

A* ist nach Definition nun Summe der Mengen U, A,, Ay, ... aus z. Also ist
A* auch Summe von abzihlbar vielen paarweise fremden Mengen aus x, z. B.

n--1

der Mengen U’ = Uy {B . %} .

v=1



286 Erhard Tornier.

Wir denken uns diese Mengen nach fallender Grosse der Masse geordnet.
Diese Folge sei {4}, deren Masse also eine Nullfolge bilden, falls es nicht nur
endlich viele Mengen sind. In beiden Fillen gibt es zu & eine Zahl N (d), so,
dass die Menge

keine Menge «' aus x enthilt, fiir die gilt

. O
oz
e

§
« —a ) A, ist Menge aus ¥ und in A% enthalten. Somit ist

y=1

e
lal —laz‘i,.l < 6’»
r=1 3
also

N N
el < a2417l+6§ 2“4v|+§-g|91*|+§-
r=1

r=1

w

Dies ist ein Widerspruch zu der obigen Ungleichung fiir |a|. Somit ist d =0
und der Satz bewiesen.

Satz 6,8. FEine DMenge hat dann und nur dann einen x-Inhalt, wenn der
z-Inhalt jeder threr x-Begrenzungen verschwindet.

Beweis.

Y= — A+ (B—A) — (B—A* =B —A* — (B—A*

sei-eine x-Begrenzung von .
Ihr Komplement
B—B =A%+ (B — A*

ist Summe zweier fremder Mengen, deren jede ihrerseits Summe von abzihlbar
vielen paarweise fremden Mengen aus x ist. Somit ist B — B ein x-Kern von
sich selbst.

Nach Satz 6,7 folgt also

L(B—9)=|%*| + |(B—0)*| = L) + L(B— ).

kMan hat daher
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L(®)=|B| — L(B—¥)=|B| — L(A) — L(B—9).

Es sel zunichst

L(®B)=o
Dann folgt
L) =|B| — L{B—).
Somit ist
L) = L),
wegen

L(B—%)=|B| — L().
A hat also x-Inhalt.
Wenn aber umgekehrt 9 x-Inhalt hat, so folgt aus der Gleichung fiir
L(®B) sofort
L(®)=o,
wegen
L(B—% =|B| - L(¥).

Der Satz ist somit bewiesen.

Eine dhnliche Aussage macht

Satz 6,9. FEine Menge hat dann wnd nur dann einen x-Inhalt, wenn das
Mass jeder ihrer u-Begrenzungen verschwindet.

Beweis. Hat U x-Inhalt, so verschwindet nach Satz 6,8 der Inhalt jeder
Begrenzung von 9, also nach Satz 6,4 a fortiori deren Mass; das »nur dann»
ist somit bewiesen. Hs sei nun das Mass der Begrenzung o, also nach Satz 6, 7

o=|B—U*— (B—N*|=|B|— L) — L(B—Y).

Dann folgt wegen ~
L(B—U) =|B|— L)

sofort wie behauptet

Es sei noch besonders darauf hingewiesen, dass der Korper der
Mengen mit x-Inhalt dem Umfange nach von den Grossen der Masse
der Grundmengen abhingt, entsprechend wie es beim ¢-Korper der
messbaren Mengen war. (Vergl. § 5, Schluss.)!

! Anmerk.: Durchgefiihrt am Spezialfall des Baireschen Nullraums findet sich die Mass- und
Inhaltstheorie in: W. FELLER und E, TORNIER »Mass- und Inhaltstheorie des Baireschen Nullraums>.
Math. Ann., Bd. 107.
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Kapitel IIL

Allgemeinste Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

§ 7

Vorbereitende Uberlegungen und Formulierung der Axiome.

Fiir die Zwecke der Wahrscheinlichkeitsrechnung muss zuniichst streng
unterschieden werden zwischen einer Versuchsvorschrift und ihren logisch moglichen
Realisierungen. An drei Beispielen soll das Gefiihl fiir den Unterschied dieser
Begriffe, die erst spiter exakt formuliert werden, geweckt werden.

Beispiel 1. Es soll mit einem gegebenen unabnutzbaren Wiirfel unbe-
schrinkt oft geworfen und die Ergebnisse sollen ihrer Reihenfolge nach notiert
werden. Dies ist eine Versuchsvorschrift. Ist jedoch eine aus den Ziffern
1,2,...,6 bestehende Folge gegeben, so dass also fiir jedes ¢ auf dem ¢-ten
Platz eine bestimmte dieser Ziffern steht, so hat man eine spezielle der logisch
moglichen Realisierungen der obigen Versuchsvorschrift vor sich. Jede solche
Folge, auch 1, 1, 1,... z B, ist also eine logisch mogliche Realisierung.

Die Gesamtheit aller logisch moglichen Realisierungen dieser Versuchs-
vorschrift ist demnach, wenn die Entfernungsdefinition 4, 1 gewihlt wird, ein
vollstindiger Nullraum.

Beispiel 2. Gegeben seien Mengen N, M,, M, ..., deren Elemente
Kugeln sein sollen. Die Kugeln aus I; seien mit o, 1,..., & numeriert:
0 = k; = ©. Die Oberfliche jeder Kugel aus M; sei in die gleiche Anzahl ¢+ 1
einfach zusammenhingender Bereiche zerlegt, die bezeichnet seien mit

£l

0, et . eltd

Endlich enthalte 9, nur eine Kugel, also: k, =0 und M;4, enthalte soviele
Kugeln als jede Kugel aus IR; Bereiche hat, demnach %11 = ¢;.

Es werde nun die einzige Kugel aus M, in die Hohe geworfen. Sie komme
auf dem Bereich el® zur Ruhe; el wird notiert. Darauf werde aus M, die mit
ry numerierte Kugel herausgegriffen und in die Héhe geworfen. Sie komme auf
dem Bereich ¢ zur Ruhe; ¢! wird notiert. Darauf wird aus I, die mit r,
numerierte Kugel herausgegriffen und in die Hohe geworfen. Sie komme auf
el” zur Ruhe; el wird notiert, u.s. w. Dies ist eine Versuchsvorschrift.
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Jede Folge

el el el |
jedoch ist eine logisch mogliche Realisierung dieser Versuchsvorschrift. Die
Gesamtheit aller logisch mdglichen Realisierungen bildet hier einen Baireschen
Nullraum, wenn man die Entfernungsdefinition 4, 1 wihlt.

Beispiel 3. Gegeben sei eine (ev. abbrechende) Folge von verschiedenen
(nicht notwendig homogenen) Wiirfeln W,, W,, W,, ... und eine Kugel, deren
Oberfliche in ebensoviele einfach zusammenhingende numerierte Bereiche zer-
legt ist, als es Wiirfel gibt.

Die Versuchsvorschrift lautet: Die Kugel wird geworfen und falls sie auf
dem m-ten Bereich zur Rohe kommt, wird mit dem m-ten Wiirfel unbeschrinkt
oft gewiirfelt und die Ergebnisse x =1, 2, 3, ..., 6 werden als Zahlenpaare (m, z)
der Reihe nach notiert.

Auch hier bildet die Gesamtheit aller logisch moglichen Realisierungen einen
Nullraum, der aber kein ‘Bairescher Nullraum mehr ist, wie es in den beiden
ersten Beispielen der Fall war. Er kann jedoch als Summe der den einzelnen
Wiirfeln (Beispiel 1) zugeordneten Baireschen Nullriume dargestellt werden. Dass
es sich um einen vollstiindigen Nullraum handelt, sieht man, wenn man in Definition
4, 4 das Symbol e n—1 ) durch (m,r,) ersetzt, falls e = (m, r;) war.

In den Beispielen und ganz allgemein ist die Situation also die, dass eine
Versuchsvorschrift durch die Gesamtheit ihrer logisch méglichen Realisierungen einen
vollstindigen Nullraum festlegt. Dies ist aber nicht alles, was durch die Versuchs-
vorschrift bestimmt wird. 1In Beispiel 1 ist von einem bestimmten Wiirfel die Rede
und in Beispiel 2 von bestimmt vorgegebenen Kugeln. Dem allgemeinen Gefiihl
nach -— woher dieses stammt, ist hier ganz nebensiichlich — besteht aber ein
Unterschied, wenn in Beispiel 1 ein mal ein holzerner Wiirfel und dann einer,
der halb aus Holz und halb aus Stahl besteht, verwandt wird. Das gibt dem
Gefithl nach zwei verschiedene Versuchsvorschriften und ebenso ist es, wenn in
Beispiel 2 die Kugeln einmal homogen und ein zweites Mal inhomogen gedacht
sind, trotzdem in allen Féllen die Nullriume vom selben Typus sind. Ebenso
steht es bei Beispiel 3. Diese Sachlage muss nun mathematischer Formaulierung
zuginglich gemacht werden; dies geschieht im Prinzip so:

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung betrachtet gewisse Eigenschaften der lo-
gisch moglichen  Realisierungen einer Versuchsvorschrift und bewertet zahlen-

missig durch die Wahrscheinlichkeit die Gesamtheit aller Realisierungen, die
37—325611. Acta mathematica. 60. Imprimé le 30 décembre 1932.
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durch eine solche Eigenschaft charakterisiert sind, wobei eben der Zahlenwert
der Grosse nach von den in der Vorschrift auftretenden Individuen abhingt und
sich dndern kann, wenn sie durch andere Individuen ersetzt werden. Die ge-
nannte Gesamtheit aber bildet eine Teilmenge des Nullraumes, der durch alle
logisch moglichen Realisierungen der Versuchsvorschrift festgelegt ist. Dem
System der bewerteten Kigenschaften entspricht so eineindeutig ein bestimmtes
Teilmengensystem dieses Nullraums.

Als einfachstes Beispiel sei die Eigenschaft einer Realisierung genannt, an
den n ersten Stellen vorgegebene Ergebnisse el eli!ls . erire 1)l gufzu-
weisen. Die Realisierungen dieser Eigenschaft bilden eine Grundmenge des Null-
raums und sollen deshalb als Girundeigenschaften bezeichnet werden.

Das mathematisch allein greifbare an der Versuchsvorschrift ist also offen-
sichtlich, dass sie einmal durch die Gesamtheit der logisch méglichen Realisie-
rungen einen vollstindigen Nullraum festlegt und ausserdem einem gewissen System
von Teilmengen dieses Raumes Zahlenwerte (Wahrscheinlichkeiten) zuordnet. Wir
nennen das System der bewerteten Mengen einschliesslich der Bewertungen ein
Wahrschernlichkeitsfeld.

Die Verkniipfungsregeln in diesen Wahrscheinlichkeitsfeldern sowohl in Be-
zug auf das Mengensystem als auch in Bezug auf die Bewertungen sind Gegen-
stand der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Dabei ist es fiir unseren Standpunkt
gleichgiiltig, ob die Wahrscheinlichkeiten, aus denen andere berechnet werden,
a priori bestimmbar sind oder aus Analogien und Induktionen stammen oder nach
gewissen praktischen Faustregeln durch Experimente ermittelt werden. Keines-
falls liegt die Aufgabe, die Ausgangswahrscheinlichkeiten auf Grund der spe-
ziellen in der Versuchsvorschrift gegebenen Individuen (Wiirfel, Kugeln, ete.) zu
ermitteln, im Rahmen der theoretischen Wahrscheinlichkeitsrechnung selbst. Wir
haben einzig und allein diejenigen Forderungen (Axiome) aufzuzeigen, die man an
etn von einer Versuchsvorschrift induziertes Wahrscheinlichkeitsfeld unbedingt stellen
muss, damet in thm cine W ahrscheinlichkeitsrechnung iiberhaupt moglich wird.

Zunidchst wird es unerlisslich sein, dass jede Grundeigenschaft eine Wahr-
scheinlichkeit hat, denn eine Wahrscheinlichkeitsrechnung, in der man nicht ein
mal von einer Wahrscheinlichkeit dafiir reden kann, dass in Beispiel 1 eine Rea-
lisierung mit 1, 3, 5 beginnt -— dies wire eine Grundeigenschaft — diirfte kaum
bemerkenswerte Krgebnisse liefern.

Haben ferner zwei Eigenschaften Wahrscheinlichkeiten, so wird man ver-
langen miissen, dass auch die Eigenschaft eine Wahrscheinliéhkeit hat, die darin
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besteht, dass einer Realisierung mindestens eine der beiden Kigenschaften zu-
kommt, d. h. dass sie zur Summe der den beiden Eigenschaften zugeordneten
Mengen gehort.

Haben weiter zwei Eigenschaften Wahrscheinlichkeiten und kommt jeder
Realisierung, die die zweite Bigenschaft besitzt, auch die erste zu, so wird man
auch die Existenz der Wahrscheinlichkeit der Eigenschaft voraussetzen miissen,
die darin besteht, dass eine Realisierung die erste aber nicht die zweite Eigen-
schaft hat, d.h. dass die Realisierung der Differenz der den beiden Eigenschaften
zugeordneten Mengen angehort.

Ohne diese beiden Forderungen ist eine in sich einigermassen abgeschlos-
sene Wahrscheinlichkeitsrechnung kaum durchfiihrbar. Sie sagen offenbar aus,
dass die Higenschaften, die Wahrscheinlichkeiten haben, umkehrbar eindeutig
den Mengen eines Mengenkorpers entsprechen sollen. Nehmen wir hierzu un-
sere erste Erkenntnis die Grundmengen betreffend, so ist durch diese drei An-
nahmen der genannte Korper also als der kleinste Koérper iiber dem System der
Grundmengen festgelegt. Es ist somit ein Unterkorper des Korpers der a-o-
Mengen, ja offenbar sogar des Korpers der beschrinkten a-o-Mengen, wobei
wir im Augenblick eine g-0-Menge beschrinkt nennen, wenn alle Grundmengen
ihrer Normalform von beschriinkter Stufe sind.

Der durch die drei Annahmen festgelegte Korper enthielte somit weder
einen einzelnen Punkt noch auch jede a-0-Menge. Wenn wir also keine wei-
teren Annahmen ausser den genannten drei einfiithren, konnen wir weder von
der Wahrscheinlichkeit reden, dass eine Realisierung mit einer vorgegebenen
Realisierung iibereinstimmt, noch auch von der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
.eine Realisierung zu einer vorgegebenen a-o-Menge gehort, sofern nur die letz-
tere nicht dem genannten Korper angehort.

Bevor wir nach Forderungen, die diese Ubelstinde mildern, suchen, wollen
wir noch Annahmen iiber die Art der Verkniipfung der Zahlenwerte der Wahr-
scheinlichkeiten machen. Dariiber nimlich kénnen wir auf Grund der bisherigen
Uberlegungen gar nichts aussagen und gerade von der Art dieser Verkniipfungen
wird die aufgeworfene Frage nach passender Vergrosserung des Korpers wesent-
lich abhingen.

Offenbar ist es plausibel anzunehmen, dass die Wahrscheinlichkeit mit einem
Wiirfel beim ersten Versuche 1 zu werfen gleich der Summe der Wahrscheinlich-
keéiten dafiir ist, mit demselben Wiirfel in zwei Wiirfen 1 und 1, oder 1 und 2,

oder 1 und 3, oder 1 und 4; oder I und 35, oder 1 und 6 zu werfen. Veralige-
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meinert heisst diese Annahme offensichtlich, dass die Wahrscheinlichkeit einer
Grundmenge n-ter Stufe gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten aller in ihr
enthaltenen verschiedenen Grundmengen (n + 1)-ter Stufe sein soll.

Ausser dieser speziellen Annahme, die uns ja nur Aufschluss iiber Zusam-
menhinge von Wahrscheinlichkeiten von Grundmengen gibt, benétigen wir noch
eine Annahme fiir zwei beliebige fremde Mengen. Es liegt nahe, anzunehmen,
dass fiir zwei fremde Mengen, die Wahrscheinlichkeiten haben, die Wahrschein-
lichkeit der Summe gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten der Summanden
ist, da diese Annahme in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung der vorigen ist.

Nunmehr sind wir in der Lage, nach der zweckmiissigen Art der Vergros-
serung des bisher festgelegten Mengenkorpers zu suchen, um die oben genannten
Mingel zu mildern. Diese Miingel bestehen anders gesagt in einer willkiirlichen
Unstetigkeit, die wir uns klar machen miissen. Es ist damit gemeint, dass ge-
wisse nicht dem Korper angehorige Mengen allein auf Grund der Annahme, dass
sie Wahrscheinlichkeiten besitzen, sofort ezndeutige Zahlenwerte als Wahrschein-
lichkeiten zugeordnet erhielten, dass diese Mengen also bisher sozusagen grundlos
aus dem Bereich derer, die Wahrscheinlichkeiten haben ausgeschlossen sind. Dies
geht so zu: Da die Wahrscheinlichkeiten nicht negative Zahlen sein sollen, folgt
ans der Korpereigenschaft und der Additionsforderung fiir die Zahlenwerte so-
fort, dass die umfassendere von zwei Eigenschaften (grossere von zwei Mengen),
die Wahrscheinlichkeiten haben, nie die kleinere Wahrscheinlichkeit haben kann.
Ist nun eine Menge N gegeben, die nicht unserem Korper angehort, der also
bisher keine Wahrscheinlichkeit zugeordnet ist, so ist es trotzdem oft moglich,
Korpermengen U, U, A;, ..., die simtlich 9% enthalten, und Korpermengen
B, B,, B,, ..., die simtlich in I enthalten sind, so anzugeben, dass die Wahr-
scheinlichkeiten geeignet ausgewihlter U, und B, sich beliebig wenig unter-
scheiden. Hiitte also 9 eine Wahrscheinlichkeit, so wire diese eindeutig fest-
gelegt als der Finis inferior der Wahrscheinlichkeiten der ¥, und auch als der wert-
gleiche Finis superior der Wahrscheinlichkeiten der B,. Um dies sozusagen will-
kiirliche Fernhalten solcher Mengen 3¢ ans dem Bereich der Mengen, die Wahrschein-
lichkeiten haben, aufzuheben. werden wir also eine weitere Forderung stellen, die den
bisherigen Bereich dadurch vergrossert, dass sie ihm diese Mengen adjungiert.

Auf Grund dieser Uberlegungen erkliren wir

Definition 7,1. Ein System F wvon Teilmengen U des vollstindigen Null-
raums B, die zahlenmdssig durch nicht negative Zahlen, die hichstens 1 sind, — die
Wahrscheinlichkeit (F, A) — bewertet sind, heisst einschliesslich dieser zahlenmdssigen
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Bewertung ein »Hauptwahrscheinlichkeitsfeld> (H-W-F), wenn folgende Axiome
erfillt sind:
I. Grundmengenaxiom.

Jede Grundmenge aus B gehirt zu F und insbesondere ist (F, B) = 1.

II. Kérperaxiom.

Das System F st esn Korper.

III. Vollstindigkeitsaxiom.

Gibt es zu eimer Menge MM fiir jedes ¢ > o zwei Mengen U und B aus I,
so dass gilt
A=M=D
und ausserdem
[(F,A) — (F, B)| < e,
so gehort auch M zu F.

IV. Additionsaxiome.

1) Gehirt A und B zu F und sind beide fremd, so gilt
(F, %A+ B)=(F, A + (F,B).

2) Ist E eine Grundmenge n-ter Stufe (n=o0,1,2,...) und ist {E,} die Ge-
samtheit der verschiedenen in E enthaltenen Grundmengen (n + 1)-ter Stufe, so gilt

(F,E)= Q\(F, E.).

v

Satz 11,1 lehrt iibrigens, dass die Axiome IV mit folgendem scheinbar mehr
fordernden Axiom gleichwertig sind':

IV*. Zerlegungsaxiom.

Ist eine Menge A aus F Summe der hochstens abzihlbar vielen paarweise frem-
den Mengen (W} aus F, so gilt

(F,9) = 2, (F, %)

! Anmerk.: Diese Behauptung braucht natiirlich nicht mehr zu gelten, wenn zu den Axiomen

I—V bei entsprechender Ausdehnung von V weitere Axiome hinzugefiigt werden, denn dadurch
kann IV* falsch werden.
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V. Minimalaxiom.

F ust der kleinste Bereich der den Axiomen 1—I1V geniigt.

Offenbar folgt 1V 2) aus 1V 1) wenn in jedem Versuche nur endlich viele
Ergebnisse’ moglich sind, da dann jede Grundmenge n-ter Stufe nur in endlich
viele Grundmengen (n + 1)-ter Stufe zerfiillt.

Nur zu Axiom V sind noch einige Worte zu sagen. Wir waren in unseren
vorbereitenden Uberlegungen konstruktiv vorgegangen, indem wir uns die Grund-
mengen und ihre Wahrscheinlichkeiten gegeben dachten und aus diesem Material
durch die sukzessive aufgefundenen Forderungen neue Mengen, die Wahrschein-
lichkeiten haben sollten, aufbauten. Durch dies Vorgehen war der Bereich ein-
deutig festgelegt eben als die Gesamtheit der Mengen, die auf diesem Wege von
diesem Ausgangspunkt aus erreichbar sind. Die Fassung der Axiome I—IV aber
enthilt dieses konstruktive Element nicht. Durch sie also wird der Bereich nicht
eindeutig festgelegt, sondern es ist denkbar, dass es zu dem kleinsten konstruk-
tiven Bereich echte Oberbereiche gibt, die auch den Forderungen I—IV geniigen.
Axiom V formuliert also gerade das konstruktive Element unserer Uberlegungen
mathematisch und erzwingt die Eindeutigkeit von F. In der Formulierung von
V ist das Wort »kleinster Bereich» mathematisch sinnvoll, da der Durchschnitt
beliebig vieler Bereiche, die den Axiomen I-—IV bei gleichen Wahrscheinlich-
keiten der Grundmengen geniigen, wieder ein solcher Bereich ist, der kleinste
Bereich also als Durchschnitt aller solcher Bereiche eindeutig definiert ist (vergl.
Satz 1,3). Dies lehrt auch der Beweis zu 7, 1.

Die Axiome I und IV 2 sagen offenbar aus, (vergl. § 5), dass die Wahr-
scheinlichkeiten der Grundmengen als Masse der Grundmengen angesehen wer-
den diirfen. In dieser Richtung gibt iiber die Tragweite der Axiome folgender
grundlegender Satz Aufschluss.

Satz 7,1. Alle und nur die Mengen gehiren zu F, die einen z,-Inhalt ha-
ben, wo », der Kirper der a-o-Mengen ist, und es gilt fiir jedes W aus F

(F, A) = L, () = | A,

wenn als Masse der Grundmengen die Wahrscheinlichkeiten der Grundmengen ge-
wdhlt werden.
Beweis. Wir zeigen zunidchst, dass jede a-o-Menge U zu F gehort und
dass gilt (F, %) = L, ().
A=FE + E;+ Eg +
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sei die Normalform von .

B=E,+F;+E;+ -

sei die Normalform von B =B — 9.
Wir setzen
Wp=F, + Ey + - -+ Ey,
Bn=E, + E, + -+ Ep.

Nach I und II gehéren U, und B, zu F und nach IV, 1 ist
(F, %) =|An| und (F,B,)=|Bal.
Nach IT gehort auch B—3, zu F und nach IV, 1 folgt
(F,B) + (F, B—B,) = (F, B).
Also ist wegen (F,8,)=|B.| und (F, B)=|B|

(Z, B — Bn) = | B—Ba|.
Wegen

folgt nach Satz 3, 24

lim |9, ] =|¥A| und lim|B—B,|=|B—B|=|%A|.

n-—» o

Fiir jedes ¢ > 0 gibt es also, da die erste Folge monoton wichst, die zweite mono-

ton fillt, ein #, und ein %, so, dass gilt

|20, > |UA| —¢ and |B—By,| < |A| + &.
Hieraus folgt
0=|B—3B,|—|%] < 2e,
somit
o= (F,B—8,) — (F,%,) < 2e.
Wegen
U, =A=B— B,

folgt somit nach III, dass ¥ zu F gehort.
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Da ausserdem gilt

|%[71I:([Y,?In)§(lﬂ, 9[)§(F’B_28n):|B—"%nl,

und sowohl || als auch | B—%,| nach || konvergieren, folgt wie behauptet
(F, %) =|A| = L, ).

Jetzt werden wir zeigen, dass wenn eine Menge ¥ einen z,-Inhalt hat, auch
(F,¥A) existiert und dem x,-Inhalt gleich ist.
Es war
L) = fin inf | B,

wo B alle A itberdeckenden a-0-Mengen durchliuft und

L. (%) = fin sup | €|,

wo € alle in ¥ enthaltenen a-o-Mengen durchliuft.

Ist also I,(A) = I,(N), so ist wegen |B|=(F V) und |C|=(F,C) und
wegen B=A=C¢ der Sachverhalt von Axiom III erfiill, (¥, A) existiert also
und es gilt (I, A) = L,,(%A).

Somit ist bewiesen, dass jede Menge, die einen x-Inhalt hat, zu I gehort.
Zu zeigen bleibt, dass jede Menge aus I einen x,-Inhalt hat.

Nun geniigen aber die Mengen des Korpers &, d.h. die Mengen, die
z,-Inhalte haben, den Axiomen I—IV. Dies ist fiir die Axiome I, 1I, IV trivial.
Fir Axiom III sieht man aber sofort, dass auf diese Art doppelseitig durch In-
haltsmengen eingeschlossene Mengen der Inhaltsdefinition wegen ebenso zwischen
a-0-Mengen eingeschlossen werden konnen, also auch einen Inhalt haben. Nach
Axiom V ist also I'= §,,.

Hiermit ist restlos klargestellt, welche Mengen des einer Versuchsvorschrift
zugeordneten Raumes bei Annahme der Axiome I-—V Wahrscheinlichkeiten haben
und wie diese Wahrscheinlichkeiten — die der Grundmengen als gegeben voraus-
gesetzt ~— zu berechnen sind, nimlich rein formal nach den Regeln der Mass-
theorie.

Ob man diese Axiome, die sozusagen ein Minimum an Voraussetzungen
sind, wihlen kann oder weitere hinzufiigen muss, konnen nur die kommenden
Untersuchungen lehren. Wir werden sehen, dass sie vollig ausreichen, werden
aber in § 10 und § 17 doch noch mogliche Erweiterungen des Wahrscheinlich-
keitsbegriffs durch Hinzunahme weiterer Axiome kurz andeuten.
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§ 8.

Verallgemeinerung der Begriffe aus § 7 durch wahrscheinlichkeitstreue
Abbildungen.

Die Vorstellung »Versuchsvorschrift>, deren mathematisches Korrelat der
exakte Begriff . »Wahrscheinlichkeitsfeld» war, enthdit nun zwei physikalisch
qualitativ verschiedene Vorschriftsarten. Die erste regelt den Ablauf der Ver-
suche selbst, die zweite bestimmt nur, auf welche Weise die Ergebnisse dieser
Versuche notiert werden sollen. Man kann nun leicht die erste dieser Kompo-
nenten konstant halten, die zweite aber variieren und so aus einer Versuchsvor-
schrift neue erzeugen. Dieser Prozess muss natiirlich einer Erzeugung von neuen
Wahrscheinlichkeitsfeldern aus einem vorgegebenen entsprechen, wenn unser Be-
griff » Wahrscheinlichkeitsfeld» verniinftig ist. Diese Frage wollen wir zunichst
durch Beispiele erliutern und dadurch zu einer Verallgemeinerung des Begriffs
» Wahrscheinlichkeitsfeld» fortschreiten.

Hierzu variieren wir das Beispiel 2 aus § 7, indem wir es auf verschiedene
Arten abiindern und so neue abgeleitete Versuchsvorschriften erzeugen.

«) Wir bilden eine abgeleitete Versuchsvorschrift durch die Festsetzung, es
golle bei jedem Versuch nur notiert werden, ob der obere Index des Ergebnisses
gerade oder ungerade ist.

Die Gesamtheit der so entstehenden Realisierungen bildet offenbar einen
neuen Nullraum B’ und B’ ist, wie man sofort sieht, stetiges Bild von B und
das Bild jeder Grundmenge aus B ist eine Grundmenge aus B’.

Die Frage nach der Wahrscheinlichkeit einer Teilmenge 9 < B’ also mnach
(F”, %) wiirde man mit der physikalischen Begriindung, dass nicht der empirische
Sachverhalt sondern nur die Art des Notierens der Ergebnisse abgeindert wurde,
dahin beantworten, dass (F',%’) dann und nur dann existiert, wenn das Ur-
bild (A’) von A’ eine Wahrscheinlichkeit (¥, y(%')) hat und dass dann (F", (')
dieser Wahrscheinlichkeit gleich ist.

B) Wir bilden eine andere abgeleitete Versuchsvorschrift durch die Fest-
setzung, es solle nur jedes zweite Versuchsergebnis notiert werden.

Auch hier bilden die neuen Realisierungen einen Nullraum B’, der stetiges
Bild von B ist und das Bild jeder Grundmenge aus B ist Grundmenge aus B’

Die Frage nach der Wahrscheinlichkeit einer Teilmenge ' < B’ wiirde man
wie bei «) beantworten.

3832511, Acta mathematica. 60. Tmprimé le 30 décembre 1932.
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7) Wir bilden eine andere abgeleitete Versuchsvorschrift durch die Fest-
setzung, es solle stets das 2n-te Versuchsergebnis genau vor dem (21— 1)-ten
(n =1, 2,3,...) notiert werden.

Auch hier bildet die Gesamtheit der so entstehenden Realisierungen einen
neuen Nullraum B’ und wiederum ist B’ stetiges Bild von B und das Bild jeder
Grundmenge aus B ist wieder Grundmenge in B’.

Auch die Frage nach der Wahrscheinlichkeit einer Teilmenge A’ < B’ wiirde
man wie bei «) und j3) beantworten.

d) Wir bilden eine abgeleitete Versuchsvorschrift durch die Festsetzung,
es sollen nur solche Realisierungen als Realisierungen der neuen Vorschrift gel-
ten, die einer Teilmenge A von I angehdren, fiir die (I, A) # o existiert.

Die Gesamtheit der jetzt moglichen Realisierungen bildet offenbar den Raum
B" =19, der stetiges Bild einer Menge aus I’ (nimlich %) ist. Offenbar ist das
Bild jeder Grundmenge in % Grundmenge in K.

Die Frage nach der Wahrscheinlichkeit einer Teilmenge 2’ von .B’ wiirde
man dahin beantworten, dass (I, %) dann und nur dann existiert, wenn das
Urbild ¥{2A) von A’ eine Wahrscheinlichkeit (¥, v/(%’)) hat und dass dann gilt

(F', W) = (F, w() : (F, p(B)).

Es handelt sich nun darum, das gemeinsame dieser Beispiele herauszuschilen.
Wir sehen hierbei folgendes:

1) Jedesmal ist die Gesamtheit B' der Realisierungen der abgeleiteten Ver-
suchsvorschrift stetiges Bild einer Menge 2 aus dem zu B gehorigen F, fiir die
(F,A)#4 o gilt. In den Fillen «)—y) ist diese Menge A B selbst.

2) Jedesmal ist das Bild jeder Grundmenge des Urbilds von B’ eine Grund-
menge in B’ a fortiori ist also das Bild jeder offenen Menge des Urbilds von B’
eine offene Menge in I’.

3) Jedesmal scheint das System F’ der Mengen aus B’, die Wahrscheinlich-
keiten haben, aus allen und nur den Teilmengen ' von i’ zu bestehen, deren
Urbilder (") zu I’ gehodren.

4) Die Wahrscheinlichkeiten (F',%’) der Mengen aus I sind dem Gefiihl
nach denen der Urbilder w(¥') in F gleich bis auf den Normierungsfaktor
1:(F,v(B")). (Im Falle ¢}—y) ist dieser Faktor 1, da dort w(B)= B ist.)

Definition 8,1. Ist B’ stetiges Bild einer Menge U des H-W-F F und ust
das Bild jeder in w(B') offenen Menge offen in B, so heisst das System derjenigen
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Teilmengen W wvon B') deren Urbilder (') Mengen aus F sind, inkl. der Be-
wertungen

(£, W)= (F, p(U): (F, p(B)

ein wahrscheinlichkeitstreues Bild von F. Natiirlich ist (F, ) 5% o vorausgesetzt.

Es handelt sich nun darum, zu priifen, ob diese Uberlegungen mit Defini-
tion 7,1 vertriglich sind und keinen neuen Wahrscheinlichkeitsbegriff impli-
zieren, falls B’ ein vollstindiger Nullraum ist. Dann nimlich miisste ja I ein
H-W-F sein. Dies lehrt folgender grundlegender

Satz 8,1. Jedes wahrschernlichkeitstreue Bild eines H-W-I' F geniigt den
Axziomen 1—V, wenn in 1) und 1V) die Grundmengen aus B durch Grundmengen
aus B’ ersetzt werden.

Beweis. Bezeichnen wir das wahrscheinlichkeitstreue Bild von ¥ aus F
mit F’, so miissen wir also zeigen, dass in F’ die Axiome I—V erfiillt sind.

Ist E’ Grundmenge in B’, so ist E' in B’ a-0-Menge nach Satz 4,5. Das
Urbild (FE') ist somit nach Satz 3,3 a-0-Menge in % = y(B’). Nach Satz 6,7
hat die x,-Begrenzung von U das Mass o. Der Begriff »,-Begrenzung deckt sich
mit dem der gewdShnlichen Begrenzung (Definition 2, 3). Somit ist die x,-Begren-
zung der a-0-Menge Ww(E') in 9 ein Teil der Begrenzung von ¥, hat also a forti-
ori das Mass 0. Nach Satz 6,7 hat also W(E') einen x,-Inhalt und gehort somit
nach Satz 7,1 zu F. Somit gehort E' nach Definition 8,1 zu F'. F’ enthilt
somit jede Grundmenge aus B’, wie es Axiom I verlangt. Dass (F', B)=1 ist,
folgt aus Definition 8, 1 unmittelbar. Axiom T ist also in F’ erfiillt.

Ferner gilt Axiom IT in F’. Nach Satz 3, 1 ist nimlich das Urbild einer
Summe resp. einer Differenz die Summe resp. die Differenz der Urbilder der bei-
den Mengen. Gehoren diese Urbilder also zu I, so auch, da F Korper ist, ihre
Summe und ihre Differenz. Darum gehoren deren Bilder zu .

Nun muss die Giiltigkeit von Axiom III in F' gezeigt werden. Wir neh-
men daher an, dass es zu einer Menge I’ < B’ fiir jedes ¢ > 0 zwei Mengen U’
und B’ aus I’ gibt, so dass gilt

2[/ > ml > %I
und ausserdem

[(F", ) — (F', )| <e

und miissen zeigen, dass dann I’ zu F’ gehért.



300 Erhard Tornier.

Aus A > M > W folgt Yy(A') = w(M) = w(W'). Ferner folgt aus der obi-

gen Ungleichung

e > | (1", ) — {17, 8] W) — (WD (F, wiB)

HE, wi
= | (F, p () — (F, p(¥)].

L

I

Da w(A') und y(¥') zu I’ gehoren, folgt also, dass nach Axiom IIT (M) zu F
gehiort. Daher gehort I’ zu F’ und Axiom IIT gilt in I,
Um die Giiltigkeit von Axiom IV in F’ zu beweisen, zeigen wir, dass wenn
A aus F' als Summe von abzihlbar vielen paarweise fremden Mengen %, aus
I’ dargestellt ist, stets gilt
(F7 ) = D (F. ),

¥

denn diese Formel enthiilt sowohl IV 1) als auch IV 2). Bei den eben ge-

machten Annabmen ist nimlich

W) = D wal,),

wo auch die Summanden rechts fremd sind.
Da diese als zu I’ gehorig, =,-Inhalte haben, die den Massen gleich sind,
folgt nach Satz s, 20
(F, w) = 2 (B, w(A').

3

J

Multiplizieren wir diese (tleichung mit 1:(F, w(5')), so erhilt man wie behauptet

(B, A = D(F, ).

Axiom IV gilt also in F’.

Somit bleibt nur noch zu zeigen, dass auch Axiom V fiir F’ erfiillt ist.

Wir wollen beweisen, dass jede Menge M < B, fiir die I,{w(IN)] existiert,
von oben und unten so zwischen a-o-Mengen aus B’ eingeschlossen werden kann,
dass deren Bewertungen in I’ sich beliebig wenig unterscheiden. Ist dies erfiill-
bar, so gehort M nach Axiom IIT offenbar zum kleinsten Bereich, in dem alle
Axiome gelten, da ja die a-0-Mengen in B’ diesem angehoren.

Um dies zu zeigen, ordnen wir jeder beliebigen Menge I =B’ zwei Zahlen.
zu, nimlich
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I (M) = fin sup (I, ),

wo « alle in I enthaltenen a-o-Mengen aus B’ durchliuft und
I8 () = fin inf (I, B),

wo § alle M enthaltenden a-0-Mengen aus B’ durchlinft.
Wir beweisen entsprechend wie Satz 6, 3 die Gleichung

I®(IR) + 1B —M)=1.
Durchléiuft nimlich ¢ alle a-0-Mengen aus I3, die die Bedingung erfiillen

d= B —M,
und ¢« alle die, fiir die gilt

M=

so ist offenbar die Menge der «  identisch mit der Menge der B'—d. Also gilt

{(”')(EUE) = fin sup (¥’, B’ —§) = fin sup (¥, (B’ —0)) : (F, w(B")
= fin sup (F, p(B') — w(d)) : (F, 9(B) = fin sup [{(F, w(B') — (F, w(9)} : (F, w(B)]
= 1 —fininf (F, w(0): (F, w(B')) = 1 — fin inf (F", 6) = 1 — I")}(B" —M).

Somit ist die behauptete Gleichung bewiesen.
Ferner machen wir die triviale Bemerkung, dass fiir jede in I’ offene Menge
Q der Normalform
Q=EkE + E, + E; + -
gilt

129(Q) = D\(F', E).

v

Nunmehr habe () x,-Inhalt und O sei der offenc x,-Kern von w(I). Das
Bild von ©

p0)=02=2E,
ist in B’ offen, da das Bild jeder Grundmenge in 9 in 3" offen ist.
Ferner gilt offensichtlich

Q=M und L =yY(Q).
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Da die (E.) paarweise fremde a-0-Mengen in U sind, folgt

Q)= Z (F', B = 2 (F, w(E): (1, w(B) = 2 L(E.): L(B)
= L, (@(Q): L,(p(B") = L,(): Ly(w(B).
Also folgt, da '(p(S])E) «-Inhalt hat

IO = I0(9) = L(0): L (@(B) = L) : L (w(B).

Fiir B'— M gilt entsprechend

I8 (B — M) = L, (w(B — W) : L,(w(B").

Andererseits bestehen die Gleichungen
IB@) + IB(B — M) =1,
und da Y(M) und w(B — M) x,-Inhalt haben

L,(w(M)) + L(w(B —M)) = L,(p(B).

Dividiert man die letztere durch I, (y/(B)), so folgt wegen der Ungleichungen
sofort durch Subtraktion

I®/(M) = L, (w(M): L, (w(B),
somit a fortiori
I®(M) = L, (p(N): Ly(w(B)).
Daher gilt
IER) = TN,

Dies aber bedeutet ja gerade, dass a-o-Mengen der gesuchten Art in B’ existieren.
Hiermit ist Satz 8, 1 bewiesen.

Definition 8,2. FEin H-W-F oder ein wahrscheinlichkeitstreues Bild eines
H-W-F heisst ein Wahrscheinlichkeitsfeld (W-F).

Nunmehr beweisen wir
Satz 8,2. Ist F" ein wahrscheinlichkeitstreues Bild der Menge ' aus I’

und st F' ein wahrscheinlichkeitstreues Bild der Menge % aus dem H-W-F F| so
ist F"' auch wahrscheinlichkeitstreues Bild einer Menge ¥, des H-W-F F.
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Beweis. Ist .4 eine Menge aus I, so ist nach Satz 3,2 .4 stetiges Bild
einer Inhaltsmenge ,(A4) aus F. Hierbei ist yo(4) = p(y'(A4)), wo ¢ die Ur-
bilder der Mengen aus F” in % und v die Urbilder der Mengen aus F’ in U
angibt. Bezeichnet B” resp. B’ die grosste Menge aus F” resp. I, so ist nach
Definition 8, 2

Daher folgt

Dass jede Grundmenge aus A, = 1,(B"”) in eine offene Menge in B” iibergeht
ist klar.

§ o
Das Hilufigkeitsmodell.

Bisher hatten wir die Zuordnung der Wahrscheinlichkeiten zu den Mengen
eines W-F abstrakt durch die Axiome charakterisiert. Es ist nun von grosster
Bedeutung, dass man fir jedes W-F diese Zuordnung und dadurch alle Sitze
der Wahrscheinlichkeitsrechnung gleichzeitig durch Grenzwerte von relativen
Hiufigkeiten in gewissen Modellen realisieren kann. Dadurch allein néimlich
wird die Anwendbarkeit der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Gegenstiinde der
Natur gesichert, denn ohne die Moglichkeit dieser Realisierung giibe es keinen
gangbaren Weg zur experimentellen Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten und
zur experimentellen Nachpriifung der durch die Wahrscheinlichkeitsrechnung in
konkreten Fillen errechneten Resultate.

Zur Definition der Modelle eines W-F, also einer Versuchsvorschrift fithrt
eine heuristische Uberlegung, die natiirlich nur den Wert einer Plausibilititsbe-
trachtung hat. Die mathematische Brauchbarkeit und auch die Widerspruchs-
freiheit der Definition muss dann spiter erwiesen werden.

Wir fragen uns zuniichst, wie denn die Wahrscheinlichkeit einer Grund-
eigenschaft (Grundmenge) fiir eine bestimmte Versuchsvorschrift experimentell
zu bestimmen ist? Darauf wird jeder Physiker antworten, dass man eine Folge
von Versuchsserien, deren jede soviel Versuche enthilt, wie die Stufenzahl der
Grundmenge betrigt, herstellen und den Grenzwert der relativen Haufigkeit der-
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jenigen Serien der Folge, die die Grundmenge darstellen, als Wahrscheinlichkeit
wihlen muss. Die Existenz dieses Grenzwertes wird also vorausgesetzt. Nun ist
aber die Versuchsvorschrift ja erst durch die Wahrscheinlichkeiten aller ihrer
Grundmengen festgelegt. Da es unter ihnen solche beliebig grosser Stufe gibt
(fiir die also oben die Versuchsserien beliebig lang sein miissten), werden wir
zweckmissig unser Bild dahin erweitern, dass man sich eine Folge von unbe-
schrinkten Serien (Realisierungen) angestellt denkt und vorgussetzt, dass fiir jede
Grundeigenschaft in dieser Folge der Grenzwert der relativen Hiufigkeit der-
jenigen Realisierungen existiert, die diese Eigenschaft haben, und dass dieser
Grenzwert der Wahrscheinlichkeit dieser Eigenschaft gleich ist. Ganz allgemein
wird man nun verlangen miissen, dass auch fiir jede Menge des der Versuchs-
vorschrift zugeordneten W-F in dieser Folge der Grenzwert der relativen Hiufig-
keit der zu dieser Menge gehorigen Realisierungen existiert und der Wahrschein-
lichkeit der Menge gleich ist. Natiirlich ist es von grosster prinzipieller Wich-
tigkeit, dass dies alles fiir eine einzige Folge von Realisierungen gilt, denn nur
dann ist ja die Idee, die Wahrscheinlichkeiten einer Versuchsvorschrift durch
Grenzwerte von relativen Hiufigkeiten zu konkretisieren, iiberhaupt sinnreich,
nicht aber, wenn die Realisierung gewisser Wahrscheinlichkeiten einer Versuchs-
vorschrift die gleichzeitige Realisierung anderer Wahrscheinlichkeiten derselben
Versuchsvorschrift unmoglich macht.’

Diese Uberlegungen wollen wir prizisieren:

Definition 9,1. Ist I ein W-F. so heisst jede unendliche Matrizc I, deren
Spalten Punkte des zu I gehérigen Rawmes B sind, erm Modell von F, wenn
fiir jede Menge % aus I in I der Grenzwert der relativen Hdiufigkeit derjenigen
Spalten, die Punkte aus W sind, cxistiert und der Wahrscheinlichkeit (F, W) gleich ist.

! Anmerk. Aus diesem Grunde habe ich gegen die Identifizierung von Wahrscheinlichkeits-
rechnung und Masstheorie, wie sie von manchen Seiten geiibt wird, die stirksten Bedenken. Denn
die ‘Gesamtheit der Masse lisst sich sicher nicht mehr in einer einzigen Folge realisieren, da ja
im allgemeinen jeder Punkt das Mass o hat, die Menge der I’unkte der Folge also auch, wihrend
sie in der Folge sicher die Dichte 1 hat. Man konnte nun glauben, dass das genannte Bedenken
aueh anf die sogenannten stetigen Wahrscheinlichkeiten — die hier nicht behandelt werden —
zutrife und deshalb der Unentbehrlichkeit dieser Wahrscheinlichkeiten wegen zuriickzuweisen wire.
Man sieht aber sofort, dass die Konstruktionsmethode vom Beweis zu Satz 9,2 sich auf jeden
Raum mit abzihlbarer Basis ausdehnen ldisst, in dem es Inhaltstheorien gibt. Somit gibt es auch
fiir stetige Wahrscheinlichkeitsfelder stets Punktfolgen, in denen jede Menge des Feldes die rich-
tige Dichte hat. Der genannte Einwand gegen das gediusserte Bedenken entfillt somit. (Die Aus-
dehnung der ganzen Arbeit auf stetige Wahrscheinlichkeiten, so dass diese und die diskontinuier-
lichen gleichzeitig erfasst werden, ist iibrigens fast trivial und wird in einem in Vorbereitung
befindlichen Lehrbuch durchgefithrt werden.’



Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 305

Ist F Modell von F, so benutzen wir von jetzt ab durchgehend folgende
Bezeichnungen:

1) 9F,A%: Anzahl der Spalten von F bis zur k-ten inkl., die zu der Menge
A aus I' gehoren.

2) "(F, %A= %“(F, A)e: Relative Hiufigkeit von ¥ in F bis zur &-ten Spalte inkl.
3) (F,A) = lim "(F, Ay, falls dieser Limes existiert.

k—

Satz 9,1. Ist F emnm W-F, so ist eine Matrix F* deren Spalten Punkte
des zu F -gehirigen Baumes B sind, dann und nur dann Modell von F, wenn fiir
jede Grundmenge E aus I' gilt

lim (F*, E), = (F, E).
k>
Es wird also fiir FF* die Existenz dieses Grenzwertes und die Gleichheit gefordert.

Beweis. Das »nur dann» ist nach Def. g, 1 trivial. Es bleibt somit zu
zeigen, dass die Bedingung hinreichend ist. Man sieht zuniichst, dass fiir jede
a-0-Menge U aus F' gilt

lim 7(F* Ay = (F, A).
k- o

Es ist ndmlich auch B—U a-0-Menge und man hat die Normalformen

A=F, + B, + By +
B—N=E+E,+E + .
Daher folgt

ko>

limT(F*7 9[)’C = Z(F*7EV): 2(F7 E") :(F7 g[)

2

und

lim "(F*, B — Ay = 2\ (F*, E',) = 2\ (F, E.) = (F, B—).

ko v

Man hat also

1=1im (F*, A + (B — W = lim "(F*, A + kim "(F*, B— A = (F, A) +

k> » k> k—> o

+ (F,B—A)=1.

Hieraus aber folgt die Existenz des Grenzwertes und die Gleichung
39—32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 31 décembre 1932.
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lim "(F*, %), = (F, ).

k— x
Jetzt aber zeigt sich sofort, dass fiir jede Menge A aus I gilt

lim "(F*, A == (F, A).
k— >
Weil A zu F gehort, gibt es nach Satz 7,1 resp. 8, 1 zu jedem ¢ > o zwei a-o-
Mengen U, und B, so dass A, @A =B, und (F, A)— (F, B.) < & gilt.
Man hat aber

(F, A,) = lim "(F*, A)e = lim "(F*, Ay = lim (F* A)e = lim "(F*, B.) = (F, B.).

k- x k—x

Somit ist

lim 7(£'%, A = lim "L, e = (F, A)

ko> Ji— 0

und der Satz ist bewiesen.

Durch diesen Satz haben wir erreicht, dass an die Stelle der iiberabzihlbar
vielen Forderungen (ndmlich fiir jede Menge aus F), die Def. 9,1 an das Mo-
dell ¥ stellt, nur noch abzihlbar viele treten, nimlich nur die Forderungen fiir
die Grundmengen. Hierauf kénnen wir nun den Existenzbeweis fir die Mo-
delle griinden, denn ihre Existenz ist ja bisher nicht gesichert.

Satz 9,2. In jedem W-F F gibt es mindestens esn Modell I .

Beweis. Der bequemeren Bezeichnung wegen beweisen wir den Satz zu-
nichst fir H-W-I"s und iibertragen ihn dann auf abgeleitete W-F"s, trotzdem
der erste Beweis bei Anderung der Terminologie schon den zweiten enthilt.

a) Um I’ fiir ein H-W-F zu konstruieren, belegen wir zunichst eine Folge
W von Leerstellen mit den beiden Symbolen {7 und W so, dass die relative
Hiufigkeit von U in 1 gegen einen vorgegebenen Wert 7, 0 < 7 = 1 strebt, die
von W also gegen 1 — 7.

Wir wollen die Besetzung von v so regeln, dass fur jedes % gilt
1) ", Uk = 7,
2) ", U) ist moglichst gross.
Dies Verfahren leistet offenbar das Verlangte, ist eindeutig und erzwingt, dass

wenn t=0 ist, U nie auftritt und wenn 1 —r==0 ist, W nie auftritt. Endlich
ist jeder Platz von Yy genau einmal besetzt. Es soll bezeichnet werden durch

vy; U, 4.
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b) Bs sei U, U,, Uy, ... eine Folge von messbaren Mengen, deren Mass
von O verschieden ist und unter diesen Mengen sollen auch alle Grundmengen,
deren Mass (Wahrscheinlichkeit) nicht o ist, vorkommen. Wir setzen ferner:
Wa=DB8—U,.

Nunmehr wollen wir eine Matrix F*¥ aufbauen, deren n-te Zeile nur aus
den Symbolen U, und W, besteht. Bezeichnet also V, entweder U, oder W,,
so sind die Spalten der Matrix Folgen

ViVeVyV,. ..

Diese Matrix F* soll so gebaut werden, dass folgendes gilt:
1) Bezeichnet YF* V,V,...V,); die Anzahl der Spalten aus I'* bis zur
k-ten inkl, die mit V, V,... V, beginnen, so soll gelten
Um " (F* V, Vy... Vae= |V, Vs... Val,
k—> o
wo rechts das Mass des Durchschnitts der Mengen V,, V,, ..., ¥, steht.
2) V,V,...V, tritt in F* als Anfangsabschnitt von Spalten nur auf, wenn
| ViV,... Vy]|# 0 ist, also wenn a fortiori dieser Durchschnitt nicht leer ist.
Die erste Zeile v, der Matrix F* wird nach der Vorschrift belegt

U[Wﬁ Us, I Ul”'
Somit gilt

lim "(F*, V), = I Vll
k— o
und ¥, tritt nur auf, falls | V,| # o ist.
Die zweite Zeile W, der Matrix F* zerlegen wir in 2! Teilfolgen vy, je
nachdem ob ilber einem ihrer Plitze bereits das Symbol U, resp. das Symbol W,
steht. Nunmehr belegen wir ¥y, nach der Vorschrift

b [yw; Us, |V, Gal: | T4
Offenbar gilt dann nach Konstruktion

(E*, Vi Vol = "Wy, Valagpe, vy,
also

T(F*7 Vl Vi’)k = r(F*7 Vl)k . r(an V2)H(F*, Vi)

.
Somit gilt
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%im’(l"*, ViV = Vil Vi Vel VL =V, Vs
und die Kombination ¥V, ¥, tritt nur auf, falls | ¥V, 7,| # o gilt. Dann also ist
a fortiori der Durchschnitt der Mengen ¥, ¥, nicht leer.
Die dritte Zeile 1, der Matrix F™* zerlegen wir in 2? Teilfolgen ¥y, v,, je
nachdem welche der 2? Kombinationen iber einem der Plitze von v, stehen.

Yy, v, belegen wir nach der Vorschrift
Vi Us, | Vi Ve UV, VSl
Offenbar ist nach Konstruktion
“(I*, Vi Vs Va)ls = "(w Vi¥es Vs)a\p, Vot

k’
also

%, ViV Vade== %, Vi Vo) ((Wrvsy Vidaps v, 1y

g
Somit gilt
}}im WV Ve =V VIV Ve Vel V[ =1V Ve Vsl

und die Kombination ¥, V, ¥V, tritt nur auf, falls |V, V, V;| # o gilt. Dann ist
also a fortiori der Durchschnitt der Mengen ¥, ¥V, V; nicht leer.

Nach dieser Methode fahren wir unbegrenzt fort und erhalten eine Matrix
I*, die den Anforderungen 1) und 2) geuiigt.

Bezeichnet nun %(F*, V,). die Anzahl der Male, die das Symbol V, in den
k ersten Spalten auftritt, so gilt

AE*, Vo= Z(F*, V V... Voa Vi,

wo iiber alle 2"! Moglichkeiten fir V,V,... Fr— zu summieren ist.

Somit folgt

L (F* Vo= 3|V, Vy... Vaca Va | = | Vo SV Vy . V| = | Val,

k- @
da ja die 2"! Durchschnitte V, V,... Vo {(unter denen natiirlich leere vorkom-
men diirfen) eine Zerlegung von B in paarweise fremde messbare Mengen bilden.

¢) Wir stellen nunmehr aus F* ein Modell F' fiir F her. Wir ersetzen zu
diesem Zweck die m-te Spalte von F* durch irgend einen Punkt von B, der dem
Durchschnitt ¥V, V, ...V, ihres Anfangsabschnittes der Linge m angehdrt. Dieser
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ist ja nach 2) nie leer. Die so erhaltene Folge von Punkten aus B ist unser
Modell F von F, denn mit hiochstens #» — 1 Ausnahmen gehirt ja die k-te Spalte
dieses ¥ dann und nur dann zur Menge U,, wenn in der Matrix F** in der k-ten
Spalte U, auftrat. Ferner befinden sich unter den U die Grundmengen K und
sie haben, wie bewiesen, in ¥ die Dichte | E|=(F, E). Nach Satz 9, 1 haben
wir also ein Modell vor uns fiir das H-W-I" F'.

Um nun auch die Existenz eines Modells F’ fiir ein abgeleitetes W-I F’
zu erweisen, iiberlegen wir nur, was die wahrscheinlichkeitstreue Abbildung eines
H-W-F T iiber seine Menge ¥ bedeutet. Offenbar, dass aus dem Modell F' fiir
F ein Modell F’ fir F’ entsteht, wenn man in ¥ alle nicht zu % gehérigen
Spalten streicht und jeden der restlichen Punkte durch sein Bild ersetzt.’

Der bewiesene Satz berechtigt uns zu folgender

Definition 9,2. Ist F ein W-F, so heisst die Gesamtheit aller Modelle F von
F die Modellklasse F von F.

Jetzt sind wir in der Lage, einen prinzipiell wichtigen Satz zu beweisen,
der lehrt, dass wir auch vom Grenzwertbegriff ausgehend, hitten die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung begriinden konnen, statt die Axiome als Grundlage zu
wihlen, d. h. also, dass beide Ausgangspunkte mathematisch vollig gleichwertig
sind.

Satz 9,3. Ist F Modellklasse des H-W-F’s F, so gibt es zu jeder Teilmenge
A von B zwei Modelle Fy und F, aus F, so dass gelt

lim (F,, ) = I(%),

k— o -

und

lim "(Fy, W) = 1(20).

k>

Ehe wir diesen Satz beweisen, wollen wir seinen Inhalt noch niher disku-
tieren.

! Anmerk. Nebenbei bemerken wir zu diesem Beweis, dass er lehrt, dass man sogar Mo-
delle finden kann, in denen abziihlbar viele beliebige vorgegebene messbare Mengen Dichten be-
sitzen, die mit ihrem Mass iibereinstimmen, denn man braucht diese Mengen ja nur unter die
Mengen U der Konstruktion aufzunehmen. Da der kleinste Ring tiber abziéhlbar vielen Mengen
wieder abzdhlbar viele Mengen enthilt, gibt es also Modelle F, in denen auch fiir alle Mengen
eines beliebigen solchen Ringes Dichten existieren, die gleich dem Mass sind, also auch fiir den
zugehdrigen Koérper, also auch fiir den zugehdrigen Inhaltskérper. Ubrigens lassen sich durch
leichte Abdndéerung der Konstruktion auch Modelle herstellen, in denen alle Mengen eines gros-
seren Korpers, als das W-F ist, Dichten besitzen, wo fitr nicht zum W-F gehorige Mengen Dichte
und Mass verschieden sind.
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Nach Satz 7,1 sagt er, dass nur fiir die Mengen von [’ in allen Matrizen
der Modellklasse der Grenzwert der relativen Hiiufigkeit konstant sein kann.
Wir kénnen also von der Modellklasse I ausgehend die Mengen von F' und
auch ihre Wahrscheinlichkeiten kennzeichnen als Gesamtheit derjenigen Teil-
mengen von I3, fiir die in jedem Modell der Klasse der Grenzwert der relativen
Hiufigkeit konstant ist und ihn dann die Wahrscheinlichkeit der Menge nennen.
Satz 9,1 lehrt ferner, dass man die Modellklasse von I" auch ohne Benntzung
von F als Gesamtheit der Matrizen beschreiben kaunn, in denen fir alle Grund-
mengen die entsprechend gleichen Grenzwerte existieren. Diese Kennzeichnung
erfolgt also allein durch die den Grundmengen zugeordneten Zahlen. Dies zu-
sammen besagt also, dass man tatsichlich von der Matrizenklasse ausgehend
das zu I’ gehérige Mengensystem und seine Wahrscheinlichkeiten erhalten und
somit dann unsere Axiome als Siitze beweisen kann.

Der Standpunkt der Hdufigkeitstheorie ist also mathematesch vollig gleichwertig
mit dem hier gegebenen abstrakten Awfbau.

Jetzt wollen wir Satz 9, 3 beweisen. Der Gedankengang ist folgender:

Beweis. Ist eine beliebige Menge A< I vorgegeben und T ihr Kern
(Def. 6,5; da B ein vollstindiger Nullraum ist, ist der Kern eindeutig), so wird
zuniichst ein Modell F, aus F angegeben, fiir das gilt

lim "(F,, A} = I (D).

k- x -

Dann gilt nach Satz 6,7 auch

lim "(F,, Ay = I(N).

k— = -
Nach Satz 6, 3 gilt weiter
I =1—TIB-1).

Analog wie eben zu A das Modell F, gewiihlt wurde, wird nun ein Modell F,
aus F gewihlt, so dass gilt
lim {(F,, B— ) = I(B— ).

k= > -

Der Gleichung
= lim "(F,, Ay + im " (Fy, B — A

k—x k=

wegen folgt also
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Was gezeigt werden muss ist also nur, dass es zu jedem U mit dem Kern O ein
Modell ¥ gibt, so dass gilt

lim "(F, W), = I(D).
k— -
Nun kinnen wir aber wegen I(D)=|D]| die Menge O unter die U im Beweis
von Satz 9,2 aufnehmen. Bs gibt also ein Modell F’, so dass gilt
lim 7(F', D) = | D] = I (D).
ko -

Dies I’ wollen wir so abindern, dass das gewiinschte Modell F entsteht, fiir
das gilt

lim 7(F, A = I(D).

k—> o -

Diese Abiinderung geht so vor sich, dass die zu © gehorigen Punkte von F”
ungeiindert bleiben und auch kein neuer solchen Punkt hinzutritt, aber alle
Punkte von % — O =N vertilgt werden.

Bs seien P, P,, P,, ... die Punkte von F’ ihrer Reihenfolge nach, die zu
N gehoren, also zu Y aber nicht zu . Nun benutzt man, dass, da © als Summe
aller in ¥ enthaltenen Grundmengen erklirt ist, es in jeder Grundmenge, die
P, enthiilt, noch nicht zu A gehorige Punkte gibt. Man kann also die Spalte
P, so tief unten wie man will, noch so abindern, dass ein nicht zu ¥ gehoriger
Punkt entsteht, dessen Anfangsstiick also mit P, iibereinstimmt.

N, < N, < N,<-- sei eine Folge natiirlicher Zahlen. P, sei durch Ab-
dnderung nach seiner N,ten Stelle in einen Punkt P, aus B — U iibergefiihrt
fiir jedes ». Die Matrix ¥ wird nun aus F’ dadurch erzeugt, dass allgemein
die Spalte P; durch die neue Spalte P, ausgewechselt wird. Dann enthilt die
neue Matrix keinen Punkt von %A — O und alle zu © gehérigen Punkte sind un-
verindert geblieben und auch keine neuen dazugekommen. Dass fiir jede Grund-
menge E gilt (F,E)=(F' E) ist klar, da die Zahlen N monoton wachsen.
F gehort also zur Modeliklasse und es gilt

lim 7(F, ) = lim (", D) = | O = T[).
Hiermit -ist der Satz bewiesen.

Als Frginzung nennen’ wir noch
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Satz 9,4. Ist

so gibt es ein Modell F,, fiir das gt

lim (F., A = «.
k— x
Beweis. F, und F, seien die in Satz 9, 3 genannten Modelle. Wir be-
legen nun eine Stellenfolge ¥ so mit Symbolen ¢ und 7, dass ¢ die Dichte

(L) — o) : (%) — T(2A)

erhilt. Die Symbole ¢ werden dann der Reihe nach durch die Punkte von F,
die Symbole 7 der Reihe nach durch die Punkte von I, ersetzt. Dadurch ist
F, erzeugt, wie man miihelos nachrechnet.

Die Hiufigkeitsbedeutung der Mittelwerte wird am Schluss von

§ 12 erdrtert.

§ 1o0.

Der Problemkreis der Wahrscheinlichkeitsrechnung und die mdiglichen
Erweiterungen des Wahrscheinlichkeitsbegriffs.

Es ist nunmehr leicht, einen formal vollstindigen Uberblick iiber die Pro-
bleme der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu geben.

1) Geht man von einer Hauptversuchsvorschrift aus, so sieht man die Wahr-
scheinlichkeiten der Grundmengen des durch sie induzierten H-W-F's als ge-
geben an. Nach Satz 7,1 kennen wir bereits die Gesamtheit der Mengen des
H-W-F und wissen auch, wie ihre Wahrscheinlichkeiten zu berechnen sind,
nimlich als Masse der Mengen. Prinzipiell sind hiermit also bereits alle Fragen
beantwortet, die fir ein H-IV-F allein ohne Benutzung wahrscheinlichkeitstreuer
Abbildungen gestellt werden kommen. Praktisch tritt natirlich noch die Frage
dazu, dann, wenn die Metrik besonders einfachen zusiitzlichen Bedingungen ge-
niigt, rechnerisch brauchbare Formeln fiir gewisse oft gefragte Wahrscheinlich-
keiten aufzustellen, ev. sogar Niherungsformeln. (Die zusitzliche Forderung an
die Metrik ist meist die Unabhingigkeit der Versuchsergebnisse, vergl. Kap. V.)

2} Ist ein W-F durch wahrscheinlichkeitstreue Abbildungen aus einem
H-W-F entstanden (nach Satz 8,2 ldsst sich die Erzeugung stets durch eine
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einzige Abbildung erreichen), so haben wir die Wahrscheinlichkeiten des abge-
leiteten W-F"s aus denen des H-W-I"s und der als bekannt vorausgesetzten
Individualstruktur der benutzten Abbildungen zu berechnen. Auch diese Frage
ist bei gegebenen Abbildungen durch unsere bisherigen Betrachtungen vollig
gelost, da wir ja wissen, dass alle und nur die Mengen zum W-I' gehoren,
deren Urbilder im H-W-F liegen und auch die Grosse der Wahrscheinlichkeiten
kennen, die ja eben bis auf einen bekannten Normierungsfaktor mit den Wahr-
scheinlichkeiten der Urbilder iibereinstimmen.

Die Metrik des von der Versuchsvorschrift induzierten H-W-I"s selbst zu
finden, ist nie Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Diese Metrik (d.'h.
die Grosse der Wahrscheinlichkeiten der Grundmengen) ist als durch die in der
Versuchsvorschrift vorkommenden speziellen Wiirfel, Kugeln, Molekiile etc., be-
stimmt zu denken und experimentell festzulegen. Fiir den Naturwissenschaftler
besteht also stets noch die Frage nach Methoden nicht rein mathematischer Art,
zur Ermittlung der Metrik durch Experimente.

Hierbei muss man genau so vorgehen, wie etwa beim Messen der »Linge>
eines Drahtes. Man stellt mehrere Messungen an, mittelt diese nach einer festen
Methode und — glaubt an den Grundsatz, dass eine Vermehrung der Messungen
eine genauere Bestimmung der »Lidnge» ergibt, d. h. einen Grenzwert. Genau
entsprechend handelt man bei der experimentellen Bestimmung der Grundwahr-
scheinlichkeiten. Will man eine solche bestimmen, so stellt man eine beliebige
Anzahl % von Versuchsserien, deren jede eine mindestens der Grundmenge ent-
sprechende Lédnge haben muss, her und bestimmt die relative Hiufigkeit der zur
Grundmenge gehorigen unter den % Serien. Diese Zahl ist in Analogie zu oben
die erste »Messung> der Wahrscheinlichkeit. Man stellt mehrere solche »Mes-
sungen» der Wahrscheinlichkeit (nicht notwendig bei konstantem %) an, mittelt
diese nach einer festen Methode — und glaubt an den Grundsatz, dass eine Ver-
mehrung der »Messungen»> eine genauere Bestimmung der Wahrscheinlichkeit
ergibt. Dies Verfahren unterscheidet sich offenbar nirgends prinzipiell von dem
der Lingenmessung, wenn wir von der Grenzwertdefinition der Wahrscheinlich-
keit ausgehen, wozu wir ja nach unseren Untersuchungen iiber die Modelle der
W-F’s berechtigt sind. Die einzige philosophische Frage bei diesem sogenannten
Anwendungsproblem der Wahrscheinlichkeitsrechnung scheint also die nach der
Fundierung dieses »Glaubens» zu sein, der aber, wie wir sahen, kein spezielles
Requisit der Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist. Ein Anwendungs-

problem der Wahrscheinlichkeitsrechnung scheint es also streng genommen iiber-
40—32511. Acts mathemaiica. 60. Imprimé le 31 décembre 1932,
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haupt nicht zu geben. Hs sei hier bemerkt, dass die erkenntniskritische Fun-
dierung sehr wohl wenn auch natiirlich keine Vorzugsstellung der Hiufigkeits-
theorie, so doch aller der Theorien, die zu Hiufigkeitstheorien isomorph sind
— was, wie wir wissen, nicht mehr fiir die Masstheorie selbst gilt — liefern
kénnte und dadurch indirekt eine Rehabilitierung der Anspriiche der Haufigkeits-
theorien. Meine Ansicht geht dahin, dass sich dies wirklich ergeben wird, sobald
die Erkenntniskritik geniigend fortgeschritten sein wird.

Allé unsere bisherigen Betrachtungen waren relativ zu unserer Wahrschein-
lichkeitsdefinition, also zu den gewihlten Axiomen.

Diese Definition schuf sozusagen einen Minimalbereich von Mengen, die
Wahrscheinlichkeiten haben, eben unsere W-F"s. Natirlich ist es eine sinnreiche
Frage, ob man diesen Bereich nicht vergrossern kann, in dem man ihm noch
nicht angehérige Mengen inkl. willkiirlicher Bewertung explizit adjungiert, resp.
diese Adjunktion durch Hinzufiigung neuer Axiome indirekt bewirkt. Der nahe-
liegendste Gedanke ist natiirlich, stets alle messbaren Mengen inkl. der Masse
dem H-W-F zu adjungieren, oder was auf dasselbe herauskommt zu fordern,
dass der Bereich o-Korper ist und dass Axiom IV 1) fiir abzihlbar viele Mengen
gilt. Diesem Gedanken stellt sich ein schwerwiegendes Bedenken entgegen: Die
Isomorphie mit der Hiaufigkeitsanffassung wird unrettbar zerstort und damit z. B.
alle zahlentheoretischen Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung unmdég-
lich ‘gemacht, da diese gerade auf dieser Gleichwertigkeit beruhen (verg. § 17).
Dass dies z. B. fiir jede Metrik, in der jeder Punkt das Mass o hat, der Fall
ist, folgt daraus, dass dann stets das Mass aller in einem Modell auftretenden
Punkte o wire, diese Menge somit auch die Wahrscheinlichkeit o hiitte, withrend
der Grenzwert der relativen Hiufigkeit im Modell 1 ist.

Wollen wir also zu W-F's Mengen adjungieren, so werden wir stets so
vorgehen miissen, dass Modelle existieren, in denen auch fiir alle adjungierten
Mengen gleichzeitig der Grenzwert der relativen Hiufigkeit existiert und der fiir
sie vorgeschriebenen Wahrscheinlichkeit gleich ist. Darum muss z. B. nach Satz
9, 4 stets bei Adjunktion nur einer Menge I deren Wahrscheinlichkeit # so vor-
geschrieben werden, dass gilt

L) =w= L,(M).
Adjungieren wir explizit nur eine Menge I, so konnen wir nach dem genann-

ten Satz deren Wahrscheinlichkeit auch sicher in diesen Grenzen willkiirlich
vorschreiben.
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Diese Uberlegungen gestatten einige Folgerungen, die gefiihlsmiissig para-
dox sind, trotz ihrer mathematischen Trivialitit.

Betrachten wir die Versuchsvorschrift § 7, Beispiel 1 und fiigen hinzu,
dass mit einem richtigen Wiirfel gespielt werden soll, d. h. dass jede Grundmenge

nter Stufe die Wahrscheinlichkeit (;) haben soll. Fiir die Menge 9 derjenigen

Realisierungen, die von irgend einer Stelle ab nur noch die Ziffer 3 aufweisen,
gilt wie man sofort sieht:

L) =o0, L,(M)=1.

I gehort also nicht zo F'. Man kann also I adjungieren und ruhig festsetzen,
dass die Wahrscheinlichkeit dafiir 1 sein soll, dass von irgend einer frei blei-
benden Stelle ab in einer unendlichen Versuchsserie nur noch die 3 fillt. Da
es solche Modelle nach Satz 9,5 gibt, kann diese Adjunktion und Festsetzung
nie zu einem Widerspruch mit irgend einem auf Grund unserer Axiome in F
beweisbaren Satz (dazu gehort auch das Gesetz der grossen Zahlen, Satz 13, 5)
filhren. Ebenso gut hitten wir aber auch festsetzen diirfen, dass die Wahrschein-
lichkeit von 9 o sein soll, denn auch dann gibt es nach Satz 9,4 Modelle.

Dies Beispiel lehrt, dass man verschiedene Wahrscheinlichkeitsrechnungen
(die simtlich isomorph zu Hiufigkeitstheorien sind) als Erweiterung der von uns
gegebenen aufbauen kann, die alle fiir die Mengen von F' dieselben Wahrschein-
lichkeiten ergeben, fir andere Mengen aber giinzlich verschiedene Zahlenwerte
liefern.

Da es sehr wohl moglich ist, dass solche verschiedenen Wahrscheinlichkeits-
rechnungen fiir verschiedene Fragen brauchbar sind (§ 17 zeigt dies), so wollen
wir bei unserem Bereich stehen bleiben, eben um nicht durch willkiirliche Fest-
legung eines bestimmten weiteren Bereichs andere Wahrscheinlichkeitsrechnungen
auszuschliessen und dann auch, weil unser Bereich, trotzdem er sozusagen nur
der gemeinsame Kern aller moglichen Wahrscheinlichkeitsrechnungen ist, doch
so umfangsreich ist, dass in ihm alle bisherigen Sitze der Wahrscheinlichkeits-
rechnung beweisbar sind jedenfalls bis auf die, die nur rein masstheoretischen,
also keinen hiufigkeitstheoretischen Sinn mehr haben (wie z. B. die Sitze iiber
das Gesetz des iterierten Logarithmus, vergl. Einleitung, Anmerk. 1, 2).

Zum Schluss wollen wir noch kurz eine mogliche Erweiterung des Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs beriihren, die in ganz anderer Richtung geht und die
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manchen Philosophen, aber auch Mathematikern z. B. F. M. Kry~Es, vorgeschwebt
zu haben scheint.

Es handelt sich darum, Wahrscheinlichkeit nicht als eine einer Menge zu-
geordnete Zahl, sondern als zugeordnetes Intervall zu erkliren, das im Spezial-
fall ein Punkt, d. h. eine Zahl sein kann. Die philosophischen Schriftsteller
pflegen dann meist zu sagen, die Wahrscheinlichkeit sei unbestimmt der Grosse
nach, nur Grenzen fiir die Grosse gibe es. Ein solcher Gedankengang scheint
mir durchaus nicht unsinnig und man kann die Situation auch miihelos in un-
serer Theorie prizisieren, indem man jeder Menge I als - Wahrscheinlichkeit»
das Intervall (Z,(9), I, (M)> zuweist, das sich fiir die Mengen unseres H-W-I
auf einen Punkt eben die Wahrscheinlichkeit in unserem Sinne zusammenzieht.
An den Modellen macht man sich auch leicht den Hiufigkeitssinn dieser Wahzr-
scheinlichkeitsauffassung klar. Natiirlich wire es leicht, allgemeine Regeln fiir
so definierte »Wahrscheinlichkeiten» zu entwickeln, sie werden aber kaum mathe-
matisch Interessantes liefern ausser fir den Spezialfall, dass das Wahrscheinlich-
keitsintervall ein Punkt wird. Ubrigens weist diese Theorie auch nur scheinbar
jeder Menge eine »Wahrscheinlichkeit > eindeutig zu, denn zusitzliche Forderungen
zu unseren Axiomen verindern ja die Grossen dér Wahrscheinlichkeitsintervalle,

die sie im allgemeinen verkleinern und so mehr punktférmige Intervalle erzeugen.

Kapitel IV.

Sitze, die ohne Voraussetzung der Unabhingigkeit der
Versuche gelten.

§ 11.
Additious- und Multiplikationssitze und die Bayessche Formel.

Satz-11,1.  Ist eine Menge A der W-I' I’ Swmme der paarwerse fremden
Mengen der Folge (.}, die ebenfalls Mengen aus F' sind, so gilt

(F, %) = D) (F, Uy).

n

Beweis. Ist F ein H-W-F, so ist (F,%,) =|%,| nach Satz 7, 1 und ebenso
(F, %) =|¥A|. Nach Satz 35,20 gilt also die behauptete Gleichung. Ist ¥ kein
H-W-F', so ist es wahrscheinlichkeitstreues Bild eines H-W-F, die Gleichung
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gilt fir die Urbilder der Mengen, also wie die Multiplikation mit dem Nor-
mierungsfaktor zeigt, auch fiir F selbst.

Satz 11,2. Unter den Voraussetzungen von Satz 11,1 gilt fiir jede Teilfolge
W} der Folge {%,}

(F, > Qtnv) = D(F,%,).

v

ewels. isste man, dass . enge aus ist, so wire nac em
Bewe Wiisst , d An, Meng F ist, h d

v

vorigen Satz die Behauptung bewiesen. Wir wollen also zeigen, dass ZQIM

Menge aus F' ist. Zuniichst nehmen wir an, F sei ein H-W-I' und setzen

%[':Z‘?Inv. B sei die Begrenzung von UA. B ist in Bp abgeschlossen. Es

existiert also nach Satz 5,20 weil B ja Komplement einer offenen Menge ist:
|B]. Wire |B]=o0 so existierte nach Satz 6,9 I,(A’), also nach Satz 7,1
auch (F, %) und die Behauptung wiire bewiesen. Wir nehmen daher an:
|B|=0J >0 und zeigen, dass diese Annahme auf einen Widerspruch fiihrt.

Diejenigen Punkte von B, die nicht in ¥ liegen, gehoren zur Begrenzung
von A. Da (F,A) existiert, ist das Mass der Begrenzung von U nach Satz 6,9
null, a fortiori also ist das Mass der genannten Punkte o. Also ist das Mass
der Punkte von B, die in U liegen, d. Es ist somit

§ = |BAI= 2B
n

Andererseits gehort jeder Punkt, der in BYU, liegt, der Begrenzung von U, an,
da B ja keine inneren Punkte von U, enthalten kann, weil die Mengen paar-
weise fremd sind. Der Existenz von (F,%,) wegen ist das Mass der Begrenzung
von %, null, a fortiori gilt also: |BU.|=o0. Hieraus folgt |BA|=o0. Dies
widerspricht der Annahme J > o. Die Behauptung ist somit fiir H-W-F's be-
wiesen.

Ist F aber kein H-W-F, so ist es wahrscheinlichkeitstreues Bild eines
H-W-F, die Behauptung gilt fiir die Urbilder, also, wie die Multiplikation mit
dem Normierungsfaktor lehrt, auch fiir F selbst.

Es sev hervorgehoben, dass ber gewsssen Vergrosserungen von F durch Adjunk-
teon neuer Mengen diese Siitze nur noch fiir endlich viele Mengen gelten, § 17 gibt
dafiir ewn Beispiel. Dieser Sachverhalt erklirt sich daraus, dass die eben gefiihrten
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Beweise von der zahlenmdssigen Gleichkert von Wahrscheinlichkert und Mass Ge-

brauch machen.
Satz 11,3. Sind U und B Mengen aus I, so gilt
(F, A+ B) = (F,A) + (I',B) — (F, AYB).

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 6, 2.

Diese drei Siitze sind die allgemeinsten Additionstheoreme der Wahrschein-
lichkeitsrechnung. Wie man sieht, geben sie alle nur Zusammenhiinge zwischen
Mengen desselben W-F an. Anders steht es bei den jetzt zu nennenden Mul-
tiplikationstheoremen, die zwischen einem IV-F und gewissen wahrscheinlich-
keitstreuen Abbildungen dieses Feldes Beziehungen herstellen.

Wir wollen uns von jetzt ab immer folgender bequemer Bezeichnung be-
dienen:

Bezeichnung. Ist 1" ein W-F und U eine Menge aus I’, so soll F¥ das
W-F bedeuten, das aus F durch wahrscheinlichkeitstreue Abbildung von U auf
sich selbst entsteht.

Satz 11,4, Sind U und B zicer Mengen aus F, so gilt
(F, AV) = (I, A (FA, AY).

Beweis. Zunichst ist AYB Menge aus I'U nach der Erklirung von F¥.
Nach Definition 8, 2 gilt aber

(FY,AB) = (F, %AV) : (I, )

wie der Satz behauptet. (Die Formel bleibt auch richtig fiir den Fall (¥, U)=o0.)
Durch vollstindige Induktion folgt aus diesem Satz

Satz 11,5. Sind U, A, s, ..., WA Mengen aus F und (I, U) +# o,

=1,2,..., 0, s0 gilt

(F, AU, ... W) = (F, AN (FA, AW) (FAA, U WA (FUW, o W, ANy W)

Es handelt sich nun darum, diese Sitze in der aus historischen Griinden
iiblichen Sprache zu interpretieren. Diese Sprache ist zwar nicht exakt und
fithrt leicht zu Missverstindnissen, andererseits aber ist sie fiir gewisse Fragen
— nédmlich die, denen sie ihren Ursprung verdankt — ausserordentlich plastisch.

Uber die Additionssitze ist wenig zu sagen: Eine Eigenschaft, die eine
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Wahrscheinlichkeit hat, ist zerlegt in sich paarweise ausschliessende Eigenschaf-
ten, die auch Wahrscheinlichkeiten haben und es wird behauptet, dass dann die
‘Wahrscheinlichkeit der umfassenden Eigenschaft die Summe der Wahrscheinlich-
keiten ihrer Komponenten ist.

Denselben Sachverhalt kann man auch so darstellen: Wenn eine Wahr-
scheinlichkeit dafiir existiert, dass von hochstens abziihlbar vielen sich ausschlies-
senden . Moglichkeiten, von denen jeder eine Wahrscheinlichkeit zukommt, ent-
weder die erste, oder die zweite, oder die dritte, ... eintritt, so ist diese Wahr-
scheinlichkeit die Summe der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Moglichkeiten.

Wir wollen jetzt das Multiplikationstheorem 11, 4 interpretieren und gehen
hierzu von einem einfachen Beispiel aus.

Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit, mit einem gegebenen Wiirfel in
zwei Wiirfen erst 1 und dann 3 zu werfen. Wir deuten diese Frage so: Die
Menge % enthiilt alle Wurfreihen, die mit 1 beginnen, die Menge B alle Wurf-
reihen, die an zweiter Stelle die 3 stehen haben. Beides sind a-0-Mengen, haben
also Wahrscheinlichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Wurfreihe sowohl
die Kigenschaft U als auch die Eigenschaft B hat, ist nun nach Satz 11,4 das
Produkt der Wahrscheinlichkeit der Eigenschaft 9 mit der Wahrscheinlichkeit,
dass eine Wurfreihe, die die Eigenschaft 9 hat, auch die Eigenschaft B hat.

Man kann dies mit Riicksicht auf die zeitliche Reihenfolge der Versuche
auch anders ausdriicken: Die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl die Moglichkeit ¥
als auch die Moglichkeit B eintritt, ist das Produkt der Wahrscheinlichkeit von
A mit der Wahrscheinlichkeit, dass B eintritt, wenn die Moglichkeit % schon ein-
getreten ist.

In dieser Form pflegt man Satz 11,4 gewdhnlich auszusprechen und dies
ist fiir Fragen dieser Art auch praktisch. Nur ist darauf zu achten, dass der
Satz natiirlich weder eine zeitliche noch sonstwie bedingte Aufeinanderfolge der
Moglichkeiten U und B beinhaltet, denn es gilt natiirlich ebenso (F,AB) =
= (I, V) (FB,AV). Bei dieser Fassung aber scheitert die eben gegebene Inter-
pretation, die kiinstlich die Reihenfolge der Moglichkeiten einfiithrt, wie man
unmittelbar einsieht.

Es ist zwar praktisch, sozusagen provisorisch in der iiblichen Sprache zu
reden, um jedoch Irrtiimer, resp. zu enge Auslegung der gefundenen Resultate
zu vermeiden, empfiehlt es sich immer, nachtriiglich alle Uberlegungen in die
Sprache der Wahrscheinlichkeitsfelder zu iibertragen, die natiirlich allein mathe-
matisch exakt ist.
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Wir werden jetzt mehrere Sitze beweisen, die wieder Zusammenhinge zwi-
schen einem W-I" und speziellen wahrscheinlichkeitstreuen Bildern dieses W-F's
aufdecken. Diese Siitze geben die Bayessche Formel in verschiedener Gestalt und
handeln in der iiblichen Benennung von der Wahrscheinlichkeit der Ursachen.

Satz 11,6. FEs seien A, B,;, Cn, n=1, 2,3, ... Mengen aus F und es gelte

1) (I, %) # o,

2) pJ = Z(Sm

wo die Gy, paarweise fremd sind. Dann ist
(F,8) (P, B9
2HF, CHF G, 6.2

n

(FU,AYB;) =

Beweis. Nach Satz 11,4 ist
(FUA,AB) (I, A) = (FB;., B A) (F, B,),

also wegen 1)

(FA, AB;) = (I, B,) (FB;, B, A) : (F, A).
Nun ist nach Satz 11,1 wegen 2)

(F, %) = (1 o > Q) = DUF,AC,) = N (FGCy, 6. ) (I, C,).

n n
Hiermit ist der Satz bewiesen.

Satz 11,7. (Bayessche Formel.) Wird der vorige Satz dahin spezialisiert,
dass gult
3) B,=C,, n=1,2,3,...
so galt
B (FB:, Bs
(o, ) = 00D B
2F,B,)(FY,, B,

n

A)

Beweis. Folgt unmittelbar aus 3) und Satz 11, 6.

Diese Formel wollen wir nun in die tibliche Sprache iibersetzen und uns
klar machen, inwieweit hier die Bezeichnung » Walwscheinlichkeit von Ursachen>»
entstehen konnte.

Es ist wegen 2) und 3) stets Z%n =91
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Jede Realisierung, die zu A gehort, muss deshalb also notwendig zu genau
einer der Mengen 8B, gehiren, da diese fremd sind. Dieser Notwendigkeit wegen
pflegt man die Moglichkeiten B, die verschiedenen Ursachen der Moglichkeit
zu nennen. Dann aber ist (FYU, AVB;) konsequent als die Wahrscheinlichkeit da-
fiir zu bezeichnen, dass das Vorliegen der Moglichkeit 9 die Ursache 3; hat.
Ferner ist dann (F9B,,B,%A) die Wahrscheinlichkeit, die die Moglichkeit 2 bei
Vorliegen von B, hat. (F,3B,) pflegt man die a-priori-Wahrscheinlichkeit der Ur-
sache B, zu nennen.

Dies sei noch an einem ganz einfachen Beispiel verdeutlicht: Es wird ge-
wiirfelt und mitgeteilt, dass das Ergebnis des ersten Wurfs eine gerade Zahl war;
welches ist die Wahrscheinlichkeit, dass es 2 war?

A ist hier die Menge der Wurfreihen, die mit einer geraden Zahl beginnen.
Bz, A=1,2,3 ist die Menge der Wurfreihen, die mit 24 beginnen. Die drei
Mengen B; sind hier die moglichen Ursachen der Menge . Die Anwort auf
die Frage gibt die obige Formel.

- Wie man sieht, ist die Wahl des Wortes » Ursache> nicht allzu gliicklich.
Es gelingt natiirlich ohne weiteres, die Tatsache, dass das Vorhandensein einer
Realisierung von ¥ an das Vorhandensein genau eines B, gekoppelt ist, auch
anders zu. deuten und auch Beispiele zu konstruieren, in denen die gegebene
Deutung dem natiirlichen Gefithl widerspricht.

Will man bei der pseudokausalen Interpretierung bleiben, so kann man
ebenso berechtigt sagen:

Das Vorliegen von 9 zieht entweder das Auftreten von B; oder das von
B, oder das von B, ... nach sich. B, konnte somit mit gleichem Recht als eine
der méglichen »Wirkungen» der Ursache U aufgefasst werden.

Dann wiire (F, AB;) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Vorhanden-
sein von U das Auftreten von B; bewirkt und entsprechend (F'8,, B,%) die Wahr-
scheinlichkeit, dass das Vorhandensein von 9, die Ursache 9 hat. Man konnte
daher mit derselben Berechtigung von einem Satz tiber die Wahrscheinlichkeit
der Wirkungen sprechen. Wir geben auch fiir diese Deutung ein Beispiel:

Gegeben sei eine Kugel, die aus zwei Halbkugeln gleichen Gewichts aber
verschiedener Elastizitit besteht. Xs soll iiber der Mitte eines Tisches immer in
gleicher Hohe die Kugel in einem Becher geschiittelt und auf den Tisch ge-
worfen werden. Dann sind in jedem Versuch folgende Ergebnisse moglich:

1) Fall auf den elastischen Teil, verbunden mit Herabrollen vom Tisch.

2) Fall auf den elastischen Teil, verbunden mit Ruhelage auf dem Tisch.
41-—-32611. Acta mathematica. 60. Imprimé le 3 janvier 1933.
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3) Fall auf den weniger elastischen Teil, verbunden mit Herabrollen vom Tisch.

4) Fall auf den weniger elastischen Teil, verbunden mit Ruhelage auf dem Tisch.

Bezeichnet man den Fall auf den elastischen Teil resp. weniger elastischen
Teil mit «, resp. «, und das Herabrollen vom Tisch resp. die Ruhelage auf dem
Tisch mit 8; resp. 8,, so sind die Moglichkeiten des ¢-ten Versuchs

(alvrﬂl)i’ (al) 132)1', (azv 51)“ (a2)ﬂ2)i'

A% sei die a-o-Menge der Realisierungen, die im 7-ten Versuch (¢-fest) (o, 3
oder («,, B,); aufweisen.

B sei die a-0o-Menge der Realisierungen, die im i-ten Versuch (¢, 8;); oder
(as, B8,); aufweisen.

BYP sei die a-0-Menge der Realisierungen, die im 7-ten Versuch (e, 8,): oder
(a5, B,); aufweisen.

BY und BY sind fremd und VY + BY > Y@,

Man hat also die Gleichung

(FA@ YORD) = - _(_F: ) %(1'))“%('1) 35(".)2;?,)),_;.,77 ST
(F, B (FBH, BEAD) + (F, BOY(FBY, BHAD)
Hier geht es gegen alles Gefiihl zu sagen, dass B, also das Herabrollen vom
Tisch im ¢ten Versuch, die »Ursache» des zeitlich doch vorangehenden Auf-
fallens auf den elastischen Teil ist, trotzdem die iibliche Deutung der Formel
diesen Wortlaut verlangen wiirde. Dagegen widerspricht jetzt der Sachverhalt
nicht unbedingt der zweiten pseudokausalen Deutung, nach der B, also das
Herabrollen im ¢-ten Versuch, als Folge (Wirkung) des vorherigen Eintritts von
A® also des Falls auf den elastischen Teil, anzusprechen wiire.

Die Klarung der Sachlage besteht eben darin, dass der Begriff des W-F
und alle daraus hergeleiteten Sitze gar nichts mit dem Begriff »Ursache» zu
tun haben, und man eben in die Formeln sehr vieles nur fiir spezielle Fragen
geeignetes hineininterpretieren kann, was fir die allgemeine Giiltigkeit der For-
meln ganz belanglos ist.

Wir leiten nun eine weitere Formel ab, die man als Safz iber die Wahs-
scheinlichkeit zukiinftiger Ereignisse zu bezeichnen pflegt.

Satz 11,8. A, B, und € seten Mengen aus F und es gelte
1) (F,¥) # o,
2) %[g 2’%"’

n
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wo die By paarweise fremd sind. Dann ist

DUEF, B,) (FDBn, B ) (FB, U, B, AC)
(FUA,AC) = " .

S\ (F, B) (F By, B2

n

Beweis. Ks ist nach Satz 11,1 und Satz 11,4

(B9, AC) = (F?I %[@Z,%n) = D\ (FY, ACB,)

n

= D (FUAB,, AB,6) (FA, AB,).

n

Nach Satz 11,7 ist ferner
(o, ) = B FV B
D(FBn, B (F, Br)

n

Durch Einsetzen in die vorige Gleichung ergibt sich die Behauptung.

Es handelt sich nun um die iibliche Interpretierung dieser Formel.

Gewohnlich betrachtet man U als eingetretenes und € als zukiinftiges
Breignis und deutet die anderen_ Faktoren wie bei der Bayesschen Formel. Neu
hinzu tritt nur der Faktor (F'8,%, B,2AC). Dieser ist dann als die Wahrschein-
lichkeit anzusehen dass, falls 9 durch die Ursache 3B, schon eingetreten ist, €
eintreten wird. (FU, AC) ist dann natiirlich als Wahrscheinlichkeit dafir auf-
zufassen, dass wenn 2 eingetreten ist, € eintreten wird.

Wir wollen ein Beispiel fiir diese Art der Deutung angeben.

Gegeben seien zwei dusserlich gleiche Urnen U; und U,. U, enthalte n,
weisse und m, schwarze, U, enthalte n, weisse und m, schwarze Kugeln.

Jeder Versuch bestehe darin, dass eine der beiden Urnen gewihlt und aus
ihr nacheinander ohne Zuriicklegen nach dem ersten Zug, zwei Kugeln gezogen
werden. Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit, dass die zweite Kugel weiss
sein wird, wenn die erste weiss war.

In jedem Versuch gibt es 8 miogliche Ergebnisse, nimlich wenn w >weiss»
und s »schwarz» bedeutet: U,ww, U,ws, Usw, Uyss, Ugww, Usws, Ugsw, U,ss.
Man setze nun:

A: Menge der Realisierungen, die mit U;ww oder U,ws oder Uyww oder
Usws beginnen. U ist also a-o-Menge.
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B,,B,, Bs, B,: Menge der Realisierungen, die mit U,ww resp. U,ws resp.
Uswiw resp. Uyws beginnen. Auch dies sind alles a-o-Mengen.

G: Menge der Realisierungen, die mit U ww oder U;sw oder U,ww oder
U,sw beginnen. Auch dies ist eine a-o-Menge.

Dann gibt Satz 11,8 die Losung der gestellten Frage und die einzelnen
Faktoren der Formel sind im iiblichen Sinne deutbar.

Natiirlich ist klar, dass man hier entsprechend wie bei der Bayesschen
Formel Fragen aufwerfen kann, fiir die man B, besser als Wirkung von 2 deutet
und dass kein Grund vorliegt, die Anwendung des Satzes auf Fragen zu be-
schriinken, bei denen € spiiter als ¥ eintritt. Alle solche Deutungen sind eben
fiir gewisse Fragen zweckmiissig, fiir andere dagegen sinnstérend, da sie nur
bestimmten Problemen zu liebe ersonnen wurden und kiinstlich in die Sitze der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, die mit Zeit, Ursache etc. gar nichts zu tun haben,
hinein interpretiert sind.

Es sei noch bemerkt, dass alle Sitze dieses Paragraphen formal sehr be-
trichtlich abgeidndert werden konnen. Darauf soll nicht eingegangen werden, weil
diese Tatsache nicht sehr erheblich ist.

Ferner sev hervorgehoben, dass alle diese aus den Sitzen 11,1 und 11,2 ab-
geleiteten Sitze bei gewissen Adjunktionen zu F nur noch fiir endlich viele Mengen
gelten, da das ja schon bei Satz 11,1 und 11,2 der Fall war.

§ 12.

Allgemeine Sitze iiber Veriinderliche.

Einer der wichtigsten Begriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist der der
Veriinderlichen, da es mit seiner Hilfe leicht ist, viele Tatbestinde gemeinsam
zu behandeln und so Sitze von grisster Allgemeinheit zu erzielen, deren For-
mulierung ohne seine Heranziehung so kompliziert wiirde, dass ihre Verstindlichkeit
ausserordentlich leiden wiirde.

Definition 12,1. {%,} sez ein hochstens abzihlbares System wvon paarweise
Sremden Mengen aus F und Z%=BF, also {N,} eine Zerlegung von Bp. Es
sev nun wn Bp eine Punktfunktion definiert, die stiickweise konstant ist, d. h. jedem

Punkt aus U, sei dieselbe reelle Zahl x, eindeutig zugeordnet. Diese Punktfunktion,
gegeben durch das System der Paare



Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 325
X:[(QI’Vyx’V)J, V:172) 3:

heisst dann eine Verdnderliche X in F, von der man sagt, dass sie den Wert
xy met der Wahrscheinlichkeit (F,U,) annimmd.

Man denkt sich also jeder Realisierung eine Zahl x, zugeordnet und zwar
falls die Realisierung zu 9, gehort die Zahl x,. Es ist bei dem Wortlaut » X
nimmt den Wert z, mit der Wahrscheinlichkeit (¥, U,) an» darauf zu achten,
dass mit x, nicht die Zahl x, der Grdsse nach gemeint ist, sondern rein formal
der »te der x-Werte. Diese Bemerkung ist deshalb wichtig, weil ja unter den
z-Werten zahlenmissig gleiche vorkommen diirfen, die beiden hier unterschie-
denen Deutungen des Wortlauts sich also nicht inhaltlich zu decken brauchen.

Definition 12,2. FEine BRethe von reellen Summanden heisse esnwertig, wenn
durch keine Umordnung der Swmmanden die Summe gedindert werden kann, gleich-
giiltig, ob sie endlich oder + oo oder — o ust,

(Bei endlicher Summe deckt sich die Einwertigkeit also mit unbedingter
Konvergenz.)

Definition 12,3. Ist
X =%, z)]

etne Verdnderliche in F, so sagen wir, dass X dann und nur dann einen Mdttel-
wert X hat, wenn

Z 2 (F, )

evnwertig 1st.  Diese Summe hessst dann der Mittelwert X von X.
Der Mittelwert ist also entweder eine endliche reelle Zahl oder + o oder — co.

Nunmehr beweisen wir einen oft als Hilfsmittel verwendbaren Satz.

Satz 12,1. (Markoffsches Lemma.) FEs sei X eine Verdnderliche in F, die
nur nicht negative Werte x, annehmen kann und t 5% o etne beliebige Zahl. Ist

2[.1:“ 2[1'3, Q[v.“ e
die Gesamtheit aller in X auftretenden U,,, fir die gilt

Z,, = X8

7

so st
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1
(1‘1, Z%"/’.) >1— ié .
Y

Wegen Definition 12, 1 kann man diesen Satz offenbar auch so formulieren:

Die Wahrscheinlichkeit der Ungleichung X = X t°, ist, wenn kein x, negativ,
stets griosser als 1—1: 8.

In noch anderer Fassung lautet der Satz:

Der x\-Inhalt der Menge derjenigen Punkte, fiir die fir die Punktfunktion X
gilt: X < X1, existiert und ist stets grosser als 1—1:t°.

Beweis. Hs sei zunichst bemerkt, dass X stets existiert, wenn alle , = 0
sind, und dass nach Satz 11,2 auch (F, Z?Iv,_) stets existiert. Ist X unendlich,

i
so ist der Satz trivial. Ist X = o, so ist . > 0, also (F,%,)= o, sicher dann,
wenn » kein »; ist. Daher gilt dann (F , Z?Ivl) = (F, Z?Iv) =1, also ist der
‘}'l ¥

Satz auch in diesem Fall richtig. Wir diirfen also jetzt annehmen, dass X eine
positive Zahl ist. Durchliuft », alle Indizes, fiir die gilt

x, > Xt
so ist
X=Qu,(F%,) + Qo (FUL)
Y2 Y

und

1= (F,UA) + 2 (F L.

vi Vi

Nun folgt, falls nur ein x,,(F, U,,) 5 o

X > Qa, (F,U),

T
also wegen

Ly, > X¢e

X>Xe D (F 8.

’I'u

Ist aber . (F,¥,,)=o fiir jedes »;, so hat man
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X = Z x“’x(Fa %[Vu)-

vy

Dann aber kénnen wegen X £ o nicht alle Zy (F, U, ) == 0 sein.
Deshalb folgt wieder

X>XeD\(F L)
Somit hat man

5> 2(FL,).

F 2

Hieraus aber folgt

1 —Z(F,%,‘)=Z(F,%Iu)=(lf‘,VZ.QI”) >1-k.

Vi Yi

Da zum Beweise dieses Salzes Satz 11,1 unentbehrlich ist, dieser aber ber
gewissen FErweiterungen von F dwrch Adjunktion neuer Mengen nur fiir endlich
viele Mengen richtig bleibt, gilt dann auch das Markoffsche Lemma nur fiir Ver-
anderliche, die einer Zerlegung des Raumes in endlich wviele Teilmengen ent-
springen.

Jetzt wollen wir zur Definition von Funktionen von Verdnderlichen in I
iitbergehen, um den Begriff des Mittelwertes fruchtbar zu machen.

Definition 12, 4.

Ferner sev

f(gla §2’ L gﬂ)

eine reelle Funktion von n Variabeln, die fiir jedes n-Tupel

(@t 22, ..., al)
definzert ses.

Unter der Funktion

X% = f(XW, X, X0)
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der n Verdnderlichen wverstehen wir dann die Punkifunktion (das System aller
Paare)
1) 9[i2) n) (1) (2 (n)
[y ... ?Il,n, Sl @, x;;))]
Diese Erklirung ist offenbar gleichwertig damit, dass die Punktfunktion X*
fiir jeden Punkt P von B erklirt wird durch

X*(P)=f(XW(P), XE(P), ..., XN(P)).

Satz 12,2. Jede Funktion von endlich vielen Verdnderlichen in F ist eine
Veranderliche in I'.

Beweis. Nach Definition 12,1 haben wir nur zu zeigen, dass die auftre-
tenden Mengen zu I’ gehoren, paarweise fremd sind, und dass ihre Summe Bjp
ist. Diese drei Dinge sind aber unmittelbar klar.

Wir werden nun einige im folgenden als Hilfssiitze verwendete Tatsachen
beweisen, die sich mit dem Zusammenhang zwischen den Mittelwerten bestimm-
ter Funktionen und den Mittelwerten der in diesen Funktionen auftretenden
Veriinderlichen befassen. Wollten wir diese Sitze fiir unseren ganz allgemeinen
Begriff der Verinderlichen beweisen, so miissten wir sie in sehr verklausulierter
Form aussprechen, da wir ja immer die Existenz der Mittelwerte voraussetzen
miissten. Der Einfachheit wegen und weil diese Einschrinkung die Anwendbar-
keit der Sidtze spiter nicht beeintriichtigen wird, fassen wir den Begriff der
Verinderlichen so, dass jede Veriinderliche der eingeschrinkten Fassung einen
Mittelwert hat.

Definition 12,5. Eine Verdnderliche in F heisse beschrdankt, wenn thre
x- Werte beiderseits beschrinkt sind.

Satz 12,3. Jede ganze rationale Funktion von n beschrdnkten Verdnderlichen
tn I ist eine beschrinkte Verdnderliche in F.

Beweis. Folgt aus Definition 12, 4 und Definition 12, 5.

Satz 12,4. Fiir jede beschrinkte Verdnderliche in F existiert der Mittelwert.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Definition 12, 3.

Satz 12, 5. Ist die beschrinkte Verdnderliche X tn F konstant, d. h. x, = x, =

= Tm=¢, $0 gilt ,
X =ec.

Beweis. Folgt sofort aus der Gleichung 2 (F, %)= 1.

v=1
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Satz 12, 6. Ist X eine beschrinkte Verdanderliche in I und ¢ eine Konstante,
so gilt fiir die Verdnderliche ¢ X

cX=cX.
Beweis. Folgt unmittelbar ans Definition 12, 3 und Definition 12, 4.
Satz 12,7. Sind XW und X@ zwei beschrinkte Verdnderliche in F, so gilt
X0 X®— X 4+ X©®

Der Mittelwert der Summe zweier beschrdankter Verdnderlicher <n F 1st also gleich der
Summe der Mittelwerte der Summanden.
Beweis. Nach Definition 12, 4 gilt
X0 4 X = (O AR), ) + )],

4]

Also ist

XU+ X = X (2l + 2) (F, A A)

Vi Va2

— il (F, AV AY) + ) 2 (F, A0 %)

™

= 2l (P, UY 2 AP + X al (F, A 2 A)
— St +Zx“’) L AY) = X0 X0,

Satz 12,8. Sind XW, X@ . XU peschrdnkte Verdnderliche in F und c,,

gy - - -, Cn, Cay1 Komstante, so gilt fiir die lineare Funktion
X=0¢XU+ X% 4+ . + e XMW+ ¢pqy

dieser Verdnderlichen

X=6XW+¢X® 4+ ¢ X + gpyr.

Beweis. Folgt unmittelbar aus den Sitzen 12,5, 12,6; 12, 7.
Nachdem wir diesen allgemeinen Satz iiber lineare Funktionen von #» Ver-
dnderlichen in F bewiesen haben, wollen wir jetzt einen Satz iiber eine quadra-

tische Funktion einer Verinderlichen ableiten.
42—32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 3 janvier 1933.
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Satz 12,9. Ist X eine beschrankte Verdnderliche in F, so gilt

Beweis. Offenbar ist

(X - X =, @— X)),

™
|

kel
[

M

(@, - XP(F, %)= D (F, %) —2X Dz, (F, W) + (X)2 D (F, A

=X?—2X-X +(X)?=X*— (X

Definition 12,6. Ist X eine beschrinkle Verdnderliche in I') so heisst die
nicht negative Zahl

V57
die Streuung von X.
Der vorige Satz besagt also die Gleichung

o= X?—(X).

Offenbar ist die Streuung ein Mass fir die Ungleichheit der z,. Dieses Mass
ist ein Spezialfall der durch folgende Definition eingefiihrten Vergleichsmasstibe:

Definition 12,7. Ist X eine beschrdnkte Verdnderliche in F, so heisst, wenn.
k eine natiirliche Zahl ist

(X — XY= D (2, — X (F, %)

¥

das Moment k-ter Ordnung von X, wdhrend man

| X — XF=2 |z — XF(F. %)

das absolute Moment k-ter Ordnung von X zu nennen pflegt.

Das Quadrat der Streuung ist also das Moment 2-ter Ordnung oder auch
das absolute Moment 2-ter Ordnung, denn bei gerader Ordnung decken sich
diese Begriffe.

Wir wollen jetzt noch untersuchen, welche Beziehungen zwischen den Mit-
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telwerten und den Modellen bestehen, welches also der Hiufigkeitssinn der
Mittelwerte ist.!

Definition 12,8. Ist X = [(U,, x.)] Verdnderliche in F', so heisst

(F', X) = lim X 7(F, W)z,

k— o »

echter Modellwert (durchschnittlicher Gewinn, Barwert, billiger Einsatz etc.) von X,
wenn dieser Grenzwert fiir jedes F der Modellklasse F existiert und denselben end-
lichen Wert hat. Ist dagegen (F:', X) stets + o oder stets — o, so sollen diese Sym-
bole unechte Modellwerte von X heissen.

Die Bezeichnungen »billiger Einsatz> etc. stammen aus folgender Vor-
stellung:

Man denkt sich einen Bankhalter, der Wetten darauf entgegennimmt, zu
welchem %, eine Realisierung der Versuchsvorschrift gehoren wird, und der den
(ev. negativen) Betrag x, auszahlt, falls die Realisierung zu U, gehort.

Die Frage ist nun, ob es einen (ev. negativen) Betrag ¢ gibt, so dass, wenn
der Spieler gerade diesen Betrag vor der Herstellung jeder Realisierung dem
Bankhalter auszahlt, die Einnahmen und Ausgaben sowohl des Spielers als auch
des Bankhalters sich bei dauernder Wiederholung des Spiels wenigstens der Gros-
senordnung nach ausgleichen.

Die einzige praktische Annahme, die man zur Beantwortung dieser Frage
benstigt, ist, dass die dauernde Wiederholung des Spiels ein Modell ¥ der Ver-
suchsvorschrift erzeugt. Dies vorausgesetzt, misste also gelten

Fe= R 4E, Whws + olk)

v

oder

¢ — lim Z T(ji %[v)k Ly

k—>w v

da man mit o(k) bekanntlich eine Funktion von % bezeichnet, fiir die gilt

. o(k)
Lm == =0

! Anmerk. Diese Untersuchung wurde durch die Betrachtungen von Herrn E. KAMEE zum
Petersburger Problem in Nr. 34, 35 seines schonen Buches »Einfithrung in die Wahrscheinlich-
keitstheorie» angeregt. An dem nun anzufiihrenden Beweise hat Herr W. FELLER, Kiel, ausschlag-
gebenden Anteil.
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Natiirlich miisste diese Zahl ¢ von der speziellen Wahl von I unabhiingig sein,

denn welches F aus F erzeugt wird, weiss man ja nicht.
Die Antwort auf diese Fragen gibt

Satz 12,10. X hat dann und nwr dann einen echten Modellwert, wenn X
eine beschrinkte Verdanderliche ist. X hat dann und nur dann einen unechten Mo-
dellwert, wenn X devergiert und ausserdem entweder die positiven x, oder die nega-

tiven x, beschrdnkt sind. In beiden Fdllen gilt fiir den Modellwert

(F.X)=X.

Beweis. Wir stellen X als Differenz nicht negativer Verdnderlicher X
und X©® dar, wo X aus X entsteht, wenn alle negativen x, durch o ersetzt
werden und X® wenn alle negativen x, durch ihren absoluten Betrag die posi-
tiven aber durch o ersetzt werden. Man hat dann

X=X0_ X@,

Der Beweis selbst zerfillt in folgende Teile:
A) X=X 4. h. X nimmt keine negativen Werte an.

Dann gilt

a) X beschrinkt: Echter Modellwert,
3) X unbeschrinkt und

B) X divergent: Unechter Modellwert,
3s) X konvergent: Kein Modellwert.

B) X nimmt auch negative Werte an.
Dann gilt
a) Sowohl X als auch X©® beschrinkt: Echter Modellwert,
B) Genau eine der beiden Verdinderlichen X ™ und X® ist unbeschrinkt und
B) X divergent: Unechter Modellwert,
8,) X konvergent: Kein Modellwert,
7) Sowohl X als auch X unbeschrinkt: Kein Modellwert.
Die Gesamtheit dieser Aussagen ist offenbar mit unserem Satz gleichwertig.

A) Die z, seien also zuniichst nie negativ.
@) Offenbar gilt

lim "(F, X)i = 2 (F, %) ..

k— =
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Andererseits ist mit C = max(x,) fir jedes N

N
gZ (F, %, m+02 F, Wi =

i=1

N

= D (F, L) w, + |Z ("(F, W — (F, U} ,

=1

+ CZ(F, Aniz) +
i=1

+ Cl Z {T(F, g[N+).)k - (F, QIN.H,)} | .
i=1

Ist ¢ > o vorgegeben, so kann man N = N{¢} so wihlen, dass gilt

»n

1) Z(F, Wn+2) < £
=1 ¢

und %(N) so, dass fir & > k(N)

‘_-\7
2) | 2w — (7 20 | < 6
v=1
und
o I\v
I I &
3) IZ {(F, U2 — (F, U2} I = | 2 O(F, W) — (F, %) |< o
i=1 y=1
ist.
Dann folgt aber
N
", X = D(F, W)z, + 3e.
v=1
Also gilt
lim"(F, X) = Z(F, A) 2y
w=1
Somit ist
(F. X)=X

3) Aus der ersten Ungleichung unter a) folgt sofort, dass ein unechter
Modellwert existiert, wenn X = ist.

8,) Es ist somit unter A) nur noch zu zeigen, dass nie ein Modellwert exi-
stiert, wenn X unbeschrinkt aber X endlich ist.
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Es sind also zwei Modelle ¥ und F’ anzugeben, so dass gilt

k= > k— >
Wir konstruieren zunichst F' so, dass fiir jedes % gilt
,(R QIQ)L' é (Fx 2IQ) fir =234, .-

Hierzu gehen wir von einem beliebigen Modell F, aus. F, wird dadurch ab-

geindert, dass die erste Spalte in F,, fir die
(Fy, Wk > k(F, Uy)

gilt, durch einen Punkt aus U, ersetzt wird. Ebenso wird mit dem dadurch er-
zeugten Modell verfahren und diese Abinderungsmethode wird unbegrenzt fort-
gesetzt. Dadurch entsteht offenbar ein Modell Fj, in dem fiir jedes % gilt

T(F27 9[:’.)k = (IJ‘7 %[2)

F, wird nun in bezug auf %, ebenso behandelt, wie F, in bezug auf ; und da-

durch ein Modell F, erzeugt, in dem sowohl
r(i;ay W) < (F, Ay) als auch T(Fsy W = (F, Ay)

fir jedes % gilt.
Unbegrenzte Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt das gesuchte Modell £,
fir das nun gilt

r(ﬁ, X)k = T(F, 9Il)k z, + Z (F, ;«)Ig) Xy,

also

k— o

lim (F, X)e < 2 (F, )z, — X.
=1

Nunmehr wird das Modell F’ aus F abgeleitet.
Sf(n) >0 sei fiir alle natiirlichen Zahlen % erklirt. Eine Folge {g.} natiir-
licher Zahlen werde so gewiihlt, dass fiir jedes n gilt

f(") =z,

Nun wird festgesetzt, dass aus F’ durch Fortlassen der 1%ten, 2%-ten, 3%ten, ...



Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 335

Spalte F entstehen soll, und dass in F’ die nite Spalte durch einen Punkt aus
A, besetst sein soll. Dann ist zuniichst F’ ein Modell. Ferner gilt offensichtlich

(F, Aghs = *(F, Ao + 1
falls ¢ = ¢n mit » = % isb, und sonst
a(f‘” %[g)kz = a(F? %I?)’@—k‘

Somit ergibt Multiplikation mit den x, und Addition:
k
— I I
(', X = 75 (@, + T + ) = 73 2/ ().
n=1

Bei geeigneter Wahl von f(x) ist somit

B (B, X)e— + oo,
k> @
Also ist B,) bewiesen und somit A) erledigt.
B) Es werde nun angenommen, dass X negative Werte annimmt.
a) Ist X beschrinkt, so auch X® und X®. Deshalb folgt nach 4,) un-
mittelbar

(F, X)= X — X = X,

B) Es sei genau eine der beiden Verinderlichen X und X unbeschrinkt.

B) TIst X divergent, so auch der Mittelwert der unbeschriinkten Verinder-
lichen. Daher folgt nach 4.) und 4p), dass, je nachdem ob X oder X un-
beschrinkt ist, gilt

(Z:‘, X)= + o resp. (F, X)= —oo.

8,) Nun sei X konvergent und z. B. X® unbeschrinkt. Dann ist auch X
konvergent und nach Ag) existiert fiir X@ kein Modellwert, wihrend er nach 4.)
fiir X existiert. Somit existiert auch fiir X kein Modellwert.

¥) Es bleibt noch der Fall zu erledigen, dass sowohl X als auch X® un-
beschrinkt ist. ‘

F sei ein Modell und F, werde unter Verwendung von X aus F ent-
sprechend erzeugt, wie unter Ap) F' aus F unter Benutzung von X erzeugt
wurde. Dann gilt
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k

s 2 f(n) — (B, X2

2
n=1

r(lﬂ:';p X)H = T(Fla X(l))k2 - T(Fl’ X(2))kz

v
|

o~

und es ist

YFy, X @) = (F, X D)oy

wie auch f(n) gewihlt wird. Man kann also f(n) so wihlen, dass gilt

Lim "(F,, X)e = + .

k— o

Geht man entsprechend relativ zu X vor, so erhiilt man ein Modell 77, fiir

das gilt

lim (7, X)= — .

Hiermit ist der Satz bewiesen.

§ 13.
Siitze iiber assoziierte Veriinderliche.!

(Das Gesetz der grossen Zahlen.)

Definition 13,1. » Verdnderliche in F

heissen assoziiert, wenn jedes n-Tupel von Mengen

Q[(l)’-QI(?)’ R 2[(")
¥e Yn

Y1
assozizert ist, d. h. wenn fiir sie gelt

(F, A0 A A = (F, AD) (F, AD) - - (F, AD).

Eine Folge von Verdnderlichen tn F heisst assoziiert, wenn fiir jedes n die n ersten
Verdnderlichen der Folge assoziiert sind.

Es sei ausdriicklich bemerkt, dass hier keinerlei Voraussetzung iiber spezielle
Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsmetrik von F gemacht wird, sondern dass
die Definition rein hypothetisch dahin zu verstehen ist: Wenn fiir » Veriinder-

liche die Bedingung erfiillt ist, dann heissen sie assoziiert. Voraussetzungen iiber

! Vergl. die Anm. der Inhaltsiibersicht zu diesem Paragraphen.
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die Metrik dagegen hitten die Folge, dass man ev. von bestimmten Veriinderlichen
behaupten kann, dass sie assoziiert sind.

Satz 13,1. Sind X0, X®@ X" g beschrdankte, assoziterte Verdnderliche
wn F, so gelt

X Xe | XW=X0 X, X,

Der Mittelwert des Produktes st also unter diesen Voraussetzungen das Produkt
der Mittelwerte der Faktoren.
Beweis. Es ist

XU X0 X0 = (DU Y gl g gl

" vyt vy » vy vy

also

XOXA K = 3 (F, AN AR A g ) i)
vy g V

vy Ty [N

= 3 FAE A - (F A =1 me .

Hiermit ist der Satz bewiesen.

Satz 13,2.1 Sind XU, XO) . X® n beschrdnkte assoziterte Verdnderliche
m F, und st
X,=X0 4+ X& 4 ... 4 X(")’
so geilt

ox, = O‘;(l) + 6?,((2) + -+ G}(n).

Das Quadrat der Streuung der Swmme st also hier dre Summe der Quadrate der
Streuungen der Summanden.
Beweis. Nach Satz 12,9 gilt

0%, = (Xo— X, = Xi — (X = (D x0)" — (3 x0).

Somit erhdlt man durch Quadrieren nach Satz 12,8 und Satz 13, 1, da sich die
doppelten Produkte aufheben

GZXn = 2 X("P Z (X 2 {sz - (X l) 2} Z O-X(l

7

! Anmerk. Fir die Sdtze 13,2—13, 5 geniigt die wesentlich schwiichere Voraussetzung, dass
die auftretenden assoziierten Verinderlichen nur paarweise assoziiert sind. Die Beweise bleiben
gleichlantend.

43 —32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 28 janvier 1933.
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Satz 13, 3.

Sind X, X® . XW 5 beschrinkte assoziierte Verdnderliche
n I') und ist & > 0 beliebig gegeben, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit P des Erfiillt-
seins der Ungleichung

Xy — )}'E <e¢
n n -
stets

Z o\
— i . .

ne?

=

P =1

Hierbe: hat X, dieselbe Bedeutung wie vm vorigen Sate.

Das Gleichheitszeichen
gelt nur, wenn alle Verdnderlichen konstante Streuung o haben.
Beweis.

Wendet man Satz 12,1 auf die Verinderliche (X —X)* an, so
erhiilt man fiir die Wahrscheinlichkeit IT der Ungleichung

(X - X) = oif (t # o)
I>r1— 5
Wihlt man ¢ so, dass gilt

oxt=c¢ (ox # 0 vorausgesetzt!)
g0 erhilt man fiir die Wahrscheinlichkeit IT der Ungleichung

| X — X|=e,
sofort

2
ox
II>:—-=-
£

Nunmehr wihlen wir als Verinderliche X der letzten Relation

X = X." .
n

Dann bleibt offenbar nur noch zu zeigen, falls ox 7 o,

oy = 7‘2—2(0;,(1) + 0}(2) + -+ O';'("))'

. . . X x@ X @)
Wie man sofort sieht, sind auch ——, ~-

—emy e ey

n n
in F und

n assoziierte Veridnderliche
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X0 xe X
=T 4+ T 4 T
n n V3

X
Nach Satz 13,2 gilt also
of =2 szm) :

Nach Satz 12,2 folgt nun

Ist also ox 7 0, so ist der Satz bewiesen.
Ist aber ox=o0, so ist o, =o0 fir jedes . Wir miissen somit zeigen,
dass die Wahrscheinlichkeit dafir 1 ist, dass fiir irgend eine Verdnderliche X

| X —X|=e
gilt, wenn ox = o ist.
Es sei X ={, @)}, dann folgt

v

=} = (zn— X (F, %,).

Es ist somit 2, = X fiir jedes », fiir das (F,%,) # o ist. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir also, dass X = X gilt, ist 1, somit auch die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass | X — X| < ¢ erfiillt ist.

Hiermit ist der Satz bewiesen.

Der Inhalt dieses Satzes wird anschaulicher durch eine sofort aus ihm zu
ziehende Folgerung:

Satz 13,4. Ist XU X0 X@ eine Folge von assoziterten beschrinkten
Verdnderlichen in F und gilt

1

n
lim — X 0% = o,
=1

now R
so liegt fiir jedes noch so klein vorgegebene & die Wahrscheinlichkeit dafiir beliebig
decht an 1, dass der Durchschniit der n ersten Verdanderlichen sich von seimem
Mittelwert absolut wm hischstens & unterscheidet, wenn nur n=n(e) hinreichend
gross gewdhlt werd.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz 13, 3.
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Fiir ein Modell I von F sagt der Satz also folgendes aus: Betrachtet man
die Dichte der Spalten, fiir die der Durchschnitt der = ersten Verinderlichen
sich von seinem Mittelwert absolut um hochstens ¢ unterscheidet, so geht diese
Dichte bei wachsendem » gegen 1, wie klein auch ¢ vorgegeben war.

Der Satz gibt offenbar eine Methode, von den bekannten Mittelwerten auf
die unbekannten Durchschnitte mit asymptotisch gegen 1 wachsender Wahrschein-
lichkeit zu schliessen.

Wir wollen nunmehr eine Erweiterung dieses Satzes beweisen, die ausser-
dem noch einen Schluss vom beobachteten Durchschnitt auf den unbekannten
Mittelwert gestattet.

Dazu erkliren wir in Verallgemeinerung der Sachlage von Beispiel 3, § 7
zuniichst:

Definition 13,2. Es sec I' ein W-F und es gelte
Bp=% 4+ + U + -,

wo W, eu F gehirt und die N, paarweise fremd sind und (F, A,) # o.
Setzt man
'Y, =1, (vergl. § 11)
so soll
= (F, F,, Iy, ..))

etne Komponentendarstellung von I’ heissen.

Satz 13, 5. Gesetz der grossen Zahlen

I'=(F, I, Iy, ...)
set eine Komponentendarstellung von I

XWX, X, n=1,2,3 ...

n’

set eine Folge beschydnkter assoziterter Verdnderlicher in Fy, fiir die gilt
S

. 1
lim §§ Z O'j‘,(i) = 0.
i=

8-> =1 n

X0 pezeichne die Punktfunktion auf By = Br, + By, + -, die fir jeden Punkt P
von By erkldrt st durch
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und X bezeichne die Pumktfunktion auf By, die fiir jedes P erkldrt ist durch

S

Xs(P) = 2 X(P).
i=1
FEndlich ser
Xps=X0 + X 4. 4 XI5

Dann geht mit wachsendem S die Wahrscheinlichkeit in F gegen 1 dafiir, dass ein
Punkt P, an dem der Durchschnitt

X

S (P)=u

beobachtet wird, zu einem F, gehort, fiir das gili,

¢ S

wie klein auch & vorgegeben scin mayg.

=e¢

Damit der mathematische Sachverhalt klar wird, wollen wir ihn noch an
einem Modell F von F erldutern.

Man gibt ¢ >0 und § vor und stellt fiir jede Spalte P aus F fest, zu
welchem F,(p sie gehort und markiert in F die Spalten P, fiir die der Absolut-
betrag der Differenz des obigen Durchschnitts (des an P beobachteten Durch-
schnitts) und des zu seinem F,(p gehodrigen Mittelwertes hochstens ¢ ist. Be-
zeichnet man die Dichte der markierten Spalten mit ds ., so behauptet der Satz:
lim dg,. = 1, fiir jedes ¢.

S @

Beweis. Wir bestimmen N so, dass

DUF, Fy) < ;7 ,

n>N
wo 1 > o vorgegeben war und (F, F,) = (I, Br,) gelte. Dann wird S, (n=1, 2,..., N)
80 bestimmt, dass fiir alle §= 8, die Wahrscheinlichkeit in ¥, der Ungleichung

Xns _ (Xn S)
S S

! Anmerk. Ausserhalb von Br, also auf den Mengen Uy, v#n, werde X?EO gesetzt, also

als Verinderliche in F aufgefasst. Dann ist die Addition definiert.
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grosser als

ist. Nach dem vorigen Satz gibt es ein solches S,. Die Wahrscheinlichkeit
in F' der Punkte, fir die die Ungleichung bei festem S = §, erfillt ist, ist also
nach Def. 8,1 grosser als
Ty 2 ”2 . _I‘ .
(F7I'ﬂ) ([’1")2 o
Die Gesamtwahrscheinlichkeit in J* der fiir n =1, 2, ..., N in Frage kommenden
Punkte dieser Art ist also grosser als

.
2, 1,,—’721 F)- I">ZF1~',, "22,.>1~n,
n=1

n 1 n=1 n=1
wenn
Sz max (8, S,, ..., Sy).

Da man 7 ja beliebig klein vorgeben kann, ist der Satz bewiesen, weil ja gilt:

8

S x *
Xs(P)= 2 X(P) = 2 2 XN(P)— > Z X(P) = 2 X, (P) = Xu, s(P).
i=1 i=1n=1 n=1i=1 n—=1
Was der Satz praktisch aussagt ist nun offenbar folgendes:

Wenn man fiir einen beliebigen Punkt, ohne seine Zugehorigkeit zu F), zu
beriicksichtigen, rein formal fiir grosses S den Durchschnitt Xs: S bildet, so wird
sich mit grosser Wahrscheinlichkeit (die mit wachsendem S gegen 1 geht) dieser
Durchschnitt um hochstens ¢ von dem Mittelwert unterscheiden, der sich bei
Beriicksichtigung der Zugehorigkeit des Punktes zu F), ergibe.

Es ist somit, wie angekiindigt, eine Schlussmoglichkeit vom »beobachteten
Durchschnitt> auf den »unbekannten Mittelwert> aufgezeigt. .

Spezialisiert man die Komponentendarstellung durch die Annahme, dass ste nur
etne Komponente F, enthdlt, so ist F=F, und das Gesetz der grossen Zahlen
geht wieder wn den speziellerem vorigen Satz iiber. Der Mittelwert wird fiir festes
S eimdeutig und wir kinnen den Satz dann wieder als Schluss vom bekannten
Mittelwert (er ist ja eindeutig) auf den Durchschnitt deuten. Obwohl dieser Sach-
verhalt trivial ist, wird er oft verkannt und angenommen, dass der Schluss vom
beobachteten Durchschnitt auf den Mittelwert erst durch einen Satz gerecht-
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fertigt wird, den wir deshalb behandeln miissen, und der sich auch mit dem
Riickschluss vom beobachteten Durchschnitt auf Mittelwerte beschéftigt. Seine
Aussage aber bezieht sich sozusagen auf die Verhiltnisse im Kleinen, wihrend
das Gesetz der grossen Zahlen die Frage im Grossen behandelte. Auf das genaue
Verhiltnis der beiden Sitze gehen wir erst nach dem Beweis ein.

Satz 13,6. (Verallgemeinertes Bayessches Theorem.) F = (F|, F,, ...) sel
erne Komponentendarstellung. In jedem dieser I, sei eine Folge assoziierter (k+ 1)-
wertiger Verdnderlicher gegeben

XO=[UAD , x1)], i=1,2,3,..;4=0,1,2,..., k.

Die Zahl x; vst also von n und ¢ unabhingeg, d. h. fir jede der Verdnderlichen
deeselbe.

Lerner soll gelten fiir jedes Paar (2, j)

(F, YD) = (Fn, AL, A=o0,1,2,... k.
Es ser
0!:(0!0, Cyy oy (Xk)
etn vorgegebenes System rationaler Zahlen, fiir das gilt:

k

o< ay und Za;= I.
=0

Ist S emn Vielfaches des Hauptnenners der «, so setzen wir

s1= 8Sa;, also s, >0 wund gane.

Nunmehr bilden wir  die Menge M. s der Punkte, die zu genau s, unter den S
Mengen

> : s
2, U, ., 2u,
n=1 n=1 n=1

und zwar sowohl fir A==0, als auch fiir A=1, ... als auch fiir A=k—1 gehiren.
®,, sei, wenn 0<o <1, die Gesamtheit der k-Tupeln

A

(MO:H’U"'JMR‘—l)’ Oé.u'l I
fir dze gilt

fultto, gy« ooy —1) >0,



344 Erhard Tornier.

wo
a7 A ) B s ) B
2st.

no durchlaufe die Indizes n, fiir die
(Pvn, QIn,O), (Fn, QIn,l), ceey (["n, g[n,k—l)

etn Punkt von ®,,, ist und es gebe ein n,.
ne durchlaufe die anderen Indizes n.
Wir setzen

Ma,SZB"o = Ha, 8,0,
ng N

wo B, die grisste Menge aus F, ist und behaupten, dass dann stets gilt:

;im (F; @, Sy Ma, ,5',9) =1.

Wir wollen, ehe wir den Satz beweisen, die etwas komplizierten Mengen-
verhiltnisse durch Vergleich mit den Voraussetzungen des vorigen Satzes und
durch ein Beispiel erldutern.

Die Verinderlichen in F, im vorigen Satz ergeben durch dreifache Spezi-
alisierung die Verdnderlichen dieses Satzes:

1) Jede Veriinderliche in F, soll jetzt (k+ 1)-wertig sein.

2) Auch die Zahlkomponenten der Verinderlichen an entsprechenden Stellen
sollen iibereinstimmen.

3) In F, sollen die Wahrscheinlichkeiten der entsprechenden Mengenkompo-
nenten der Veridnderlichen gleich sein.

Beispiel: Die Komponente F, von I bestehe aus allen Punkten

ey ey e
wo jedes A; die Zahlen o, 1,..., k£ durchlaufen darf. Y sei die Menge der

Punkte von F',, die an der i-ten Stelle das Symbol e, haben.
Wihlt man die Metrik geeignet, so sind offenbar alle Bedingungen erfiillt.
Gibt man « vor, so ist M, s die Menge der Punkte von F, summiert iiber
n, die an den S ersten Stellen s,= S, mal eig)_, s; == Se; mal ¢!, s, = Sa; mal
., oo, bis s = Ser— mal eﬁl’f“‘” enthalten, also auch sy = Ser mal eff:)_. Die

Punkte - hinter #, bedeuten dann insgesamt alle Zahlen 1, 2, ..., S, jede nur ein mal.
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Man erkennt, dass bei vorgegebenem o das alles nur fiir solche § erfiillbar
ist, die Vielfache des Hauptnenners der Zahlen (a,, a, . . ., ;) sind.

Nunmehr wollen wir den Satz beweisen.

Beweis. Da die B,, fremd sind, gilt zuniichst

(FMa,Sa Ma,S,g) = Z (FMa,S, Bng Ma, 6)

"e
Es ist
(F, BaM,,5) = (F My, s, BaM,, &) (F, M, s),
also
ot o, ot — FBaMa ) (P B (FBy, M)
(F, Mas)  S\(F, B,)(FBy, B, M, s
Nun ist "

(FBn, BnMa, S) = (Fn, BnMa, S)v

Es handelt sich somit um die Punkte von B,M,, s, also um die, die genau zu s;
unter den S Mengen

S
AV, qAX, U,
und zwar sowohl fiir 1=o0, als auch fiir A=1,... als auch fir A=%—1 ge-

horen. Daher ist

k—1
(Fn,Bn Ma, S) = ( S ) (Fn, ?In,())so o (I’Vn, Q/In, k—-l)sk*l{I - Z (Fn7 QIn, }.)}5-&“ L

88y - - - Sk—1

i=0
Also folgt
—1 s

—8y— - —6p_

(F, Bﬂ)( 777', QIn, O)s"' o (Fn, QIn, L‘——l)gk_l {I - Z(lﬂn, 2[71, A)} 1
(M., s, BaMa, ) = o '

S—sg— - - —8p_

Z(F, Bn)(Et, %[n, 0)80' v (Fn7 Q[",k—l)sk_l {I - Z(Fn’ %I"' Z)} -

n i=0

Dividiert man Zihler und Nenner, letzteren gliedweise, durch

k—1
aP .o, a;’:I(I — Z a;)S_xO_Sl_. B
=0
und setzt
fa [(Pvna %W,O): (F’Ily %[n, 1)7 ey (I.'Yn, S)In, k-])] - Zn
und

44 — 32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 28 janvier 1933.
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(1('1 Bll) = €T777
so erhialt man sofort
JuZn

(vaa,Sy BnMa, S) = _S °
D dn Zs

Daher findet man fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

Z Jng Zf@ 2 Jne Z;?Q

(F My s, M s, g) = —8 e = " |

Zan;: ZJ"(’ZZQ + ZJngZ;?a
g g

n

Um unseren Satz zu beweisen, ist also nur noch zu zeigen, dass gilt

Z‘ J"a Z;S;cr
lim ~2 =
S~ 2 o Zn:
119
Wir setzen
llm Zn” == Zx
Dann gilt

Ferner ist aber jedes Zn(J > 9. BEs sei nun Z, 0= Z* fest gewihlt.

Dann erhalten wir mit von § unabhingigem K

Ddn s D JuZn, 25D I,

8
L . é) K
s = s = AN *® ’
Sz, 2 dnZn, 2% 2, N
. <. ¢ = o
"’9 7n922 Zn027

Wegen Z. << Z* ist also unser Satz bewiesen.

Wir wollen nun die Bedeutung dieses Satzes niher untersuchen und wenden
uns zunidchst der Funktion f,(,, &, ..., &—1) zu, mit deren Hilfe das Gebiet
®.,, definiert wurde.

Man sieht sofort, dass diese Funktion in dem Quader o =& =1,
A=o0,1,...,k—1 nur ein Maximum hat und zwar an der Stelle (a;, ¢y, .. ., @—1).
Bs ist
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fa(ao: Qpy oo ey ak—l) =1

und von dieser Stelle aus fillt die Funktion nach allen Seiten monoton ab.
Hierans folgt wesentliches tiber den Bereich ®, ,. Zunichst sieht man, dass
®,,, stets (es werden nur Werte ¢ < 1 zugelassen) den Punkt (e, oy, . .., i)
enthilt. Da hier das Maximum von f, liegt, folgt aber auch, dass &, , immer
kleiner wird, wenn ¢ gegen 1 geht.
Genau gesagt heisst das, wenn d. , der Durchmesser von ®&,,, ist (die obere
Grenze der Entfernungen aller Punktepaare aus &, o) so gilt

lim dg, o = 0.
o—~>1

Wir konnen also &, , beliebig klein wihlen, sofern es nur mindestens fiir ein »
den Punkt

{E, Uno), (F, Wn,v)y - .o, (F, Ly i)
enthilt.

Die Giiltigkeit des Satzes hingt wesentlich an der Wahl der Bereiche ®,,,.
Wiirde man sie etwa durch beliebige %k-dimensionale Kugeln mit dem Mittelpunkt
(@, @1, ..., ax—1) ersetzen und diese zur Definition der Indizes 7, in demselben
Sinne verwenden wie die alten Bereiche, so wird der Satz falsch. Dies liegt
daran, dass f, nicht symmetrisch ist. Im Falle £ = 1 ist niimlich — die Anzahl
der Komponenten F, von F als endlich vorausgesetzt — zunéchst

Julbo) = (i_z)”"( ;__: _i{;)l—ao

und der Bereich ®,, ist die Punktmenge zwischen den Grenzen a, — g, und
@y + 7, wo diese beiden Zahlen die Wurzeln der Gleichung f,(§) = ¢ -sind. Ist
nun z. B. |8]<|y| und wihlen wir die eindimensionale Kugel & ,=
= (g — B, @ + B,) an Stelle von ®,,, so konnen wir jetzt nicht mehr schlies-
sen, dass die nun auftretenden an simtlich grosser sind, als jedes der nun auf-
tretenden Z,,. Betrachten wir also, wenn M; s, entsprechend wie M, s, zu
®,,, nun zu @, erklirt ist, den Ausdruck

; Ty Zn,

(FMa31M(’ISQ): .

’ T S S
2T Zn, + 2T, 2,

ng n,,
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und richten es so ein, dass das grosste Z,, = Z,.; einem Z, z. B. Z,? gleich ist,

so folgt sofort, wenn Zihler und Nenner durch Z%: dividiert werden
0

®
n
im (FMas, Mo, = 7 oty # 1.
lim (FMe, s, M, ,0) Jn;+J,.,*,’£I
Nunmehr wollen wir den Inhalt des Satzes am Modell betrachten. Er sagt
offenbar:
Geben wir a fest vor und ist i der Hauptnenner der Elemente (e,, «,, .. ., o)

von ¢ und betrachten wir die Folge

1h, 2h, 3h, ...

und bilden aus F die Teilmatrix derjenigen Spalten, die zu M, s gehoren, so
hat in dieser Teilmatrix die Menge M, i» , eine sehr grosse Dichte, wenn % sehr
gross ist (Sie geht mit wachsendem % gegen 1).

Nun sind aber bei grossen % offenbar die Spalten, die Punkte von M, i»
sind, in F beliebig diinn verteilt, so dass dieser Satz sich nur auf das gegen-
seitige Verhiltnis relativ zu I’ verschwindend kleiner Teilmatrizen aus F bezieht,
also sozusagen ein Gesetz im Kleinen angibt, wihrend das Gesetz der grossen
Zahlen eine Aussage iiber F selbst macht, also ein Gesetz im Grossen darstellt.!

8§ 14.
Weitere Sitze iiber assoziierte Veriinderliche,
(Der Integralsatz.)
Wir wollen jetzt Erginzungen zu den Siitzen aus § 13 herleiten, die dann

gelten, wenn noch gewisse einschrinkende Annahmen iiber die Veridnderlichen

gemacht werden.

Definition 14, 1. Nimmt die beschrinkte Verdnderliche X in F nur paarwerse
verschiedene ganzzahlige Werte an, so heisst die Funktion der reellen Variablen z

Q(Z)ZZU(JG)W”, x=o0,11,+T2 ...

die Laplacesche Adjunkte von X, wenn v(x) =o0 ist, falls X den Wert x nicht an-
nemmt und v(x)=p ist, wenn X den Wert x mit der Wahrscheinlichkeit p annimmt.

! Anmerk. Diese Uberlegung zeigt, dass Satz 13, 6 keinerlei praktische Bedeutung haben kann.
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Satz 14,1. Es set XU, X® ... edne Folge assoziierter beschrankter Verander-

licher in F und X" nehme nur paarweise verschiedene ganzzahlige Werte an.
gle) = 2oy (z) e

sei die Laplacesche Adjunkte von X und es sei

X’n e X(l) + X(2) + X(n)‘
Ferner gelte
1) Es gibt ein C, > 0, so dass fiir jedes v gilt:

| X — XU < .

2) Es gibt ein C,> 0, so dass fiir jedes v eine ganze Zahl v* existiert, so
dass gilt
0, (0%) = Cy und v,(* + 1) = C,.

Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit Py (uy, uy), (u, < uy vorgegeben), der Ungleichung

X, + u, aanz < Xp< X, + Uy0x, Va2

stets
Us
. I e
im Pp(u,, u) = — | e “du.
n—+ V
Uy

Am Modell F von F sagt der Satz also: Markiert man die Spalten P aus
F, fir die gilt
X, + uy0x, V< X,(P)< X + Us0x, V2

bei festem %, so ist, wenn dies » hinreichend gross gewihlt wurde, die Dichte
der markierten Spalten beliebig wenig von dem Integral verschieden.

Beweis.! a) Wir schaffen uns zunichst die Hilfsmittel zu dem Beweis
.und untersuchen deshalb einige Funktionen, die eng mit den Laplaceschen Ad-
junkten g¢,(z) zusammenhingen und beweisen ausserdem die Existenz einiger
wichtiger Konstanten.

a,) Wir definieren Funktionen f,(2) durch die Festsetzung

' Anmerk. Der Beweis schliesst sich dem von Herrn v. MISES gegebenen an. Einige Ab-
dnderungen verdanke ich einer brieflichen Mitteilung von Herrn E. KAMKE.
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o) fir |z| >~

fole) = e—X0zi g () — Ze(r—X(T))zi v,(e) fiir |z] < .

Offenbar gilt dann fir |z|= =

Slo)=1
fole)=1 2 (x — X®)v,(z)es—¥"Nzi also

£ =0 und |fife)] = 2w — Xu.(a)
——Z]x X" |2y, e("—"* 2 also

fo0)=—0d%» und || = Dz — X¥|v,(2)

x

=—zz, z — X ™), (z)ee—3" ¥z 2 also

1/ () I<Z|w—”77) oz) = €.

Da |z — X®| hochstens fiir zwei der Werte, fiir die v,(x) # o ist, kleiner als 1

sein kann, weil ja x nur ganze Zahlen durchliuft, so ist offensichtlich

2+ 2|x—— X0 o, (x) = Qe — X 2o, (2)
und

2+ Qe — XOPo,(z) = e — X |v,(x).

Diese Ungleichungen besagen zusammen mit den vorigen, dass () -+ 4 eine obere
Schranke sowohl fiir die absoluten Momente ersten bis dritten Grades als auch
fiir die Betrige der ersten bis dritten Ableitungen der Funktionen f,(¢) ist.
Dies gilt natiirlich auch fiir |z} > n.

Wir zeigen jetzt, dass ein C; > o existiert, so dass fiir |z| < C, und alle
v gilt

RS =

Nl»—<

wo R(fi(2)) den Realteil von f,(z) bedeutet.
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Man hat nach dem Gesagten

Ifw(Z)—ﬂ(O)I=| [ rtae| = 1z1c+0.
Es folgt also
|fi(2) — £ (0)] é; fiir |z| = 2)(?);1;—),
somit
RUA(E) = RUflo) — RUA) — Al 21 —1 =

Cy = 1:2(C, + 4) leistet also das Verlangte.
Hieraus folgt, dass fiir |2| = C; a fortiori gilt

[ SR

ag) Das Ergebnis iiber die Realteile der f,(z) lehrt, dass man setzen darf

() =lgfilz) fir |z|= G,

wo lg den Hauptwert des Logarithmus bedeuten soll. Diese Funktionen I'(z)
wollen wir jetzt betrachten. Eine triviale Rechnung lehrt nach a,), dass gilt
Ioj=o0, I,0)=o0, I(0)=—0o%m.

(2 _Le)fe) = 3/ (;z).(i’;(Z)fi'(Z) + 2f7(e),

Somit existiert eine Konstante C, > o, so dass gilt
|y ()= ¢, fir |2} = G, ry=1,2,3,...

Entwickelt man nun Real- und Imaginiirteil von I.,(2) nach dem Taylorschen
Satz, so erhidlt man

I rer . 4 *®
()= — kol + éz3 IR (@) + 30V ()

wobei |z,| und |25| zwischen o und z also im Intervall |z| = C, liegen.
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Somit folgt
Iy (z) + édfw’%g =\ 0,
oder

|.f1’(Z)I < e—%d.fy(,,):z_*_lza‘lc‘

also

—»1-62 =2 M E 'y
Ifl(z).f?(z) fn(Z)l é ¢ 2 X +uf#] ¢
fiir alle 2] = C;.
a;) Es gibt ein ;> 0, so dass fiir alle » gilt
oin = C;.

2

Nach Voraussetzung 2) ist nimlich
ol = (0 — XU Cy + (v* + 1 — XV)2(,.
Da sicher eine der beiden Klammern dem Betrage nach mindestens ;ist, leistet
C; = i C, das Verlangte.
ag) Fir jedes C > 0 gibt es ein 0 < 9¢ < 1, so dass fiir jedes v gilt
|f+2)| < 9¢, wenn |z|= C.
Man kann hier C =< = voraussetzen, da die Behauptung fiir C > = aus der Er-

klirung der f.(¢) unter a,) folgt. Fiir |z] = = aber erhiilt man nach Voraus-
setzung 2)

( ’
I/;!(Z) I == I Z D/v(x’) e(a,-_X(v)) Zil é I Dv('y*) e(v*—‘\'("))zi + D‘v ('V* + I) e(y*+1_x(v)) oi I + 2] 1),' (x)
&F

x

— Lo+ 0t 4 )]+ 3 k).
d

Hierbei bedeutet 3’, dass nur iiber die x, die von »* und »* + 1 verschieden sind,
summiert werden soll.
Setzt man v,(v*) =a, v,(b* + 1) =&, so ist

|a+be”|2=“2+b2+26lbcos‘€§(a+b)2—2ab(1-—cosg) 4 (ﬂ%—;)—os—z—))‘

Also folgt
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i | < __gb_ — << _ _
la+bet| = (a+b) a+b(1 cosz)<a+b— C;(1 — cos C),

da a+b=1und 7#=|z|= C und ab= C] ist. Somit erhilt man fiir jedes »

1] =< Dvu@)— C (1 —cos Q) =1 — O (1 — cos O) = F¢ < 1.

b) Wir leiten jetst einen geschlossenen Ausdruck fiir die Wahrscheinlich-
keit wn(x) ab, dafiir, dass X, die vorgegebene ganze Zahl z annimmt.

Wir bemerken, dass durch Multiplikation der Adjunkten g(z) von X mit
¢~ und gliedweise Integration stets folgt

T

I .
D(x)z-z-;fg(z)e—”“ dz, r=o0,t1,+2 ...

-

Ferner sieht man, dass wenn Gn(2) die Adjunkte von X, ist, nach dem distri-
butiven Gesetz gilt

Gu(e) = 9,(2) gs(2) - - gnle).

Nach dem eben gesagten ist also

n

wala) =~ f Gle) e+ dz — —— f 0,(2) gs(2) - gule) =71 de.

275t 29L
-7 —_—

Fithrt man in diese Gleichung die unter a,) definierten Funktionen f,(z) ein, so
ergibt sich sofort

T

1

wn(x) = ~je‘fnr*“’)”ﬁ(z)f2(z) - falz)dz.

27
7

Da die f,(2) fiir |z| > = verschwinden, kann man auch schreiben

]

wa(x) = —I—fe(f7z_f”)‘if;(z)f'2(z) - ful2)de.

27

— 0

Bisher war v(x) nur fiir ganze Zahlen 2 definiert, von jetzt ab aber wollen wir

es fiir alle reellen x mit der rechten Seite der obigen Gleichung fiir v(x) identi-
45—32511. Acta mathematica. 60. TImprimé le 30 janvier 1933.
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fizieren. Dann ist also v(x) fiir alle reellen x definiert und stimmt fiir ganz-
zahlige x mit der Wahrscheinlichkeit dafiir iiberein, dass die zugehorige Ver-
inderliche X den Wert x annimmt. Natiirlich gilt dies speziell auch fiir wa(x),
das ja fiir ganzes x der zu e*** gehorige Koeffizient der Laplaceschen Adjunkten
Ga(2) von X, war.

Nunmehr diirfen wir die Gleichung fiir 0,(x) mit ox, V"2 multiplizieren und
durch die Substitutionen

{=o6x,z, w=X,+ox,ulz2

umformen, wo » reell ist.
Dadurch ergibt sich sofort

ox, V2 wa(Xn+ox,ul 2) = ‘}‘I-ff1 (-Ch)f2 (4@?) o (—é—) VgL,
) 1 27T n 0‘"’" a. n

— B

Zur Abkiirzung setzen wir
Fu(e) = file) fo() - fule).

¢) Wir wollen jetzt zeigen, dass fiir |{| = Z stets gleichmiissig gilt

(O

2

lim I‘n ( C ) = 2.
n—® GXn
Nach a,) nimlich gibt es ein 7, = n7,(Z) so, dass

g

ox,

= (, fur n = n,.

Somit gilt nach ag) fiir » = n,

1, (2
lg Iy (g‘) + 0, ;C{nl =nC,

ox,

£

Ox

I —
VncC,

Bl

PGy
Sl

n

also gilt gleichmiissig fiir |{| < Z

3 n é,, _I_ 2l —
lim '1g17.(0‘_)+2§ 0.

n—w R

Dies aber ist mit der Behauptung c) gleichwertig.
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d) Wir wollen jetzt zeigen, dass gleichmissig fiir alle » gilt

lim fF( ¢ )e—ucVﬂM:fe‘%“'"“/g"dg.

n-—> ™ GX,n

Dies bedeutet nach c¢), dass Grenziibergang und Integration hier vertauschbar
sind, was fiir endliche Grenzen (— Z, Z) direkt aus c) folgt. In diesem Fall gilt
das aber auch gleichmissig fiir alle #, denn man hat

4 4 z
— & VT r
IfEl (_C_) e—u;V?idé‘_fe—_?—ugl/hdé-lzlf{Fn(JE) _B—%;‘Z}e—u;l/wdgl
GXn U‘Yn

—Z —z Y
Z

gflm( ¢ )—e—%?

O‘Xn

unabhingig von % und beliebig klein nach e).

W ir setzen nun
0 - Mill (C I* —05)
6 3 04

und bezeichnen zur Abkiirzung wie folgt

05 UXn

-z
I= f F(i) eutVrgr, Il = f Fn(i) euiVaigr
ox, ox,
Z

_CaaXn

_Ce”Xn

III:an(i) e—u;VEidg; IV=an(—€—) e—u;VEidC
0x, 0x,

CGO‘Xn
z
V= f F(Gi) e—usV2igg
Xn
—Zz
e —Z

Vlzfe—%““”/f"d:; VII:fe—%‘“CW"dc

IS

2 —
VIII:-fe s UV g
=z
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Ist Z < CGOX

,» S0 ist dann

I+ +  + vzfﬁ’n(f—) e ui VgL
Xn

und

VI + VII + v111=fe—’?“"-‘”"d§.

Wir wollen jetzt I und II abschitzen.
Nach ag) ist

1l

P 1
Y1 — -2+ n - C .
Fn( 5 )~e—“'=”’ = | Fn -—?—--) e o}, fiir i
ox, ox, .
Fiir p . = (s = (, folgt aber nach a,)
X,
3 - 2
vy W I
dilo—p |l lospl g ass
ox, Ox, | 0x, 5 4
Daher erhilt man
s L L. e
I‘n(i)e_“vm’ ey fiur | 2| =G
0“’" yn

unabhingig von w.
Somit folgt, dass unabhingig von u gilt, wenn | Z| =< C,ox,
Max (|IJ, |III)§fe"f?‘dC.
4

Jetzt soll IIT und IV abgeschiitzt werden.
Die Substitution { == zox, ergibt wieder

[ -—Cg
I =11 = f(rx” Fulz)dz, IV=IV' = foxn F.(z)d=.
Cs —®

Es sei nun C; > Max (C,, =), so dass also gilt

file)=o0 fir |z|= C;.

=

C;.



Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 357
Nach ag) gibt es eine Zahl o < 9¢, < 1, so dass gilt:
l£@)] = 90, tir |2]= G,

also a fortiori fir j=z=C, und — C, =2= — C;.
Daher folgt nach a,)

@

Cq
|11 | = f V(C,+4)n 96, dz + f 0-de = (C, —C) V(C,+4)ndé,
Cg

und
—C — 0

[1V'] §fo cdz + f'l/((,*1+;ﬁ1}9’56dz:(07~ C) V(O + 4)n 9, .
— _C7
Also folgt, dass unabbingig von # gilt
Max ([LIT], [IV) < (G, — G) V(G 4Jn 9%

Offensichtlich ist ferner unabhiingig von

Max (| VI], |VII]) = {e‘%“zdg
y

Ist nun &> o vorgegeben, so wiblt man Z, = Zy(¢) > 0 so gross, dass un-
abhingig von u gilt
e = Max (1], |IT], | VI|, | VIT]).

Dann bestimmt man N, = N,(Z,) so, dass fiir » = N, unabhingig von u gilt

1) Cyox, > Z,, 2) &= Max (|IIT|, |IV]),
3) |V—VIII| <e.

Nun folgt unmittelbar und zwar fir alle u giiltig

If «'n(f )e—u€”2fdc~fr%:‘—utﬁz‘dgl: I+ - +V)—(VI+ VIL+ VIII)|
Xn

< |V—VIII| + |I] + |II| + |IIL| + [IV] + [ VI] + | VII| < 7e.

Hiermit ist d) bewiesen.
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e) Wegen d) folgt also aus der Gleichung am Ende von b):
Bs gilt

o

lim {ox, V2wl (Xn + ox, Va)} = ,i ] e—yE—wVaigr

n->® 1’275

und zwar gleichmissig fiir alle w.
Nun ist aber
2 o ( ¢ .)2 .
— 2 —ulVoi=— 2=+ ut) —u®.
2" Va2
Die Substitution

]
v= =+ ur
Va
ergibt!
© <+ i o
I s 1 . N 5
ije 2 TV gr D e {e"zdvﬁ - fe—‘ dv—-]7~e_*‘
27 J 7 7T
—® —® +ui —®

Bs gilt somit gleichmissig fir alle u

lim {ox, V2w, (Xn+a\ ulV 2)} = ],I_ e,

n— 7T

Hieraus folgt die Behauptung des Satzes selbst, denn offenbar ist

(i) /753
Pr(uy, ug) = Z, 100 (Xn + ax,un V 2),

ll

wo die ) alle die w im Inneren des Intervalls (u,, u,) durchlanfen, fiir die
X, + ox,uV 2 ganz ist. Wie man sieht haben zwei solche benachbarte Werte
) stets den Abstand 1:0x, V2, es gibt also sicher nicht mehr als (u, —u)ox, Va2+1
solcher Punkte.

Zu jedem &> o gibt es nun ein n*(¢), so dass fiir jedes dieser u?) fiir alle
n =z n¥ gilt

— = 1 1 - €
0x, V2 wn(Xn + ox, u® V2) — — i ] [
7 Uy — Uy

also

! Vergl. z. B. Jordan: Cours d’Analyse, Tome II, Nr. 360.
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—ul)2
v A1/ 1 e % £
wn(Xn +0x u@V 2) — — —l=— _—
non Varox, Va2 V2ox, (us—u,)
Daher folgt nach dem oben Gesagten fiir » = n*
—uli) 2
I e "y &
Poluy, ug) — —— ~|§€+ —
Vr ) ox, V2 V2ax, (ug—u,)

n

Die Summe aber geht mit wachsendem #» nach der Integraldefinition gegen

Ug

f ¢~ du und hiermit ist der Satz 14, 1 vollstindig bewiesen.
2y

Dieser Satz gibt also genau wie Satz 13,4 eine Methode, von dem be-
kanntén ‘X, und ox, auf die unbekannte Summe X, mit asymptotisch gegen
das Integral konvergierender Wahrscheinlichkeit zu schliessen.’

Nunmehr beweisen wir die entsprechende Ergiinzung zum Gesetz der gros-
gsen Zahlen.

Satz 14, 2. Der Integralsatz
F=(I, I, F,, .. )
ser eine Komponentendarstellung und es sez

Xm o xe xe . n=1,2,3,..

etne Folge von Verdnderlichen in IF,, die den Voraussetzungen von Satz 14,1 ge-
niigen.

X9 und Xg seien wie in Satz 13,5 erklirt. Ferner sei
X, s=XW 4+ X@ 1+ ... X8

Dann geht mit wachsendem S die Wahrscheinlichkeit in I' gegen

Uy

I
— | e du
an

dafiir, dass ein Punkt P, an dem die Zahl

Xs(P) =a
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beobachtet wird, zu einem Iy p gehort, fiir das gilt

Xn s+ ulgxﬂ,SVZ <a< X, s+ '?l'go'Xn'Sl/ 2.

Damit der Sachverhalt klar wird, wollen wir ihn an einem Modell F von

I erliutern. Hier sagt der Satz:
Gibt man S vor und stellt fiir jede Spalte P aus F fest, zu welchem Fop

sie gehort und markiert die Spalten P, fiir die gilt

Xnm, s + U 0X, p) s V2 < Xo(P)< Xap s + Us0X, (p s ¥2

dann wird sich bei hinreichend grossem S die Dichte der markierten Spalten

beliebig wenig von dem Integral unterscheiden.
Beweis. Der Beweis wird analog zu dem von Satz 13,5 gefiihrt.

a) Wir bestimmen N so, dass gilt

Z (I, F) < »121,

n>XN

wo 7 > 0 vorgegeben ist.
Dann wird S, (n=1, 2,..., N) so bestimmt, dass fir alle S= S, die

Wahrscheinlichkeit in I, dafiir, dass

+uox, ¢ 12

— I - "
An,Sn + 'N., U‘\'")S"]/ 2 < 4\1,,&'" < Any[\'"

gilt, grosser als

iy

1 n 1
| edu—".
Vx 2 2"

S.. Die Wahrscheinlichkeit

ist. Nach dem vorigen Satz gibt es ein solches
gilt, ist also grosser als

in I, der Punkte aus F,, fur die die Ungleichung

Ug
1

a _I— — u® — a ﬁ P
(. F) = f e du— (F, ) L
Die Gesamtwahrscheinlichkeit, der fiir n==1,2,..., N in Frage kommenden

Punkte dieser Art ist also grosser als
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Uy N N s
,‘fe—u?dMZ(F, F)—I3(F F) - > If e duZ F,F,)— »Z :
Vo n=1 2= 2 Vo n=1

U,y

Us

e du————— e~ du — e du—1n,
2 V .

wenn S = Max (8, S,, ..., Sy).
Da 7 beliebig klein vorgegeben werden kann, konnte bei wachsendem S
also hochstens ein Wert, der grosser als das Integral ist, auftreten.

Darum zeigen wir nun, dass dies unméglich ist.
b) Wir bestimmen S, (z=1, 2, ..., N) so, dass in F), fir alle S= S, die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Ungleichung gilt, kleiner als

1y

1 _ /R
V;fe “2du+;;

Uy

ist. Die Gesamtheit, der fiir » =1, 2, ..., N in Frage kommenden Punkte dieser
Art hat also eine Wahrscheinlichkeit, die kleiner ist als

Uz

fe ”WluZFF nZFF
Vi

n=1 n 1
2y

wenn S = Max (87, S, ..., Sy) ist.
Die Gesamtwahrscheinlichkeit dieser Punkte fiir alle » ist also kleiner als

diese Zahl -+ g, da die bisher unberiicksichtigten F), ja hiochstens die Wahrschein-

lichkeit g in I haben.

Daher erhilt man als-obere Schranke den Wert

U

I
—— | e=¥du + 1.
Va f !
Da 7 beliebig klein gewihlt werden kann, ist der Satz bewiesen.
Was der Satz praktisch aussagt ist offenbar folgendes: Wenn man fiir
einen beliebigen Punkt P, ohne seine Zugehorigkeit zu F, zu beriicksichtigen,

rein formal fiir grosses § den Wert Xgs(P) bildet, so wird mit einer sehr dicht
46 — 32511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 30 janvier 1933,
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an dem Integral liegenden Wahrscheinlichkeit P zu einem solchen Fy(p gehoren,
fiir das gilt

Xn(p),s + uy UXn(P),Sl/2\< X&(P) < Xn,(P)'s + Uy GXn(P),SVZ'

Es ist somit eine Schlussmoglichkeit vom beobachteten Xs(P) auf die »un-

bekannten» Xn(p),s, 0x,p s vorhanden.

Spezialisiert man die Komponentendarstellung durch die Annahme, dass
sie nur eine Komponente F, enthiilt, so hat man ein W-F und der Satz geht
in den spezielleren vorigen iiber; die Mittelwerte liegen bei gegebenem S ein-
deutig fest und man hat wieder die Schlussmoglichkeit in der anderen Richtung.

Der eben bewiesene Satz hat aber praktisch einen grossen Mangel, nimlich
dass er auch die von den unbekannten Wahrscheinlichkeiten in F, abhingigen
0x, ¢ benutzt. Wiire dies nicht der Fall, so hiitte man eine einfache Aussage
iber die Differenz Xs(P) — X,,,S vor sich. Das trite ein, wenn man in dem
Satz an Stelle von 0x, s eine Punktfunktion x s(P) schreiben diirfte, falls deren
Wert an dem vorgegebenen P beobachtbar wiire, ohne Kenntnis des zu P ge-
horigen n. Man erkennt aus dem Beweis von Satz 14, 2 unmittelbar, dass man
einen Satz der gesuchten Art beweisen konnte, wenn an Stelle von Satz 14,1
ein analoger Satz triite, in dem ox, durch eine Punktfunktion y, dieser Art er-
setzt ist, weil dann eben der Beweis von Satz 14, 2 sich wortlich ubertriige.

Zunichst also miissen wir uns ein Analogon zu Satz 14,1 beschaffen, in
dem oy, durch eine Punktfunktion y, ersetzt ist. Dies geschieht so:

Satz 14,3. Es seien die Voraussetzungen 1, 2 von Satz 14,1 erfillt und es
ser {xn} eine Folge von micht negativen beschrinkten Verdnderlichen in F, fiir die
erfiillt sei:

3) Ist Wale) die Wahrscheinlichkeit der Ungleichung
1 9%

<e,
n n

s0 ser fiir jedes ¢ > 0
lim Wa(e) = 1.
n—+x

Ist dann IT.(u,,us) die Wahrscheinlichkeit der Ungleichung

UV 2 < Xo— Xy <wuggn) 2,
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so st stets

Uy

lim IT;, (uy, uy) = —,I:fe—“"’du.
B> Vo
Uy

2

s
Beweis. Da C, + 4> % > (y fiir alle » gilt, gibt es nach 3) zu jedem

vorgegebenen I >e¢ >0 und 5 >0 eine Zahl #n. ., so dass fir alle » = n, , die
Wahrscheinlichkeit, dass sowohl die Ungleichung

0x,(1 — & = 1a
als auch die Ungleichung
GXn(I + 8) Z In

erfiillt ist, mindestens 1 — 7 ist. Ks sei zunichst

(Ml é (o] é ug .
Dann ist auch fir » = n. , die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl

Xn + uil(I -+ 8) 0x,, V5< fn + Uy An V;,
als auch

Xn + Uy xn '/; < Xﬂ, + (I + 8) O'XnV;

gilt, mindestens 1 — 7.
Daraus folgt sofort, dass fur » = n, , gilt

-7 + Hn(“l) u2) = Pn(ul(l + 8), ’Ng(l + 8))
Andererseits ist fiir # = n, , auch die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl

Xo 4 tygn V2 < Xo + u (1 — &) ox, Va,
als auch

Xn+u(1—8)ox, V2 < Xn+ ugpnVz

gilt, mindestens 1 — 7.
Daraus folgt sofort, dass fiir »n = n,, , gilt

— )+ Paluy (1 —¢), g (1 — 8) = ITn(uy, uy).
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Man hat somit fiir jedes n > o0

Lim IT, (w4, us) =< lim Py (u,(1 + &), us(1 + €) + 7

und
lim IT, (e, uy) = lim Py (,(1 — &), us(1—¢)) — 1.
Also folgt
lim IT, (u,, us) =< lim P, (u,(1 + &), uy(1 + &)
und

Lim IT,, (uy, %s) = lim P (u,(1 — &), up(1 —&)).

n-—+ o

n— o

Da dies fiir jedes ¢ > o gilt, folgt wie behauptet

s

YHm IT,, (2, #p) = 171,—; fe““’ du.
T

n— @®
Uy

Genau entsprechend fiihrt man den Beweis in den beiden Fillen
u <uy<o und o <u <u,.
Im ersten dieser Fille benutzt man die Ungleichungspaare

Xo + w1+ &) oy, Vo< Xy +uyqmV2

X+ us V2 < Xo + uy(1— &) ox, Va2
und
Xn + “1 In V; < Xn + U,y (I _ 8) O"\'u 1/;
X, + up (1 + s)aX"V;< Xo+ usyn V2
mit
oMty
Uy + Uy

Im zweiten der Fille benutzt man die Paare

Xn‘f’ ul(l’_e)GXnV;< Xn + ulanE

X1L+u2xnl/; <Xn+u2(I+E)O'XnVE
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und
X, 4+ ugqmVz < Xo+ (1 +8)ox, V2
X+ (1 —e)ox, V2 < Xy+uyynVz
mit
P T
Uy + Uy

Jetzt betrachten wir einen speziellen Fall, in dem sich die Veriinderlichen
%n leicht angeben lassen.

Satz 14,4. FEs seten die Voraussetzungen von Satz 14,1 erfillt wnd ber-
dies nehme jede der Verdnderlichen XY nur die k paarweise verschiedenen Werte

Xy, Ly, ..., xx an. Die Wahrscheinlichkeit, mit der X© den Wert x; annimmt,
set p¥.  Ferner existiere fiir A=1,2,...,k

'lim ]’)g.i) =pa.

71—+

Dann erfiillen dve Punktfunktionen

k k

(n) 2
AP) = S (P for— S
i=1 = "
die Voraussetzungen von Satz 14,3 wenn al’(P) angibt, wie oft fir =1, 2, ..., n gilt
XO(P) = ;.

Beweis. Dass a{(P) beschrinkte Veriinderliche in F ist, also nach Satz
12,3 auch dasselbe von %, gilt, ist klar. Hs bleibt also zu zeigen, dass Be-
dingung 3 von Satz 14,3 erfiillt ist.

Nach Satz 13,3 gilt (vergl. Satz 16,1) fiir jedes ¢ > o bei hinreichend
grossem » mit beliebig dicht an eins liegender Wahrscheinlichkeit

a(ln)(P) Pg) + pg?) + - _|_£(ln—)

n n

< g,

also auch

<&

k k
X%(P) 22o(ll) + pg?) 44 pg’k) o pil) + piz) 4o+ p(vn) 2
n n o= Z n Ly

A=1 =1
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somit, da identisch mit dieser Ungleichung, auch

xn IZZ (xﬁ—f n)zl<e.

n). 1i=1

Wenn man also zeigen konnte, dass gilt

lim - ox, = lim "ZZP ( ;~;I;Xn)2,

n—»aon 11—»3;)1/ 1i=1
so wire alles bewiesen.

Wegen lnn p/1 == p; 1ist aber hm X,, == Zx D

n—>x =z

also

lim — 2 Zp(’)

neo My (

1) = B S

und ausserdem
k

k
lim - ok, = lim ¢} Z, ( Zanp,.)z .
=1

n»mn i—>x —

Hiermit ist der Satz bewiesen.
Wie unmittelbar vor Satz 14,3 erliutert wurde, konnen wir jetzt durch
wortliche Ubertragung des Beweises von Satz 14,2 behaupten:

Satz 14, 5. (Allgemeiner Riickschlussatz)
F=(F,, F,, F,, ...

sei eine Komponentendarstellung und es seien
X o x@ Xe, . .. n=1,23,...

Verdanderliche in F,, die den Voraussetzungen von Satz 14,4 gemigen und es sei

k Ea® (P) e
a
='§1a(15)(P) {m_é 5 x} :

wo o (P) die Anzahl der Male 2éhlt, fir die fir i=1,2,..., 8 gilt

X0 (P) = x;.



Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 367

Dann geht mit wachsendem S die Wahrscheinlichkeit in F gegen

g

1
— | e ¥ du
an

Uy

dafiir, dass ein Punkt P, an dem die Zahl Xgs(P) beobachtet wird, zu einem F,
gehort, fiir das gilt

Uy ZS(P) Vi< Xs(P) - Xn,s < ung(P) Va.

Dieser Satz gestattet offenbar einen Schluss von der Beobachtung auf den
Mittelwert, der als unbekannt gilt.' Dass in den wichtigen Fiillen ys(P) ohne
Kenntnis des zu P gehorenden » an P abgelesen werden kann, zeigt Satz 16, 10.

Kapitel 1V.

Sétze, die aus der Voraussetzung der Unabhingigkeit der
Versuche folgen.

§ 13.
Der Begriff der Unabhiingigkeit,

Die hiufigste zusiitzliche Annahme, die iiber die Wahrscheinlichkeitsmetrik
gemacht wird, ist die der Unabhiingigkeit der Versuche. Mathematisch gesehen
wird durch diese Annahme erreicht, dass man von grossen Klassen von Ver-
dnderlichen dann immer weiss, dass sie assoziiert sind, dass also die Sitze der
vorigen Paragraphen auf sie anwendbar sind.

Um uns zu orientieren, kehren wir zuniichst zu dem Spiel Beispiel 2z, § 7
zuriick: Dort war zugelassen, dass die Kugeln aus 9¢ nicht homogen sind und
ausserdem nicht alle in #hnliche Bereiche zerlegt sind. Es ist deshalb gefiihls-
missig einleuchtend, dass in einer Realisierung dann das Ergebnis des ¢-ten Ver-
suchs das des (¢ + 1)ten und auch der folgenden Versuche beeinflusst. Betrach-
ten wir jedoch den Tall, dass fiir jedes ¢ die Einteilungen der Kugeln aus M;
dhnlich und die Kugeln homogen sind, so ist gefiihlsmissig das Ergebnis des
(¢ + 1)-ten Versuchs durch das des ¢-ten Versuchs nicht beeinflusst. Es handelt
sich nun darum, diése Vorstellung mathematisch exakt zu fassen. Wir iiber-
legen deshalb folgendes:

! Anmerk. Die Tragweite dieses Satzes vergrossert sich dadurech, dass Satz 14, 4 auch noch

gilt, wenn pff) nur im Mittel gegen p, und pf{tm im Mittel gegen p% strebt.
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Wir betrachten die Moglichkeit el des <-ten Versuchs. Ist diese Moglich-
keit von dem Ergebnis des j-ten Versuchs (¢ # j), also davon, welche der Mog-
lichkeiten e, eV, ..., el sich verwirklicht, dem Gefithl nach unabhingig, so
meint man damxt oifenbar dass die Wahrscheinlichkeit von ¢ dieselbe bleibt,
mag nun e ) oder e ), oder ej(?, ... eintreten. Das heisst also, dass, weil I'eJ‘P und

beldes WFs sind, gelten soll

(Feld), eff el9) = (Fele), ol le').

(Wie wir wissen ist I'e[0 stets W-F, wenn (F,el?) # o).
Daher geben wir den Begriff der Unabhiingigkeit so wieder:

Definition 15,1. Ist F ein W-F, so heisst die Miglichkeit e des i-ten Ver-
suchs unabhdngig von den Mdiglichkeiten €, eV, ... des jten Versuchs, (i # j)
Salls gilt

(Fele), el ele)) = (Fe| 7ele’), e((’ )
tmmer wenn

(F, e}?’) (F, eJ(.P')) # 0.
Aus dieser Definition folgt

Satz 15,1. Ist el” wnabhingig von den Mdoglichkeiten des j-ten Versuchs
so st
(F, e 66) = (F, ) (Fy ) 0,1, 6.

Beweis. Falls (F,efl)=o ist, ist der Satz trivial. Es sei also (F, ) # o,
so dass also (Fe](.é’), ¢l éi¢)) existiert. Nun ist

(F, ey =1

yi
also folgt
(e, e elt) = Z(Fe;e), e el) (F, eid).

Falls (F, V) > o ist, gilt aber nach Voraussetzung wegen (F, el¢)) # o stets
(Felo, e ele) = (i, e ),

somit erhdlt man nach Satz 11,4
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(e, ) = 2 (I, e ) (I, of) = 2 (F, el
L 3

= (F, ef) 2\ db) = (I, €.

4

Nun ist aber nach Satz 11,4

(7, deelf) (B, &) (el
also
(1;17 e]('(’)egr)) = (F’ e;@)) (F, 81(:T))-

Satz 15, 2. Definction 15,1 ist gleichwertig mit folgender: e heisst von den
Moglichkeiten des j-ten Versuchs unabhdngig, wenn gilt

(F, eldelf) = (F, ef) (F, &),  o=0,1,2, ..., .

Beweis. Dass aus Definition 15, 1 dieser Multiplikationssatz folgt, ist be-
reits gezeigt. Ks bleibt zu beweisen, dass aus der Giiltigkeit des Multiplikations-
satzes, falls (F, el¢)) (F, elt’) 5 o ist, folgt

(Fel), el eld) = (Flefs

Sind aber die beiden Faktoren von Null verschieden, so ist nach; Satz 11,4

(7, 60

I
—
!
D
°

“fb
=
%
~=
=
S
D
=
=

Aus der Voraussetzung folgt also

(F, elf) = (F'eld, e ef0).

Da man ebenso zeigt

(F, ) = (Fefe), e ef’)

ist der Satz bewiesen.
Jetzt konnen wir die aligemeine Erklirung fiir unabhingige W-I"s und

unabhingige Komponentendarstellungen geben.

Definition 15, 2. FEin W-I heisst unabhingiges W-I (u-W-F), wenn
jede Moglichkeit des n-ten Versuches von jeder Ergebniskombination der n— 1 ersten
Versuche wunabhingig ist. Eine Komponentendarstellung von F heisst unabhdngig,
wenn alle Komponenten I u-W-F's sind.

4732511,  Acta mathematica. 60. Tmprimé le 30 janvier 1933.
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§ 16.

Folgerungen aus den Siitzen iiber assoziierte Veriinderliche.

Wie schon angedeutet, wird durch die Voraussetzung der Unabhingigkeit
der Versuche formal mathematisch erreicht, dass in den u-W-F's von gewissen
Veridnderlichen a priori feststeht, dass sie assoziiert sind. Betrachten wir z. B.
ein #- W-F' F und setzen

X W= {en, z)], r=0,1,2,..., 4
als ¢-tes Element der Folge von Verinderlichen
X XeXx@e:

wo unter ¢l? die Menge der Punkte des Raumes zu verstehen ist, die an der
i-ten Stelle dies Symbol enthalten, so hat man eine Folge von assoziierten Ver-
inderlichen in F' vor sich.

Wir wollen nun niher auf den Spezialfall eingehen:
=1, 1=1,2,3, ...

auf den Fall also, dass in jedem Versuch nur zwei Ergebnisse moglich sind und
wollen setzen

¥ =o, 2l =1, i1=1,2,3 ...

Dann sind die Voraussetzungen von Satz 13, 4 erfiillt.
Zunichst nidmlich handelt es sich um beschriinkte Veriinderliche, die asso-
ziiert sind. Es gilt aber auch

Es ist ndmlich

Nach Satz 12,9 ergibt sich somit
okt = (I, &) — (I, o) = (F, e}) {1 — (F, ')} = (F, eV) (F, €f”) < 1.

Hieraus folgt die Giiltigkeit der Limesgleichung sofort. Ferner ist
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()1 S, o),

” Pt
und fiir jeden Punkt P ist

n

(P)

die relative Hiufigkeit des Auftretens des oberen Index 1 bis zur n-ten Stelle inkl.
Auf Grund von Satz 13,4 konnen wir also sagen:

Satz 16, 1. (Poissonsches Theorem.)
Sind in einem u- W-I' fiir jedes ¢ im i-ten Versuch nur zwei Ergebnisse e und el
maglich, so geht mit wachsendem n die Wahrscheinlichkert dafiir gegen 1, dass die
relative Héufigkeit des Eintritts von ¢V in den n ersten Versuchen sich wm weniger
als ¢ von der »durchschnittlichen> Wahrscheinlichkedt

n
_!_ (Fv eﬁl))
w i=1
unterscheidet.

Augs diesem Satz folgt durch die weitere Spezialisierung (¥, ej(.”) = (F, e)

fiir alle (¢, 7):
Satz 16, 2. (Bernoullisches Theorem.)

Sind die beiden Wahrscheinlichkeiten in allen Versuchen dieselben, so geht mit
wachsendem n die - Wahrscheinlichkeit dafiir gegen 1, dass die relative Hdiufigkeil
des Eintritts von &V in den n ersten Versuchen sich wm weniger als & von der
Wahrscheinlichkeit (F, V) unterscheidet.

Jetzt wollen wir aus Satz 13, 5, dem Gesetz der grossen Zahlen, fiir un-
seren Spezialfall folgern und miissen also nach dem dort gesagten einen Satz
erhalten, der die beiden vorangehenden als Spezialfiille enthiilt und den Schluss von
der beobachteten relativen Hiufigkeit auf die zu Grunde liegende Wahrschein-
lichkeit gestattet.

Satz 16, 3. F=(F, F,, F,, ...
sei eine unabhingige Komponentendarstellung, und es seien fiir jedes Fy in jedem
Versuch nur zwei Ergebnisse miglich. Dann geht mit wachsendem S die Wahr-
scheinlichkert in F gegen 1 dafiir, dass ein Punkt P, an dem in den S ersten Ver-

suchen eine relative Hiufigheit ag fiir das Aufireten des oberen Index 1 beobachtet
wird zu einem F, gehirt, fiir das sich
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I
Si

DM =

([vn 1 e;‘l))

I

1

und ag um weniger als ¢ unterscheiden.

Hat F' nur eine Komponente, so erhilt man aus diesem Satz, der von der
beobachteten relativen Hiiufigkeit auf den unbekannten Durchschnitt schliesst,
wieder das Poissonsche Theorem, bei dem der Schluss entgegengesetzt gerichtet
ist und aus ihm natiirlich durch weitere Spezialisierung wie oben das Bernoul-
lische Theorem.

Nehmen wir an, dass fiir jedes I, gilt
(Fy, V)= (I, ¢') fiir alle (@, 1),

so folgt aus Satz 16, 3 als weiterer Spezialfall

Satz 16,4. Mt wachscndem S geht die Wahrscheinlichkeit in I' gegen 1
dafiir, dass ein Punkt P an dem in den S ersten Versuchen eine relative Hdufig-
keit «y beobachtet wird, zu einem F, gehért, fiir das sich (F,,eY) von as um we-
niger als & unterscherdet.

Diesen Satz iiber den Riickschluss im Grossen wollen wir nun mit dem
Riickschluss im Kleinen vergleichen, der sich durch Spezialisierung von Satz
13,6 ergibt.

Damit die Voraussetzung von Satz 13,6 iiber die Existenz mindestens eines
n, stets erfiillt ist, wollen wir annehmen, dass die Zahlen (I, ¢®) im Intervall

o—1 dicht liegen. Dann gilt als unmittelbare Folgerung von Satz 13,6

Satz 16, 5. (Bayessches Theorem.)

Sind die Voraussetzungen von Satz 16,4 erfillt und liegen die Zahlen (Fy, ),
n=1,2,3,... tm Intervall o— 1 dicht, dann gilt: Es geht bei vorgegebener Ra-
tionalzahl o, 0 < a << 1, mit wachsendem S die Wahrscheinlichkert tn der Menge
aller der Punkte, fiir die die relative Hdiufigkeit in den S ersten Versuchen des
oberen Index 1 genaw a ist, gegen 1, dafiir, dass esn Punkt, der also in den S ersten
Versuchen diese relative Haufigheit hat, zu einem F, gehirt, fiir das sich (Fn,e")
von a um weniger als ¢ unterscheidet.

(Man kann ein zu ¢ passendes ¢ in Satz 13,6 z. B. so herstellen, dass man
von § = « nach links und rechts ¢ abtriigt, in diesen Punkten die Lote errichtet

bis zum Schnitt mit
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o § o 1 _g 1—a
Jo= (a I—a
Das lingere der Lote ist offenbar ein geeignetes ¢ fiir dies ¢, weil dann G,
Teil aller (Fl, ¢V) zwischen ¢ —¢ und « + ¢ ist.)
Nunmehr wollen wir die entsprechenden Folgerungen aus den Sitzen von
§ 14 ziehen. Wir nehmen also wieder an, dass in jedem Versuch nur zwei Er-

gebnisse moglich sind und machen weiterhin eine Annahme, die das Erfiilltsein

aller Voraussetzungen von Satz 14,1 garantiert. Diese ist

fin inf (F, ") (I, €lV)) > 0.

i—®

Um 1) zu beweisen, berechnet man

| X0 — X0 = [o—(F, &) | (7, o) + |1 — (F, ) P (', ) < 1,

womit der Beweis erbracht ist.
2) folgt unmittelbar aus der Annahme, z B. mit

fin inf (F, ) (F, &) = .

P
Alle Voraussetzungen von Satz 14,1 gelten also. Deshalb erhilt man

Satz 16,6. Fualls
fin inf (F, V) (F, e) > 0

i

geht mit wachsendem n die Wahrscheinlichkeit dafiir gegen

Uy

I a2
~=z | e du,
V

uy

dass die Anzahl der Eintritte von ¢V(X,) in den n ersten Versuchen tn den Grenzen

n

DUF e +u | 2 D (F, e)(F, e) < X< D(F, ) + uy | 2 2(F, €V) (F, &)
=1 i=1 i=1

=1

lzegt.
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Hieraus folgt speziell fiir den Fall
(F,e) = (F, ¢ ftir alle (7, j):

Satz 16, 7. Mit wachsendem n geht die Wahrscheinlichkeit dafiir gegen

Uy

1 .
| e du,
Va

Uy

dass die Anzahl der FEintritte von eV in den n ersten Versuchen in den Grenzen

n(F, éV) + u, V2n(F, e)(F, %) < X, < n(F, e) + u, V2n (F, V) (F, )

liegt.

Nunmehr ziehen wir die entsprechende Folgerung aus dem Integralsatz
14,2, die natiirlich wieder alle diese Siitze als Spezialfille enthilt, wenn die
Komponentendarstellung néimlich nur eine Komponente hat.

Satz 16, 8. F=(F, F., F,,..)

ser eine unabhdngige Komponentendarstellung und es seien fiir jedes Iy in jedem
Versuch nur zweir Ergebnisse moglich.
Ferner gelte fiir jedes n

ﬁn mf (Fwny egl)) (Fyny e(Oj) > 0.

i+ = ¢
Dann geht mit wachsendem S die Wahrscheinlichkeit in F gegen

Uy

1 2
V,fe_’“' d“,
7T

uy

dafiir, dass ein Punkt P, an dem in den S ersten Versuchen die Anzahl as fiir das
Awuftreten von eV beobachtet wird, zu einem F, gehort, fiir das gilt

. .
(Fa, €Y) + u, ‘/z D (Fa, ) (Fr, %) < as < ) (Fy, 6)) +
=1 3

i=1

M=

=1

e
+ g Vz Z, (Fa, €M) (Fu, ¢Y).

=1
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Nehmen wir an, dass fiir jedes F; gilt
(Fu, él)) = (Fh, e](.l)) fiir alle (z,7),
so folgt aus Satz 16, 8

Satz 16,9. Mit wachsendem S geht die Wahrscheinlichkeit in F gegen

Uy

I
—_— e u? du
Vo f

Uy

dafiir, dass ein Punkt P, an dem in den S ersten Versuchen die Anzahl as fir das
Auftreten von eV beobachiet wird, zu einem F, gehort, fiir das gelt

S(Frn, €) + 1w, V2 8(Fy, V) (Fy, €9) < ag < S(Fp, eV) + ug V28 (Fy, V) (Fy, €2).

Nunmehr ziehen wir die entsprechende Folgerung aus dem Riickschlussatz
14,5 und erreichen dadurch, dass auch unter den Wurzelzeichen nicht mehr die
unbekannten Wahrscheinlichkeiten, sondern nur noch beobachtete Hiufigkeiten
auftreten.

Satz 16, 10 F=(F, Iy, ..)
sev eine Komponentendarstellung wund es seien fiir jedes Fy in jedem Versuch nur
zwei Ergebnisse moglich, die in I’y in jedem Versuch die gleichen Wahyscheinlich-
keiten (P, ) und. (F,,e") haben sollen. Dann geht mit wachsendem S die Wahs-
scheinlichkert in F gegen

Uy

I
—— | ¥ du
Vﬂ:f

Uy

dafiir, dass ein Punkt P, an dem in den S ersten Versuchen die relative Hdaufigkeit
ps fir das Auftreten von €V und die relative Hiufigkeit qs fiir das Auftreten von
e beobachiet wurde, zu einem F, gehort, fiir das gilt

S(Fy, eW) + u,V2Spsqs < Sps < S(Fn, eV} + u, V2 Spsqs.
Beweis. Folgt sofort daraus, dass hier gilt
25(P) = Spsgs,

wie eine einfache Rechnung lehrt.
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Hiermit sind die wichtigsten Sitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung abge-
leitet. Natiirlich wiire es noch eine praktisch wichtige Aufgabe, zu untersuchen,
unter welchen Bedingungen die Sitze Niherungsformeln ergeben, d. h. mit wel-
cher Genauigkeit die Integrale zur Abschiitzung der Wahrscheinlichkeit bei end-
lichen § verwandt werden diirfen. Bei den gemeinhin auftretenden praktischen
Aufgaben sind, wie bemerkt sei, die Integrale als Niherungswerte recht brauch-
bar. Der Leser, .den diese Fragen interessieren, moge sich dariiber z. B. bei

R. v. Mises, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1931, orientieren.

§ 17.
Die Zahlenreihe als Modell eines u-W-F.

Wir wollen jetzt zeigen, dass man die Zahlenreihe als Modell eines u- W-I7
auffassen kann. Dadurch ist dann bewiesen, dass man strenge Beweise gewisser
zahlentheoretischer Sitze mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung fijhren kann.
Ausserdem wird diese Betrachtung zeigen, dass die verschiedenen méglichen
‘Wahrscheinlichkeitsrechnungen, deren Existenz wir nachgewiesen haben, durch-
ans ernsthafte Anwendungsmiglichkeiten besitzen.

Wir schreiben zunichst die Zahlenreihe auf folgende Art als unendliche
Matrix F:

Auf dem k-ten Platz der /-ten Zeile soll diejenige Potenz p} der ¢-ten Prim-
zahl p; stehen, durch die die Zahl % genau teilbar ist. Anders gesagt heisst das,
dass die k-te Spalte von I aus der Primzahlpotenzzerlegung der Zahl % besteht,
wobei auch o-te Potenzen (wenn p; nicht in % aufgeht) mit angeschrieben wer-
den sollen.

Von dieser Matrix F wollen wir nun zeigen, dass sie Modell des u-W-I'
F ist, fir das gilt

1 I

Fe)y=-- — —.
( Z p; p;-i»l

fiir alle ¢ und ».
Bp ist also die Menge aller Folgen von Primzahlpotenzen, so dass also ein
Punkt P aus By die Form hat

P=pphps..., 17, =0,1,2,3, ...

Nach Satz 9, 1 miissen wir nur zeigen, dass fiir jede Grundmenge
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T Ty T r,
E— 1p22__. nn

gilt
n

umr(F,E)k.—_I[(‘ _ ! )

i 7y+1
ke - \P P

Wir beweisen dies zunichst fur die Grundmengen erster Stufe und dann allge-
mein durch Induktion.

la] bedeute wie in § ¢ die grosste ganze Zahl die nicht griosser als die
reelle Zahl « ist.

Jede p¢-te matiirliche Zahl ist teilbar durch p?¢, jede p¢-te Spalte von F ent-
hilt also p¢ oder p¢*?, oder p¢*2, ...

Somit gilt wenn v »oder» bedeutet
a(l_ﬂ72]g Vv pg+1 v p$+2 v o )L = [—o]

und

_ , k
AT, gt v pg v pg ey [1] '

Durch Subtraktion folgt
= k k
w2,

Nach Erklirung von [¢| gilt also

k k — k k
];f—]aT“+ I >a(F,p§.))k>17?—I—T+l'

Wie man sieht, folgt also

. = (T ) — L
kl_l,q.: T(ﬁ) pf)k - (I ) pl) _pg 2)$+1

Setzt man ¢ =1, so folgt die Grundlage des Induktionsbeweises, der nun zeigen
soll, dass das entsprechende fiir jede Grundmenge gilt.

Wir nehmen an, dass der Beweis fiir alle Grundmengen (n— 1)-ter Stufe
schon erbracht sei.

Da unter den natiirlichen Zahlen, die fiir ¢ =1, 2, ..., n — 1 gleichzeitig
genau durch pji teilbar sind, jede pln-te durch p» teilbar ist, folgt genau wie
oben

48—382511. Acta mathematica. 60. Imprimé le 28 janvier 1933.
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["(F, P pZ":ll)k]

(B, ph it (P gty pin Ty = | — o
n

n—1

und

(F, s - .pf,":l‘)g]

TR+ 1
p’n

(E, papy . it (gt ity gty )= [

n—1

also durch Subtraktion

a(F ])Tlpf': p'n)k = [KF’ p’;l p:'"_.—ll)k] - [a(j}’ prll = p;n——ll)k] :
[V A S SR p;"

pratl
1 n

Die entsprechenden Abschiitzungen wie oben ergeben

l

o I I T
WP ok (if"l - p'rn—i-l) + 1> p P>
n n

S 1 I
> F, pr.. .p,’ln:ll)k (j;rn _prn+~1) —1
n n
Division durch % und der Grenziibergang & — oo liefert sofort die Behauptung.

Hiermit ist folgendes {vergl. Definition 9, 1) bewiesen:

Satz 17,1. Ist A eine Menge mit »-Inhalt, so haben alle ganzen Zahlen aus
A stets eine Dichte in der Rethe der natiirlichen Zahlen und diese Dichte kann rein
Jormal als die Wahrscheinlichkeit (F, ) berechnet werden.

Es ist natiirlich eine reizvolle Aufgabe, dies Anwendungsgebiet der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung weiter auszubauen und die Methode iiber den Korper der
Mengen, die auf Grund unserer Axiome Wahrscheinlichkeiten haben, hinaus zu
erweitern. Hierzu muss man neue Axiome einfiihren, die weiteren Mengen Wahr-
scheinlichkeiten verleihen. Z. B. konnte man die Zusatzforderung aufstellen, dass
die Menge der Punkte, die von irgend einer Stelle ab nur noch den oberen Index
o aufweisen, die Wahrscheinlichkeit. 1 haben soll (oberer x»;-Inhalt dieser Menge),
denn fast alle in einer natiirlichen Zahl aufgehende Potenzen von Primzablen
sind ja o-te Potenzen. Diese Zusatzforderung wiirde eine Wahrscheinlichkeits-
rechnung ergeben, in der der Korper der Mengen, die nun Wahrscheinlichkeiten
haben, stark vergrossert ist und wieder hiitte die Teilmenge der in einer solchen
Menge enthaltenen natiirlichen Zahlen eine Dichte in der Zahlenreihe, die mit
der Wahrscheinlichkeit der ganzen Menge iibereinstimmt. Aber auch diese Wahr-

scheinlichkeitsrechnung kénnte man durch ein neues Axiom weiter spezialisieren,
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indem man z. B. die Menge der Punkte, die einen oberen Index, der mindestens

1 ist, genau eine gerade Anzahl von Malen enthalten, adjungiert und ihr die
‘Wahrscheinlichkeit ;— zuschreibt, entsprechend der Tatsache, dass die Dichte der
Zahlen, die durch genau eine gerade Anzahl verschiedener Primzahlen mindestens
in erster Potenz teilbar sind, % ist. So kann man fortfahren und immer spe-

ziellere Wahrscheinlichkeitsrechnungen, in denen immer mehr Meéngen Wahr-
scheinlichkeiten haben, aufbauen. Somit leuchtet ein, dass unsere Feststellung
in § 10, dass verschiedene Wahrscheinlichkeitsrechnungen méglich sind, keine
zwecklose Spitzfindigkeit war, sondern dass es durchaus Verwendungsgebiete fiir
solche Wahrscheinlichkeitsreehnungen gibt.

Diese Beispiele lehren ferner, dass Satz 11, 1 bei gewissen Adjunktionen nur
fir endlich viele Mengen gilt, denn jeder der abzihlbar vielen Punkte, die von
irgend einer Stelle ab nur noch den oberen Index o aufweisen, hat die Wahr-
scheinlichkeit o, wihrend die Summe aller dieser Punkte jetzt die Wahrschein-
lichkeit 1 hitte.

Da die Untersuchungen iiber die Anwendungen von Wahrscheinlichkeits-
rechnung auf Zahlentheorie erst begonnen haben, soll auf diese Fragen nicht
niher eingegangen werden.
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Tahelle der durchgehend gebrauchten Bezeichnungen.

[ 2] Mass von 9.

A: inneres Mass von .

A dusseres Mass von 9l

B: Nullraum.

Bp: Grosste Menge des Wahrscheinlichkeitsfeldes F.
elr: r-te Moglichkeit im i-ten Versuch.

E: Grundmengen.

F: ‘Wahrscheinlichkeitsfeld.

F: Modell von F.

FQI, WeF: Teilmatrix des Modells F von F', die aus allen und nur den Spalten von
F besteht, die Punkte von ¥ sind.

FA:  Feld, das FU als Modell hat.

(F, A), e F: Wahrscheinlichkeit von A im Felde F.

"(F‘, A): Anzahl der Spalten von F bis zur A-ten inkl., die Punkte von U sind.

_ [ -
"(F, AW = P AF, A entsprechende relative Hiufigkeit.

(F, %) = lim "(F, )z, falls dieser Limes existiert.

k— o
L(A): Inbalt von A relativ zum Bezugskorper x.
L(A): innerer Inhalt von A
n

«A): dusserer Inhalt von .

%y Korper der a-o-Mengen aus B.

ox: Streuung von X.

t;+ 1: Anzahl der Moglichkeiten im i-ten Versuch.
X: Verédnderliche.

X: Mittelwert von X.



