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ABSTRACT. I examine Richard Dedekind’s important contributions to set theory. These contri-
butions are made in his mathematical work and I present an exposition of several of his mathematical
papers. I develop my paper in the following sections:

. Dedekind’s first contacts with the concept of set [1855-1855]

. The manuscript of 1858 and the paper of 1872

. «Supplement X>» of Dirichlet’s Lectures on Number Theory, second edition [1871]
. The text of 1888 and the manuscript of 1872-1878

. An unpublished manuscript of 1887-1897: the dangers of set theory

. The unpulished manuscripts of 1887 and 1889

. Dedekind and topology

. Conclusion
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and I show that Dedekind’s contributions to set theory are very important and that without them
possibly the introduction of set theory into mathematicical work might have appeared later that it did.

AMS/MOS subject classifications: 01A55, 01A60, 03-03, 03E25, 04-03, 04A25.

Ante afirmaciones como la que hace Jean Dieudonné en el prefacio de la obra de P.
Dugac Richard Dedekind et les fondements des mathématiques [1976, 11], segin la cual,
por lo que a la creacion de la teoria de conjuntos se refiere, debemos asociar a Richard
Dedekind con Georg Cantor y debemos, ademas, ‘considerar que comparten por igual el
mérito de haber puesto las bases “conjuntistas” de la matemaética actual,’! se impone un

'Véase también [Dieudonné y otros 1978] 1, cap. VI, 373]. El capitulo citado, Fondements de
I’Analyse, ha sido escrito por Pierre Dugac, pero nos referiremos a €] como Dieudonné y otros [1978],
I, cap. VL.
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analisis comparativo de la obra de. ambos matematicos, analisis que lleva previamente a un
vaciado de las aportaciones y resultados de estos insignes matematicos relativos a las bases
conjuntistas de las matematicas.

Un simple vistazc superficial nos dice que Dedekind hizo una aportacién importante en
relacidn con el concepto de infinito actual, siguendo la linea de Bolzano [1851]2 y esto lo
hace en 1872 algunos afios antes de que Cantor inicie sus investigaciones propiamente
conjuntistas.3

En topologia conjuntista, en cambio, Cantor se adelanta a Dedekind con los puntos de
acumulacion, los conjuntos cerrados, los conjuntos derivados, etc..... Dedekind, no
obstante, asume inmediatamente tales conceptos.

Indiquemos, de paso, que ambos matematicos, Cantor y Dedekind, se pisotearon el
terreno en lo relativo a la construccion de los nimeros reales. La aportacién de Dedekind
aparece en 1872, si bien su gestacion es quince afios anterior; data de 1858 cuando estaba
elaborando la Primera parte del cdlculo diferencial e integral.* Cantor publicé aquel
mismo afio, una construccion de los niimeros reales en la linea de Charles Méray [/869)°
que, aparentemente, es completamente distinta de la de Dedekind.

Cantor seréd, sin embargo, el 1inico de estos dos matemdticos que se preocupard de la
teoria de los nimeros transfinitos, y el Gnico tambien que la llevard a sus iltimas
consecuencias; Dedekind, en carnbio, nunca asumird completamente esta teoria de nueva
factura.6

2En esta obra Bernhard Bolzano admite sin ninguna reserva la existencia de conjuntos infinitos (p.
13-14) y muestra que el conjunto de proposiciones verdaderas es infinito; establece ademis que lo
que produce enunciados paraddjicos es precisamente la existencia de conjuntos infinitos (p. 1) e
intuye, finalmente, Ia posibilidad de que existan conjuntos infinitos de potencias distintas (pp. 28-29).

3Recordemos que las primeras aportaciones de Cantor a la teoria de conjuntos son resultados
relativos al conjunto R de los mfimeros reales, que culminan en el resultado de 1874; la primera
abstraccion conjuntista se situa en 1878. Véase Pla [1989, 347-348 y las notas 27 a la 36].

“PDugac [1976, 24-25], Dieudonné y otros [1978, 1, cap. VI, 366-367]. Dedekind gustaba de
presentar sus lecciones de forma completa y autocontenida; apreciaba que las demonstraciones fuesen
rigurosas y estuviesen bien asentadas en conceptos previamente establecidos que evitasem, en lo
posible, sino completamente, el tener que recurrir a la intuicién.

SRespecto de la afirmacién acerca de las coincidencias entre las construcciones de Georg Cantor
y Charles Méray, véase Droeven [1990], 4% parte y Dugac, P. [1970].

SEs de interés, para comprender la actitud dispar de estos dos matemiticos en relacién con la
teoria de la equipotencia y del cardinal, tener presente el episodio acaecido entre ambos matemiticos
acerca de la equipotencia existente entre R2 y R3; la existencia de dicha equipotencia presenta un
conflicto con el concepto de dimension; Cantor, para resolverlo, pondrid el concepto de equipotencia
por delante del concepto de dimensién, mientras que Dedekind, por el conmtrario, considerari
interesantes aquellas biyecciones que conserven la dimensién—Ilos homeomorfismos y conjeturard la
imposibilidad de establecer un homeomorfismo entre R2 y R3. Véase Cavaillés [1962, 214-215); Pla
[1984, 14-16].

Coincido plenamente con la opinion de Jean Dieudonné (en [Dugac, 1976, 10]): “Dedekind no
parece haber mostrado jamds un excesivo interés por lo que, con el paso del tiempo, seria el dnico
objeto de las investigaciones de Cantor en la segunda parte de su carrera, la teoria de los conjuntos
‘transfinitos’.”
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Un anélisis superficial, sin embargo, no basta para poder mantener con propiedad, ni
tarnpoco para poder rechazar con certeza, afirmaciones como la de Dieudonné; por esta
razén nos hemos planteado la conveniencia de analizar 1a obra conjuntista de Dedekind,
haciendo un seguirniento de algunos de sus trabajos mas relevantes en relacion con la
teoria de conjuntos; si logramos que la presentacion sea clara y exhaustiva dispondremos
ya de un primer documento’ de trabajo que, junto a estudios anlogos de las obras de
Cantor relativas a la teoria de conjuntos [Meschkowski /967, Dauben 1979; Frapolli 1987,
Goémez 1991], permitira, a pooteriori, una valoracion objetiva y concreta de lo que, cada
uno de ellos, aportd y de sus lagunas, de sus paralelismos y de sus divergencias y, quizis,
y esto seria lo més importante de todo, de sus intuiciones.

No quisiera terminar esta presentacion sin mencionar la diferencia ideoldgica de estos
dos insignes hombres de ciencia, diferencia que nos apunta muy bien Cavaillés [/962, 119-
120]. Para Dedekind “se trata de resolvrer problemas de matematicas y, para ello, no hace
falta desarrollar una nueva ciencia”, se trata de “fundamentar la matematica que ya existe”.
Dedekind cree que las “matematicas deben reducirse a la 16gica”, con lo que se aproxima a
la ideologia de la escuela logicista. Cantor, en cambio, en una linea de pensamiento mas
famalista desarrollari una nueva teoria matématica—formal o, si se prefiere, formaliz-
able—de la que los teoremas matematicos clasicos constituirian teoremas particulares
(véase [Kleene 1952, capitulo II1, §11]).

1. Los primeros confactos de Dedekind con el concepto de conjunto [1855-1858]. En
este periodo Richard Dedekind estad desempefiando su tarea docente en Gottingen y
produce dos trabajos que lo ponen en contacto con la teoria de coniuntos v que conviene
analizar.

El primero de estos trabajos aparece publicado en 1857 [1930-32, 1, 40-66 13 y esta
claramente inspirado en la tarea de Gauss [/863, 2, 212-240] relativa a la teoria de
nimeros. En €l Dedekind introduce los conjuntos como clases de equivalencia y calcula

Pierre Dugac dedica un buen nimero de piginas al amplio didlogo que mantuvieron, con mayor o
menor intensidad, Cantor y Dedekind en el periodo que va desde 1872 a 1899, a través de su carto-
grafia. Esta cartograffa fué recogida por Emmy Ncether y Jean Cavaillés [1937] y, afios mis tarde, fue
traducida al francés por Jean Cavaillés [1962, 187-251]. Algunas de las cartas, sin embargo,
permanecieron inéditas hasta que, en 1976, Pierre Dugac las incopord en su obra sobre Dedekind en
el apéndice XL [Dugac 1976, 223-262}.

7 Es preciso indicar que existen ya estudios importantes en este sentido, como son Cavaillés
{1962, 36-39; 71-72;119-140]; Dieudonné y otros {1978, 1, cap. VI, 366-368; 373-375 y 380-381] y
Dugac [1976]. Nuestra aportacién se basard ampliamente en las obras de Dedekind y en estos
estudios. Su linea serd semejante a la de Dugac pero centrindonos s6lo en las aportaciones
conjuntistas de Dedekind y refiriéndonos al resto de su obra s6lo en tanto que aporten algo a la teorfa
de conjuntos. Las aportaciones no conjuntistas de Dedekind, que resulten clarificadoras para nuestros
intereses, las comparaciones con otros matemiticos asi como sus respectivas aportaciones las
daremos en las notas.

8En las citas de las obras de Dedekind que se hallen contenidas en los Werke—es decir, en
{Dedekind 71930-32, 1, II, Ilf}—nos remitiremos siempre a la paginacion de los Werke. En otro caso nos
remitiremos a la paginacién del texto original o de la edicion citada.
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con ellos como si fuesen niimeros; para ello toma un representante de cada una de las
clases de equivalencia. Veamos mis de cerca que es lo que realmente hace Dedekind
[1857; 1930-32, 1, 411: introduce 1a congruencia entre dos polinomios de una variable x,
mddulo un nimero primo p:

Dos polinomios A, B (en x) son congruentes médulo p, brevemente
A = B (méd p),
si todos los coeficientes de las potencias de x de A—B son miitiplos de p.

A continuacion Dedekind observa que es una congruencia; es decir comprueba la
compatibilidad con las operaciones aritméticas de suma, producto y potenciacidn, y
seguidamente ofrece ciertas propiedades aritméticas de esta congruencia entre polinomios.?
Observa, ademas, que los teoremas de divisibilidad en Z[x}/pZ[x], que se corresponden
con los teoremas de divisibilidad entre niimeros, se obtienen gracias a que

el sistema de la infinidad de funciones de una variable, congruentes entre si modulo
P, se comporta como un {nico nimero bien determinado en la teoria de los
niimeros. [Dedekind 1857; 1930-32,1, 47].1¢

Es preciso poner de manifiesto que Dedekind considera como un nuevo ente una coleccion
infinita de objets; es el embribn de toda teoria de conjuntos: considerar acrual €l infinito y
admitir la posibilidad de considerar como algo nuevo una totalidad infinita.11

Dedekind ha dado, pues, un paso importante en la naciente teoria de conjuntos al tomar
conciencia de que es preciso manipular conjuntos infinitos como si fuesen ntimeros. Dice
[Dedekind 1857; 1930-32, 1, 47 1: “al sistema de las infinitas clases no congruentes...
corresponde 1a sucesion de los niimeras enteros de la teoria de niimeros.”12

® Constituyen los §§2 al 6 [Dedekind 1857, 1930-32, I, 41-46]. En ellos Dedekind establece la
identidad de Bézout [§4] tras haber establecido el grado de un polinomio A en x, médulo p, como el
méximo exponente de los términos de A cuyo coeffciente no es miiltiplo de p y haber establecido que
gr AB = gr A + gr B [la primalidad de p es esencial para evitar los divisoreo de cero} y tras haber
introducido los divisores primarios como aquellos cuyo coeficiente principal es = 1, méd p; seguida-
mente establece el algoritmo de divisién y el criterio de Euclides para obtener el miximo comiin
divisor (m6d p) de dos polinomios. Establece ademds la unicidad de la descomposicién, a menos de
congruencia médulo p, en factores primos-primarios.

10 E} distingo es mio.

11 Véase la definicién de conjunto que ofrecerd Dedekind en su obra Was sind und was soller die
Zahlen? treinta afios méas tarde, en 1888, y que analizaremos més adelante.

12 Es patente la introduccidén de conceptos conjuntistas, no con la intencién de elaborar una reoria
abstracta de conjuntos sino con la intencidn de desarrollar una teoria matemdtica concreta: en este
caso relativa a la teoria de ndmeros. Es la forma de actuar de Dedekind.
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Dedekind, una vez que ha considerado que un conjunto infinito puede ser considerado
un nuevo ente, nos habla ya con toda naturalidad del conjunto (infinito) de estos nuevos
entes. De esta forma aparece una nueva abstraccién propia de la teoria de conjuntos: los
conjuntos de conjuntos.’3

El texto de Dedekind suscita otra cuestion que conviene analizar: en él Dedekind [1857;
1930-32,1, 47] afirma que, en los célculos, cada funcidn de una clase se puede substituir
por otra funcidn de la misma clase: cada funcion representa, pues, una clase. La cuestién
consiste en saber si Dedekind usa implicitamente el Axioma de Eleccién (A.C., por
“Axiom of Choice”). Seglin Medvedev [/965, 27] 1a respuesta es afirmativa puesto que
Dedekind elije un representante en cada una de las claes finitas y esto lo hace en una
infinidad de clases; segiiin Moore [/982, 13], en cambio, Dedekind, en cada uno de los
teoremas que expone en esta monografia, s6lo usa dos clases y, por consiguiente, s6lo
hace elecciones finitas y, por lo tanto, no hay ninguna eleccion que requiera realmente del
A.C.

Lo que, en realidad, hace Dedekind [1857; 1930-32, 1, 47] es lo siguiente: define una
congruencia entre clases; si queremos ser precisos debemos decir, no obstante, entre
representantes de las clases:

Dos clases de polinomios, o sus representsntes A y B, son congruentes respecto de
una clase de polinomias, de representante M, brevemente

A =B (mbd p, M) 0 A =B (mbéd M),
cuando la diferencia A — B mddulo p es divisible por M.

Es decir: ssi A = B + MC, médulo p, siendo C un polinomio de £[X].

Ahora Dedekind analizari la congruencia, modulo M, y estsblecera su teoria a lo largo
de una veintena de paginas. Sus teoremas se refieren siempre a un nimero finito de clases
y, por consiguiente, en cada demostracion sus elecciones, al ser finitas, evitan, de acuerdo
con la opinién de Moore, 1a utilizacion del A.C.

Y realmente todos los resultados de la memoria de Dedekind se pueden establecer sin
tener que recurrir al A.C. Pero entiendo que esta no es la cuestién. La cuestién reside en
saber si Dedekind pensaba que cada clase tiene asociado un representante de una vez por
todas, o no. Concretando, cuando Dedekind [1857; 1930-32 1, 47] afirma “cada clase tiene
asociado un grado...,” ;entiende que, a cada clase, se le puede asociar un grado—grado
que calculari eligiendo un representante de dicha clase y calculando su grado, en el bien
entendido de que previamente se haya establecido que €l grado no depende del
representante—, o bien piensa—y esta es la opinién de Medvedev que comparto—que
todas las clases tienen asociado, de una vez por todas, un grado? La respuesta es dificil
puesto que no hay nada que nos indique con claridad el pensamiento de Dedekind en este

13Es una de las piedras claves de la teoria abstracta de conjuntos, que en este texto dedekiniano
se acepta con absoluta naturalidad.
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sentido; no obstante, en aquella época, el problema de la eleccién simultinea en familias
infinitas no constituia atin un problema y, por consiguiente, no habia razén alguna para
evitarlo. Mas adelante reencontraremos esta cuestion en otros trabajos de Dedekind.

La segunda memoria fue elaborada en [/855-58; 1930-32, 111, 439-4451*4 y, en ella,
como dice E. Noether [Dedekind /855-58; 1930-32, 111, 445], Dedekind esta ya en
“posesion de los conceptos y métodos de la teoria abstracta de grupos”™. En este texto
Dédekind considera un grupo finito: “un conjunto con m elementos, provisto de una
operacion”;15 pero lo que conviene observar es su teoria de homomorfismos—aplicaciones
que transportan la estructura—y que Dedekind, a medianos de siglo pasado, introduce y
maneja tal como se hace en la actualidad.

Dedekind, a cada 6 de M, le asocia un objeto 6; e impone que esta correspondencia
respete la operacion; dice [1855-58; 1930-32, 111, 440]:16

a cada producto 6¢pd...A de objetos 0, @, ¢, ..., A de M k corresponde el producto
01¢p191...A1 de sus imégenes [de sus correspondientes] 61, @1, $1, ... A1.

Asi obtiene el conjunto M7 que tiene m; elementos 8; distintos. Entonces establece “el
conjunto M1 es un grupo” [Dedekind 1855-58; 1930-32, 111, 440].17

El siguiente teorema nos muestra que las antiimagenes de la unidad del grupo
constituyen, a su vez, un grupo y que su orden divide al orden del grupo.18

El teorema 3 es interesante tanto desde el punto de vista de la incipiente teoria de
conjuntos en la obra de Dedekind [1855-58; 1930-32, 11, 441] como en el desarrollo de la
propia teoria de groupos:1°

14 Esta memoria la cita Dedekind en una carta a Frobenius, fechada el 8 de febrero de 1895.
Véase [Dedekind 1930-32, I, 419.]

15 Dedekind establece la definicién de estructura de tipo 2, si bien en las demostraciones de sus
teoremas supone que la operacidn satisface ciertas propiedades: las propiedades de grupo.

16 Asi es como define Dedekind la operacién en la imagen M;p: 61, ¢] son elementos de Mj, su
producto 61971 es (69)1.

17 Es el teorema 1. Indiquemos, de paso, que en el trabajo de 1857 hacia servir la palabra System:
“Das System unendliche vielen inkongruenten Klassen... entspricht der Reinhe der ganzen Zahlen in
der Zahlentheorie” [Dedekind 1857, 1930-32, I, 47], mientras que ahora, en cambio, utiliza la palabra
Komplex; “Der Komplex der my voneinander verschiedenen Objekte 6; werde mit M; bezeichnet”
[Dedekind 1855-58; 1930-32, 1lI, 440] como si quisiese distinguir los conjuntos de las estructuras
algebraicas.

18 Dedekind [1855-58; 1930-32, 111, 441]. Es el teorema 2. En 1a demostracién de este teorema
Dedekind utiliza las propiedades de la operacién de un grupo que no habia explicitado con
anterioridad, ad como la existencia del elemento unidad. Aqui aparece, pues el ker @, en donde ®
designa el homomorfismo de M en M1, 6 0.

19 Por ¢l teorema 2 sabemos que N = Ker ® es un subgrupo normal de M; es decir, observa que,
paracada © € M, 6°N = N'6.
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Si N es el grupo de las » antiimagenes de 1a unidad en M, entonces M = N + N°§’

+ N°©” + ... + N-pmh

La idea de Dedekind es la siguiente: al conjunto 8-N = N-0 le corresponden n objetos

que se aplican todos ellos en el mismo 0; del grupo M. Consideremos, pues, los m;
. " -1 . . o

conjuntos N, N', N”, N( "D, Estos conjuntos son, precisamente, las antiimdgenes de los

m; elementos de My; estan ligados, ademas, por la ley de composiciéon NP)*N(@) = N1,
Disponemos, pues, de un grupo finito con m; elementos isomorfo a M;: a cada conjunto

N®), le asociamos un elemento Gip) de M, siendo Gip) la imagen comin a todos los

elementos de NIP). Dedekind observa [1855-58; 1930-32, 111, 441], ademés, que los N(P)

son las clases laterales de la forma 6°N = N.

Dedekind ha establecido, pues, el teorema de homomorfismo de grupos: si &: M —
M es un morfismo y N =ker ® = &1 (1) es el grupo de las antiimigenes de la unidad
de M1 entonces se tiene €l siguiente diagrama:

L0
M > M,
/N
- 1 isormorfismo
J %
M [ ker ® - M [/ ker ®

id
y, claramente,

M=U6

0c M/ker ®

haciendo uso de la operacién de unién de una familia finita de conjuntos.20

20 Dedekind, de nuevo, introduce un conjunto—ahora se trata de un grupo finito—de clases de
equivalencia y nuevamente lo identifica, via un isomorfismo, con un conjunto de objetos: el grupo
imagen Mj. Ahora, sin embargo, todo es finito.
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A continuacién Dedekind [1855-58; 1930-32, 111, 441-442] estudia las permutaciones
de un grupo finito (o los isomorfismos entre dos grupos finitos isomorfos); estudia su
composicion y llega a la conclusién de que constituyen un grupo.

En este articulo Dedekind tiene asumidas ya algunas ideas conjuntistas importantes: la
de conjunto (y la de estructura algebraica) finito; la de conjunto de clases de equivalencia
(o conjunto cociente) a través de la relacién de equivalencia que induce una aplicacion (que,
en este caso, ademis es una congruencia). Considera también el conjunto de auto-
morfismos de un grupo finito. Maneja con toda soltura la composicién de aplicaciones yla
union finita de conjuntos. Tiene asumidas ya algunas ideas de una teoria de conjuntos
utilitaria y muy incipiente, pero muy til para ofrecer una presentacién rigurosa y, al
mismo tiempo, clarificadora de la teoria elemental de grupos.

2. El manuscrito de 1858 y el texto de 1872. Segiin Dugac [1976, 24], Dedekind sentira
la necesidad de elaborar una teoria de los niimeros reales cuando se halla preparando la
Primera parte del cdlculo diferencial e integral, un curso de analisis matematico que debia
impartir durante el semestre de invierno de 1855-59, recién nombrado profesor de la
Escuela Politécnica de Zurich. Con anterioridad a esta fecha no habia impartido jamas un
curso de anilisis matematico [Dieudonné y otros 1978, 1, cap. VI, 366]. No debe pues
extrafiarnos que Dedekind que, ademas de un excelente investigador, era un pedagogo
excepcional, segiin opinién de Dirichlet [Biermann 1971, 9-12}, compartida por Kappeler,
aptitud que lo llevara a ser nombrado profesor del citado centro de Zurich, sienta la
necesidad de fundamentar el andlisis matemético. El mismo nos lo refiere en el prélogo de
su opiisculo de 1872 [Dedekind 1872; 1930-32, 111, prélogo, 315; 1901, 1]:21

Mi atencién a las cuestiones que constituyen el tema de este opiisculo datan del
otofio de 1858. Siendo profesor de 1a Escuela politécnica de Zurich me vi por vez
primera, en la obligacion de impartir lecciones de calculo diferencial y senti de
forma mas viva que nunca la falta de una fundamentacion realmente cientifica de la
aritmética.

Esta falta de fundamentacidn cientifica de la aritmética se pone de manifiesto en los
mejores tratados de calculo diferencial, los cuales recurren a la intuicién geométrica en
cuestiones como la continuidsd y en el trato que se da a las magnitudes continuas, cuando
lo que realmente hace falta es una base “puramente aritmética” [Dedekind 1872; 1930-32,
11, prélogo, 316; 1901, 2]. Dedekind consigue su objetivo, como nos dice a mismo, el 24
de noviembre de 1858 [Dedekind 1872; 1930-32, 111, prélogo, 315; 1901, 1]1.22

21 Daremos la referencia de esta obra segin la paginacion del Gesammelte mathematische Werke,
1T {1930-32], y también segiin la paginacion de la traduccidn inglesa de {19011: Essays on the Theory
of Numbers.

2 1a precisién de esta fecha no debe sorprendernos en absoluto, puesto que Dedekind llevaba un
diario [cf. Dugac 1976, apéndice XXV, 26 de abril de 1913], diario que, segiin Dieudonné y otros
[1978, 1, vol. VI, 367], “tuvo que destruir antes de morir”. Esta fecha la encontramos asmismo en el
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Una exposicion de este vinculo entre el analisis matematico y los nimeros reales lo
hallamos en el guién del curso de cilculo diferencial que Dedekind di6 el trimestre de
invierno de 1862-63 en su villa natal de Brunswick [Dugac 1976, apéndice IV, 151-153].23
En él hallamos un curso de andlisis que sigue el modelo de exposicién que se ha
convertido en clasico; es el programa de un curso cuidadosamente desarollado y
didacticamente correcto, como es usual al espiritu de Dedekind. Su introduccidn sigue la
linea del pensamiento dedekiniano sobre qué significa fundamentar el andlisis matemdtico,
pensamiento que hallamos brillantemente expuesto en la introduccion al texto de 1872
[1872; 1930-32, 111, 315-334 ; 1901, 1-27}.24

La preocupacion de Dedekind, en este contexto, 1a constituye la enorme cantidad de
intuicion geométrica que los matematicos que le habian precedido asi como los de su

manuscrito de 1858 [Dugac 1978, apéndice XXXIT}, manuscrito que utilizé en una conferencia dada
en la sociedad cientifica de Brunswick sobre esta cuestion el 11 de enero de 1864.

23 Este apéndice conmstituye el guion o programa del mencionado curso y consta de una
introduccién y de tres puntos; el §1 de la introduccidn, titulado el dominio [Gebeit] de los niimeros
reales: su continuidad, pone te manifiesto que Dedekind disponia de una teoria de los niimeros reales
y que la ensefiaba; el §4 contiene el concepto de limite y nos mueotra que, para Dedekind, este
concepto es posterior y presupone de ntemano la introduccidn de los niimeros reales y su continuidad;
ahi hallamos también el teorema que, segn Dedekind, hace necesaria la rigorisacion del analisis:
“toda sucesidén creciente acotada superiormente tiene un limite”; en los §§5 y 6 no ofrece el cdlculo
i lim sin x

=m0 x En §7 analiza los

. .. . L
de ciertos limites, como por ejemplo, e = kinm 1+ ;1 ¥ y1

infinitamente grandes y los infinitamente pequefios de diversos drdenes y advierte de la falta de rigor
en el estudio de estas cuestiones. En los capitulos 1, 2 y 3 expone la teoria del cilculo diferencial
hasta el desarrollo en serie de potencias de Taylor y MacLaurin de una funcién con un estudio del
resto, terminando con la exposicion de ciertas cuestiones relativas a las series numéricas y a las
series de potencias.

24 Este texto, no aparece hastel afio 1872. No obstante Dedekind elaboré sus rasgos mis
caracteristicos y fundamentales en 1858 segiin nos expone, como ya hemos indicado, el propio
Dedekind y nos lo prueba ademis la existencia del manuscrito de 1858 (c¢f. [Dugac 1976, apéndice
XXX, 203-209]). Sabemos ademas que Dedekind tenia la intencién de publicarlo en 1870 [Dugac
1976, 38): “...pues, por 1o menos, en 1870, Dedekind habia intentado publicar su libro acerca de la
continuidad y los niimeros irracionales”. Esta es la razén que nos llevn a analizar este texto con
anterioridad al Suplemento X de la segunda edicidon de las Lecciones de teoria de niimeros
[Vorlesungen itber Zahlentheorie] de P.G. Lejeune-Dirichlet, que Dedekind publico en [1871] y que
analizaremos someramente mis addante, pero s6lo en relaciéon con la teoria de conjuntos. En una
carta a Lipschitz [Dedekind 7930-32, 111, 468-474] el propio Dedekind justifica el retraso de esta
edicion: “Jamis he pensado que mi concepcion de los nimeros irracionales tenga un valor
excepcional, sino no la habria guardado durante 14 afios” y afiade: “todo matemitico que hava
reflexionado al respecto habré llegado al mismo resultado” (p. 470), si bien el resto de la carta (cf.
Dugac [1976, 48-50]) y las discusiones que su método provocd despiertan en Dedekind, cada vez con
mayor impetu, el convencimiento del rigor y adecuacion de su método al extremo que en una carta a
Lipschitz [Dedekind 1930-32, IlI, 474-479] indica un método “infalible” para verificar si una teoria
matemdtica es “verdadera”: este método consiste en “reemplazar todos los términos por palabras
inventadas, desprovistas de sentido: si el edificio se construye con rigor, u validez se mantendrd” vy,
para Dedekind, su teoria de los numeros irracionales resiste la prueba. En estas palabras vemos el
embrion de las ideas formalistas de Hilbert, embrién que ha hecho que Emmy Noether subrayara, en
una nota-comentario que esta insigne autora dedica al texto de Dedekind de 1872 [Dedekind 71930-32,
I, 334], “el contenido axiomatico” de las cartas de Dedekind a Lipschitz de 10 y 27 de julio de
1876.
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propia época utilizaban en las demostraciones de los teoremas de andlisis matematico.
Estas intuiciones que se ponlan de manifiesto principalmente en aquellas cuestiones que
hacian referencia a los limites y, sobretodo, en la demostracion del teorema de existencia de
limite de las sucesiones crecientes acotadas [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 316; 1901, 1]
que, si bien era perfectamente aceptable en una presentacion del andlisis matematico breve,
clara y didactica, era completamente inaceptable desde el punto de vistsa del rigor
[Dedekind 1872; 1930-32, 111, 316; 1901, 1].

Este sentimiento de disgusto era tan grande que me llevd a meditar sobre esta
cuestion hasta que hallé una fundamentacién puramente aritmética y perfectamente
rigurosa de los principios del anilisis infinitesimal. [Dedekind 1872; 1930-32, 111,
316; 1901, 1-2]

Y esta sera la solucién que aportard Dedekind, “una fundamentacién puramente
aritmética y completamente rigurosa de los principios del analisis infinitesimal” que le
permita demostrar el teorema de existencia de limites de sucesiones crecientes acotadas
superiormente o teoremas equivalentes qiie “puedan considerarse, de alguna manera, una
base suficiente del anilisis infinitesimal” [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 316; 1901, 2].25
Lo que hay que hacer pues, es lo siguiente: “descubrir el auténtico origen de este teorema
en los elementos de aritmética y asegurarse, al mismo tiempo, una definicin real de la
esencia de la continuidad” [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 316; 1901, 2].

Pero, como nos dicé J. Cavaillés [1962, 36], esta fundamentacidén “debe recurrir
inevitablemente a la nocidn de conjunto: toda matemitica que no quiera reconocer lo
absoluto de un acto debe partir de la nocién de conjunto” y Dedekind, como si pretendiese
constituirse en pregonero de esta opinion, se ve en la necesidad de utilizar una cierta teorla
de conjuntos aun cuando sélo sea pragmiticamente.26 Es precisamente esta teoria
pragmdtica de conjuntos, implicita en la fundamentacion dedekiniana del anilisis
matemético, 1o que analizarernos a continuacién, ateniéndonos al manuscrito de 1858 y al
texto de 1872.

De entrada Dedekind considera la rotalidad de los niimeros racionales, dotados de su
aritmética que se justifica por su propia “naturalidad™?7, aritmetizacion esencial en Dede-
kind, que le permitiri evitar la intuicion gométrica, que es lo que constituye el gran escollo.

25 Esta opini6n, segiin Dugac [1970, 339], es acorde con la de Méray y también con la de
Weierstrass, puesto que el criterio de finitud de Weierstrass equivale al enunciado de este teorema
(cf. [Dieudonné y otros 1978, I, cap. V1, 367]). Véase al respecto Bunn [1984, 283-284].

26 Recordemos, de pasada, que la apariciéon de la teoria cantoriana de conjuntos se halla
vinculada también al anilisis matemdtico; concretamente se halla vinculada a la unicidad de
representacion de una funcion en serie trigonométrica {(cf. [Pla 1984}) y se inicia en Cantor [I870] a
raiz de la lectura de la memoria de Riemann [I854], publicada por Dedekind en 1868, dos afios
después de la muerte de su autor; al profundizar en este anilisis sobre las series trigonométricas
Cantor establece, en Cantor [1872], su teoria de los niimeros reales que, como nos hace notar Zermelo
{cf. [Cantor 1932, 102}), “es el lugar en el que nace la teoria cantoriana de conjuntos”.

27 Esta naturalidad, para Dedekind, “es consecuencia tel simple acto aritmético de contar que no
es otra cosa que una creacion sucesiva de la sucesion de los nilmeros enteros positivos en la que cada
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Este conjunto, que llamo R, posee, en primer lugar, una completitud y auto-
rreferencia que, en otro lugar, he designado como caracteristica de un cuerpo de
niimeros” [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 318 ; 1901, 4-5],28

que nos dice, en definitiva, que @} presenta las propiedades de estabilidad de sus
operaciones algebraicas; es decir, nos dice que @ es un cuerpo.??

Dedekind [1872; 1930-32, 111, 318; 1901, 5], sin embargo, requiere de las propiedades
de orden de @) las cuales le confieren la estructura de dominio [ Gebeit] infinito totalmente
ordenado [wohlgeordner].3° Ademas Dedekind [1872; 1930-32, 111, 318-319; 1901, 5-6]
consigue una presentacion puramente algebraica que substituye a la intuicién geo-
métrica.31

Dedekind considera, pues, la zotalidad 1) de los nimeros racionales que “son, dice,
una creacién libre de los seres humanos” [/858, 204] y resultan del acto de contar.
Nuevamente, pues, Dedekind considera como entes maternaticos ciertos conjuntos
infinitos y este hecho no le pasara por alto a Cantor {1932, 185].

El orden de ) tiene tres propiedades que Dedekind pone de manifiesto:

L. La transitividad: a > b, b > c implica a > ¢. [1872; 1930-32,111, 319; 1901, 5132
I1. La densidad de [©): si a #b, entre a y b hay una infinidad de nimeros. [1872; 1930-
32,111, 319, 1901, 7133

elemento esta definido de forma directa por su precedente; el acto simple consiste en el paso de un
elemento ya creado al elemento siguiente que hay que crear” [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 317;
1901, 4]. Aqui aparecen dos ideas de Dedekind que volveremos a encontrar mis adelante: “la
capacidad creadora de los matemdticos por lo que a los niimeros se refiere” y “el acto simple y
cresdor del paso al suuniente.” Este acto simple y creador del paso al siguiente se halla también en
toda la ideologia de los “niimeros de clase” de Cantor ([Cantor 1883, 546 y sgs.]; véase asimismo Pla
[1989, 381-382, nota 42]).

28 Dedekind usa la palabra System que como veremos, es la palabra que se impondri en la
terminologia de Dedekind para designar a un conjunto.

Dedekind se refiere al suplemento X o al §159 de la segunda edicién de las Lecciones sobre la
teoria de nimeros de P.G. Lejeune-Dirichlet de 1871 que analizaremos muy someramente mas
adelante. Dedekind utiliza la palabra Zahlkorper; véase Dedekind [1871; 1930-32, 111, 224].

“Cuerpo de ntmeros”; Dedekind utiliza ia palabra Zahlkdrper; véase Dedekind [1871; 1930-32,
101, 224].

2 Nosotros, a diferencia de Dedekind, este cuerpo de niimeros % lo designaremos por @.
30 «_Das System % ein wohlgeordnetes, nach zwei entgegengesetzten Seiten hin unendliches
Gebeit von einer Dimension bildet.”

31 Dedekind [1858, 204] da el orden via los positivos: “a < b ssi b—a es positivo” y asi elimina
toda referencia a la intuicién geométrica.

32 Dedekind [1858, 204] dice “b estientre ay ¢”.

33 En el manuscrito de 1858 (¢f [Dugac 1976, 204]) afiade que “el conjunto de los nimeros b,
incluidos entre a y ¢, se puede designar por (a,c)...que es un intervalo”.
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Aqui Dedekind, en el inicio mismo de su fundunentacion del anilisis, pone de
manifiesto una propiedad topoldgica importante.

I1L. La separacidon de 0:34 todo elemento a de @ sepera al conjunto Q) en dos clases
A1y Ap, cada una de las cuales es “infinita” y tales que los elementos de A son menores
que a y los elementos de A, son mayores que a [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 319; 1901,
71.

El elemento a lo podemos asignar tanto a A; como a Ay, siendo en cada caso,
respectivamente, el mayor o el menor de todos ellos [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 319;
1901, T]. De esta forma Dedekind [1872; 1930-32, 111, 319; 1901, T} pasa a considerar dos
subconjuntos Ay y Az de W, disjuntos, complementsrios y contiguos en el sentido de que
“separan a @) en dos clases A1 y A2 tales que cada uno de los elementos de la primera clase
A1 es menor que cada uno de los elementos de la segunda clase A,.35 La pareja A1, A2 es
una cortadura y se designa por medio de (Aj, Ap).36

La idea de conjunto es inevitable en la presentacion que hace Dedekind puesto que, en
ella, debe considerar:

1. @ como una totalidad infinita;

2. el conjunto @ de los racionales positivos para poder establecer la relacion de
orden sin tener que recurrir a la intuicién geométrica;

3. una pareja de totalidades infinitas A y A2, asociadas a un nimero racional a,

tales que

R=A1UA2,
Q = A1 N Ay,
Ya) € A1 Vaz € Ax(a1<aAa<ay).

Esta necesidad de recorrer a conjuntos en la separacién de {} se halla expuesta de
forma mucho mas sugerente en el manuscrito de 1858 y sobretodo en el texto Intervalle

3 En el manuscrito la separacion de @ es la propiedad IV; el pardgrafo III lo dedica a una
intuicién realmente importante que podia haber contribuido a simplificar la presentacién de Dedekind;
es el concepto de intervalo que, en el texto de 1872, aparece sélo de pasada en §6; en cambio en el
apéndice XXXII que nos ofrece Dugac [1976, 209] encontramos, a forma de cierre, el cddigo
manuscrito 1IL10 de Dedekind, titulado Intervalle. En él se insinua la posibilidad de elaborar una
teoria conjuntista de los intervalo que, si Dedekind la hubiese adoptado en la redaccién del texto, le
habria permitido una presentacién mucho mis clara y, a la vez, mis conjuntista. Curiosamente, en el
manuscrito (p. 204) hay un tenue intento de introducir los intervalos en el redactado de la exposicién
de las propiedades del cuerpo de los nlimeros racionales; este tenue intento, dn embargo, no tendra
ninguna repercusion posterior y desapareceri en la redaccion del texto.

35 En el manuscrito (p. 204) designa A; = (=%, a) y Az = (a,+*) y, por consigu\iente, segiin
Dedekind, a pertenece a ambos intervalos.

36 Dedekind [1872; 1930-32, 111, 323; 1901, 12] usa la palabra “Schnitt.”
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que, como ya hemos indicado, nos ofrece Dugac [1976, 209] al final del manuscrito y que
analizaremos con mayor detalle mas adelante.

Seguidamente, en el §2, Dedekind analiza la correpondencia que hay entre los
elementos de @) y los puntos de la recta L y nos informa de que fue prercisamente el
andlisis de los puntos de la recta L lo que lo llevd a considerar las separaciones—*“todo
punto de L determina una separacion de L”—asi como también la densidad y el concepto
de segmento {en el manuscrito, 1872; 1930-32, 111, 319-320; 1901, 6-8; 1858, 204].37
Ademas, si en L se elige un origen y un segmento unidad, se tiene que Q < L [Dedekind
1872; 1930-32, 1, 320; 1901, 8; 1858, 204].38

Dedekind [1872; 1930-32, 111, 320-321; 1901, 8-9] nos dice que L, a diferencia de @,
es continua en el sentido de que L es “infinitamente més rica en puntos de lo que Q lo es
en niimeros”.3? Esta “riqueza” de L—la completitud o continuidad—Dedekind utiliza la
expresion “Vollstindigkeit” o “Stetigkeit”—de L es la caracteristica o riqueza que ha de
tener el universo de los nimeros que debemos crear [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 321;
1901, 9; 1858, 2051;* recordemos que los nimeros racionales son una creacion de la
mente humana [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 321; 1901, 9]:41

Si ahora, como es nuestro deseo, procuramos seguir aritméticamente todos los
fenémenos de 1a linea recta, el dominio de los nlimeros racionales es completa-
mente insuficiente y por consiguiente es absolutamente necesario que el instru-
mento R construido por la creacién de los nimeros racionales se perfeccione
esencialmente con la creacién de unos nimeros nuevos de manera que el dominio
de los niimeros se complete 0, como podriamos decirlo también, alcance la misma
continuidad que 1a linea recta.

37 Dedekind utiliza las palabras Strecke (Stiick) para dedgnar el concepto de segmento.

38 Dedekind transporta @ en L que, como sabemos gracias a Descartes, es un transporte que
podemos hacer con regla y compis (cf [Descartes 1637] y [Pla 1987, 839]).

39 En [1858, 204-205] cita a Platén, en una clara alusién al Teeteto, para recordarnos que esisten
infinitas longitudes inconmensurables a una longitud dada. En L hay, pues, infinitos puntos a los cuales
no les corresponde ningiin mimero racional. Dugac se sorprende de que Dedekind no cite asimismo los
Elementos de Euclides; ¢f. [Dugac 1976, 41].

40 Cf. nota 29.

Esta riqueza que ha de tener R sobre @) podria explicar la razén por la cual a Dedekind no le
sorprende, en absoluto, la demostracién que le envid Cantor (cf. carta de 20 de junio de 1877 en
[Cavaillés 1962, 200] segin la cual 1a potencia de R es mayor que la potencia de @ (¢f. [Dugac
1976, 41)).

41 En el manuscrito [Dedekind 1858, 204], al hablar de la creacién de los miimeros racionales, se
refiere a una “creacién libre(?)” del espiritu humano, con un signo de interrogacién algo misterioso
que indica, quizis, que esta creacién se debe hacer aritméticamente y con exclusion de cualquier
intuicion geométrica y por lo tanto, como veremos, en el seno de una cierta teoria de conjuntos y de
ahi que no sea tan libre como se podria pensar de antemano. Dedeknd recoge, no obstante, una idea
que se halla ya en una carta de Gauss a Weber (¢f Gauss [1880, 497)]). Como veremos mis adelante
Dedekind defiende, ante Weber, esta capacidad creadora.
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Esta creaci6n aritmética de los nlimeros requiere de una cierta teoria de conjuntos, como
veremos con toda claridad en la propia exposicidn que hace Dedekind del proceso que se
debe seguir. Para lograr la misma continuidad que la linea recta, considera la “esencia de la
continuidad” de la recta que no es otra cosa que el principio reciproco de 1a propiedad de
separacion [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 322; 1901, 11; 1858, 206}:

Si todos los puntos de una linea recta los separamos en dos clases de forma que
cada punto de la primera clase se halle a la izquierda de cada uno de los puntos de la
segunda, entonces existe un punto y s6lo uno que genera esta separacion de la recta
en do clases, esta cortadura de 1a recta en dos partes

y enseguida afiade [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 322-323; 1901, 11; 1858, 205-206]:

Creo no equivocarme si me imagino que todos los lectores admiten la veracidad de
esta afirmacion, a pesar de que puedan sentirse defraudados por el hecho de que lo
que desvela el secreto de la continuidad sea una trivialidad,

pero “la suposicidn de esta propiedad de la linea recta no es otra cosa que un axioma en
virtud del cual atribuyo a la linea recta la continuidad... [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 323;
1901, 12; 1858, 208].42

Este paragrafo es de una importancia decisiva en la construccion dedekiniana de los
niimeros reales, como pone de manifiesto el propio Dedekind: si bien la continuidad de la
recta nos viene dada por la intuicion geométrica que de ella tenemos—y es precisamente
esta intuicién lo que hay que evitar—, es preciso crear un dominio de niimeros nuevos que
posea este principio o axioma que atribuimos a la recta L: 1a completitud o continuidad; y
debemos crearlo mediante una construccion que, inspirandose en la intuicion geométrica,
no descanse en ella.43 Esto s6lo es posible con una construccién conjuntista de los
niimeros, basada en los naturales (o en los racionales).

Este analisis intuitivo y trivial, como dice el propio Dedekind, es lo que lo lleva a crear
de forma conjuntista los nimeros reales. ; Veamos como lo hace!44

42 En realidad ni Dedekind ni ningln otro matemitico de su época ni tampoco de la época
anterior alguna dispone de una descripcién o construccién matemditica—independiente de la intuicién
—de 1a linea recta L. Con respecto a una descripcion de. L véase la obra de David Hilbert relativa a
los Fundamentos de la Geometria [1899].

43 El uso de los intervalos habria puesto de manifiesto mucho mds claramente la aportacion
conjuntista de Dedekind. Al evitarlos, en la presentacion que hace, la aportacion conjuntista queda
muy escondida.

44 R. Bunn en su Developments in the foundation of mathematics from 1870 to 1910 [1980; 1984,
288] es absolutamente claro: “Dedekind parece haber dado con esta definicion reflexionando sobre el
comportamiento de las lineas, y contrastando el sistema formado por los puntos de una recta con el
sistema de los nimeros reales. Pero Dedekind no deseaba embarcarse en la tarea de axiomatizar el
concepto de magnitud, que subrayaria el papel de un axioma de continuidad. La geometria tenia que
servir solamente como el origen de la idea para construir una fundamentacion aritmética; el sistema
continuo en el que tebia descansar la fundamentaciéon de Dedekind tenia que ser aritmético en el
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Dedekind, en el §4 [1872; 1930-32, 111, 323-324; 1901, 12-15; 1858, 206], crea los
niimeros irracionales observando que, en @}, no toda cortadura—no toda descomposicién
de @ en dos classes A1 y A3 tales que Vay € Ay Vay € Aj (a1 < ap) —corresponde a un
nimero racional a € ) y observando, ademads, que hay una infinidad de cortaduras que
no estidn asociadas a niimero racional alguno.*5 Esta falta de correspondencia entre
nimeros racionales y cortaduras es precisamente, para Dedekind, la incompletitud o
discontinuidad de © que debemos evitar en el nuevo dominio que vamos a crear.46 Esto
obliga, pues, a Dedekind [/872; 1930-32, 111, 325; 1901, 15; 1858, 207] a tener que
trabajar con cortaduras en vez de hacerlo con nimeros racionales; “para cada cortadura (A1,
A?) no racianal creamos un niimero nuevo, irracional, o, completamente definido por la
cortadura (A1, A2).” Dos nimeros “son iguales” si corresponden a cortaduras no
esencialmente distintas.’” En cambio, niimeros racionales distintos generan cortaduras
esencialmente distintas. Dedekind evita, en este caso, la técnica de paso al cociente que,
como hemos visto, habia usado en sus trabajos anteriores de teoria de niimeros. Sin
embargo, en el manuscrito, se halla a un paso de evitar las cortaduras esencialmente
iguales, generadas por un racional, cuando dice “podriamos imponer que el racional que
genera la cortadura perteneciese, en todo caso, a la segunda clase y de esta manera la
primera clase, en ningiin caso poseeria Gltimo elemento” [Dedekind 1858, 207], pero
después de haber establecido esta precision no la tiene en cuenta para nada. Dos niimeros
son iguales si corresponden a cortaduras no esencialmente distintas. A partir de esta
creacion, cualquier consideracion acerca del cuerpo de los niimeros reales, como veremos
en el analisis que sigue, se traducird en consideraciones acerca de las cortaduras; es decir,
en consideraciones sobre ciertas clases de nimeros racionales; es decir, en con-
sideraciones de indole conjuntista.

En primer lugar, Dedekind crea un conjunto—el conjunto I8 de los niimeros reales—
utilizando la idea de correspondencia e, implicita e inconscientemente, el axioma de
reemplazamiento de la teoria axiomética de conjuntos. Aqui, sin embargo, como observa
Dugac {1976, 43], 1o que sucede es que nos encontramos ante una posicion platénica,

sentido de que sus operaciones debian estar definidas, en ultimo término, sobre la base de las
operaciones de los nlimeros naturales, y no debia hacerse mencién alguna de ningiin objeto geo-
métrico. Asi pues, a la vez que una base para construir demostraciones, Dedekind queria conseguir
también una fundamentacién puramente aritmética del cilculo.”

45 Dedekind nos da dos métodos—uno de ellos en el manuscrito de 1858 [1858, 206-207] y el otro
en el texto de 1872 [1872; 1930-32, 111, 324-325]—que proporcionan cortaduras no-racionales. En el
manuscrito da la cortadura, concreta, que coreresponde a 1’5 En el texto, en cambio, a cada D ¢ @)
tal que, para un A € N, A2< D < (A + 1) le asocia la cortadura A; = {x € ©: x2> D} y constata que
es un intervalo infinito sin elemento minimo.

46 [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 325; 1901, 15; 1858, 207}: “In dieser Eigenschaft, da nicht alle
Schnitte durch rationale Zahlen hervorgebracht werden, besteht die Unvollstindigkeit oder Unstetig-
keit des Gebietes 3t aller rationalen Zahlen.”

47 Los nGmeros racionales generan, de hecho, dos cortaduras segiin que el niimero racional en
cuestion pertenezca a la primera o a la segunda clase; estas cortaduras son esencialmente iguales o
no essencialmente distintas (¢f. [Dedekind 1872; 1930-32, ITi, 325; 1901,15; 1858, 207]).
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posicion adoptada por Dedekind [1872; 1930-32, 111 323; 1901, 13] en su presentacion del
conjunto R de los niimero reales:

...En efecto, los niimeros racionales existen antea de engendrar [hervorbringen] la
cortadura y la manera de formar las cortaduras, a partir de los elementos de @,
justifica plenamente la palabra “engendrar”. Pero, nosotros creemos que cuando la
cortadura (A1, A7) no corresponde a un nimero racional, entonces la palabra
“engendrar” parece presuponer (contrariamente a la concepcién instantinea de
Dedekind contenida en la afirmacidn de “creacion” de nuevos niimeros) una cierta
“existencia” a priori de «, si bien en realidad es o quien es engendrado por la
cortadura.

Dedekind no considera a la clase de equivalencia de las cortaduras, via la relacion ser
esencialmente iguales como un nimero real; de haberlo hecho asi, la creacidn de la mente
del conjunto de los niimeros reales seria un conjunto cociente, de forma andloga a como
habia procedido en sus trabajos anteriores de teoria de nimeros.

Ahora Dedekind nos muestra que la completacion IR de @ estd totalmente ordenada vy,
para ello, requiere de ciertas propiedades conjuntistas, puesto que la relacién de orden entre
dos niimeros reales a y § se establece por medio de ciertas relaciones entre las primeras
clases de las cortaduras (A;, A3) y (By, By) que generan, respectivamente, o0 y f;
Dedekind, en un intento simplificador, observa que es suficiente conocer una parte de la
cortadura para disponer de la cortadura completa.*® Ademas Dedekind [1872; 1930-32,
M1, 326; 1901, 15-16] nos da la propiedad que caracteriza a la primera de las clases en una
cortadura: “si al pertenece a A1, todos los racionales menores que al son de A;.”

La definicién del orden entre o y B se obtiene comparendo las primeras clases de las
cortaduras.*® Para ello, dada la complejidad de su definicién de cortadura, se ve obligado a
analizar todos los casos posibles: '

1. si A1 = By, las cortaduras son iguales y esto lo indicaremos por a = B o f§ = a;30
2. si A} # Bj, entonces A; ¢ B; y, en consecuencia, B; < Aj {o By &£ A} y entonces 43
Bi1].5! Ahora hay que distinguir dos casos:

48 [Dedekind 1872; 1930-32, 1II, 325-326; 1901, 16]: “Si conocemos la primera clase Aq, la
segunda clase Ay constard de todos los elementos que 1o son de la primera.”

49 Aqui Dedekind recurre a la relacién de inclusi6n entre conjuntos que establece lingiiitica-
mente: “si todo nimero de A se halla contenido en B, entonces A se hallari también contenido en B
(cf- [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 326; 1901,16; 1858, 207}).

50Aqui Dedekind nos informa de que “A1] = By es lo mismo que A] € By A By © Ay”; este es el
axioma de extensionalidad; cf. {Dedekind 1872; 1930-32, 111, 328; 1901,16].

51 Constituye una consecuencia inmediata de la equivalencia indicada en la nota anterior.

Agqui Dedekind usa con toda correccién sus propias definiciones, evitando completamente cual-
quier recurso a la intuicién geométrica: puesto que, si A; ¢ By, existe un a; € Aj tal que a1¢ By y,
por la definicién de cortadura, aj€ By y cualquier #1€ Bj seri menor que aj€ Aj y, por la
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2a. sdlo hay un elemento de A que no pertenece a Bj: este nimero necesariamente
debe ser racional y entonces las cortaduras (A1, By) y (By, B2) no son esencial-
mente distintas y o = f§ [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 326; 1901, 16-17];

2b. por lo menos hay dos elementos de Aj que no pertenecen a By y, por la
densidad de @, hay infinitos; en este caso ambas cortaduras son esencialmente
distintas y o y § son diferentes y, ademas, “a es mayor que 3, p es menor
que a, lo cual se expres a simbolicamente por medio de o > f o bien f < «
[Dedekind 1872; 1930-32, 111, 327; 1901, 17].52 Dedekind ademés pone de
manifiesto la analogia entre este caso y el caso en el que By & A1, asi como el
hecho de que no haya mais casos. Ademas nos hace observar que el orden en
IR coincide con el orden @ cuando a y f son racionales [Dedekind 1872;
1930-32,111, 327-328; 1901, 17-18].

En resumen, Dedekind reduce el orden de los niimeros reales o y § a la relacién de
inclusién que pueda existir entre A; y Bj y obtiene las posibilidades que siguen:

I. A1 B;yB;CAij;
II. Aj¢B;;
II. Bi ¢ As.
Asi pues obtiene los casos siguientes de cortaduras:

1. idénticas A1 =By conducena a = f;

no esencialmente distintas [M finito] dan ax=f ;
2. noidénticas . . .
esencialmente distintas [M infinitojdana>f o B> o ,

en donde M = | A;-B; | = (A1-By) U (B1-A1).

caracterizacién que Dedekind ha dado de la primera clase de una cortadura, 1€ Aj, pero Ay # Bj
[1872; 1930-32, 111, 326; 1901, 16].

52 La presentacién del orden en el manuscrito es ligeramente distinta. En él establece la igual-dad
de dos niimeros reales cuando las cortaduras que los definen son ro-esencialmente distintas y
diferentes cuando son esencialmente distintas. (Es decir: o = § ssi Aj—B; y Bj—Aj son finitos.) Si o y
 poseen cortaduras esencialmente distintas y A; € B, entonces «« < § (“menor quen™); si A; & By,
entonces ¢ > f.

En este texto Dedekind excluye los casos forzando las cosas y sin recurrir a las propiedades
conjuntistas de Aj, Bj, pero entonces se ve en la necesidad de establecer un teorema: “si o < §,
entonces f > «, pero si o > B, entonces p < &” y es ahi donde se ve obligado a recurrir a las
propiedades de las primeras clases A1, Bj, tanto a las propiedades que poseen por ser primeras clases

de una cortadura como a las que poseen por ser subconjuntos de @ (¢f. [Dedekind 1858, 207, primera
parte del §5)).
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Estos casos son excluyentes, pero dadas dos cortaduras (A, A2) y (By, Bp) sus
primeras partes A1 y B; siempre satisfacen uno de ellos. Esto es lo que hace que el orden
del dominio R de los nlimeros reales sea total o lineal. Dedekind [1872; 1930-32, 111, 327,
1901, 17-18] es muy claro:

Esto agota todas las posibilidades y de ello se sigue que uno de los niimeros sea
msyor y que el otro sea menor y, por lo tanto, se dispone de dos posibilidades; no

es posible ningiin otro caso. Esta verdad se hallaba contenida en el uso del

comparativo (mayor, menor) usado para designar la relacién entre o y 8, pero hasta

el momento nadie habia justificsdo este uso.

De nuevo Dedekind manifiesta la necesidad de justificar una intuicién geométrica y,
también, nuevamente, esta justificacion pasa por la utilizacion de una teoria de conjuntos
més o menos ingenua.>3 Ademés, como obsersa Kleene [1952, 52], el autor aplica el
principio de tercio excluso a [} que es un conjunto infinito actual. >

Por fin, antes de entrar en el §5, titulado “La continuidad de los niimeros reales”
observa que:

(1) “todo namero real o parte @) en dos clases A y A2 que contienen, respectivamente,
a los niimeros racionales menores, mayores que o”;

(ii) “si o > B, entonces entre o y P hay una infinidad de racionales™ [Dedekind 1872;
1930-32, 111, 327-328; 1901, 18-19].55

Ahora se halla ya en situacién de establecer, con absoluto rigor, en el dominio IR de los
nimeros reales, las propiedades I, I, y III asi como la continuidad de B que constituye la
propiedad IV [Dedekind 1872; 1930-32, 11, 327-328; 1901, 19; 1858, 207-208]:

1. Transitividad: si o > 3 AB > v, entonces o > vy y decimos que “f estd entre a y
Y . »

1. Densidad: si o # vy, existen infinitos ff entre ¢ y y.

I1L. Separacion: todo o € R induce una particién del conjunto R en dos clases infinitas
Ay Up;sonlasclases Uy = fo; € R:oy<a}yUy = {or € R:a<ap}

33 Es decir, Dedekind, al identificar las cortaduras con la primera clase A; —a menos de un
racional—puede reducir la cuestién del orden entre nimeros reales a las propiedades conjuntistas de

las primeras clases; dadas las primeras clases Aj, Bj, dispone de tres casos que se excluyen
matuamente:

(@) A1 =B;; (BA1SB;; MBI <A
y, en los casos B y ¥, dispone de dos casos que se excluyen: lAl -By | finito; |A1-B; | infinito.

34 Este principio constituye el “leit motiv” de discordia en la discusién formalista y con-
structivista en la cuestion relativa a la fundamentacién l6gica y/o conjuntista de las matemiticas.

55 Observemos que constituye simplemente una nueva lectura de las definiciones.
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(asignando o a una u otra clase arbitrariamente con lo cual pasa a ser, respectiva-
mente, maximo 0 minimo.)
IV.Contiuidad: toda cortadura de R esta generada por un énico niamero real.

La demostracién [Dedekind 1872, 1930-32, 111, 329, 1901, 19; 1858, 208] es conjuntista:
si (%;,%,) es una cartadura de IR, entonces (U, U2) (endonde U;=¥U; N @Q,i=1,2) es
una ortadura de @ y, cossiguientemente, define un nimero real o bien determinado. Sea
ahora PER, § #a entonces hay una infinidad de nimeros raciondes ¢q entre o y f.
Distinguimos dos casos (aplicando la ley de tricotomia del orden):

<Py a<g<B;enestecaso,q € Up y,portanto, g€, y BEUy;

*a>By a>g>B;enestecaso,g € Uy vy, por tanto, g€ 8L, y BEU;;
esdecir: B € Y 0P € A segiin que o > B o a < B; es decir, a es el dnico real que
puede dividir R por medio de la cortadura (2;,2,).

Dedekind recurre, pues, a las propiedades conjuntistas necesarias para poder afirmar que
“si (¥yq,2) es una cortadura de R, (U, Up) (endonde U; =3 N @, i =1,2) esuna
cortadura de ©)”, que es el punto esencial de la demostracion, puesto que es esta cortadura
la que nos proporciona el nimero real a. El resto es, entonces, una simple constatacion.
Asi pues Dedekind utiliza la propiedad distributiva:

RQ=REnQ =@ u)n@ =U1n QYUWUNQ

y la propiedad de absorcion del conjunto vacio: A n ¢ = ¢, que son las propiedades que
permiten garantizar la validez de sus afirmaciones. Constituye un uso implicito—que
jamads se explicita, ni en el manuscrito ni en el texto—pero absolutamente indispensable
para que la construccién de Dedekind del conjunto IR de los niimeros reales sea rigurosa—
libre de intuiciones geométricas—, que es el propdsito de Dedekind.

En el manuscrito, el paragrafo 5 se termina con la definicién de nitmero real positivo y
namero real negativo: son, respectivamente, los atalesque a > Qo <0.

Dedekind dispone de la continuidad del dominio IR de los nimeros reales, pero precisa
establecer que IR se puede dotar de estructura de cuerpo y, para ello, precisa de las
operaciones de suma, producto, diferencia y cociente. Seguidamente debera establecer las
propiedades de cuerpo. Este objetivro no se logra completamente ni en el manuscrito—en
el que Dedekind sblo define la suma y la diferencia—ni en el texto—en el que s6lo define
la suma.>?

56 En el manuscrito [1858, 208], Dedekind afirma que (2;, ) es una particién de R, y entonces
supone que o bien o € ¥%; o bien a € #; si & € Y, afirma entonces que, para todo a1€ Uy, &) < o
si pertenece a ¥,, para todo a, € #, 0,2 q. Sin embargo Dedekind no precisa en que se fundan
estas afirmaciones.

57 Recordemos con Fraenkel [1964, 52] que las cortaduras son “menos comodas en los cilculos
efectivos™ de lo que lo son otras presentaciones.
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Dedekind dedica el §6 del texto, “Operaciones con nimeros reales,” a las operaciones
y es interesante destacar la definicion, restringida a B, de ley de composicion [1872; 111,
329; 1901, 19]:

A fin de reducir una operacion arbitraria entre dos nimeros reales a0 y P a
operaciones con nimeros racionales basta definir, a partir te las cortaduras (A, A2)
y (B1, Bp) engendradas por los nimeros reales o y P del conjunto I, una
cortadura (Ci, C2) que correopondera (entsprechen) al resultado y de 1a opetacion.

La reduccion de “operaciones entre niimeros reales” a la operacion que a “A1 y Bi le
hace corresponder C1” es, una vez mas, un recurrir a la teoria incipiente de conjuntos; esta
correspondencia 1a explicita Dedekind en el caso de la suma (en el texto) y de la suma y la
diferencia (en el manuscrito).

En el caso de la suma, dados Aj y B, define:>®

Ci= {c € @: Jaj€ A; 3b1€ By (a1+ b 2 )}

y observa que C; # ¢ y que @} - C; # ¢ y por consiguiente induce una cortadura (es decir:
cumple la propiedad que caracteriza a las primeras clases de una cortadura). Esta cortadura
esta generada por un cierto nimero real Y que, por definicion, es 1a suma de oy P (es
decir: y=o + f). Y, si a y § son racionales, entonces esta suma coincide con la suma
racional.>®

A continuaci6n afiade, de acuerdo con la definicién de ley de composicién que hemos
dado mas arriba: “De la misma forma podemos definir las demis operaciones de la
aritmética elemental como, por ejemplo, la diferencia, el producto y €l cociente, la potencia
y la extraccién de raices, los logaritmo....”60

58 En realidad C; = {a1 + b1: a1€ A1 A b1€ Bi} que es la construccion del manuscrito [Dede-
kind 1858, 208]. En cierta forma Dedekind, siguiendo quizas las técnicas utilizadas entre ideales en el
citado suplemento X, define la sumas de reales por medio de sumas de conjuntos:

Ay +By={a;+b1:a; € Ayab; € B} ={ce @:Ja; € Ay Tby € B(c < a1+ b},

que constituye, sin duda, un recurso conjuntista.

%Ja oﬁeracién + deflnida en R extiende la operacién + que se tenia inicialmente en @ [Dede-
kind 1872; 1930-32, H11, 328; 1901, 22; 1858, 208].

60 En el manuscrito [1858, 208] Dedekind deflne, también, la diferencia, introduciendo la ley de
composicion interna que, a Ay y By le asocia

Ci={ce€ M: 3a; € A; b1 € By (c S ai;- by o)} = A1-B;.

Enuncia, adem4s, que o = (0—p) + P, etc... Y, al parecer, inicid un §8 con la multiplicacion (cf
[Dugac 1976, 46)).
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...y asi se llega a demostraciones aritméticas de teoremas (como Vo =3 V2 )
que, segln lo que yo conosco, hasta el presente no han sido demostrados jamas.
[Dedekind 1872; 1930-32, 111, 330; 1901, 22]

Este parigrafo del texto contiene el concepto de intervalo que le permite “evitar, en parte, la
dificultad en la definicién de las operaciones” [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 331; 1901,
22] y un teorema general que le permite extender las propiedades de ley operaciones
racionales al dominio aritmético de los niimeros reales, como por ejemplo, la ley
distributiva: (a +b) * ¢ = a * ¢+ b - c. Este teorema general, en la linea de generalizacion
de la definicién de ley de composicién, establece una cierta continuidad entre las
operaciones aritméticas y constituye el embrién de las 4lgebras topoldgicas; es una ley que
establece un cierto vinculo de regularidad entre las operaciones aritméticas de @ y el paso
al limite. Dice [Dedekind 1872; 1930-32, 11, 331; 1901, 23-24]:

...Bs facil ver que todo se reduce a demostrar que las operaciones aritméticas
poseen una cierta continuidad. Lo que quiero dar a entender con esto se puede
expresar bajo la forma de un teorema general: “Si el nimero A es el resultado de
una operacion realizada con los niimeros , f, v, ... y A se halla en el intervalo L,
entonces existen intervlos A, B, C,... que contienen a ¢, f, v,... tales que los
resultados del mismo célculo con niimeros arbitrarios de A, B, C, ..., en vez de a,
B, v, ... seran asimismo nimeros del intervalo L.

Este teorema es, ademds, para Dedekind [1872; 1930-32, 111, 331; 1901, 23-24],
“demasiado pesado” y es preciso buscar un “camino mas satisfactorio para introdudr las
ideas de variable, funcién y limite que permita darles una forma mas apropiada y que
permita fundamentar en ellos las definiciones de las operaciones aritméticas més ele-
mentales”.

El texto [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 331-334; 1901, 24-27] termina con el paragrafo
“Analisis infinitesimal,” paragrafo que no existia en el manuscrito pero del que, con toda
seguridad, disponia ya Dedekind en su curso de anélisis matematico de Brunswick. En el
Dedekind, tras establecer la definicion de limite nos ofrece €l teorema que, como veiamos
al empezar el anilisis de este texto, constituye la base de la fundamentacién del anélisis y
nos indica ademds que dicho teorema [/872; 1930-32, 111, 332; 1901, 24-25]: “Si una
magnitud [Grofe] crece de forma continua pero no va més allid de todos los limites
posibles, alcanza un valor limite,” es equivalente al principio de continuidad (IV) de IR..61

61 «“Una variable (continua) x tiende a un limite a cuando en su proceso x cae por fin entre dos

nimeros que contienen al nimero 4, o bien, lo que es lo mismo, cuando x- a en valor absoluto se
hace finalmente mis pequefio que un valor dado distinto de cero”. Eo curioso que Dedekind no recurra
aqui—seria la ocasién y el lugar adecuados—al concepto de intervalo.
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Esta es la presentacidén rigurosa—es decir, conjuntista—de la continuidad de R que
constituye, segiin Dedekind, 1a base de 1a fundunentaci6n del analisis real.62

En toda esta presentacién Dedekind pasa por encima del concepto de intervalo como si
pasara sobre ascuas; sin embargo este concepto lo hallamos en el manuscrito, en €l texto y
en un texto, titulado Intervalle.53 Este concepto, si lo hubiese utilizado con toda su
potencialidad, le habria permitido ofrecer un tratamiento conjuntista mas claro todavia.

En el texto Intervalle el propio Dedekind {1858, 209] dice:

Cada uno de las sistemas de niimeros racionales que apsrece en las cortaduras
...constituye un caso particular del concepto que sigue, concepto que facilitara las
reflexions que haremos mas adelante.

Este concepto es precisamente el concepto de intervalo que Dedekind [1858, 209] define de
la forma siguiente: “Un conjunto [System] de niimeros racionales es un intervalo si todos
los nimeros situados entre dos ntimeros del conjunto (§1) pertenecen también al
conjunto.” En esta definicién Dedekind hace referencia explicita al §1.64 La sugerencia
implicita que supone el hecho de que este texto se haya colocado a continuacién del
manuscrito, nos ha llevado a releer el paragrafo §1 del manuscrito y nos hemos encontrado
con que, en la propiedad II de dicho paragrafo, Dedekind introduce la misma definicién de
intervalo y afiade que los conjuntos infinitos de 1a forma

62 En un texto inédito que Dugac [1976, 199-203] nos ofrece en el apéndice XXXI y en el cual
Dedekind realiza un estudio exhaustivo del libro de Du Bois-Reymond Die allgemeine Functionen-
lehre, 1 de [1882], hallarnos las demonstraciones de cuatro teoremas de andlisis matemitico que
Dedekind nos ofrece utilizando su teoria de las cortaduras:

Teor 1. “Si un conjunto de nimeros reales esti acotado, tiene supremo e infimo”;

Teor 2. “Si y = f{x) es una funcién real y continua en {a, b], existe un ¢ € {a, b] tal que fix) < fic)
para todo x € [a, b], siendo f¢) el supremo de las y”;

Teor 3. “Si y=f{x) es una funcién real continua en [a, b], entonces para todo € positivo, existe un &
positivo tal que, en todo intervalo de longitud d, la oscilacién de f (diferencia entre supremo e
infimo de los valores y) es menor que €7;

Teor 4. “Con las mismas hipotesio que el teorema anterior, si fa) > 0 > fb), existe un ¢, minimo en
[a, b, tal que fic) = 0”.

Con ello Dedekind quiere mostrar, y esta era precisamente su intencidn y objetivo iniciales cuando en
1858 inicid las investigaciones de los nfimeros que ahora ns ocupa, que su teoria—conjuntista—de las
cortaduras es una teoria excelente que permite of recer demostraciones “mds breves y rigurosas” (cf.
[Dugac 1976, apéndice XXXI-8-, 201]).

Notese que, en la formulacidn del teorema 3, Dedekind recurre al concepto de intervalo que, de
haberlo Hevado a sus iltimas consecuencias, le habria permitido simplificar su propia presentacidn.

63 Véase [1858, 204]: es la propiedad III del orden de los niimeros racionales; Dedekind [1872;
1930-32, 111, 331; 1901, 22], en el que, de pasda, en el §6, lo introduce para poder establecer el
teorema general de continuidad que hemos citado més arriba y finalmente en [1858, 209], que
constituye un texto que Dugac afiade al final del manuscrito {c¢f. [Dugac 1976, 209]).

8¢ El texto Intervalle es un texto que viene encabezado por “§4. Intervalle”; esta numeracién
hace pensar que formaba parte de un texto mis amplio, del que constituia el pardgrafo cuarto.
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(@,¢c)={b€ M:a<sh<c}b

son intervalos y, en la propiedad III, el concepto de intervalo, observando que (a,c) y @
son intervalos; en la propiedad IV, por fin, introduce las notaciones (-, a) y (a, +°°) para
indicar las partes de una cortadura determinada en @) por un niimero racional a [Dedekind
1858, 209]. En Intervalle dice ademés que las clases de las cortaduras son intervalos.
Establece ademés una relacioén de inclucién entre intervalos “si todos los nimeros de un
intervalo A estin en un intervalo B, decimos que A es una parte de B” y ensguida afiade:
“todo intervalo es una parte de }.”66

Dedekind [1858, 209] enuncia ademéis una enumeracion de los posibles casos de
relaciones entre dos intervalos A y B..., en base a la particion de (@}, en tres intervalos A, A’,
A", particién que queda determinada por A y seguidamente afirma que, para comparar
“dos intervalos A y B”, basta comparar “los niimeros comunes a los intervalos A, A’, A”
con cada uno de los intervalos B, B’, B*57

Aqui Dedekind dispone de toda la artilleria coniuntista necesaria para formular la teoria
del orden de los niimeros reales e, incluso, para identificar el ndmero real con los intervalos
del primer tipo.63

En el manuscrito Intervalle Dedekind introduce ademas el concepto de intervalos
contiguos [1858, 209] vy, en el texto [1872; 1930-32, 111, 330-331; 1901, 23], el de
intervalo finito. Los intervalos contiguos son “intervalos disjuntos—in elementos comunes
—tales que su unién es un intervalo” y un intervalo A racional es finito cuando “existen aj,
ay € @ tales que A C (ay, ap)”. Las dos clases de una cortadura son intervalos contiguos y
jamas son intervalos finitos.

65 Introduce ademas la definicién de los intervalos semi-abiertos y abiertos, asi como simbolos
para representarlos.

6 Véase Dedekind [1858, 204, 209; 1872; 1930-32, 111, 331; 1901, 23]. Ademis usa la palabra
Stiick: porcion. Indiquemos, ademds, que Dedekind [1858, 209] utiliza el término enthalten tanto para
designar la pertenencia de un elemento a un conjunto (“Zu jedem Intervall A gehéren zwei andere a’,
A", welche zu R erginzen; A’ enthilt alle Zahlen ', welche kleiner sind, ab jede in A enthaltene Zahl
a; A" enthalt alle Zahlen a”, welche grosser sind, als jede in A, enthaltene Zahl @”) como la inclusion
de un conjunto en otro {[1858, 204]: “Sind alle Zahlen Intervalls R auch in dem Intervall S enthalten,
so heisst R ein Stiick von S, enhalten in S”). Mis adelante analizaremos un texto de Dedekind,
situado entre 1887 y 1897, relativo a la pertenencia y a la inclusion.

§7 En el texto [Dedekind 1872; 1930-32, 111, 331; 1901, 23] el intervalo A debe ser finito; este
requisito no aparece sin embargo en Intervalle, lo que implica que el subconjunto vacio de @ se haya
de considerar también como un intervalo.

68 Sin embargo Dedekind no identifica jamis el nimero real con la primera clase de la cortadura;
esto le habria permitido, por un lado, poder evitar la necesidad creadora de la mente—crear se habria
convertido en construir conjuntos y conjuntos de conjuntos. Este paso lo dard Russell en los Principles
of Mathernatics [1903] y lo hard con la caracterizacién de primera clase dada por Dedekind [Russeil
1903, 271]. La dificultad que nunca logré superar Dedekind fue la que consistia en identificar de
alguna forma las cortaduras no-esencialmente distintas. Ademais, en este caso, la eleccién de un
representante candnico no habria requerido el A.C.
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Finalmente introduce un apartado que titula “Adicién de intervalos” en el que asocia, a
cada pareja de intervalos A, B, el intervalo suma

C=A+B={a+b:a€AANbE B}

Esta definicidn, aparentemente algebraica, es una deflnicién absolutamente conjuntista.
Asocia un intervalo C a cada pareja de intervalos A y B. De hecho, Dedekind establece una
operacion en el conjunto de los intervalos, en un proceso generalizador propio de la teoria
de conjuntos y que seria absolutamente imposible fuera de ella.

3. El Suplemento X a las “Lecciones sobre la teoria de niimeros” de Dirichlet,
Segunda Edicion [1871]. En el periodo 1869-1870 Dedekind consigue, por fin, vencer las
graves dificultades que habia hallado para poder “fundamentar una teorfa general de los
ideales que iluminase, desde una perspectiva abstracta, el objetivo principal del libro”
[1930-32, 111, 396-397]%° y este dominio abstracto, como habia intuido ya en sus cursos
do algebra superior,’0 “era preciso para ligar el dlgebra y 1a teoria de niimeros por medio
de lo que tienen de mas intimo y profundo” [Dedekind 1930-32, 111, 400] y, una vez
vencidas todas las dificultades, pudo publicar esta teoria abstracta en el Suplemento X de la
segunda edicion de las Lecciones sobre Teoria de Nimeros de Dirichlet.7! Este
suplemento es fruto de una intensa reflexion por parte de Dedekind que lo llevaria a
convertir la teoria de nimeros en “una disciplina en plena madurez, dotindola de las
herramientas esenciales” [Bourbaki /1969, 130] y, tras su publicacién, Dedekind basard
toda su obra relativa a la zeoria de nimeros en esta técnica y metodologia.”?

En [1863] Dedekind publica la Primera Edicion de las citadas Lecciones de Dirichlet y
lo hace con un gran fidelidad a la obra de Dirichlet ya que, gracias a las miultiples
conversaciones mantenidas con Dirichlet a lo largo de los afios 1855-1858, habia podido
seguir de cerca lo “esencial de estas lecciones y habia podido discutir el porque de los
métodos utilizados en ellas” [Dedekind 1930-32, 111, 392]. Sin embargo a 1a hora de llevar
a término la publicacién, basindose en un proyecto de libro elaborado por Dirichlet,

69 Véanse los excelentes articulos de H.M. Edwards [1980], [1983] vy [1987].

70 Estos cursos corresponden a los semestres de invierno de 1856-57 y de 1857-58; son cursos
relacionados con la divisién del circulo y de dlgebra superior que Dedekind impartié en Gottingen, en
cuya universidad fue encargado de curso en el periodo 1854-1858, antes de convertirse en profesor de
la Escuela politécnia de Zurich.

7 P.G. Lejeune-Dirichlet, no llegd a ver ni siquiera la primera edicién de sus Vorlesungen iiber
Zahlentheorie que, gracias a Dedekind, aparecié en 1863. El apéndice X aparece por vez primera en
1a segunda edicidn, fechada en el afio [1871]; la tercera edicién hay que situarla en [1879] y la cuarta
edicion es de [1894]—siendo reeditada por la editorial Chelsea en [1968]—; es precisamente en esta
tltima edicién que el apéndice X se convierte en el apéndice XI.

72 Técnica y metodologia que podemos encontrar explicitada con todo detalle en su memoria Sur
la théorie des nombres entiers algebriques de 1876-1877. En ella se aleja de los métodos tradicionales
de Kummer (1847, 1847a; 1851] lo cual le creari ciertas dificultades con Lipschitz que entiende de
forma distinta la manera de hacer y presentar las matemiticas. Véase, al respecto, [Dugac 1976, 65].
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Dedekind se encontré con graves dificultades, segtin comunico a su amigo Henle [Dugac
1976, Apéndice XV, 170-171], no tanto en lo relativo al contenido de la materia en @
misma cuanto en la forma de exponerla.

Como ya hemos mencionado en diversas ocasiones Dedekind acompafiari las
Lecciones de Dirichlet de comentarios—Suplementos—de su cosecha personal y es
precisamente en el Suplemento X de la Segunda Edicién—que, segtin Bourbaki [1969, 104
edicién, 130],73 es una “obra de arte”—en donde Dedekind nos expone de forma
magistral, y con un estilo nuevo y un método absolutamente moderno que contrasta con
los de sus contemporaneos, la teoria de cuerpos, modulos e ideales.

Segiin Dugac [1976, 30], siguiendo la opinién expresada por Cantor [1932, 120], casi
un siglo antes, acerca de las investigaciones conjuntistas de Dedekind, es precisamente en
el Suplemento X en donde hay que buscar el “nacimiento de la teoria de conjuntos” de
Dedekind asi como “las fuentes de la matematica moderna”. Pero, en cierta forma, el
propio Dedekind era consciente de su aportacion. En el prefacio a la Segunda Edicién de
las Lecciones [1930-32, 111, 396-397] nos dice que en el Suplemento X ha pretendido
introducir: “una teoria general de los ideales a fin de poder iluminar con luz nueva, desde
un punto de vista muy abstracto, la totalidad de la exposicion del libro” y es precisament al
usar la expresién “desde un punto de vista muy abstracto” que Dedekind se refiere,
precisamente, a la teona de conjuntos. Esta abstraccidon—que consiste precisamente en la
introduccion de ciertas estructuras algebraicas—no “es una mera y simple abstraccién del
lenguaje” [Dieudonné y otros 1978, 111]. Es algo mucho més profundo y se halla en la
misma sintonia que las técnicas que hemos encontrado en otros trabajos suyos precedentes.
Dedekind necesita de una cierta teoria de conjuntos—de estructuras algebraicas, si asi se
prefiere—porque precisa calcular con ellas “ya sea utilizando operaciones conjntistas, ya
sea utilizando operaciones algebraicas” [Dieudonné y otros 1978, 111].%4

73 Esta opinién la hace suya Dugac en [Diendonné y otros 1978, 200].

74 Quizis sea de interés precisar, aunque sea muy someramente, cual era la situacién en manos
de Kummer y cual fue la aportacién de Dedekind.

Sabemos que Gauss en sus Disquisitiones Arithmeticae [1801] introdujo y estudié los enteros de
Gauss que son los niimeros de la forma a + b - i, con a, b € Z. Esta teoria se encuentra muy
desarrollada en su memoria Theoria residuorum biguadrsticorum {Gauss 1832]}. El conjunto Z[i] = {a +
b-i:a, b € &} tiene propiedades aritméticas parecidas al conjunto Z: es un anillo que admite
algoritmo euclideo de division, posee cuatro elementos invertibles — +1, +i — que reciben el nombre
de unidades y, en él, existen niémeros primos — nGmeros que no admiten deocomposicién alguna en
dos factores, salvo que uno de ellos sea una unidad—. En este anillo el nimero 3 es primo mientras
que, en cambio, el niimero S = (1 + 2 - §) - (1 - 2 - i) no lo es. Admite unicidad en la descomposicion
en niimeros primos. Z[i] es el anillo de enteros de un cuerpo—el cuerpo @Q(i)—de la misma forma que
Z es el anillo de enteros del cuerpo @; ello significa que @Q(i) se obtiene simetrizando 2[i] de la
misma forma que Q) se obtiene simetrizando Z a fin de que cualquier elemento no nulo del anillo de
enteros admita inverso respecto de la operacién producto en el cuerpo del cual es anillo de enteros.

Kummer al intentar establecer la imposibilidad de solucidn entera para z P=xP+y?, x,y,z € Z,
xyz % 0, con p primo > 2, procedid, alld por el 1840, de la forma siguiente zP =[x + y] - [x + {y] - ...

* [x + {P"1y] en donde U es una raiz p-ésima de la unidad (es decir, es un nimero complejo que
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satisface la equacion XF = 1 y las inecuaciones X" # 1, si r < p) y, por consiguiente, es de la forma {
= eZ;?Z y cumple la propiedad 1 + { + ... + P71 =0.

Asi pues Kummer amplid la aportcién de Gauss introducicindo los awrillos cicltomicos Z[(], en
dondeZ[{]= {ao"' a -t t..tap, P2a €2}

Kummer bautizé los elementos AC) = @y + ar £ + ... + apy - P2 aje Z, del anillo
ciclotémico Z[{] con el nombre de enteros complejos.

En la hipotesis de que el anillo ciclotémico Z[(] posea una aritmética semejante—fundamental-
mente por lo que se relaciona con la divisibilidad—aritmética de Z, entonces en el anillo Z[{] seria
posible establecer los siguientes hechos:

(i) los elementos x + {¥ -y son primos entre si, dos a dos,

(ii) cualquier divisor irreducible de x + {¥ - y es asimismo divisor de z? y, por consiguiente,

debe figurar con un exponente que sea divisible por p y, ademis,
(i) x+ ¥ -y esuna poteneia p-ésima a menos de un elemento invertible

y todo ello llevaria contradiccidn. Esta contradiccidn habria establecido pues la imposibilidad de
hallar soluciones enteras para las ecuaciones de Fermat, con p > 2.

Dirichlet, sin embargo, se da cuenta de que la suposicién de la unicidad de decomposicién no
estd justificada en absoluto. Como ejemplo consdérese el anillo Z[V-5] En él se tiene que 6 = 2- 3 = [1
+4/=5] - [1 - ¥=5] , en donde los nimeros 2, 3, 1 + Y5 y1- ¥=5 son nfimeros primos del anillo 2Z[V-51.

Se observa, ademds, que 3 es irreducible, puesto que si tuviésemos 3 =[x +y - NG5 [z rwe
V5], resultaria que 3=[x ~y- ¥=5]- [z - w- ¥=5] y por conaiguiente 9 = [x2 + 5)2] -[z% + 5u?].

Sin embargo 3 = u? +5v2 carece de soluciones entras y, por consiguiente, uno de ambos factores
debe ser 1 y el otro debe ser 9. Ello nos Heva, por ejemplo, ax =+ 1, y = 0. De modo que 3 =+[z +
w - 4=5]; de ahi que z =13, w = 0. De todo ello resulta que 3 es irreducible en 251

A pesar de ser irreducible carece de una propiedad caracteristica de los miimeros primos en el
anillo Z, puesto que 3 divide al producto [2 + ¥=5] - [2 = ¥=5] vy, en cambio, no divide a ninguno de
los factores. Ademis, en el anillo ciclotomico Z[v-5], se conculca otra propiedad muy importante de
la divisibilidad en Z: 9 =3 - 3 = [2 + ¥=5] - [2 - ¥=5], en donde ambos factores son primos entre si
y, sin embargo, no son cuadrados perfectos. De todo ello se deduce que la hipétesis de
Kummer—“con un aritmética como la de Z”—es falsa, por lo menos, en cierto anillos ciclotdémico.
(El primer ejemplo que se logrd en este sentido y en el que trabajaron Cauchy y Kummer fue Z[{], en
donde { designaba una raiz 23-ava de la unidad.)

A partir de [1847; 1847a] Kummer a fin de garantizar la imposibilidad de la ecuacién 27 + yP =
ZP, e decir, a fin de poder garantizar 1a unicidad de la descomposicidn, introdujo los niimeros
ideales—que, seglin Dedekind, “jamés fueron definidos.” Por ejemplo, es posible descomponer d
niimero 6 en la forma

6='\/52 I:E'? . 1-\-/_1%:; =o2- B;- B2

y entonces 6 el producto de cuatro mitmeros ideales de 2[‘\/-5- 1. Asi Kummer, ademas de los ntimeros
primos, introduce los nimeros ideales y con ello, en ciertos anillos, se consigue la unicidad de la
descomposicién que, como hemos visto, constituia el meollo de la cuestién en la presentacion de
Kummer de la demostracion del #ltimo problema de Fermat. Se pierde no obstante la validez del
teorema de Euclides y e pierde también Ia nocién de numero primo, en el sentido de que ciertos
nameros irreducibles—que no se pueden descomponer—se comportan como si fuesen compuestos.
(Como contrapartida véase el comportamiento del anillo Z[0] [Kline 1972, 822].)

Utilizando esta nueva técnica Kummer logra demostrar la imposibilidad de soluciéon de z P + y #
= z P, para cualquier nimero primo 2 < p < 100, con excepcidn de 37, 59 y 67.

Dirichlet, entre los afios 1840 y 1846, publicard una serie de notas todas ellas relativas a los anillos

2[06], en los que § € € y satisface ademss una ecuacion del tipo: X +a; - 7%l + ..+ a,=0,a; € Z
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Dedekind se planteard también 14 cuestion relativa a 1a unicidad de factorizacién y lo
har4 siguiendo las inspiraciones e intuiciones de Gauss y de Dirichlet. Son precisamente
esta inspiracidn e intuicién las que encontramos perfectamente recogidas en el Suplemento
X: Uber die Composition der biniren quadratischen Formen que consta de los paragrafos
159-163 de las mencionadas Lecciones de Dirichlet. El texto [Dedekind 1872; 1930-32,
111, 224] es de una gran originalidad para su época. Empieza con el concepto de cuerpo de
nimeros:75 es un conjunto infinto de ntimeros reales o complejos [“System von un-
endlichen vielen reellen orden Komplexen Zahlen”] cerrado y completo (es decir: alge-
braicamente estable’®).

Seguidamente Dedekind introduce la inclusién de dos cuerpos y la interseccién de dos
cuerpos, utilizando no obstante palabras que pide prestadas a la estructura algebraica de los
nimeros. Dice [Dedekind 1871; 1930-32, 111, 224] que un cuerpo A es un “divisor de un
cuerpo M, cuando todos los niimeros contenidos en A se hallan también en M.”77 Los
elementos comunes a dos cuerpos A y B forman un cuerpo D que denomina el mdximo
comun divisor de A y B [Dedekind 1871; 1930-32, 111, 224]. En este texto Dedekind no
introduce ningiin simbolo para designar ni la inclusi6én ni la interseccién.”®

y estudiard sus elementos invertibles o unidades. Asi esaban las cosas al respecto cuando
intervinieron Dedekind y Kronecker. (Para una mayor informacién véase, por ejemplo, [Dieudonné y
otros 1978, 201-227].) ’

75 Es esta la primera vez que Dedekind usa estas palabras que, no obstante, reencontraremos en
[Dedekind 1872] y que se incorporari de forma naturar a la terminologia mateméitica—“concepto que
parece apropiado como basse del algebra superior.”

El cuerpo numérico minimo es @ y el cuerpo numérico miximo es R. Dedekind utiliza la palabra
“Kiirper.” :

Mis adelante [Dedekind 1930-32, I, 105-158] introduce los Jrdenes que no son otra cosa que
subanillos especiales del anillo de enteros de un cuerpo de ntimeros algebraicos K. El concepto de
anillo fue introducido por David Hilbert en [1897].

76 Dice Dedekind: “abgeschlosen und vollstindig” y lo que Dedekind [1871; 1930-32, 111, 224]
entiende, en este contexto, es que un cuerpo es estable para las operaciones +, — , * y + : “cada una
de estas operaciones asocia un nfimero del mismo conjunto, a cada pareja de niimeros arbitrarios del
conjunto.”

77 Dedekind dice también que M es un multiplo de A. Indiquemos, de pasada, que Dedekind no
dispone afin de ninguna palabra especifica para designar la pertenencia de un objeto a un conjunto; en
esta definicion wvsa las palabras “enhalten” (contenidos) y “vorfinden” {que se hallan en).

El cuerpo ) “divide a todos los cuerpos” {Dedekind 1871; 1930-32, III, 224].

78 En cambio, en su memoria Uber die Anzahl der Ideal-Classen in den verchiedenen Ordnungen
eines endlichen Kérpers, datada en 1877 [Dedekind 1877; en 1930-32, 1, 105-157], introduce, al igual
que antes, las operaciones conjuntistas entre grupos, pero ahora, ademis, introduce los simbolos A <
M para indicar que A es un divisor de M y A-B para indicar 1a interseccion de los cuerpos A y B.
Ademis introduce al minimo comiin miltiplo de A y B que designa por medio de A + B= {a + b: a€
A, BE B} y observa que estas operaciones entre grupos satisfacen ciertas relaciones que ponen de
manifiesto “la dualidad que hay entre las nociones de maximo comin divisor y minimo comin
miltiplo.” Se ha dicho que este articulo constituye el antepasado de la reoria de grupos reticulados
(véase Dugac [1976, 72 nota de pie de pigina]).

Conviene observar, sin embargo, la diferencia que hay entre las definiciones A- B y A + B. La
primera es conjuntista—el miximo conjunto comin a los conjuntos A y B —; la segunda es
algebraica, a pesar de que después resulte que, desde el punto de vista conjuntista, sea el minimo
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También considera los morfismos @ que, a cada elemento de un cuerpo A4, le hacen
corresponder un nimero b = @(a), de manera que

@la + a') = ¢(a) + ¢(a)
olaa’) = ¢(a)p(a)

y observa que el cosjunto de las imagenes B = @(4) = {@(a): a € A} es un cuerpo
[Dedekind 1871; 1930-32, 111, 224].7° Asi se obtiene un cuerpo conjugado de A (lo
dessigna “konjugiert” [Dedekind 1871; 1930-32, 111, 224].)

Seguidamente Dedekind considera la dependencia y la independencia lineales
(“voneinandere abhdngig oder unabhdngig;” [Dedekind 1871; 1930-32, 111, 224]) de
nameros con coeficiestes en ) exactamente igual a como hoy se hace en los textos de
algebra lineal e introduce el concepto de base de un cuerpo Q que, en tanto que Q-espacio
vectorial, tenga dimension finita [1871; 1930-32, 111, 225]. Dedekind [1871; 1930-32, I11,
225] ofrece entonces la condicion que deben cumplir los n? coeficientes racionales ;j de n
niimeros complejos wl,....,w", expresados en una base wi,...,.0, para que a su vez
constituyan una base. La condici6n es: det(h;j) # 0 [Dedekind 1871; 1930-32, 111, 225}.

Todo el paragrafo §159 estd dedicado, a partir de entonces, a los cuerpos que son

extensiones de dimensién finita sobre el cuerpo @; es decir, aquellos cuerpos Q cuyos
n

elementos son de la forma w = 2 h; - w; en donde w;,...,w, son B-linealmente inde-
i=1
pendientes; n es el grado del cuerpo (que es finito); estos cuerpos se pueden caracteritzar
por medio de las n primeras potencias sobre ciertos niimeros 6 que son ceros de ciertos
polinomios irreducibles de grado n, que Dedekind [1871; 1930-32, 111, 225-227] establece
n

observando que el producto de dos elementos de la forma w = Z h; w; serd del cuerpo ssi
i=1
lo son los % n(n + 1) productos diferentes w; * w; (i <) de los elementos de la base.
Establece asimismo la condici6n para que n elementos de un cuerpo formen base e
introduce el concepto de transformacion lineal biyectiva [Dedekind 1871; 1930-32, 111,
228189 asi como el concepto de cuerpo conjugado de un cuerpo Q(w) dado, y el concepto
de norma de un elemento.?1

conjunto que contiene a la vez a los conjuntos A y B, manteniendo, no obstante, la estructura
algebraica.

En este trabajo la utilizacion de los simbolos algebraicos para indicar operaciones conjuntistas
hace sospechar la gran importancia motivadora que la teoria de nimeros tuvo en la mente de Richard
Dedekind a 1a hora de elaborar su teoria de conjuntos “ad hoc.”

7 En la 49 edicidn hace servir la notacién af que le permite una notacién “mds natural de la
composicion de aplicaciones” (véase [Lejeune-Dirichlet 1894, 462] o [Dedekind 1930-32, I, 27]).

80 Una extension de dimension finita obre @ la podemos caracteritzar per medio de una raiz de un
polinomio irreducible; las demis raices generan otras extensiones de dimension finita sobre @ que
poseen la misma dimension. Todos estos cuerpos son conjugados entre si y la aplicaciéon que
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Tras este anilisis de las extensiones finitas del cuerpo @) y tras haber observado [1871;
1930-32, 111, 236-237] el resultado importante que establece que “todo cuerpo finito sobre
(@} esta caracterizado por un elemento w” Dedekind pasa a analizar “quién y cémo son los
enteros de estos cuerpos” [1871; 1930-32, 111, §160, 236-242].82

En primer lugar introduce el concepto de niimero algebraico como aquel niimero 0 €
T que satisface una ecuacién

¢)) Or+qg.c O l+ L +ayq-0+a, =0, € Q1 <i <n)

y 6 es un entero algebraico ssi todos los coeficientes a; € £. Los enteros algebraicos
constituyen un cuerpo que contiene a {j y los enteros algebraicos constituyen un anillo v,33
contenido en dicho cuerpo que, a su vez, contiene a £. Por lo que a la divisibilidad se
refiere, en v es posible establecer definiciones semejantes a las que se cumplen en £.84

Disponiendo ya de todas estas definiciones y propiedades, Dedekind establece las
definiciones siguientes:

Dados dos enteros algebraicos o y B, o es divisible per § ssi a = §°y, en
donde y es un entero algebraico.

transforma una raiz en oira, extendida por linealidad a los restantes elementos, nos proporciona un
isomorfismo entre dichos cuerpos.

81 1.a norma de un nitmero ( es precisamente el producto de los n valores conjugados de (.
Véase, mis adelante, la nota 90.

82 E] problema de fondo que preocupaba en relacién con los enteros algebraicos era, como ya
hemos precisado en 1a nota 76, el problema de la unicidad de factorizacion; era preciso establecer una
teoria de la factorizacion y era necesario que contemplase wn feorerma de unicidad, teoria y teorema
que hasta el momento ni Kumier ni Dirichlet, ni el propio Dedekind, habian logrado resolver. Esta
preocupacién la encontramos expuesta con toda claridad en su manuscrito francés de 1876-1877: “El
problema que se nos plantea consiste en establecer las leyes generales de la divisibilidad que rigen
en los sistemas v de los enteros algebraicos de un cuerpo de nlimeros algebraicos de grado n” y esto
hay que hacerlo “desarrollando los principios generales de la teoria general...que he publiculo en la
segunda edicién de las Lecciones de la teoria de nimeros de Dirichlet” [Dedekind 1930-32, 111, 263-
264]. Nosotros utilizaremos ahora el apéndice de la segunda edicion ahora el articulo de 1876-1877—
cuya exposiciéon metodolégica y sistemitica lo convierten en un texto de referencia muy importante
para seguir las ideas de Dedekind en tormo a esta cuestion—. Tales presentaciones serin sis-
tematizadas completamente en el Suplemento XI de la 4% edicion de las Lecciones de Dirichlet
[Dedekind 1930-32, i1, 2-222]).

83 Dedekind [1871; 1930-32, HII, 223]: la suma, la diferencia y el producto de dos enteros
algebraicos es un entero algebraico.

84 Dedekind [1871; 1930-32, 111, 237): o es miltiplo de B ssi o/B es un entero algebraico; o = B
mdd vy ssi a—-f es miltiplo de y. Los enteros algebraicos tiene, ademis, una propiedad realmente
importante: dado un entero algebraico a y un cuerpo K, existe un polinomio @, irreductible en X, tal
que @(o) = 0 [Dedekind 1871; 1930-32, 111, 238; 1876-77; 1930-32, 11, 263-265].
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€ € v es una unidad ssi € divide a cualquier otro nimero algebraico.85

La dificultad se encuentra en la primalidad de los niimeros enteros algebraico y a que
“en el dominio de todos los enteros algebraicos no existen niimeros primos, puesto que
todo entero que no sea una unidad se puede descomponer en producto de dos o mas
enteros algebraicos que no son unidades” [1876-77; 1930-32, 111, 264].86

Para recuperar la existencia de los niimeros primos—que Dedekind [1876-77; 1930-
32, 111, 279] Nama indescomponibles porque, por lo que a la divisibilidad se refiere, no se
comportan como auténticos niimeros primos—, introduciré ciertos cuerpos de nimeros
algebraicos y sus correspondientes anillos de enteros. A tal fin considera un nimero
algebraico 6 de grado 7 (es decir, un niimero algebraico para el cual el polinomio X* + g; *
X1+ . +ap1° X +a, =0 que interviene en (1) es irreducible) y entoces resulta que

DO)=Q={go+q1 - 0+..+gp1"0"1:q; € @, 0<i< n-1}

es un “cuerpo finito de grado n” [Dedekind 1876-77; 1930-32, 111, 264].87 Este cuerpo lo
podemos clasificar en dos clases: la clase v de los enteros algebraicos38 y su comple-
mentario que esti fonnado obviamente por los nimeros algebraicos fraccionarios.
Dedekind establece trivialmente que el conjunto de los enteros algebraicos’ es un
subconjunto propio del conjunto de los niimeros algebraicos de la misma forma que Z lo
es de @ y que ademais el conjunto £ estid contenido en el conjunto de los enteros
algebraicos. Estos cuerpos de nimeros algebraicos y sus correspondientes anillos de
enteros tienen propiedades muy semejantes a las que poseian el cuerpo de todos los
néimeros algebraicos y su anillo de enteros. En ellos se pueden reestablecer las definiciones
de divisibilidad y de elemento descomponible e indescomponible.3®

85 Véase [Dedekind 1876-77; 1930-32, I1I, 264]. En el Suplemento XI de la cuarta edicion de las
Lecciones de Dirichlet nos dice que € es una unidad ssi existe otro entero €' tal que € - € = |
[Dedekind 1894, 1930-32, 111, 98].

86 De hecho, dice [Dedekind 1871; 1930-32, 111, 239 y 1876-77; 1930-32, 111, 264]: “a deberia ser
primo si no fuese una unidad y solamente tuviese como factores unidades € y enteros algebraicos del

tipo € - a.
87 Dicho cuerpo se obtiene adjuntando 6 a @.

88 Existen enteros algebraicos 01 ,..., 0, tales que cualquier otro entero algebraico del cuerpo es
de la forma hy- 01 + ... + hy - 0, en donde hy,..., hy son enteros racionales: asi pues v es un Z-
médulo que posee una base formada por los elementos 01 ..., 8, [Dedekind 1871; 1930-32, 111, 242].

8 Dedekind [1876-77; 1930-32, 111, 266] dice que: “un nimero del conjunto Q = {gg + g1 - 6 ... +
gn-1-0"1l:gi€ @, 1< i<n-1},endonde f(6) =ag + ... + an-16""1 + 8% = 0 con firreducible,
es descomponible ssi es producto de dos niimeros de Q, ninguno de los cuales ea una unidad.”

(En este contexto Dedekind define 1a norma de un elemento v € Q de la forma siguiente: si » =

20)=qo+ q1 -0 ... + gn-1 - 6”1, entonces podemo considerar los elementos wj =g @) =90 +q1
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Pero ahora, de nuevo, la dificultad se encuentra en la primalidad de los niimeros
enteros algebraicos y el “problema que se nos plantea consiste en etablecer las leyes
generales de divisibilidad que rigen el sistema v” [Dedekind 1876-77; 1930-32, 111,
2641,%0 y para poder resolver esta dificultad Dedekind se ve obligado a recurrir amplia-
mente a la reoria de conjunios.

Esta aproxcimacién de Dedekind [1876-77; 1930-32, 111, 268] a la teoria de conjuntos
desde 1a teoria de nimeros viene de la mano de los ideales que define con toda precision
porque,®! seglin Dedekind, la extraordinaria aportacién de Kummer no “logra definir los

-1
4. +onl. e}' (1< i <n~-1), endonde 6, 61,..., 01 son las raices complejas de f (6) = 0. Estos
elementos son los que permiten definir Ia norma de w:
N((ﬂ)= W W e Wy -

y entonces es facil constatar que un elemento () es una unidad ssi N (w)==%1.)

90 En el trabajo francés que de hecho es el que hemos seguido en nuestra exposicién anterior—,
Dedekind hace un repaso de la problemitica de Kummer [185]1 ] en relacion con la unicidad de la
descomposicion en el caso de los cuerpos ciclotémicos y, como ya hemos indicado, puede ocurrir que
un nimero descomponible se puede representar de miiltiples maneras, completamente diferentes como
producto de miimeros indescomponibles. Es decir, a los nimeros indescomponibles—que no des-
componen—Iles falta una propiedad propia de los nfimeros primos: si un nlimero primo divide a un
producto debe dividir necesariamente a uno de los factores y ello ahora, como hemos indicado ya, no
ocurre necesariamente [Dedekind 1876-77; 1930-32, 111, 280].

Seguidamente hace una reflexién sobre la aportacion de Kummer de los niimeros ideales que
constituyen, dice “un descubrimiento realmente profundo y fecundo” [Dedekind 1876-77; 1930-32, U1,
2671.

91 Ya hemos hablado del anillo QO = Z[W5]={x+y - 6: x, y, z € Z}, en donde O es una raiz de la
ecnacién 92 + 5 = 0. En este anillo tenemos Gnicamente los siguientes elementos indes-componibles:

a=2, b=3,c=7, b1=-2+0, by=-2-0, c1 =2+3°0,c 3 =2-3'9,
d1=1+0,d9=1-8,e1=3+0, e 2=3-6, f1=~-1+20, fo=-1-20, g1 =410, g2=4-86.

Estos elementos indescomponibles estdn ligados por las siguientes relaciones:

2
o)) ab=dids, b2=b1bp, aby =d1 ,
2
2 ac=eqey, c=cicoaci= e ,
3) be=fi1f2=g182, af1=d1€y1,ag1=dez .

y por consiguiente uno de estos elmentos indescomponibles divide al producto de otros dos sin dividir
a ninguno de los factores. Asi pues, como ya hemos repetido con anterioridad, los elementos

indescomponibles del anillo ciclotémico 2[‘\/—5 ] carecen de una de las propiedades propias de los

nimeroe primosa de &, que es precisamente la propiedad de Euclides, indispensable para establecer
la unicidad de la descomposicion.

Para eliminar esta diflcultad de Q, Kummer introduce cinco nfimeros ideales: o, B3, B2, v1, ¥2
que e hallan caracterizados por
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nimeros ideales. Solo consigue su divisibilidad.” Es en este punto donde incide Dedekind
[1876-77; 1930-32, 111 268-269] y donde plantea la necesidad de “introducir de forma

2 2 2 2
a=a3,b=Py1, c=y1v2, b1=P7, b2=P, c1=Y;, c1=Y;,:
di=0of),dy=0fz,e1=ay), ex3=0ayy,

S1=B1Y1, f2=B2v2 g1=0B1v2 g2= Bav1,

y serdn precisamente estos nuevos elementos indescomponibles los que se comportarin como los
auténticos (?) mimeros primos en 2.

Ahora Dedekind intentara justificar la aparicion de lo niimeros ideales por el hecho de que en 2
“basta observar la forma como se comporta un nimero como divisor para conocer completamente la
constitucion esencial del nimero.” Y dice [Dedekind 1876-77; 1930-32, 111, 281}:

Si sabemos, por ejemplo, que un nimero positivo a divide a un producto de dos

cuadradossdlo si divide por lo menos a uno de dichos cuadrados, concluiremos con toda

certeza que a es igual a 1, o bien que @ es un nfimero primo o bien que es el cuadrado de un

nfimero primo. Igualmente es cierto que un nimero a contiene un cuadrado distinto de la

unidad cuando se puede establecer 1a existencia de un niimero que no es divisible por a, pero

cuyo cuadrado es dvisible por a. Asi pues, si para un cierto ndmero a podemos establecer uno

de estos dos caracteres, deberemos concluir con toda certeza que a es el cuadrado de un

nimero primo. ;

Y seguidamente justifica la necesitad de introducir el nimero ideal a. Para ello considera un
elemento w =x+y* 0 y considera su norma N (©) = x2 + 52 y su cuadrado w2 =x2 + 2xy - § —
5y2. De ahi que

w? = M) = 2(xy * 6 - 52)
por consiguiente, 2 = N(«) méd 2. De ahi resulta que

w2 w2 = N(0) N (&) mobd 2.

Ahora bien, para que 2 divida a ©2w'2 es preciso que divida a uno de ambos cuadrados. Si tomamos
@ =x + 0 con x e y impares, se obtendri un nfimero « que no serd divisible por 2, pero cuyo
cuadrado d lo serd. Teniendo en cuenta la observacion aaterior, resulta que “el mimero 2 se comporta
en el anillo ciclotémico Z[V=5 | como si fuese el cuadrado de un nimero primo & [Dedekind 1876-
77; 1930-32, 111, 282]. De todo ello resulta que un nlimero w =x +y * O es divisible por a ssi M) es
par. De ahi la relacion de Dedekind

(o) xX=y mobd 2.

Por medio de razonamientos anilogos Dedekind logra justificar la necesidad de los restantes cuatro
niimero ideales de Kummer 1, $2, 1, y2 Vv obtiene las ecuaciones asociadas a ellos:

(I X=y mod 3;
B2 x =—ypy méed2
v » x=3y mod 7;
(v 2 ¥==3y mod7.

Asi resuelve y justifica Dedekind [ /876577 7930-32 11, 278-286] la presentacion de los mémeros
ideales de Kummer.
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rigurosa” estos nuevos entes y nos dice que la “creacion de estos nuevos entes’9? se nos
hara mas “evidente” si la “compararnos con la introduccion de los nimeros irracionales.”
Como nos recuerda Dugac [ /975 68, nota], en este paragrafo hallamos “la justificacion de
nuestro intento de mostrar la unidad profunta de la matanatica de Dedekind y yo afiadiria
que esta unidad profunda tiene como recurso Gltimo, intimo e irrenunciable la &eorda
Lnciplente de confumtos

Dedekind [ /876-77 7930-32 111, 269, nota] de alguna manera fija las exigencias de la
creacion, recorddndonos las que respetd en la creacion de los rew/es Disponemos de una
estructura algebraica—el cuerpo (@, +, -, -, +) —bien determinada; la creacion debe
hacerse de manera que se extienda esta estructura algebraica y por medio de una “tGnica
definicion creadora.” Entonces, siguiendo de alguna mallera su propias huellas y a la vez
las huellas de Kummer, impone las restricciones a las que debe someter su creacién: “no
definiré un nimero ideal, definiré la divisdibilidad de los nmimeros de un cierto dominio
numeérico de ndmeros divisibles por un ndrnero ideal.” Y entonces afiade:

Ello nos lleva de una manera absolutamente natural a considerar el conjunto
[ easembld de todos los numeros o del dominio v—de todos las enteros
algebraicos—yque son divsibles por un nimero ideal determinado. [Dedekind /875-
77 1930-32 111, 2701

Asi se obtiene un ideal de enteros algebraicos. Cada aimero ideal de Kummer
pProporciona un fdeal en el sentido de Dedekind. De nuevo Dedekind, utilizando la enorme
simplicidad de su  capacidad creadors, considerara los ideales mas simples

(M) ={p- v: we v}, en donde | € v esta determinado.
Son los rsdeales principalesy tienen dos propiedades caracteristicas que se fundamentan en
las propiedades de los enteros algebraicos (¥ en el hecho de que estos constituyan un
anillo). Estas propiedades son: '

i.p-otp- o'=u- j0xol; 2.4 0] o'=p- [0 ©]

y, por consguiente, (i) es cerrado por suma y diferencia y absorbe, por producto, los
elementos de v.

92 Esta introduccion de nomeros nuevos es legitima y volvemos a encontrar aqui la capacidad
creadora del matematico--capacidad a la que Dedekind no guiere renuneiar—, pero también ahora
esta capacidad creadora requerira de la feans de coafuatos

93 Podemos comparar este acto creador que evita las definiciones ontolégicas y ofrece, de hecho,
definiciones relaciomales con la mayor creacién de las matematicas griegas que of reciera Eudoxo.
Ese genial matematico griego, evitando la definicion ontolégica de rszdz—que con la aparicion de
las magnitudes Zlrcoamensurables habia perdido toda su razon—, ofrece un camino nuevo a los
matematicos griegos y a sus sucesores introduciendo la definicion relacional de fgualdad eotre dos
razones esto es, el concepto de proporcidn (véase Euclides [ 7970 Libro V, definicion 5].
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De este analisis Dedekind [ /875-77 7230-32 111, 271] extrae la definicion de ideal de
un cuerpo £

Todo sistema @ de numeros enteros de un cuerpo L2 que posea las dos propiedades
siguientes:

I. la suma y diferencia de dos nimeros cualesquiera del sistema @ son también
numeros de este mismo sistema,

II. todo producto de un nimero del sistema Q por un ndmero del sistema v es un
nimero del sistema Q |

se denomina un ideal del cuerpo.%4

Entonces Dedekind se halla ya en situacion de establecer la dresrérfidzdentre ideales
que constituye—y esto es lo que realmente nos interesa destacar—una propredad
conyuntista

94 Es interesante observar en este contexto que, si bien Dedekind menciona la posibilidad de
recorrer a la capacidid creadora que la permitiria asociar vn gémero rdeal nueve de forma gue todo
tdeal foese principal no lo hace. Dice:

Ahora, si perseguimos el objetivo de comseguir, mediante la introduccion de los nimeros
ideales y de una forma de lenguaje correspondiente, que las leyes de la divisibilidad del
dominic numérico v tengan una conformidad completa con las que reinan en el dominio de
los enteros racionales, e obtiene que las definiciones de los nimeros ideales y de la
divisibilidad para dichos nGmoros deberdn enunciarse de tal forma que los dos teoremas
elementales que hemos expuedo mas arriba, 1 y 2, se mantengan aun cnando | no sea un
nimero que realmente exista, sino mas bien un nimerc ideal, y por condguiente las do
propiedades I y II perteneceran no s6lo a los ideales principales sino también a cualquier otro
ideal. Hemos hallado, pues, por medio de este analisis un caracter comin a todos los ideales;
a cualquier ndmero ya sea existente o ideal, corresponde un ideal completamente deter-
minado @, que debera gozar en todo caso de las propiedades I y II

Pero un hecho que tieme una importancia mucho mayor todavia, y de la cual no he
podido demostrar rigurosamente su veracidad de forma rigurosa mas que después de muchos y
vanos esfuerzos y tras haber remontado gran cantidad de dificultades, es que, reciproca-
mente, cualquier sistema @ que posea las propiedades I y II es también un ideal, es decir que
@ constituye el conjunto de todos los nimeros o del dominio a que son dividbles o bien por
un nimero existente bien determinado o bien por un nimero ideal, indispensable para
completar la teoria. Las dos propiedades I y II son pues no solo condiciones necesarias, sino
también suficientes para gue un sistema mumérico @ sea un ideal; cualguier otra condicidén a

la que se quiera someter los sistemas numeéricos @, si no constituye una simple consecuencia
de I y II, haria imposible la explicacion completa de todos los fendmenos de la divisibilidad
-en el dominio Q. )

Esta constatacién me ha conducido naturalmente fundamentar toda la teoria de nimeros
del dominio v sobre esta definicién tan simple, completamente libre de toda cbscuridad y de
la admision de los nimeros ideales. [Dedekind /87677 /930-32 111, 271-272].

Y, en una nota de pie de pagina realmente importante en el proceso mental de Dedekind [ /87
77 7930-32 111, 272], afiade: “Esta perfectamente permitido, aunque no sea necesario en absoluta,

hacer corresponder a todo ideal @ un nimero ideal que lo engendre, caso de que el ideal no sea un
ideal principal.” ’
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o es divisible porm ssi a =y - 0 € (U).

De 1a propiedad Il resulta que (o) < ().

Reciprocamente, si (o) € (u), entonces @ € (o). De donde: o € (u) y por con-
siguiente o = 4 - 0 y p divide a o.

A partir de los ideales principales hemos deducido una propiedad conjuntista que
equivale a la divisibilidad. A partir de ella, Dedekind [1876-77; 1930-32, 111, 272] establece
~—por simple generalizacién—el concepto de divisibilidad entre ideales cualesquiera. Dice
[1876-77: 1930-32, 111, 272]:93

Un ideal @ es divisible por un ideal b o es mdltiplo de b ssi todos los
elementos del ideal @ son miembros del ideal b.

Un ideal p, diferente de v, que carezca de divisores distintos de si mismo y de
v, s un ideal primo.

Conviene indicar que v es el ideal unitario—el ideal de todos los niimeros algebraicos
enteros—. Este ideal divide a los dema4s ideales. Con estas definiciones resulta, pues, que
un ideal primo es un ideal maximal propio—distinto de v—respecto de la inclusi6én.%¢

Disponiendo ya de la divisibilidad de ideales es natural que Dedekind [1876-77; 1930-
32, 111, 272-273] se cuestione acerca del producto de dos ideales:

sia y bson dos ideales, entonces su producto @ - b es el ideal
n

a-b={Y) a “bi: acabchneN};

i=1

es decir, el ideal de todas las sumas finitas de productos de elementos del ideal a con
elementos del idealh.

Ahora es facil constatar que @ - b es un ideal y ademas es divisible pora 'y por b (es
decir, a-b c @y a-bC b). Con todo Dedekind [1876-77; 1930-32, III 273] nos dird
que la trabazén intima y profunda del producto y de la divisibilidad pasan por el
establecimiento de dos teoremas:

si el ideal ¢ es divsible por el ideal @, existira siempre un ideal b, y s6lo uno, tal que @ -
b=c¢

95 @ | B ssi @ S b, que es una definicion absolutamente conjuntista de la divisibilidad de los ideales.

9 Aparece asi otra definicién aritmética absolutamente conjuntista.
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Ser4 ahora cuando Dedekind [1876-77; 1930-32, 111, 278-296] desarrollara con todo

lujo de detalles el anillo ciclotémico 2[‘\/2] ={a+ &" \/-—5_ : & be Z} y cuando

establecera qué ocurre con el teorema de zarcridad de fa descomposicidnpara este cuerpo
en particular. Para llevar a cabo de una forma rigurosa su objetivo, Dedekind [ /876-77
1930-32 111, 288-289] precisara de las propiedades de los modulos—de hecho precisara
solo dc las propiedades de los Z-modulos:

Un ideal generado por Q;, ..., O es el sistema

z
(og,...,000 = { Z A7oag Aje v(B}

r=1

Dedekind dispone de los ideales (0), (1) = v(# y de los ideales principales(0).
Entonces analiza, en el seno de (Q['\f—? ] losideales 2}y (2, 1 + \/——5 ) y observa que (2 )
z 2,1+ V-5 ), entendiendo que dos ideales @ = (0y,...,00 Yy b = (B,,...,B ;) son iguales
ssi lodo elemento del primero es vn elemento del seguado y todo elemento del segundo o
es del primera®’ Ademas observa [Dedekind /876-77 7930-32 111, 291-292] que

@ Bb=(oy- B.....05- By 0p By, s0pr B

y entonces esclaroquea-b=b-a, a- (b- ©)=(@- b)- ¢yque a|b ssi a c b.%

% Conviene retomar el ejemplo del anillo ciclotomico Z-5] para comprender el proceso mental
de Dedekind [ /875-77 7930-32 II1, 288-289], tal como nos lo ofrece él mismo:

La condicion para que un admero @ = x+ 3~ V=5 sea divisible por el ideal primo « es, en
virtud de (&), que x= y moéd 2; para obtener pues el sistema @ de todos los mimeros @
divisibles por ¢, deberemos poner x= p+ 2 - z en donde 3 zdesignan nimeros enteros
arbitrarios; por consiguiente el sistema A se compone de todos los aimeros de la forma 2 - =z
+{1 + 45 )- v. Es decir que @ es un mddulofinito, cuya base estd formada por los dos
nomeros independientes 2 y 1 + 45 y por lo tanto

a =021+ ¥5).

De forma analoga, si designamos respectivamente By, by, €4, ¢ 3 los sistemas de los
nameros divisibles por By, B2, ¥. 12, obtenedremos utilizando los congruencias (B1), (B2).
m). (2.

b= 1+43),b2=3,1-495)
¢1=(73+ ¥5), ¢2=(3,1- ¥5).

98 Dedekind [ 7875-77 1930-32 111, 290-291], ademas, introducira el concepto de sdex/ confygado
de un ideal dado M, asi como el concepto de aorma de vz idez! M de la form == (m ~awm - (&
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La cuestion de la unicidad de la descomposicion de los cuerpos del tipo [D(\[:I;) es
equivalente al hecho de que rodo ideal sea principal [Dedekind 1876-77; 1930-32, 111,
295]. Asi pues, si D > 0, 1a unicidad de descomposicion vale para D- 1,2, 3,7, 11, 19,
43, 67 y 163 [Kline 71972, 822]. La teoria de Dedekind, a través de su aritmética de los
ideales—de conjuntos—reencuentra la unicidad de descomposicioén, gracias al poder
creador de la mente—la teoria de conjuntos de este genial matematico.

Antes de abandonar definitivamente las aportaciones conjuntistas de Dedekind en este
trabajo eminentemente aritmético, quisiera destacar la vinculaciones que el trabajo tiene con
el A.C.

Dedekind establece [1871, §163; 1876-77: 1930-32, 111, 273} que todo ideala # 1 es o
bien primo o bien se puede representar como un producto de ideales primos y esta
representacién se puede hacer de forma tinica y, consiguientemente establece que “todo
ideal de un anillo de niimeros algebraicos se puede sumergir en un ideal maximal.”

Este resultado lo establece, no obstante, mediante consideraciones algebraicas que le
permiten obviar el A.C.%

En cambio Dedekind recorre al A.C., y el uso que de €l hace es inevitable, cuando trata
con médulos. En el afio 1871 Dedekind, como ya hemos indicado, introduce el concepto
de modulol® y, seguidamente, basindose en Gauss introduce la congruencia médulo un
modulo @101 y asentadas las propiedades elementales establece un teorema verdaderamente
profundo

Si ay bson dos médulos, existe un conjunto @ C atal que, paracada o € @, existe
un Gnico a’ € & tal que a = o' (m6d b). [Dedekind 1876-77, 76}

=5 )) como N () =2 * g y entonces la norma de un ideal principal, generado por j, coincide
con la norma de y.

Del anilisis de todos estos hechos resulta ficilmente que el anillo ZW=5 ] no es un amillo de
ideales principales. Supongamos, por ejemplo, el resultado siguiente [Dedekind 1876-77; 1930-32, 111,
2921y =02 =m..

Entonces N () = N (@) 2 = N (2) =2 2. Si a fuese principal, tendriamos que @ = (a + b - 45 )
y, por consiguiente, N(@) =+ 2=N(a + b-4=5 )=a 2 + 5 - b 2 que carece de solucién entera.

% Recordemos, de pasada, que la demostracién del teorema general que afirma que “todo ideal
de un anillo commutatiro arbitrario con unidad se puede sumergir en un ideal maximal de dicho
anillo” requiere del A.C.; sin embargo, es mis débil que el A.C.

En cambio, si substituimos anillo conmutatitvo por reticulo, entonces el resultado que se obtiene
es equivalente al A.C. [Pla 1991, 363].

100UJn conjunt @ de niimeros reales o complejos es un médulo ssi es cerrado por las operaciones +
y — [Dedekind 1871; 1930-32, 111, 242].

101 Dedekind {1894, 751 o [1876-77; 1930-32, 111, 275]. Gauss [1801, art.1] introdujo Ia con-gruencia
entre nimeros enteros mddulo un cierto nimero entero primo p. Dedekind, en cambio, generaliza esta
nocién a médulos y establece que @ = ' [mo6d & ] ssi ' € Q.

Recordemos [Dedekind 1876-77, 70-71], que, en su época, este concepto era un concepto
excesivamente general; un concepto que extendia el concepto de ideal. Consiiltese, al respecto, las
criticas de Lipschitz a la idea de modulo y a la teoria desarrollada por Dedekind, utilizando este
concepto [Dugac 1976, 65].
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Asi se obtiene un sistema completo de representantes relativamente a b del modulo a
y Dedekind [1876-77, 76, 20-21] para demostrar este teorema lo que realmente hace es
“partir a en clases modulo b” y “coger un representante en cada una de las clases.” Esta
eleccion no parece, en nada, distinta de las que encontramos en las obras de Lejeune-
Dirichlet ([I1863] y [Dedekind 1876-77, 18, 59]) para conseguir representantes de las clases
de congruencia médulo m o incluso de las formas binarias. Sin embargo hay una diferencia
esencial: 1as elecciones de Lejeune-Dirichlet se han realizado mediante una regla que
permite 1a eleccién; en cambio, en el caso del teorema de Dedekind arriba mencionado, tal
regla no existe; la eleccion se ha realizado sin disponer de regla alguna.192 Resulta de todo
ello que Dedekind seri el primer matemético que utilizara el axioma de la eleccion (A.C.)
en conjuntos no numerables, si bien la eleccidén numerable habria sido utilizada ya, en
ciertos problemas de analisis, por Cauchy [1821, 460-462] y por Heine [1872, 183].103

Vemos, una vez mis, como Dedekind recurre cuando precisa de ello, a las
herramientas conjuntistas que le hacen falta para obtener, con rigor, los resultados que
persigue. En este caso utiliza una herramienta de gran potencia: elecciones arbitrarias y, en
cualquier caso, elecciones no-numerables.

4. El texto de 1888 y el manuscrito de 1872-1878.1%4 Con este texto nos hallamos, sin
ningiin género de dudas, ante 1a obra clave de Dedekind desde el punto de vista que nos
interesa: Dedekind recorre al lenguaje de la teoria de conjuntos para edificar de forma
adecuada—rigurosa y que evite 1a intuicién geométrica—el edificio matemdtico, cuyo
fundamento lo constituyen los niimeros naturales ya que, a partir de ellos, serd posible
fundamentar el anilisis con el establecimiento riguroso de los nimeros irracionales. Dos
textos nos ayudaran a comprender el alcance de esta afirmacién:

A menudo sucede en matemaiticas que, en un sistema () dado de objetos o
elementos, todo elemento w e reemplaza por medio de una cierta ley por otro objeto
'’ bien determinado; es usual designar este hecho con el nombre de substitucion....
Es usual expresarse con mayor comodidad si, como lo haremos nosotros,
consideramos esta substitucién como una aplicacion [Abbildung] del sistema Q y

182 Como nos indica Moore [ 7942 16], si @ = R y b = @, entonces @’ esun conjuato no
numerable; véase [Vitali /925 3-5].

103 Si bien este resultado Heine probablemente se lo debe a Georg Cantor.

104 ] primer comentario que cabe en relacién con este texto hace referencia a su titulo. Dedekind
lo titula Was siad und was sollen die Zaklen?que coincide con el titulo de su manuscrito, segin
podemos constatar en Dugac [ 7975 293]. André Weil, en svu traduccion francesa—"Sur 'infini”
[ 29265 99-110}—de David Hilbert [ 7924 traduce el titulo del articulo que nos ocupa como {we sont
&t que représenteat les nombres?—¢ue es el titulo que adopta Dugac en su libro sobre Dedekind para
titular el capitulo VII—W.W. Beman lo traducira al inglés por 7ke Mdture and Mesning of Number
[Dedekind 792/ 44]. La traduccién literal (véase Dieudonné y otros, [ 7978 374)) es Qwé son y qué
deben ser los admeros?
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entonces indicaremos por @’ la imagen del elemento @ y por Q' la imagen de
Q 105
Y prosigue [Dedekind /888 7930-32 111, 336; /907 32 y nota]

En esta capacidad del espiritu humano, capaz de comparar una cosa () con una cosa
@', o de poner en relacion ® con ®'..., sin la cual no seria posible ningan
pensamiento general, descansa también, como intentaré establecer en otro lugar,
toda la ciencia de los nameros.

El otro texto es mucho mas reciente—pertenece a Jean Dieudonné [ 7957 1441—y
dice in extensa

También fue Dedekind quien...en su obra “Was sind und was sollen die
Zahlen”...inici6 su trabajo con una suerte de “fasciculo de resultados” en el cual
introduce un languaje muy preciso que se refiere a las expresiones completamente
vagas que utilizaban sus contemporaneos.

A pesar de que la obra no tuvo la influencia inmediata que merecia, la necesidad
de adoptar un lenguaje como este, y a la vez uniforme para todas y cada una de las
partes de las matematicas, se fue imponiendo lentamente a principios del siglo XX.
Con algunos afiadidos posteriores a Dedekind se convirtié en lo que podriamos
Uamar el fegguase confuntista intuitivo, utilizando en la actualidad el forma universal
y sin el cual los matematicos no podrian comunicarse en absoluto, salvo que
recurriesen a circumloquios interminables.

Dedekind no intent6, en absoluto, presentar este lenguaje axiomaticamente; es
claro que, para él, al igual que para sus colegas y contemporaneos, la definiciones y
resultados elementales que enumera expresan “verdsdes de sentido comin”;
podemos afirmar que, a pesar de ulteriores controversias..., ain hoy los
matematicos siguen usando este lenguaje con este mismo sentido, ya que lo que les
importa es que les permite expresar sus ideas sin ambiguedad.

Esta tarea, con un desarrolio muy acabado y cuidado, la iniciara Dedekind en su
manuscritc de 1872 (v. [Dugac /975 293-309]). Sera precisamente en este manuscrito
donde encontraremos un motivo que, en cierta manera, informari toda la obra dedikiniana:
“En ciencia no debemos admitir jamas dn demostracion nada que se pueda demostrar.”
Este /ferr motrvconstituye el inicio del prefacio a [a primera edicion del texto [Dedekind
1888 1930-32 11, 335; 790/ 31] y a renglon seguido se inscribe en una linea epistemo-

105 Recordemos que, en 1871, Dedekind introdujo ya, como hemos visto, la idea aplicacion te un
cuerpo en si mismo y que Dedekind precisaba de ella para poder introducir el concepto de elemento
caafygado, pero las aplicaciones eran, en realidad, morfismos, como sucedia también en el texto
sobre grupos de 1855-1858. Ahora, en cambio, aparece la defimicion te aplicacién en su sentido mas
general; este concepto lo encontramos ya en el manuscritc de 1878. No obstante, el texto que
acabamos de citar nos lo ofrece Dedekind en ia 3® edicion de la Zeorsz de atimeros de Dirichlet, gue
esta fechada en 1879.
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légica Jggrcista-“al hablar de aritmética,” nos dice, “como una parte de la logica entiendo
que ello implica que considero el concepto de namero totalmente independiente de las
nociones e intuiciones de espacio y tiempo y que lo considero un resultado inmediato de las
leyes del pensamiento” y, como nos recuerda Jean Cavaillés, [ /962 119] Dedekind se
coloca en una postura que se aleja completamente de la que adoptaria Georg Cantor: “no se
trata de desarrollar una nueva ciencia, se trata de fundamentaria matematica en uso.” La
tarea realizada por Dedekind es una tarea que sigue los pasos de Schroder, Kronecker y
Helmholtz—tarea que hallaria su continuacién en Gottlob Frege y Giuseppe Peano—y que
“consiste en reducir las matematicas a la logica. " 106

Esta reduccion pasa, como en otras ocasiones, por la creacion del espinitv humano
“los nimeros son creaciones libres del espiritu humano; sirven para aprehender facilmente
y con mayor precision las cosas” [Dedekind /884 74930-32 111, 335]. Se trata, como nos
dice E. Zermelo [ 797% 115] refiriéndose al Formulairede G. Peano, de “un intento de
sistematizacion escolar.” Y entonces Dedekind []88&’ 1930-32 111, 337-338; /907 35-36]
afiade: “...espero que las paginas que siguen, en tulto que constituyen un intento de
establecer la ciencia de los nimeros sobre un fundamento uniforme, encontrard una acogita
generosa....” Este fundamento uniforme que tebe hallar una generosa acogida en la
sociedad matematica de finales del siglo XIX es, debemos insistir, ia teoria ingenua de
conjuntos:

Asi hallamos la singularidad decisiva en la historia de 1a teoria de conjuntos;
singularidad que consiste en el hecho de que sus nociones y algunos de sus
resultados esenciales se hayan encontrado, casi involuntariamento, entorno de unas
investigaciones relativas fundamentacion de la aritmética. [Cavaillés 7962 121]

Con su analisis Dedekind logra tres resultados realmente notables y principales que
Cavaillés nos indica con su gran capacidat de sintesis:

1. una organizacion generatl entorno a la nocioén de aplicacion;
2. una definicion del orden y, correlativamente, el fundamento de las definiciones por
recurrencis

106 ICavaillés /962 119-120]. Dedekind es claramente consciente de este hecho, segin podemos
constatar leyendo las notas a la introduccion del texto que estamos comentando: “La aparicion de su
memorias (Ernst Schroder, Letrbrah der Anthmetik vad Algebra| 71873 ], Leopold Kronecker, Ubear der
Zahlbegrif¥ | 1887, Hermann BHelmholtz, Zatlen uad Messen | 1857]) €5 lo que me ha empujado a
retomar las nuevas concepcione que, si bien tienen una misma ideologia, son absolutamente diferente
en su fundamento.” Con estas palabras Dedekind contradice sus propias espectativas de 1878 [carta a
Weber de 19 de noviembre] y da satisfaccion a un desec expresado por Weber (véase [Dugac 7977
79]). Se repite, pues lo que ya habia sucedido aatafio con la obra de Heine, cuya aparicion le decidio
a publicar su estudio refativo a la cosstruccién de lo niimeros reales.

En el prefacic a la Segunds Fdicion Dedekind tiene ya conocimiento de la aparicion de la obra
de Frege, Grundisgen der Anthmetik | 1884, en ella, dice Dedekind, “el punto de vista de la esencia
de los nameros e msunta de la mia, pero sin embargo en esta obra se consiguen resultados muy
proximos a los miocs.’
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3. 1a teoria completa de los conjuntos finitos.

Todos estos resultados son, de hecho, resultados conjuntistas—no son ni numéricos ni
geométricos—y permiten crear, en virtud de esta capacidad creadora que posee 1a teoria
de conjuntos y que es fruto de la capacidad creadora del espiritu humano, los niimeros, por
medio de los cuales “es posible conseguir el objetivo ultimo del pensamiento, objetivo que
consiste en facilitar la vida del hombre” [Dugac 1976, 315]. En definitiva, pues, Dedekind
[1888; 1930-32, 111, 337], plagiando a Platén, nos dird que “el hombre aritmetiza.”107

El anilisis concreto de la obra de Dedekind relativa a la construccion de los niimeros
naturales es el método mas rotundo para poner de manifiesto el hilo que rige su pensa-
miento global y particular.

La obra consta de 14 apartados de los cuales los tres primeros son capitulos simple-
mente conjuntistas y no apuntan, en absoluto, a la creacion numérica que les sigue
[Dedekind 1888; 1930-32, 111, 344-390; 1901, 44-115].108

El primero—Conjunto de elementos [“System von Elementen”}199—tiene un cariz
completamente general y pretende establecer con toda precisidn los conceptos que se
emplearan a continuacién a lo largo de todo el trabajo.!10 La primera definicion dice
[Dedekind 1888; 1930-32, 111, 344]): “Una cosa [Ding] es cualquier objeto de nuestro
penssamiento.”!11 Si a designa una cosa, entonces a = b significa que “todo lo que
podemos pensar de a, también lo podemos pensar de b y reciprocamente [dasselbe Ding
sind).”112 Seguidamente ofrece la primera definicién importante {Dedekind /888; 1930-
32, 111, 344]:113

107 &el & dvBpwmos &ptBunTtiler. Recordemos que Platén habia dicho: “Alooc
yeomeTpl{a” [Plutarco, Convival Questions, VIIL, 2.1: &el yecwmeTpelv Tdv Gedv] (véase
[Thomas 1939, 386]). Dedekind, ademas se aleja también de Kronecker y de sus famosas palabras
“Dios hizo el mimero, el hombre el resto” (véase [Weber 1893, 23] o [Wussing 1979, 546]).

108 Estos pardgrafos son: Conjunto de elementos, Transformacion de un conjunto y Trans-
formaciones semajantes. Conjuntos semjantes.

109 Aqui Dedekind adopta la palabra System para designar un conjunto, a pesar de que al dar la
definicién no recuerda otros nombros que han sido utilizado por otros autores con un significado
sinénimo. En cambio, no cita el nombre que habia utilizado é] mismo en su memoria algebraica de
1855-58, en la que, en realidad, manejaba estructuras algebraicas en vez de conjuntos abstractos
(véase la nota 17).

110 Algunos de estos conceptos habidn hecho aparicion, mis o menos incipientemente, en obras
anteriores y no abandoparin ya, en adelante, a Richard Dedekind ni en su forma de expresarse ni en
su forma de pensar.

111 E] subrayado e mio Pone de manifiesto una sus mdas el valor que Dedeknd da al poder
generador de la mente.

112 Encontramos como axioma de 1as igualdad el enunciado l6gico Vx Vy (x = y < F(x) = F()).
Este enunciado logico—acorde con su ideologia logicista pone de manifiesto, de nuevo, la capacidad
creadora de la mente. -

113 System o también Inbegriff, Mannigfaltigkeiteit, Gesamtheit.
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Cuando cosas distintas a, b, c, ...se pueden concebir desde un mismo punto de
vista, entonces podemos reunirlas en nuestro espiritu y decimos que forman un
conjunto S; las cosas a, b, ¢, ...reciben entonces el nombre de elementos de S.

Los elementos de un conjunto S se hallan contenidos en S y S consta de sus elementos y -
ahora, recurriendo de nuevo al poder creador de la mente, Dedekind consigue crear objetos
nuevos que son precisamente los conjuntos: “Este conjunto §, considerado como un objeto
de nuesro pensamiento, también es una cosa.”114

Ahora Dedekind [1888; 1930-32, IIT 345; 1901, 45] establece la caracterizacion por
extension y, de hecbo, €l primer axioma de la teoria de conjuntos: “todo conjunto estd
absolutamente determinado cuando, para cada cosa, estd bien determinado d pertenece o no
al conjunto.” 115

Seguidamente Dedekind hace ciertas precisiones relativas a la necesidad de considerar
los conjuntos unitarios o singletonos, precisiones que sin embargo no lleva a su tltimas
consecuencias.!16 Mis adelante volveremos sobre esta cuestion.

Aparece también la aceptacién del conjunto vacio como “un conjunto que, en otros
lugares y en ofro tipo de investigaciofies, puede resultar itil imaginar [crear},” pero que,
sin embargo, seglin sus propias palabras, “no precisa en esta presentacion de los niimeros
naturales.” Este conjunto lo denomina das leere System [Dedekind 1888; 1930-32, 1il,
345].

El resto del paragrafo {Dedekind 1888; 1930-32, 111, 345] contiene el digebra de los
conjuntos. En primer lugar nos ofrece la definicion de parte [Teil ] A de un conjunto S que
podemos formalizar por

AesunaparredeSssiVa€ A (a€ S)

114 1pid. Ahora Dedekind, en una nota defiende precisamente el poder creador de la mente con su
gran poder creativo. No acepta limitacién alguna e insinua su des cuerdo con posturas como las de
Kronecker que pretenden imponer limitaciones a este poder creador.

Es interesante, a modo de contraste, releer las definiciones de conjunto que ofrecen Bolzano y
Cantor para poder captar las analogias que presentan en relacidn con esta concepcion creadora de la
mente:

Un conjunto es una coleccion en la cual no ce condder el orden de sus partes. [Bolzano 1851,
4]

Por un conjunto entenderemos una coleccion cualquiera M de objetos definidos y distintos de
nuestr percepcién o de nuestro pensamiento considerados en un todo. [Cantor 1895 , 481 ]

(Véase [Pla 1989, 357].)

Conviene indicar ya desde ahora mismo que la imprecision de su definicién los Hevaria a
considerar el conjunto de todos los conjuntos; Dedekind concretamente no hablard del conjunto de
todes mis ideas.

115 Véase, al respecto, Dugac [1976, 273]. Dedekind establece en lenguaje literario la sentencia
siguiente: S=7 ssi Vx(x € T « x€ §).

116 Asi lo indica en una carta a H. Weber de 24 de enero de 1888 [Dugac 1976, 273, apéndice L].
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y seguidamente introduce un simbolo para abreviar la relacion “A es una parte de S ™1 A 3
8.117 Dedekind accepta el término el universo de A para indicar que A C §.

Seguidamente establece la reflexividad, 1a transitividad y el cardcter anti-simétrico de
la relacién de inclusion €. Dice [Dedekind 1888; 1930-32, 111, 346] que A es una parte
propia [echter Teil] de S ssi A € S, pero A # S.118

En la definicién 8 introduce [Dedekind 1888; 1930-2, 111, 346] el concepto de reunion
de conjuntos [zusammengesetzten System]'1® y en la 17 [Dedekind 1888; 1930-2, 111,
347] el de interseccion de conjuntos [Gemeiheit der System A, B, C, ...que denota €(4, B,
O)]. Y precisa que es conveniente aceptar la reunién y la interseccion de familias de con-
juntos con un solo elemento (y entonces M (A) = E(A ) = A). También advierte que “no
debe confundirse la union de una familia A, B, C,... con el conjunto que tiene como
elementos los objetos A, B, C, .....120 En relacién con la interseccién nos hace observar que
puede acaecer que “los conjuntos A, B, C.... no tengan ninguna parte comiin;” entonces,
dice, son conjuntos sin parte comin y en tal caso la interseccion A 1 BN C N ... “carece
de sentido.”12!

117 Nosotros, por comodidad y para abreviar la exposicién, usaremos la expresién usual A € §
Dedekind dice que evitari el simbolo dual § 2 A. Con todo en el manuscrito introduce el concepto de
miltiplo de un conjunto: T es midltiplo de S ssi T2 § [Dugac 1976, 294 1. Dedekind, ademis, usard a -
indistintamente para designar a y {a}. Ello hace que escriba 2 & S para indicar, de hecho, que {a} < §
0, equivalentemente, que @ € S en nuestra nomenclatura.

120Seguidamente nos dice que, si A & S, entonces “hay un elemento a de S tal que a ¢A”

119 Conviene indicar que, en la definicion que Dedekind da en el texto, no precisa en absoluto la
cardinalidad de la familia de conjuntos que se pueden reunir. Su definicién se halla expresada, claro
esti, mediante una formulacion informal. Constituyo una formulacién informal del axioma de la union
puesto que, en el texto, aceptard con toda naturalidad la posibilidad de efectuar intersecciones —y,
por aunalogia, reuniones—no finitas.

Aunque hoy sepamos que no hay dualidad entre ambas definiciones y que, si aceptamos el
axioma de separacion, la existencia de interseccién arbitraria (no vacia) de conjuntos estd garantizada
en tanto que conjunto y, en cambio, la existencia como conjunto de la unién arbitraria de conjuntos
es preciso imponerla explicitamente, debemos pensar que en la época de Dedekind ambos conceptos
debian contederarse duales y absolutamente andlogos, considerados metodolégicamente. Sin em-
bargo, mas adelante, veremos que Dedekind es muy cautelos o a la hora de utilizar uniones, incluso
numerables, para definir conjuntos.

En el manuscrito s6lo considera la unidén de dos conjuntos A y B que designa A v B. En el texto,
en cambio, acepta la unién de los conjuntos A, B, C,..., que designa M (A, B, C, ...). Este signo lo
hallamos también en [Cantor 1932,145].

120 Dedekind no introduce notacién alguna para designar el conjunto {A, B, C, ...}, pero advierte
dequeAU BU CcU .. = {A,B,C,..}.

21 Dice [Dedekind 1888; 1930-32, 11, 347] exactamente: “sie heifen dann System ohne Gemein-

teil, und das Zeichen €& (A, B, C, ..) ist bedeutungslos” y nos remite entonces a la observaciéon
relativa al conjunto vacio. De hecho, la no aceptacién del conjunto vacio le obligara a tener que
admitir ciertas excepciones: “Con todo, sin embargo, en los teoremas que hagan referencia a
intersecciones, dejaremos casi siempre al lector la tarea de afiadir mentalmente la condicién de
existencia asi como la de descubrir la interpretacién que hay que dar en los casos en que se presente
la no existencia.”
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Establece la asociatividad finita de la reuni6n, pero no dice nada acerca de la
conmutatividad como si pensase que realmente reiine familias de golpe; en cambio, en el
caso de la interseccion, no dice nada acerca de la asociatividad.122

El §2 —Transformacion de un conjunto—es central en Was sind und was sind und
was sollen die Zahlen? Contiene la idea germinal de la naciente teoria numérica,
mencionada ya en la introduccién y que, de hecho, es la que posee el cardcter creador
necesario.l23 Dedekind [1888; 1930-32, 111, 342], siguiendo la catacteristica de mantener
el maximo rigor posible, intenta darnos una definicién de este nuevo concepto. La
aplicacion, dice, “es una ley [Geserz] en virtud de la cual a todo elemento determinado s de
S le corresponde un elemento determinado, que es el transformado de s y que designremos
@(s).”124

Dedekind introduce asimismo la restriccién de una aplicacion definida en § a un
subconjunto 7' de S. (Dice: “si TC Sy @ es una aplicacion de S, entonces ésta contiene una
aplicacién determinada de 7.”) La aplicacidn restringida ¢ |7 1a designa igualmente ¢.

Introduce [Dedekind 1888; 1930-32, 111, 348] también el conjunto @(T) = {p(z): ¢ €
T} tal que da el nombre de “transformado de T~ [Bild von t, @(t) y Bild von T, (T )].1%5
La aplicacién mas simple es 1a identidad [die identische Abbildung].

Rengldn seguido introduce el simbolismo s’ y 7" para abreviar, respectivamente, @(s) y
@(T') y demuestra que

1. iAC B,entonces A’ < B’;

122 No obstante, es claro que Dedekind era consciente de la relacién

€@,B,C,..)C A,B,C,.. CM(@A,B,C,..).

Sin embargo, Dedekind no establece ni la maximalidad de € (A, B, C,...) ni la minimalidad de
M@, B, C,..),de lo que, sin ningin género de dudas, era consciente ya que, de hecho, no es més
que una abstraccién de los conceptos de mdximo comiin divisor y minimo comin miiltiplo en el caso de
los ideales y la divisibilidad.

Tampoco queda claro, en este contexto imicial, si para Dedekind la teoria de conjuntos que
precisa—y que crea—se reduce al digebra de las partesde un conjunto S: el universo. Y no queda claro
porque Dedekind no hace jamés referencia alguna al complementario de un conjunto relativamente al
universo.

12142 idea de aplicacion la hemos encontrado ya en otros textos anteriores de Dedekind. Esta idea
la debe, sin embargo, a su colega y amigo Dirichlet [1879, §163]: Vorlesungen ither Zahlentheorie.

124 Esta defincién, no obstante, no aparece en el manuscrito. En €l sélo se nos dice que una
aplicacién de A en B asocia cada objeto @ ~ A un objeto a €A un objetoa |@ = b de B.

Conviene destacar dos diferencias notables entre el texto y el manuscrito. En el manuscrito la
aplicacion @ es una aplicacién de A en B; aqui, en cambio, es una aplicacién de S en si mismo. En el
texto, la imagen o transformado de s, lo designa @(s ), mientras que en el manuscrito utiliza s lpy
ademds (en [Dugac 1976, 295, apéndice LI, 6]) defiende que la notacién e ¢ y A @ es mds natural
que P(a) o P(A).

También es interesante notar que Dedekind observa, ya en el manuscrito, que el “célculo del
cardinal” lleva necesariamente a la nocién de “correspondencia” (v. [Dugac 1976, 293, apéndice LI,

1D. ~

125 Dedekind 1888; 1930-32, TII 348]. En el manuscrito introduce la idea de antiimagen u original
[bestimmt ; Dugac 1976, apéndice LI, 2, 294] que no aparece en el texto.
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22.(AUBU..Y=A"U B" U.;
3. (ANBN.)SA' N B' n.. .12

La composicion de aplicaciones O de dos aplicaciones ¢ y ¢, siendo ¢ una aplicacién |
definida en Sy ¢ una aplicacién definida en @(S) = S ', es la aplicacioén definida en § por

8(3 = 0(5") = o(p(5)).

La aplicacion 0 la podemos designar ¢- ¢ o @@ y solo tiene sentido si ¢(5" ) ¢ 5127

Nos advierte, ademas, que la “composicion de aplicaciones no es conmutativa” y
establece que “es asociativa.” Y afiade que la composicién de ¢, ¢, &, etc. se puede
designar ¢@&- - - [Dedekind /888 /930-32 111 349; /901 53].

Con §3— Transformaciones semejantes. Cogjuatos semefaaltes—se acaba la intro-
duccitn conjuntista de Dedekind. En este paragrafo introduce las gplicaciones inyectivasy
SuUs propiedades

Una aplicacion es una semejanza (o distima| shnlich deutlicA)1?8 si, a cada pareja 2 &
€ 5 con a= & le corresponden imagenes #, & también distintas [Dedekind /888 /930-
32 11 350; 7901 53]. '

Seguidamente observa [Dedekind /888 7930-32 111 350112 que “toda aplicacién
inyectiva admite una inversa [ umgekehrte Abbildugd” y entonces establece que, si @ es
inyectiva (los teoremas 27 al 31 [Dedekind /888 7930-32 111 350-351; 7901 53-541),

1. A’c B'implica A c 7 (y, en consecuencia, si 4’ = #, entonces A= 5).

2(ANBn--Y=AnEFn---.

3. 1 gesinyectiva.

4. La compuesta de dos aplicaciones inyectivas es asimismo una aplicacion inyectiva y,
ademas

o)t = g lo~1 .

Ahora Dedekind [ /888, 7930-32, 111, 351] introduce la semejanza de conjuntos: “dos
conjuntos R y 5 son semejantes ssi existe una inyeccién @ de S tal que ¢ 5) = R*130

126 Son las proposiciones 22, 23 y 24 de Dedekind [ /884 7930-32 111, 348-349; 790( 51-52].

127 Para Dedekind todas las aplicaciones son aplicaciones de Sen § Dieudonné y otros [ /974
375], lo interpreta como S’ ¢ ¢~ (S5) < dom ¢.

128 Nosotro fas llamaremos aplicciones inyectivas.
Este concepto lo hallamos ya en €l manuscrito [Dugac /974 294 ].

129 De hecho Dedekind observa que “cada imagen s ‘e (.5 tiene una antiimagen y solo una.”
Resulta que ¢! @ = id . Existe, pues, una aplicacion inversa ¢~!: § — & De hecho Dedekind
trabaja con &ryecciomes porque se restringe siempre a las ‘mdgenes

130 «Dje System & .S heifien ahnlich....” En el texto no queda en absoluto claro si @ es una
aplicacion del conjunto Sen si mismo, pero a o largo de todo el trabajo todas las aplicaciones que se
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Observa que la semejanza es simétrica (S= ¢~1(R)), reflexiva (5= 1 ¢(85)) y transitiva ( 7°
= @(R), R= ¢(.5), entonces 7= @Pp(.5)).131 Y seguidamente dice [Dedekind /888, 7930-
22 111, 351; 7907 55; Definicién 34]:132

Definicién. En consecuencia podemos dividir [ Maas &ana daber alle Systea in
Klassen efatedleq. . ] todos los conjuntos en clases de manera que una clase conste
exclusivamente de los conjuntos ¢} & .5 ... semejantes a un conjunto determinado
[ welche cinem bestimmten System R, den Reprisentanten der Klasse..] Rque es el
representante de la clase; en virtud de (33) la clase no cambia si se elige como
representante cualquier otro representante te la clase

y acaba esta introduccién cojuntista viendo que las biyecciones represetan las partes y las
partes propias. 133

A partir de ahi Dedekind usara la feoriz intwitiva para crear los gimeros naturales
creacion que, como veremos, pasara por el poder creador de la mente. Dedekind dedicara
11 apartados a esta cuestion, todos ellos basados en el concepto basico de cadenzque
encontramos en el §4— Adplicacion de un confunto en si mismo—.13% En este paragrafo
Dedekind indica que “una aplicacion ¢ es una aplicacion de Sen si mismo ssi ¢(S) < S
y, por consiguiente, deja claro que las aplicaciones que habia definido y utilizado hasta
aquel momento—en las que no especificaba en absoluto el conjunto de llegada—eran
generales y no tenian porque ser necesariamente exhaustivas.

manejan son aplicaciones de un conjunto Sen si mismo y Dedekind sigue la técpica, como ya hemos
indicado con anterioridad, de construir tan solo la leoniz de confuatos gue necesita
De hecho Dedekind introduce la egufporencisde conjuntos.

131 Dedekind [1888; 7930-32 1II, 351; 7907 55]. Es el teorema (33). Dedekind es conscieate de
que se halla frente a una relacién de equivalencia que c/asifFr# los conjuntos en clases de equi-
valencia. Véanse los teoremas 33 y 34.

132 Dedekind no se da cuenta que se halla ante la paradoja que surge al considerar la Zotelidad de
todos los comjuntos, ya que, al ser un objeto peasable, es un conjunto.

Es precisamente en esta familia en donde establece la relacion de equivalencia. Observa que
“cada elemento de una clase sirve para representarla” y, por consiguiente, observa la “independencia
de representantes.” No habla, sin embargo, del conjunto de los representantes—que al ser un objeto
pensable deberia ser un conjunio y enptonces nos hallariamos ante el A.C.—y asi logra evitar el A.C.

Dedekind, sin embargo, a diferencia de Cantor no extras de esta deflnicibn mas que aguello que
precisa para establecer su teoria de los numeros naturales que eo lo que pretende establecer. De
hecho el concepto general en si mismo, aun cuando no lo despreciara cuvando Cantor se lo muestre,
ao le preocupa particularmente.

133 Constituye el teorema 3 de Dedekind [ /888; /930-32 1II, 351; 790/ 55].

134 Es interesante observar el subtitulo que contiene el manuscrito: “Ensayo de un analisis del
concepto de nimero desde un punto de vista intuitivo” [Dugac 7974 293, apéndice LVI, 1 Aoxd.
Este punto de vista intuitivo lo constituyes, sin duda alguna, la teoria de comjuntos y el concepto de
cadena.

[Dedekind s&88 7930-37 111, 352): Keae En el manuscrito dice “o cvalquier otro nombre” y, en
1a pagina 296 de Dugac [ 797, hallamos redefinido el concepto de cadena con el nombre de grupo

[ Gruppe).
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Entonces establece la definiciéon de cadena de un conjunto S relativamente a una
aplicacion ¢: “una parte K € S es una cadena ssi K’ € K.”135 Este concepto esti
intimamente ligado con el concepto de cortadura y de ideal—conceptos todos ellos que, en
1a creacidn matematica de Dedekind, llevan a una nueva clase de nimeros.

Dedekind [1872; 1930-32, 111, 317} usari el concepto de cadena para construir N —el
conjunto de los numeros naturales—. Lo hallamos mencionado en el §1 de su texto sobre
los niimeros reales cuando habla de la cadena de los nimeros [“Die Ketre dieser Zahlen
...} enteros positivos....

Seguidamente establece l1a estabilidad entre el concepto de cadena y las operaciones
conjuntistas: la unidn, la interseccidn y la imagen de cadenas son cadenas y § es una cadena
(son los teoremas 39, 42, y 43 [Dedekind 1888 ; 1930-32, 111, 352; 1901, 56-57}).136

En la definicion 44 Dedekind considera la clase de todas las @-cadenas de S que
contienen a A:

K(A)={K<S:ACKy K CK}
y observa que este conjunto es no vacio y enseguida considera su interseccién
0= K(A) = po(4).147

Asi obtiene la cadend del conjunto A [“Kette das System A; Dedekind 1888; 1930-32,
I, 353; 1901, 58].138 Esta noci6n es realmente importante. Y Dedekind [1888 ; 1930-32,

135 Es claro que una cadena lo es relativamente a una aplicacién @: S — S, para un conjunto S
dado de antemano [Dedekind 1888 ; 1930-32, 1II, 352; 1901, 56]. Y asi lo hace constar d propio
Richard Dedekind después de establecer la definicion 37, que es la definicion de cadena.

136 Dugac [1976, 86] afirma que el estudio “sisteméatico de la estabilidad de las operaciones
conjuntistas frente a nna aplicacién dada es otro aspecto moderno de esta obra.”

137 Esta definicién—dice Cavaillés [1962, 123}—tiene un caricter rransfinito; es decir, un
carécter abstracto: “la totalidad de las cadenas que contienen a un cierto conjunto A no se da a través
de un cierto caricter, siné que se establece in abstracto.”

De hecho queda permitida en virtud de la definicién abstracta de conjunto de Dedekind. No
obstante, debemos indicar que K(A) S B (S), si es definible, no es una clase propia.

La familia de todas las cadenas de S y la familia de todas las cadenas de S que contienen a un
cierto conjunto A [o un cierto elemento a € S] es un sitema clausura en el sentido de Alfred Tarski
{1930, 371] y tiene asociado un operador de comsecuencia. Dedekind, no obstante, no acepta

intersecciones vacias; sin embargo nos hace observar que K(A) = 9 y, por consiguiente, N K(A)
tiene sentido.

138 Ahora en 48, resumiendo 45, 46 y 47, provard que Ag es la menor cadena que contiene a A
(estoes: Ag 2 A;A; CAgpsiA S KyKesunacadena, A S K).

Mais adelante veremos que es precisamente en base a esta definicién que Dedekind es capaz dc
establecer el teorema de equivalencia. Véase [Pla 71988]. Y es gracias a ella también que Dedekind
puede of recernos de una forma absolutemente rigurosa el principio de induccidén. (Véase el
comentario de Zariski [1926, 173]).
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II1, 353; 1901, 58] observa que “la (p-imagen de la @-cadena de A es igual a la ¢-cadena de
la @-imagen de A.”

Es decir: (Ag)’ = (A" )p o dicho de otra forma @(po(A )) = @o(®(A)). Este conjunto lo
designaremos AO' y es facil establecer que Ago=A U A 0' 139

De todo ello se sigue el zeorema de induccion completa:140

si queremos probar que la cadena Ag € ¥ — en donde ¥ puede ser, 0 no, una parte
del conjunto S —, es suficiente probar que

p. ACL;
C.si x€ ApN X,entoncesx’ € L.

La demostracién es elemental: basta hacer G= A¢N X. Entonces G' = (AN X)' S Xy,
por consiguiente, G' C G y G esunacadenay 2 A.Dedonde G 2 Agy X 2 Ag (véase
[Dedekind 1888; 1930-32, 111, 353-354; 1901, 60-61].

Dedekind es consciente de que ha establecido la “base cientifica del tipo de
demostraciones conocido con el nombre de induccién completa” y nos hace notar que, de
hecho, X es el conjunto de “todos los objetos que tienen una cierta propiedad que cumplen
los objetos del conjunto A y que, adems, es preservada por Ia aplicacion ¢.”

Observemos que, de hecho, p y ¢ nos permiten garantizar que '

13% Veamos las demostraciones:
1LAC Apimplica A’ C (Ag) y A ; es una cadena, de donde (A")y & (Ao) .

A’ S (A’ )¢ y entonces A U (A')y es una cadena que contiene a A; de donde Ay S AU (A’ )
y por consiguiente

@A) s (A VA'S A )
2. Sabemos que Ay C A(; ;pero A ¢ AcC 4 . Dedonde (4") ¢ y, por lo tanto,

Ao Au 4, c 4.

Es de interés observar, siguiendo a Cavaillés [ 7962 123], el caracter maxima) del conjunto 4 (; :

este conjunto es el maximo que podemos conseguir a partir del conjunto A por iteracion de la
aplicacion y sobre 4 es decir

Ap=Au A v 47 u...

Ahora todavia es mas claro que K = 4= 4 U 4" U 4” U ... es una cadena, que contiene al conjunto
Ay también es claro que, si Zes otra cadena que contiene al conjunto 4 entonces Zo XK.

Dedekind, no obstante, no recurre a la union numerable que esta caracterizacion implicaria. Ahi
hallamos uwna disimetria en la utilizacion, por parte de Dedekind, entre la inferseccién y la unidn
traria de conjuntos.

140 Este es uno de los escasos teoremas que el propio Dedekind [ /888; 7930-32 III.. 354-355]
bautiza: Satz der vollsiindigeen lndukiion
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AC X, ACY y,siAWC X entoncesA”*1) C ¥,

De ahiqueAg=A U A’ UA" U ..C X, porque “A o contiene todo lo que se obtiene
iterando sobre A.”

Con todo, y pese a la referencia sobre el indice n que hace Dedekind, atin nos hallamos
un poco lejos del conjunto de los niimeros naturales. Es preciso salvar un escollo muy
importante: se precisa de los conjuntos infinitos.14! He aqui otro leit motiv de 1a teoria de
conjuntos: 1a existencia de los conjuntos infinitos. Este sera precisamente el contenido—y
el objetivo—-del §5: El finito y el infinito .142

Un conjunto § es infinito ssi es semejante a una parte propia de si mismo [“Ein System
S heiBt unendlich...; endliches System™; 1888, definicién 64].143 En caso contrario el
conjunto es finito. Seguidamente, en una pretension de rigor que jamas abandona la obra
de Dedekind, establece que “existen conjuntos infinitos”144 y, al demostrarlo, advierte en

- 141 Esta preocupacién es importante hsta el extremo que, en d manuscrito, Dedekind define el
concepto de conjunto infinito antes incluso de establecer la definicion de cadena. Con todo, sin
embargo, en el texto va mucho méis lejos pue to que e da cuenta de que es preciso establecer la
existencia.

142 ] titulo del pardgrafo es ya, de por si, interesante pueo, si bien nos hace pensar en el infinito
como la negacion del finito —ya que finito va antes que infinito -—, en realidad Dedekind procede
exactamente al revés. El propio Dedekind nos lo hace notar en el prefacio de la Segunda Edicion
cuando ofrece una segunda definicion—Ia definicién de conjunto finito —“mas simple, por cuanto no
precisa del concepto de dmilitud, pero sobre la cual es dificil edificar los funtamentos de la
aeitmética.” ‘

Dedekind elaborarad un inédito que podemos hallar recogido en los Gesammelte Werke [Dedekind
1930-32, 111, 450-458] y que fue estudiado con cierto detalle por Jean Cavaillés y al que dedicaremos
nuestra atencién més adelante.

Véase [Cavaillés 1962 , 67-70; 124-128 ].

143 Es la defincion 64 de Dedekind [1888 ].

“Nos hallamos con la primera definicién de conjunto infinito de la historia” [Diendonné y otros
1978, 385.] En la introduccion a la Segunda edicién hallamos una definicién nueva que se basa en el
concepto de transformacion o aplicacion, pero que no requiere en absoluto del caracter biyectivo de
ésta. De hecho es la definicién que Tarski [1924, 45 1 considerari y para la que estableceri la finitud
en el sentido de Dedekind , §5, (64).

La otra implicacién, en cambio, precisa del A.C.

El concepto de finitud como “numerable con un niimero natural” y la equivalencia de la negacién
de este hecho con la definicién de Dedekind la podemos encontrar en Sierpitiski [1928, §48] para lo
cual requerira el uso del A.C. (véase Pla [1989, 357-368] y Moore {1982, 22-30)).

Dedekind afirma categéricamente que €l es el primero en haber establecido esta definicién—
definicion absolutamente conjuntista, que no precisa en absoliito del concepto de niimero —y que la
comunicé a Cantor (en 1882) y a otros matemdtcos antes de publicar el texto que nos ocupa.

Dedekind, ademés, comunica a Weber [en carta de 24 de enero que podemos ver en Dedekind
[1930-32, 111, 488] que el texto de Cantor de 1877 (véase [Cantor 1932 ,119]) tuvo la virtud de atraer
su atencidon sobre el hecho. (Véase Dugac [1968, 87] en relacién con las pretensiones de Cantor
relativas a la paternidad del concepto de conjunto infinito.)

144 Nos hallamos ante uno de los escollos mis importantes de la teoria dedekiniana de conjuntos:
este hecho eo absolutamente indispensable para poder establecer con rigor—evitando todo recurso a la
intuicién geométrica —la construccion del conjunto N, como veremos mis adelante. Es precisamente
una afirmacion conjuntista y nada mas: enuncia la existencia de un cierto tipo de conjuntos cuya
definicién se puede establecer con todo rigor utilizando sélo conceptos de la teoria de conjuntos, que
eviten completamente todo recurso al concepto de nimero. La cuestion filosdfica — epistemologica,
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una nota 18 semejanza con la consideracion que se establece en el §13 de las Paradoxien
des Unendlichen de Bermhard Bolzano, fechada en Leipzig en el afio [ /851 ], pero de la que
Dedekind no tendra conocimiento hasta dsepués de que haya aparecido ya su Primera
Edicion, seglin comenta en el introduccion a la Segunda edicion.'45 En la demostracion
[Dedekind 1888 ; 1930-32, 1II, 388] considera “el reino de mis pensamientos [meine
Gedankenwelt ];” es decir, la “totalidad S de todas las cosas que pueden ser objeto de mi
pensamiento”146 y afirma que el conjunto S es un conjunto infinito . Entonces el paso al
siguiente es: “si a € S, el pensamiento s * que establece que el elemento s puede ser objeto
de mi pensamiento, es también un elemento de S.” De esta forma obtiene una aplicacion @:
S-S

La dificultad consiste en ver que S’ S §; es decir, en ver que “hay elementos de S que
no son elementos de S ' ” (por ejemplo: “mi yo”).147

si se prefiere—reside en situar el problema o bien en el dmbito del formalismo o bien en el dmbito del
realismo-platonismo . Para Dedekind, realista-platonico, la existencia es algo que debemos establecer;
para Zermelo —como repreoentante de la mentalidad formalista—es algo que hay que admitir.

145En el manuscrito, por el contrario, este teorema no aparece por ninguna parte.

146 A la vista de las definiciones de cosa y de conjunto dadas por Dedekind, ya comentadas, esta
totalidad coincide con el conjunto de todas las cosas; y, por lo tanto, contiene al conjunto de todos las
conjuntos. Esta consideracién sera criticada por Hessenberg [1906, 176-177] en su trabajo de
Grundbegriffe der Mengenlehre quien afirmard que este concepto no es l6gico sino psicoldgico.
Cavaillés [1962, 124-125] se hara eco de esta afirmacién y afiadird que “es un recurso extrafio en un
escrito como el de Dedelcind,” escrito que pretende fundamentar el conjunto de los niimeros naturales
recurriento al rigor de los conceptos 16gicos y conjuntistas y evitando cualquier recurso debido a la
intuicion.

Bolzano [1851, 14-15] se refiere, en cambio, a “las propodciones que son verdaderas em si
mismas.” Ello le permite disponer de forma harto natural del paso al siguiente—“si una proposicion A
es cierta, entonces es cierta la proposicién ‘A es cierta’.” Pero Bolzano justifica la infinitud en el
hecho de que es posible conseguir un conjunto “mayor que cualguier conjunto finito.” La diferencia
con Dedekind es realmente notable puesto que, en Bolzano, de alguna manera, lo que se hace es
contar y por consiguiente se halla implicito el nimero natural que Dedekind intenta evitar.

147 Dedekind [1888 ; 1930-32, II1, 357] recorre a “mi yo” [mein eigenes Ich]. Pero este recurso
precisa de algunas justificaciones. No es posible aceptarlo sin mas. En primer lugar, “mi yo”
(pertenece al conjunto S de “mis pensamientos™? Y, en segundo lugar, ;como sabemos que “mi yo” no
es un cierto s' ?

Dedekind intenta dar respuesta a estas dos objeciones en una carta a Keferstein, datada el 8 de
febrero de 1890: “Asi consigo una demostracion rigurosamente correcta: ‘mi yo’ puede considerarse
un objeto de mi pensamiento, ...pero no es un pensamiento.”

Consciente de esta dificultad, la pone de manifiesto sin ningiin reparo en la introduccion de la
Tercera Edicién cuando dice:

...un suceso ha ido tomando cuerpo y me ba hecho dudar de lo que decia [en la Primera
edicién] porque, con el paso del tiempo, se ha puesto en duda la certeza del fundamento de
mi concepto mis importante. No puedo subestimar la justeza m la importancia parcial de
tales dudas.... Con todo, sin embargo, mi confianza en la harmonia interna de la 16gica no se
ha tambaleado ni un apice; creo que una investigacion rigurosa de la potencia del espiritu,
que consiste en poder crear, a partir de elementos bien determinados, un nuevo objeto, ¢l
conjunto que constitiyen, necesariamente distinto de cada uno de sus elementos, ha de
conducir finalmente a una reconstruccién instacable de los fundamentos de mi trabajo....
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Por fin es claro—a mi entender esta afirmacién de Dedekind no tiene nada de clara—
que, siay b son “dos elementos de S distintos, entonces a ' y »’ también serdn distintos”
y, por consiguiente S sera un conjunto infinito.

Seguidamente establece que el caricter de finitud o de infinitud se conserva por trans-
formaciones semejantes y que “ningfin conjunto infinito puede ser jamas parte de un
conjunto finito” y, por fin, establece que, al “afiadir un solo elemento a un conjunto finito
jamés podra obtenerse un conjunto infinito.”148

El §6—Conjuntos simplemente infinitos. La serie de los nimeros naturales —nos
ofrece el concepto fundamental que se requiere para introducir con rigor los nimeros
naturales. Este concepto es el concepto de conjunto simplemente infinito [“Ein System N
heiBt einfach unendlich...”): un cojunto N es simplemente infinito ssi existe una inyeccién
®: N — N tal que N es la cadena de un elemento que no pertenece a ©(N) [Dedekind

Una vez mads aparecen el poder creador de la mente—poder creador que consiste en la capacidad
de crear conjuntos —y el convencimiento de una doctrina logicista que, juntos, han de permitir una
fundamentacién rigurosa e intachable.

Véase, en este sentido, Dugac [1976, 88-90] y, en particular, la opiniones de Bertrand Russell
respecto de esta cuestién y, sobretodo, los textos de Ernst Zermelo.

148 Dedekind [1888; 1930-32, 111, 357-359; 1901, 64-66]. “Todo lo que es menor que un conjunto
finito es finito y todo lo que es mayor que un conjunto infinito es infinito.” “Al afiadir un elemento a
un conjunto finito se obtiene un conjunto infinito.” En la demostracion de este ultimo enunciado,
Dedekind usa a para designar, de hecho, {a } y a’ para designar {a }’ = {a'}. Usa ademas la palabra
Inbegriff en vez de usar la palabra System. Veimoslo con detalle: “Si a es un elemento de S y si el
agregado [Inbegriff]1 T de todos los elanentos de S distintos del elemento a (7 = S—{a }) es finito,
entonces S es finito.” Tenemos que verque S '=S.PeroS =T U {a} yS'=T'U{a’}ya' ¢ T'y
S’ € 8 en virtud de la inyectividad de la aplicacién .

Paraverque T' U {a’} =T U {a } distinguiremos dos casos:

*sia’ ¢ T', entonces T' & Tcon T finito y @ inyectiva; por consigniente

T'=Tya'¢T’ =T;dedondea’=a;
*siae T',entoncesa=b‘',conb € T(b#a).SeaaT=UU{b}yS=UU{a} U {b}.
Entonces
§S'=U"ufa’"}uia}.
Ahora consideremos la aplicacién
o T=U'u{b} -8’
talque d(u)=u’'; d(b)=a’'. Entonces
S(T)=U" v{a'},cona'e I,

siendo ¢ una semejanza de 7y ( 7)gc 7y T finito. De donde 7=¢( 7) = &' u{a’}l ¥
entonces

S=Uvuiatula}=Tulay=Tu{&"}

y ahora aplicamos la parte precedente.b
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1888; 1930-32, 11, 359]. El elemento generador del conjunto N el elemento basico de N
[Grundelement von N1—lo designaremos por 1 y diremos simplemente que N se ha
ordenado por medio te la transformacion ¢.14°

Por consiguiente, un conjunto N es simplemente infinito ssi

existe una inyeccién @: N — N —es el paso al siguiente—y un elemento 1€ Nesel
elemento basico—tales que

o. N=o@(N) € N,

B.  N=1lo={1} UN'={L,o(1), 9X(1), ..};
Y. 1€ N-N';

3. @ es inyectiva.

No cabe duda alguna,50 a 1a vista de lo que acabamos de exponer, que es la teoria de
conjuntos—inyecciones, cadenas, cadenas de un elemento, etc.—lo que constituye la base
epistemologica de la axiomatica de Giuseppe Peano, base epistemoldgica que Dedekind
nos ofrece paso a paso gracias al poder creador de su mente.

La teoria de Dedekind se basa pues en la existencia de conjuntos simplemente infinitos
que, de hecho, son los conjuntos coordinables con los niimeros naturales—atencién! que
este conjunto, el de los niimeros naturales, atin no ha sido introducido—. Estos conjuntos

149 En realidad Dedekind deberfa hablar, no de 1a cadena del elemento 1, sino de la cadena del
singletén formado con un elemento de N — @{ N ). Asi pues, un conjunto N es simplemente infinito ssi
existe una inyeccion @: N - N tal que N=({n})¢,endonde n € N- @ N).

Es claro que @ no es una biyeccion.

Es obvio que todo conjunto simplemente infinito es infinito en el sentido de Dedekind. En realidad
Dedekind introduce la idea de primer elemento y de paso al siguiente, vinculados ambos a una
aplicacion inyectiva @ e impone que N sea fiuertemente inductivo: “existe un x€N y si x€ N, entonces
x '€ N(y, ademas, todoy € N,y # xq , satisface y=2z’, z € N).” Esta es, de hecho, la observacion
que hace Jourdain [1916, 426]:

N={1} U{1}'={1} UN "= {1, 00), 92(), ..}

como indicibamos ya en la nota 141. Dedekind, con su gran capacidad credor, consigue evitar el etc.;
introduce la sucesion infinita actualmente sin tener que designarla explicitamente término a término.

150 Asi se obtiene un modelo de Peano { N, @, 1 ) en el sentido actual de la palabra (véase [Pla
1991, 278]). Plagiando las palabras de O. Zariski [1926, 183] digamos que con esta aportacién Dede-
kind “alcanza el punto dlgido de la parte propiamente matematica de su obra.” De aqui en adelante
la teoria aritmética podré desarrollarse por medio de bases puramente 16gicas. Dedekind ha logrado un
conjunto en ¢l cual

1. hay un elemento 1 que no es siguiente de ningiin otro;
2. cualquier elemento, distinto del elemento 1, es siguiente de otro elemento;
3. el anterior de cada elemento es tinico.

Disponemos ya de todos los axiomas de Peano con excepcidén del de inducciéon completa, axioma que
constituye el teorerna designado con el niimero 80 de este mismo pariagrafo 6 y que Dedekind deduce
del concepto basico de cadena.
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son infinitos tanto en el sentido de Dedekind como en el usual.!5! Dedekind establece
entonces 1a existencia de los conjuntos simplemente infinitos.152

Esta forma de definir el conjunto N, evitando los posibles objetos indeseables fue “uno
de los puntos més dificiles de mi anAlisis—dice Dedekind —y el conseguir resolverlo me
exigid largas reflexiones.”153

Ahora hay que ver que existen conjuntos szmplemente infinitos . Dedekind [1888; 1930-
32, 111, 359-360; 1901, 68], en realidad, demuestra que “cada conjunto infinito contiene un
conjunto simplemente infinito N.”154

La consideracién del conjunto N, “con abstraccion de la naturaleza de sus objetos” lleva
a Dedekind [1888; 1930-32, 111, 360; 1901, 68] al conjunto de los nismeros naturales o
niimeros naturales o simplemente niimeros |...so heiBen diese Elemente natiirliche Zahlen
oder Ordinalzahlen oder auch schlachbin Zahlen...] y el niimero 1 es el “ntimero basico de
la serie numérica N [...und das Grundelement 1 heifit die Grundzahl der Zahlenriehe
N 1.”155 Reaparece el poder creador de Dedekind [1888; 1930-32, 111, 360; 1901, 68 1:

Esta liberaci6n de los elementos de toda suerte de contenido [abstracto] es la que
justifica que podamos afirmar que los nimeros naturales constituyen una creacion
libre de la mente humana.

151 Véanse las definiciones de Bernhard Bolzano y Georg Cantor [Pla 1989, § 5y, en particular,
pagina 17].

152 En el manuscrito [Dugac 1970, apéndice LVI, 2] Dedekind intenta construir un conjunto
simplemente infinito, pero no lo consigue. ;Por qué no establecié la existencia de un conjunto
simplemente inflnito mediante una demostracién psicologista como habia hecho con los conjuntos
infinitos? Quizis le molestaba la semejanza de los conjuntos simplemente infinitos con el conjunto N
de los niimeros naturales que constituia precisamente el objeto que realmente pretendia conseguir y
cuya construccién debia evitar cualquier recur o de la intuicidn.

153 Carta de Dedekind a Keferstein [van Heijenoort 1967, 100; Dedekind 1982, 1551 ya que debia
lograr decir “sin caer en el mas obvio y pernicioso de lo circulos viciosos” que n pertenece a N, si n
es 1, o bien si n ¢s la imagen de ¢ conseguida iterando su aplicacion un nimero finito de veces a 1.

Esto lo consigue Dedekind utilizando €l concepto de cadena de un elemento (de un singleton ): “N
es el conjunto que contiene todos los objetos que pertenecen a cualguier clase que contenga a 1 asi
como a todas las imdgenes por @ de los elementos de N.” Es el minimo conjuitto inductivo. De nuevo
s preciso recurrir a la teoria de conjuntos.

También nos da cuenta, de hecho, de la razon por la cual en ves de introducir la existencia delos
conjuntos simplemente infinitos prefiere introducir la existencia de hs conjuntos infinitos.

154 Constituye el apartado 72 del texto. La demostracion es realmente simple: si S es un conjunto
infinito, existe un elemento 1 € S-S’. Basta considerar entonces N= 1, y constatar que cumple las
condiciones requeridas. Asi evita los elementos indeseables de S; es decir, evita otros posibles
elementos minimales. De esta argumentacion resulta trivialmente que la existencia de conjuntos
infinitos implica la existencia de conjuntos simplemente finitos.

155 Nos encontratnos aqui con otra caracteristica propia de la reoria de conjuntos, caracteristica
que consiste en hacer abstraccion de la naturaleza de los objetos. De hecho sblo debemos atender a las
propiedades conjuntistas. A este respecto véase la observacién de Cantor [1895, 481-482; Pla 71989,

378, nota 16 ] en la que justifica la notacion M porque cada raya indica que se ha realizato una
abstraccion; es decir, segin Cantor, en el cardinal se realizan dos abstracciones.
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Ahora, creados ya los niimeros naturales en base al poder creador de la mente humana
que se articula en una teorfa de conjuntos con el poder de abstraccién que conlleva—, el
resto es pura logica —logica en €l seno de la teoria de conjuntos —; s6lo habra que
recurrir a propiedades conjuntistas bien articuladas y perfectamente establecidas. Dice
Dedekind [1888; 1930-32, 111, 360; 1901, 68]:

El objetivo principal de la ciencia de los nimeros se halla constituido por las leyes
que se derivan de las condiciones «, §, Yy ® y que, por consiguiente, son siempre
las mismas, cualquiera que sea el conjunto simplemente infinito que se considere y
sean los que sean las nombres que se den a sus elementos particulares....156

Asi pues a 1 lo llamaremos el niémero bdsico—primer elemento de N y a la aplicacion

¢ le daremos el nombre de paso al siguiente. Sin € N,n’ € N' y n’ es el siguiente de
n.157

Ahora Dedekind establece que

noSno={ntuUnyy N={1} U N’,

que 1 caracteriza la cadena N y entonces se halla ya en situacién de ofrecernos la induccién
completa [Dedekind 1888; 1930-32, 111, 361; 1901, 69-70]:158

Para establecer que un teorema vale para todos los nimeros z de una cadena mg
basta probar

1. elteoremaparan = m;y
2. quela valides del teorema paraun n € mo implica su validez para n’'.

156 Aqui tenemos dos caracteristicas de la teoria moderna de conjuntos: no importa la naturaleza
de los objetos; importan las relaciones conjuntistas que, de alguna manera, y ello precisamente
constituye la segunda caracteristica, se deducen légicamente de unas relaciones bisicas —axiomas
‘ad hoc’——en una perspectiva formalista. Dedekind, de hecho, en su logicismo-platonismo impone las
relaciones basicas en la propia creacion de los objetos matemiticos; en el poder creador de la mente,
que no es un poder creador arbitrario sino razonado y razonable que permite un logicismo en su
desarrollo posterior.

157 [Dedekind 1888; 1930-32, 111, 360]: “folgende Zahl.” La ordenacion @, una vez realizada la
abstracciéon de la naturaleza de los elementos, se constituye en el pase al siguiente.

158 N es la “(nica cadena que contiene a 1.” Dice: “sea K = 13 = N y, puesto que es obvio que
N € K, habremos terminado.” De hecho ny = {n, n’, n”, ... }. Aqui Dedekind designa {r } por
medio de n. Puesto que, en rigor absoluto, n & n o no significa nada en abosluto, podriamos
interpretarlo comon € ng.
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Cuandom =1 y mg= N obtenemos la induccién completa.

Pero, como dice Dedekind, ¢ ordena N y por consiguiente es posible hablar de “niimeros
mayores que” y de “niimeros menores que.” Este es precisamente el titulo del §7: La
relacion de orden entre elementas . En él Dedekind [1888; 1930-32, 111, 361; 1901, 70-71}
usa la induccidn hasta la saciedad y establece las propiedades del orden, basandose en la
inclusién que existe entre las cadenas que los elementos de N generan en el seno de N.15°

El nimero m es menor que el nimero n [“m heiBt kleiner als die Zahi n "] (y, al
mismo tiempo, z es mayor que m [“n groBer als m ) ssi

no S my

(o bien ny € m'y.) Este hecho lo designaremos m < n y »n > m. [Dedekind
1888 ; 1930-32, 111, 363}160

Es claro que el orden < es una relacién de orden y que (N, <) es un conjunto
totalmente ordenado. Es total (v. paragrafo (90) [Dedekind 1888; 1930-32, 111, 363; 1901,

159 Dedekind [1888; 1930-32, III, 361; 1901, 70-71] observa que la aplicacién o: N — © (V), n >
ny, es inyectiva. En realidad estd definida en N* = {{n}: n € N}.

Establece [Dedekind 1888; 1930-32, 1I1, 362; 1901, 72] que toda cadena X € N esti caractaizada
por un elemento k € N; es decir, “si K & N es una cadena, entonces existe un Gnico £ € N tal que k;
=K o k'y= K, segin que k pertenezca o no a la cadena XK. En ambos casos, no obstante, k ‘s € X.”

Observa asimismo, preparando el terreno para la asimetria y 1a linealidad del orden, que, si m, n
€ Ny m # n, entonces se cumple una y s6lo una de las relaciones conjuntistas ny C m'gomy S n'g es
decir, para cada parejam, n,conm = n,n < m vm < ny sblo una.

Un concepto conjuntista—Ila inclusion de cadenas—Ile permite ordenar los niimeros naturales y e
tablecer las propiedades de la relaciéon de orden. Este mecanismo de reduccién de una propiedad
aritmética 2 una propiedad conjuntista nos recuerda perfectamente la relacién de orden que Dedekind
establecia entre nlimeros reales. Véanse paginas 224-227.

160 1mplicitamente supone que n ¢ m puesto que 7, c n'g no es posible. Sabemos, en cambio, que

Intuitivamente
ny={n,n',n",..} < {m',m", ..} =m’y

que equivale a n € {m', m", ..} y, por consiguiente, n = mP); asi pues m < n. Y reciprocamente.
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73D ycumple n< n'y n <« n (pardgrafo (91), ibid ).1! También establece [Dedekind
1888 1930-32, 111, 364; 1901,741que,sin< m,m< p,entonces n < p asicomo la
antisimétrica (que es una simple consecuencia de su resultado (93)).162

A continuacién establece que (N, <) es un conjunto bien ordenato: toda parte T de N
tiene un elemento minimo y la demostracién [Dedekind 1888 ; 1930-32, 111, 364; 1901,
74-75] es muy elegante:

Cualquier cadena de N es la cadena de un elemento tinico. Por consiguiente, la
cadena T de T es la cadena de un elemento k € N; es decir

To={k}Uk'.

Asipues k € T (ya que, en caso contrario, Tg = k’g por la minimalidad de una

cadena generada por un conjunto) y, paratodoz € 7,z # k,t € k'p; de donde k <
1.163

Dedekind, no obstante, se enfrenta con una dificultad técnica que deberd superar
necesariamente: la té€cnica de las cadenas te aplicaciones inyectivas lo llevan de forma
inexorable a tener que trabajar con conjuntos“inﬁnitos 0 con conjuntos simplemente
infinitos ; sin embargo debe aproximarse, haciendo uso de estas definiciones, al concepto de
conjunto finito: “aquel conjunto que es susceptible de ser contado por medio de un niimero
natural.” Para ello introduce el concepto de los segmentos finitos. Las cadenas generadas
por un elemento n (es decir, las cadenas ny) son segmentos finales (y, por consiguiente,
son conjuntos infinitos); ahora es preciso introducir los complementarios—los segmentos

161 No dice nada acerca de si es posible o no intercalar un elemento p entre n y n . Supongamos
quen<p< n' Entoncesn’oC p'oypo S n'y; de donde py S p’o. Imposible!

Con todo, Dedekind, en (117 ), designa a »n ' el “nimero posterior ™ al nimero rn y entonces
establece el resultado anterior. Sin embargo disponia de todos los elementos necesarios para
establecer este resultado muchisimo antes.

162 Dedekind introduce n < m ssi n < m o n = m . Entonces en {93) y (94) establece, respectiva-
mente, que las relaciones

me<n, m<n,ngSmyy m< n,m"<nm <n’

son equivalentes. Y seguidamente nos ofrece todas las leyes de tramsitividad posibles. Véase
[Cavaillés 1962, 126-127].

163 Dedekind define el concepto de elemento minimo [eine kleinste Zahl] y afirma que 7 es el
elemento minimo de ngy que 1 lo es de N.
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iniciales [Dedekind 1888 ; 1930-32, 111, 365; 1901, 75].164 —Estos segmentos son los que
le serviran para contar. Introduce [Dedekind 1888 ; 1930-32, 111, 365; 1901, 75] para ello

Zy={me N:m<n}=[1,n]l%

Este concepto es de una enorme importancia en la tarea de Dedekind {1888 ; 1930-32,
1M1, 365-368; 1901, 76-80] y le permite establecer —mejor alin, reencontrar —las
propiedades cldsicas de los nimeros naturales, propiedades que enunciamos a con-
tinuacidn:

0. Z,={1} (Dedekind escribe Z; = 1) (es (102 ));

1. cualquier niimero n' tiene un precedente [eine ndchst kleinere Zahl ] del cual es
siguiente immediato [ein ndchst grofte Zahl | (es (117));

1'. todo niimero u € U, distinto del minimo de U, tiene un antecedente (es (113 ));

2. todaparte 7< Z, tiene Gltimo elemento y, si £ € Ntiene tltimo elemento n, £C
Zy, (son (113)y (114));

3. m<n ssiZ, S Z,yreciprocamente (es (106 ));
4. N=Z, U n'g;{n}= Z, 0 ng(son(103), (104 )).

Ahora se halla ya en situacién de estudiar las partes finitas y las partes infinitas de la serie
numeérica . Este es precisamente el contenido del §8, en el que establece

1. Z, esfinito (es (119));

2. sin * m, Z, y Zn no son semejantes (es (120 ));166

3. todaparte E € N con maximo es finita [es (121 )];

4. todaparte U € N sin méaximo es simplemente infinita (es (122 ));

de Io que se sigue que, en el Ambito de la serie numérica, la finitud o 1a infinitud —que, en
todo caso, es simple—equivale al hecho de poseer o no Gltimo elemento.

164 Nos hallamos en la linea de los ntimero ordinales que, de hecho, son segmentos iniciales bien
ordenados .

15meZyssim<n ssim<n’ssingS myg.

166 Este resultado es esencial para poder establecer el nimero de elementos de un conjunto finito
arbitrario. De hecho, Dedekind observa que la aplicacion N — & (N), n v Z,;, es una semejanza. Es

decir, N~{Z,: n € N}.
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Dedekind demuestra 1 por induccién completa;167 para ello necesita ciertos resultados
previos como el hecho de que “un singletdn es finito” ((65 )) y que “si a un conjunto finito
le afiadimos singleton, se obtiene otro conjunto finito” ((70)).

La demostracién de 2 se basa en el hecho de que, sin* m,entoncesn<m (om <n)
y Z, € Z,, yentonces aplica la definicion de conjunto finito (en el sentido no-infinito ).

La propiedad 3 es consecuencia del hecho que E € Z,,, m = méx E y de que toda
parte de un conjunto finito es finita.

La demostracion de 4 se basa en que todo u € U tiene un siguiente immediato u ; asi se
obtiene una aplicacién ® tal que ®(U)=U < U.

Siu,ve Uy u#v,entonces u < vimplica # < v y, por consiguiente, u < v. De lo
que resulta que @ es inyectiva.

Si u1 = min U (principio de la buena ordenacion), entonces, paratodou € U, u1<u

{u;dedonde uq ¢ U.Delo que resulta que U es infinito.
Finalmente hay que ver que ®o(u;)=U.

Es claro que ®o(u 1) € U. Supongamos que Po(u;) < U. Existiraunu € U tal
queu ¢ Po(uy).Seaw=min (U-Pom1)). w*u; yaqueu; € Pou)yw ¢
@D (u1). Al ser distinto del minimo de U tiene un antecedente v; es decir, w =v y v < ;
deahique v € ®¢o(u1). Pero entonces v € Po(u1). Imposible!

En §9—Definicion por induccién de una aplicacion definida en la serie de los
nimeros naturales —Dedekind [1888; 1930-32, 111, 370; 1901, 83 ] consigue establecer
un resultado realmente importante: las “definiciones por recurrencia.”168 Se dispone de un
conjunto (2 arbitrario, de una aplicacién 6 de dicho conjunto en si mismo (inyectiva o no!)
y de un elemento distinguido w de Q. Una definicién [Dedekind /888 ; 1930-32, 111, 372;
1901, 85-86] por recurrencia consiste en la tinica aplicacién ®: N — Q que satisface:

1. dWNV) € Q;
2. ¢(1)= w;
3. P )=6(d®)) .1¥

De hecho Dedekind establece este teorema para cada n € N, restringiéndosea Z, y
entonces lo establece por induccion. Obtiene [Dedekind /888 ; 1930-32, 111, 372; 1901, 85-

167Eg decir [Dedekind 1888; 1930-32, 111, 368; 1901, 811, utiliza (80).
168 Es preciso saber qué ocurre en 1 y como se pasaden an’'= n + 1.

169 Dedekind establece el teorema de definicion por induccion.
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86], para cada n € N, una aplicaciéon finica ®,:Z, — Q talque ®,(Z,) < Q, P,(1) =
Wy ©p’)=0(D,(")),si t <n.l70 Entonces define la aplicacién ®(n) = ©, (n).

En particular obtiene ®(N ) = 8y(w) y D(ng) = Bo(P(n)).

Las definiciones por recurrencia sdlo tienen sentido en relacién con el sistema
simplemente infinito N mientras que la induccion completa es posible en cualquier cadena
relativa a una aplicacién arbitraria [Dedekind 1888; 1930-32, 111, 373; 1901, 89].171

Es en virtud de este teorema, nos dice Dedekind [1888; 1930-32, 111, 374; 1901, 90-
91}, que tiene sentido la técnica de la iteracion de una operacion.!72 Consideremos una

estructura algebraica {H,"). A cada elemento «» € H podemos asociarle una aplicacion
w: H— H tal que (1) = 0wy o) = ww" La asociatividad de - garantiza la validez de

WM'=h 0 y o om=@n- ",

Ahora Dedekind [1888; 1930-32, 111, 374; 1901, 90-91 ] analiza, en el §10, la clase de
las conjuntos simplemente infinitos y establece los dos resultados siguientes:

1. todos los conjuntos simplemente infinitos son equivalentes a N
y, por consiguiente, 1o son entre si;

2. todo conjunto equivalente a un cnjunto simplemente infinito es simplemente
infinito.173

170 Dedekind establece la existencia y la unicidad de ®, p or induccién sobre 1 :

sParan=1,P=we Q.
* Construida ya la aplicaciéon ®,,, definimos

o m, si m<n,

P =
n’ (m) (@, (n), si m=n'.

De ahi se siguen obviamente, para cada n € N, la existencia y la unicidad.

171 Es posible observar que las definiciones por recurrencia arbitrarias pueden llevar a paradojas e
incluso a contradiccion. Sea S = {a, b}, con o' = b, b’ = a. Entonces ay = by = S. Sea ahora Q = {q,
B. v} y consideremos la aplicacioén 0 tal que 6(cx) — B, 6(B) =y y 6(v) = a.. Luego, si hacemos
®(a) = a, entonces PB) = y PB) = 8PP =y * a.

172 Técnica que se encuentra en la base de la reoria de grupos.

10 =0¢w) v 1) = yhabremos terminado ya que N =1,
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Seguidamente Dedekind nos muestra su enorme capacidad de razonar en el seno de la
teoria de conjuntos: “todos los teoremas relativos a los niimeros (es decir, a los miembros
de un conjunto infinito simplemente ordenado por una transformacién @) resultan de este
orden y son vélidos asimismo en cualquier otro sistema simplemente infinito ) ordenado
por una aplicacién 6.” Esto seglin Dedekind [/888; 1930-32, 111, 378; 1901, 95], permite
la traduccion de un teorema de la aritmética de un lenguaje a otro, via la aplicaciéon &:
N— Q 174

Ahora disponemos ya de los nimeros naturales, sabemos que sirven para contar los
segmentos iniciales de N. Falta establecer su aritmética. Dedekind dedica los §§11, 12y 13
a la suma, el producto y la potencia—y, en definitiva, a la aritmética~—de los niimeros
naturales. Para hacerlo sigue el razonamiento clésico. Define

N N ) m, si n=0,
+ N — Npor mediode + (n)= b,
" " P s on=p,

y después establece las propiedades de la suma. De forma aniloga define el producto y la
potencia de los niimeros naturales y a continuacién, y en base a estas definiciones, establece
las correspondientes propiedades asi como las trabazones que hay entre ellas y con el orden
<.

El Gltimo apartado—el apartado §14 [Dedekind 1888; 1930-32, 111, 384-390; 1901,
105-115], que titula Nimero (Dedekind introduce la palabra “Anzahl™) de elementos de un
conjunto—se refiere al cardinal de los conjuntos finitos y a su relcion con los conjuntos Zy,.
El primer teorema que establece es realmente notable y merece que le dediquemos una
cierta atencién. Dice [Dedekind 1888, 1930-32, 111, 384-385; 1901, 105-106}: “Un
conjunto X es infinito ssi, para cada n, contiene un cierto conjunto £, C X tal que y, ~ Z,

(paracadan, Z, S X).”

Si X es infinito, contiene un conjunto dmplemente infinito Ttal que T~ N y cada Z, C
Nessemejanteaun 7, S TC X y se obtiene una implicacién.

Veamos ahora el reciproco.175 Por hipdtesis, a cada Z, € N, le corresponde una

aplicacién a, tal que a,{Z, & ZI. De la existencia de la familia (o;),e §y podemos
construir recursivamente una aplicacion B, tal que, si m < n (o, equivalentemente, si Z,, C
Zy), la transformacion B, definida en Z,, se halle contenida en la aplicacién, 8, definida en

174 He ahi el isomorfismo de modelos de una cierta teoria. De hecho, en la actualidad, no
hablariamos ya de una traduccion de un lenguaje a otro; hablariamos de interpretaciones diversas de
un mismo lenguaje. El lenguaje formal es tinico. Los modelos en los que hay que leer el lenguaje
cambian.

175 Dedekind dice: “a pesar de que pueda parecemos evidente es mucho méis complejo.”
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Zy; es decir que, si m < n, By | ; = Bm; de donde, para todo m < n, Bp(m) = Brm(m).176
m

Ahora bien lo linico que nos garantiza la hipdtesis del teorema es que
An_—‘{an:ZN_)Z:n € N} ¢g.

Entonces Dedekind debe elegir un o, € A, de una vez por todas. Resulta pues que, en esta
demostracion, Dedekind utiliza el A.C., numerable (véase [Cassinet y Guillemot /983, 84-
86], [Moore 1982,27-28], y [Pla 1989, 360, 390]).

Este teorema [Dedekind 1888; 1930-32, 111, 368-368, 1901, 109] tiene un corolario
esencial “un conjunto X es finito o infinito seglin que, para un cierto n € N, X ~ Z, o que,
cualquieraque sean € N, X + Z,” que pone de manifiesto que finito significa equipotente
a un nimero natural e infinito significa no equipotente a ningin nitmero natural. Esta es
una definicidén distinta de la que inicialmente diera Dedekind. Ahora, sin embargo,
Dedekind establece la equivalencia entre ambas definiciones. Pero para efectuar dicha
equivalencia precisa del A.C.177

Ahora es posible definir el concepto de niimero de elementos de un conjunto finito: “si
¥ es un conjunto finito, existe un nimero natural n € N tal que £ ~ Z,” (Dedekind [1888;
1930-32, 111, 387] usa el término “Anzahl”).

Este ntimero n es el niimero de elementos de ¥. Cuando un niimero se usa en este
sentido se denomina némero cardinal. De nuevo nos enfrentamos con el poder creador de
la mente:

...prefiero considerar como niimero cardinal, no la classe de todos los conjuntos
finitos equipotentes, sino algo nuevo—asociado a la clase—que crea el espiritu
humano. Somos divinos y tenemos ciertamente la facultad de crear no solo entes
materiales—ferrocarriles, telégrafos—sino tipicamente entes mentales [Dedekind
1888; 1930-32, 111, 389}178

176 Necesitamos funciones ay, tales que, para cada n < m, 0 & O, para que & = Uq, sea una
funcién que esté bien definida.

177 Seglin G. Hessenberg [1906, V] el primero que observ6 que Dedekind habia utilizado el A.C. en
esta demostracién fue Ernst Zermelo. Walcaw Sierpifiski [1928] en el apartado §48 establece este
resultado utilizando de forma absolutamente consciente el A.C. y, en respuesta a Henri Lebesgue
[1905, 269], dice que “a pesar de que le parece verdaderamente dificil que jamas alguien pueda
mostrar un conjunto que no sea ni finito, ni infinito, jamis se ha establecido la imposibilidad de este
tipo de conjuntos” [Sierpifiski, 1928, 52-53]. Véanse también Pla [1989, 360] y Zermelo [1908, 113-
114].

178 Dedekind dice “Was der Geist erschafft.” Carta a H. Weber de 24 de enero de 1888.
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y seguidamente hace referencia a otro gran acto creador que nos lleva a “crear algo nuevo
asociado con la cortadura, algo que 1a produce, que la genera.” De alguna forma, Dedekind
va mucho maés lejos que Kronecker que precifia del poder creador de los dioses para
poder obtener el numero. El resto, sin embargo, para Kronecker, pertenece al poder
creador del hombre. Dedekind, en cambio, precisa del “poder creador divino del hombre”
para conseguir el niimero. Ahora bien como dice Dieudonné [1969, 374-375]: “La idea
més original de Dedekind consiste en haber definido (creado, si se prefiere), no los
nimeros naturales, sino los conjuntos finitos” y por consiguiente, si bien parece alejarse
de la teoria de conjuntos al no aceptar la “clase de todos los conjuntos finitos equipotentes”
como concepto de nimero, de hecho, en un acto creador de una lucidez propia de los
auténticos genios (los auténticos dioses entre los hombres), evita las clases propias en su
creacioén numérica y se limita a simples conjuntos: los conjuntos Zp,.

Dedekind parte de una definicién de conjunto infinito (y, pof negacién obtiene, de
rebote, una definicién de conjunto finito) y “...por razonamientos de la teoria de conjuntos
consigue establecer las propiedades de los nimeros naturales” [Dieudonné 1969, 375].

Seria conreniente remarcar que Dedekind consigue lo que Cantor no conseguiria.
Consigue un representante candnico de 1a clase de todos los conjuntos finitos equipotentes
entre si; el conjunto Z,,. Pero, para disponer de todos los representantes candnicos (Z,)ne N,
precisa del A.C. Sera ficil caracterizar estos representantes candnicos, evitando el A.C.
Para ello serd necesario fijar un elemento bésico bien determinado—el primero—y una
aplicacidn bien determinada—el paso al siguiente.

5. Un inédito entre 1887-1897: Peligros de la teoria de conjuntos.!”® En este inédito
Dedekind trata del “peligro que existe si se confunde un conjunto S constituido por un solo
elemento a con el propio elemento a.” Y en este apunte nos ofrece algunas de estas contra-
dicciones.

Supongamos que a = {b, ¢}, con b # ¢, y S = {a}. Si hacemos S = a entonces, de
acuerdo con la definicion de igualdad de conjuntos, b = ¢ = a. Contradiccion!

Dedekind toma conciencia de que el “acto creador de 1a mente” permite crear, “a partir
de objetos bien determinados a, b, c, ..., un objeto S que queda completamente determinado
por ellos.” Este nuevo objeto es un conjunto; aquellos son los elementos de dicho conjunto.

Ahora podemos decir que:

S=T ssi “todo elemento de S es elemento de T y reciprocamente.”

Seguidamente Dedekind dice que, en general, un conjunto § “no se obtiene mediante la
designacion de aus elementos a, b, c, ..., sino indicando las condiciones necesarias y
suficientes que debe satisfacer un objeto para poder ser considerado un elemento de §.”

179 [Sinaceur 1971, 247-254]. Este inédito Gefahren der Systemlehre, segiin Sinaceur, debe situarse
en ¢l decenio 1887-1897. En este sentido es interesante analisis de Sinaceur [1971, 247-250].
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Hallamos entonces la idea—erronea—de que un cosuunto es la extension de un
predicado. Con todo, sin embargo, es muy posible que un predicado sea aplicable a un
s6lo objeto. Por ejemplo el predicado P(x): x es un niimero natural A 7 x| A x < 10. Pero
en estos casos es claro que no hay que confundir el sistema S con el elemento a.

A continuacién observa—entendiendo un conjunto como la extension de un predicado
—que puede darse €l caso de que “no haya ningln objeto que satisfaga el predicado P(x).”
Tiene, pues, sentido admitir el “conjunto asociado a este predicado—el conjunto vacio—.”
Ya hemos indicado que, en Was sind und was sollen die Zahlen?, Dedekind habia
rechazado totalmente este conjunto. Ahora nos advierte de que este conjunto “es de una
enorme utilidad 16gica” y ello es claro si admitimos que

ST ssi[Ix €ES(x¢TIVI[XET(x € S)].

Hay que establecer, pues, ciertas precisiones y esto es 1o que nos ofrece Dedekind
[1877-97,253] en este sencillo articulo.

1. El conjunto nulo (vacio) 0 es Ginico.

2. Anoespartede S si,ysolosi,3x € A(x ¢ S). En otro caso, A es una parte de
S (y ahora, en este caso, Dedekind introduce 1a notacién A - S).
3. El conjunto nulo O es el {inico conjunto que es parte de cualquier otro conjunto.

(Notese que, en este inédito, Dedekind introduce el simbolo < para indicarla inclusion de
conjuntos.)
Seguidamente critica su afirmacién (erronea) segiin la cual “todo elemento s de S puede
considerarse un subconjunto de S ” (s = §) y afiade que
A- S sélo tiene sentido si A y S son conjuntos.
Abhora bien, si {s} es el singleton de 5,130 entonces
{s} <! S tiene sentido, pero en cambio s < § carece de é1.

Nos encontramos entonces con una nueva precision de Dedekind. Esta precision reza:

{s} ~¢ 8 sblo tiene sentido si s es un conjunto

180 Dedekind introduce el simbolo {s} para indicar el conjunto cuyo tGnico elemento es s.
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y, por consiguiente, en el §3 de Was sind und was sollen die Zahlen? s significa {s}. Pero
esta identificaci6n, aiin en el caso de que s sea un conjunto, es peligrosa: Sea s = {7, u}, con
t#u,yseas = {s,1}.18! Sj admitimos la consideracién errénea del §3, tendremos que s =
S pero entonces u €S y u *t; de donde u = s y entonces tendriamos que u = {z, u}.
Anélogamente, r = {t, u} vy, por lo tanto, ¢ = u, jContradiccion!

6. Los inéditos de 1887 y de 1889. Dedekind se habia proporcionado una maquinaria
conjuntista suficientemente potente para resolver con toda simplicidad problemas que, en
su época, eran problemas de una cierta dificultad y complejidad.

Uno de estos problemas era el teorema de equivalencia.l82 Este teorema lo enuncia y
lo establece Cantor para el conjunto IR en su carta de 5 de noviembre de 1882, basindose,
claro esta, en el principio de las dos clases. (Es la Hipotesis del Continuo.) Cabe remarcar
que Cantor trabaja con ordinales y por consiguiente dispone de 1a ley de tricotomia.1¥3 En
1884 Georg Cantor enuncia la validez universal.13* La primera demostracién de este
resultado universal la obtendra, sin ningiin género de dudas, Richard Dedekind el once de
julio de 1887. Por desgracia este resultado permanecera inédito durante cuarenta y cinco
afios hasta que, en 1932, apareceran los Gessammelte Werke de Dedekind [1930-32]. No
obstante, Cantor tendra conocimiento de la existencia de esta demostracion de Dedekind en
el afio 1899.185

La idea de Dedekind consiste en utilizar 1a porencia sin precedentes de su concepto de
cadena. “Si ¢ es una semejanza de Sen Sy S’ =@(S) y S € TC S, entonces S y T son
conjuntos semejantes” [Dedekind 1887; 1930-32, 111, 447)].

Si § # T, Dedekind considera el conjunto U = § ~T y la cadena Up. Entonces,
utilizando la propiedad de 1a ireracion [Cavaillés 1962, 130], obtiene que

181 Dedekind ofrece también la notacion s = {z, u#}.

182Véase [Moore 1982, 42-43; 46-48] y [Pla 1988]. Este teorema se conoce en la actualidad con el
nombre de teorema de Bernstein-Cantor-Schréder.

183 Es lo que él llama la fiuente de la demostracion de su teorema [Cavaillés 1962, 233].

184 A pesar de la generalidad de este enunciado en Cantor perdura el convencimiento de que los
teoremas de tricotomia y de equivalencia tienen ambos de la misma naturaleza conjuntista. Es
realmente desafortunado este supuesto pues implica el convencimiento de que ambos requieren para
su establecimiento del A.C., lo cual en el caso del principio de tricotomia es falso, como
comprobarin Bernstein, Schroder y Dedekind.

185 Véase Cavaillés [1962, 246). Sin embargo en esta fecha Cantor conoce ya la demostracion de
Schroder—errénea—de 1896 y la de Bernstein de 1897. Se tardaria todavia diez afios en disponer de
la demostracién de este teorema que Dedekind habia establecido un decenio antes, gracias precisa-
mente a disponer de su teoria incipiente de conjuntos.
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Up=UU g UepXDhU ...C S

(véase [Pla 1988, nota 23], asi como Dedekind [1888; 1930-32, III, 375]).
Seguidamente define

ox) si x elp
Px) = {x si x €Uy

y esta es la semejanza que buscédbamos entre S y 7.136 Esto termina la demostracion de
Dedekind que, como podemos observar, no requiere en absoluto de la ley de tricotomia
(consiltese el n% 63 que Dedekind enuncia sin demostracién, en 1930-32, 111, 356).

Otra cuestién conjuntisita importante generada por Dedekind en su obra Was sind und
was sollen die Zahlen? es el concepto de conjunto infinito y de rebote de conjunto finito. En
dicha obra, Dedekind [1889; 1930-32, 111, 450-456] da una definicién posiriva del concepto
de conjunto infinito: “Un conjunto Q es infinito ssi existe una parte propia T, T ~ Q,” que
significa que existe una aplicacién inyectiva (de hecho biyectival tal que @(7) = Q. La
definicién de conjunto finito es entonces una definicion negativa: “un conjunto es finito
cuando no es infnito.”

18De hecho §c TcTUU y T=§ U @, esdecir
F§CSUU cSuUQuUU

el et

T N

Ahora hacemos

S=Uyuy V,con Ve T
S=U%yVvV',conUhuve T

yentonces TC UyU V=S=UUu U WVy TNU=9¢implicaTC U"yy v .
Dedonde T=U" UV y V~V'implicalUg U V~UyU V'~ U’ U V' y hemos terminado.
De hecho Dedekind hace lo siguiente:

S=VuUuvrU'uuv”u..
S=vV'uU'uv”u..

y, puesto que 7T N v® =g (rn=0,1,..), resulta que
T=8S-U=Vuuoyuu’'uu”u..

y con ello el resultado queda establecido.
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Asi pues los conceptos basicos—conjuntistas, sin duda—de aplicacién y de equi-
potencia le permiten introducir la infinitud, pero no le permiten, por el contrario, definir la
finitud.187 Parece natural, sin embargo, pensar que el concepto de finitud es mas simple
que el de infinitud; sin embargo, como indicdbamos en la nota de pie de pagina 271, el
objetivo de Dedekind no lo constituian tanto los conceptos de conjunto finito-conjunto
infinito o su dualidad—Ilos cuales habrian constituido preocupaciones puramente
conjuntistas y, como renimos defendiendo a lo largo de todo este trabajo, Dedekind nunca
antepuso las cuestiones conjuntistas, en su sentido mas abstracto, independientemente de
las cuestiones matemaéticas, ni siquiera cuando estas podian ser cuestiones de funda-
mentacion logico-conjuntista de las matemdticas—cuanto lograr construir con el mdximo
de rigor légico posible el conjunto de los niimeros naturales y, a partir de ellos,
fundamentar el andlisis y, de hecho, las mateméticas. Y para lograrlo, como ya hemos
repetido suficientemente, Dedekind precisa de la nocién de conjunto infinito, nocion que
nos ofrece de forma positiva y directa. No obstante, una vez superada la construccion de
los nimeros naturales, Dedekind, en una de sus limitadas intromisiones especificas a 1a
teoria de conjuntos en si misma,!8® se planteara frontalmente la definicidn positiva y
directa de conjunto finito.

Los resultados de estas reflexiones no se haran esperar y los hallamos mencionados,
como ya hemos indicado con anterioridad, en el Prefacio de la Segunda Edicion de la obra
relativa a los niimeros naturales. En 1889, exactamente el 9 de marzo, Dedekind [1889;
1930-32, 111, 450] disponia ya de esta definicién

Un conjunto § es finito cuando existe una aplicacién ¢ de S en S tal que ninguna de

sus partes propias A & S se aplica en A.1%°

187 Un conjunto X es finito ssi X ~ Z, requiere de los Z, (es decir, requiere de los nimeros
naturales) y en la construccion de Dedekind es preciso haber establecido lo que debe entenderse por
conjunto infinito y haber establecido la existencia de conjunios infinitos antes de disponer de los
conjuntos Z,. De hecho, paradéjicamente, no le hace falta el concepto de conjunto finito para poder
introducir los niimeros naturales; en absoluto. Le hace falta que exista el conjunto de todos los nimeros
naturales. Le hace falta, en términos actuales, el axioma del infinito y, por consiguiente, le hace falta
el concepto de conjunto infinito.

Dedekind podia haber prescindido de la definicién de conjunto finito hasta que no dipusiese de los
conjuntos Z,. Entonces la cueotion de si un conjunto es finito o infinito habria quedado pendiente.
Habriase planteado entonces la cuestion de si no-infinito = finito, pero ello constituye el corolario
marcado con el n° de pie de pagina 322 y, como hemos visto ya, requiere del A.C.

188 En la primera parte de este paragrafo hemos analizado, de paso, otra incursién de este tipo que
hemos desarrollado con mayor amplitud en otra parte [Pla 7988].

189 Esta definicion “llevard a graves dificultades cuando se quiera desarrollar, si se desea a la
vez evitar el recurso de los miimeros naturales.”
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Con esta definicién en la mano puede lograr ciertos resultados que indicaremos a
continuacién [Dedekind 1889; 1930-32, 111, 450-460]. Antetodo observemos que la
definicidn establece alternativamente que S ' € S y que, si A’ C A, entonces A = §. De esta
consideracién se deducen con facilidad: :

1. S"=S:esclaro que S’ € Sy, por consiguiente, S € S'y, por lo anterior, s = 5.
Resulta, pues, que todo elemento s € Sesdela formas=zr",r€ S.

2.5 # 5': supongamos que s ‘= s, entonces {{s}) = {5’} = {s} < {s} y entonces {s} =
$.190

3. Seguidamente nos da la definicion del concepto de casi-cadena: [Dedekind 1889,
1930-32, 111, 4511:191

Un conjunto Hs C § es una casi-cadena ssi

1.5 € Hy;
2. H' C Hyen donde H= H;—{s} [Durchschnitt] .

De ahi que, si s’€ Hy entonces Hy = Sy, sis'¢ Hg,entonces H & S [Strecke ab 1.192
4. Con este concepto es posible introducir con facilidad el concepto de arco entre dos
elementos ay b de S [Dedekind 1889, 1930-32, 111, 451]:

La equivalencia entre esta definicién y la que diera inicialmente Dedekind “es posible a mi
entender,” dice Dedekind, “e incluso es fécil si se dispone de los niimeros naturales y se utiliza la
observacion realizada al final del §131”: esta ob ervacion hace referencia a la propiedad de iteracion
a la que ya hemos hecho referencia. '

Tarski, por el contrario, llegard a una conclusién bien distinta: “con esta definicién es posible
deducir sin ningtin género de dificultades los teoremas méas importantes relativos a los conjuntos
finitos asi como su equivalencia con la definicién habitual, aritmética.” Esta definicion la constituye
el orden ciclico (véase [Cavaillés 1962, 133], [Pla 1989, 18-20] y [Tarski 1924, 92]).

190 Aqui Dedekind usa el simbolo {s] para indicar el conjunto unmitario formado con el @nico
elemento 5. Ademis, S # {5}, puesto que, si § = {s}, careceria de partes propias y esto no es
aceptable para Dedekind.

191 Egta definicion la utilizard A. Tarski [1924,' 92] para establecer la equivalencia entre esta
definicion y la suya. Sin embargo, segiin indica, Cavaillés [1962] Tarski desconocia este trabajo de
Dedekind.

192 Dedekind establece, ademds, que H'g es una cierta casi-cadena Hg + y que la interseccién de
una familia de casi-cadenas es asimismo una casi-cadena.
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5. Ahora Dedekind [1889; 1930-32, 111, 452] establece que

Todo arco ab es una casi-cadena; es decir, ab = Hp y entonces puede demostrar ya su
objetivo:

6. La aplicacion ¢ es inyectiva

Lo hace observando que
» aa = {a}, puesto que {a} es una casi cadena H, que contienea a;
* b’b = §, lo cual es consecuencia del hecho que, si b’ € ab, entoncesab=3S5;
* si ¢ € ab, entonces ch C ab ;193
*sia#*b,ab= {a} U a'b (de alguna manera la aplicaci6n ¢ es el paso al siguiente
en el orden ciclico).194
De todo ello resulta facilmente que, si a # b, entonces a es exterior a a’b.195
Por fin se obtiene que la aplicacion ¢ es inyectiva.196

193 Estas consideraciones se pueden representar graficamente.

194 Cabe indicar, ante todo, que A U B (que Dedekind designa A + B) es launién de Ay B.

Sabemos que a, b € ab y que a #* b. Entonces a’€ab (en virtud de la definicion de ab y de Hp);
de donde a’b C ab; y por consiguiente {a} U a’b S ab .

Abora hay que ver que {a} U a'bes un Hp que contiene al elemento a. Obviamente a € {a} U
a'b. Sis # b, s € Hp, entonces

sis=a,s=d € ab < {a} U a'b;
sis € a'b y 5+ b, entonces s’ € a'b. Por lo tanto, ab < {a} U a’b y hemos terminado.

Si a = b, el resultado es falso.
Se tiene también que a'd U b'a = S. Para verlo basta con constatar que (¢'b U b'a) S a'b U ba:

* si §€ a'b, entonces '€ ab(sis#b)yb € ba;
+ 5i s€ b'a, entonces s'€ ba(sis #d) ya'€ a'b.

1958ia# b,entoncesa ¢ a'b y b ¢ Va.

Sia € a'b, consideremos el conjunto A={s € S:s* b y s € s'b}.

Es claro que A’ © A: supongamos que s € s’b, entonces dado que s¢ bb = {b}, resultaque s’ # b y
por consiguiente

.s5€sb={s} U s"b,cons # s, implica que s€s"b y s'es"b
y, por lo tanto, s'€ A. Asi pues A = §, lo cual no es posible, puesto que b¢ A.
Ademis establece que, si a # b, entonces a’b N b'a = ¢ puesto que, si M = a’'b N b'a, entonces

cualquier elemento meé M (m # a, b} cumple que m'€e M y M = Sy esto es del todo imposible.

196Sia#by a =b,entonces a’b N b'a 2 {a’}. {Imposible!
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De todo ello se deduce que cb =S ssic=b'.197

En definitiva, pues, toda pareja a, b de objetos distintos de S parte al conjunto S en dos
arcos disjuntos:

S=a’'bUba, abNba=9.
Es posible generalizar este resultado: sia # b # ¢ # a, entonces
becnhcanadb=9 y bcUcaUab=S$

obien

acnebNba=9 y adcUcbUba=819

Ahora podemos ver ya que, para toda tera a, b, ¢ de elementos distintos, se tiene una
de las dos posibilidades alternativas:

bc=baUdc o ¥c=ban a'cl®®

A partir de estos resultados es posible establecer, con todo rigor y sin recurrir paranada ala
intuicién geométrica, el orden ciclico: dados los dementos a, b, ¢, con a # b # ¢# q,
podemos definir la relacién “estar entre” ([Dedekind 1889; 1930-32, 111, 454], véase
asimismo [Cavaillés 1962, 143-148]:

aestientreb y ¢ (bLa<c)ssib'c=baVUdc.
aestientrec y b (cLa<b)ssic’b=c'aU a'b.

El orden se establece naturalmente cogiendo a # & y &’; de ahi resulta que a < b ssi ab’
=abUbb =abV {d'}.

197p'h = § ya estd probado. Supongamos ahora que cb = S; entonces a’b = S, en donde a’ = ¢. Pero
entonces a€a’b ydeahiquea=5b y c=D>'.

1981 2 misma demostracion.

199 Dedekind afirma, ademds, que b’c = b’a U d'c es equivalente a cualquiera de las igualdades
cda=cb U ba,a'b=ac U ch,c’b=can ab,ac=abn bc,ba=>bcn ca y, anilogamente,
para la sitnacién alternativa, b'c = b'a N a'c. Ademis introduce el simbolo A - B para indicar la
interseccién de los conjuntos A y B.
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. b (o cualquiera de las posibili- c
b dades posibles por permutacién ¢
\ dea, b, c). s
(0 ¢
Es claro también que
c a’ b'c = b'aU a'c equivalea c'b = b o
¢ a c'a N a'b. 200 b a

Finalmente Dedekind establece la unicidad de los extremos de un arco y el resultado
principal que establece que toda casi-cadena es un arco:

Sea H; una casi-cadena.

* Si Hy = S, entonces Hy = 5's.

*SiH; < S, entonces S=H; U A,con ¢ =H; N A. AhorabienA’ < Ay,
por consiguiente, existe un a € A tal que a’ € Hj; de donde, a's € H;.

Hay que ver que Hs = a's:

200 [Dedekind 1889; 1930-32, 111, 454). Dados a, b, ¢ distintos entre si, c€a'b o c€ b’a. Supongarnos
que c€a'b, entonces ¢'€ a'b (c# b); dedonde c’b S a'h y c'bNab’ Sabnba=9.
Por otro lado

S=ab U ba =bclUch,

lo cual implica b'a C b'c que, a suvez, implica a€ b'c.
Asi pues, de la hipbtesis ¢ € a'b resulta que

ebc ab,bac bc ya €bcimplica a'c € b'c

de donde b'c 2 b'a U d'c.
Supongamos ahora que la inclusion fuese estricta; tendriamos un me b'c tal que m¢b'a y méad'c.
Pero, puesto que

ablU ba=S8, acUca=S,

resultaria que, cualquier m € b’c, perteneceria necesariamente a b'a y a c'a y entonces b'c N c'a N
a'b# @; de donde resulta que b'c =b'a U d'c.

Esta expresion es precisamente la dudidad por paso al complementario que transforma el comple-
mentario de la unién de dos conjuntos en la interseccion de los complementarios. Constituye, pues, la
ley de De Morgan.
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La dltima conclusion de Dedekind [1889; 1930-32, 111, 457] consiste en establecer una
correspondencia entre los elementos de S y los de una parte propia T de S:

Para cada s € S, existe un Ginico s; que sstisfsce las cuatro condiciones que siguen:

1. Si TC as para un cierto a € S, entonces 515 < as;
2. TC sy,

3 s51€T;

4. ssy N TC §s, 51}.

En efecto: puesto que 515 = S, tenemos que 7C 535.
Por consiguiente,

Consideremos ahora H = 4 ¢ 4 as. Es una casi-cadena y, por lo tanto, es un arco.

Existe, pues, un s; € S tal que H= s1s.

X Modern Logic (0

1. a#spuestoquea €Ays € a’s € Hs. De donde resulta, pues, que:
asUsa=S=H;UA yaque ACsay asNsa=g,

2. sia's 5 Hs,seaH={m € Hy: m ¢ a's} C s'a; de donde:

Hy;=HU a's
ssa=AUH
H=H; N s'a

pero H' € Hy N s'a y H = §. {Imposible! puesto que s ¢ H. De donde resulta
que H=da's y A=sa.

3. La unicidad sigue naturalmente del hechoque ab=cdssia=cyb=c
[Dedekind 1889, 1930-32, 111, 455-456].201

A={a€ S:TCas}#* 9.

201 Sypongamos que ab = cb: si a = b no hay nada que decir; si a * b, entonces ab = {a} U a'b = cb.
Ahora si ¢ # a, entonces cb S a'b S ab; de donde cb # ab.

Supongsmos ahora ab = cd y b # d, entonces b € cd = ab; de donde b’'€ ab y ab = S. {Imposible!. De
donde finalmente b = d.
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Tenemos, pues, que se cumplen las condiciones

1. 515 C as paratodo a € A; es decir, para todo a € S talque 7 C as;
2. TS s15.

Si 51 =5, entonces 515 = 55 = {5} y T = {s} y entonces se cumplen asimismo 3 y 4.
Sis; #5, entonces 515 = {51} U s1’s.

Supongamos ahora que s; ¢ T. Entonces 7 C s1's y, por 1, §15 € s1s, pero entonces
81 € s1's. jImposible! Por consiguiente, §1 € 7.
Supongamos ahora que u € TN 551 y que u # 5, u * 5;. Entonces u € ss; = {s} U 5’s;
de donde u € s's;. Ello hace que u ¢5's;. Luegou ¢ {s;} U s's; =s;5. Dedonde u ¢ T.
jImposible!

AcadaT % S, le hemos asociado, pues, una aplicacion ¥: § — T, s -+ 51 talque §; ©

La aplicacién W es inyectiva sobre T. Supongasnos que a, b € Ty a # b. Entonces TS
aia N biby a €b1b, b €aja. Sisuponemos ahora que a; =b; =, entonces a € cby b€
ca. Ahorabienc#a,c#b. Dedondea €c’b y b € c'a, pero ¢’b = c'a N a'b; de donde a
€ a'b. jImposible!

- Dedekind detiene aqui el estudio de este concepto de conjunto finito y consiguiente-
mente este estudio que, como hemos podido observar con todo luio de detalles, tiene un
desarrollo absolutamente conjuntista. Sin embargo, Jean Cavaillés [1932, 143-148], sin
demasiado esfuerzo, lograra deducir que esta definicion de conjunto finito es una buena
definicion de conjunto finito, puesto que satisface la mayos parte de las propiedades que se
pueden esperar de la idea intuitiva de conjunto finito, las cuales son:

1. “Todo subconjunto de un conjunto finito es finito.”
2. “Si A es conjunto finitoy b€ A, A U {b} es un conjunto finito.”
3. Principio de induccién completa: “Si existe una clase X tal que
3.1.existe un s € S tal que {s}eX.
32.5iBU {s}eX todavesque BEK. ys € §,entonces S € K.”
4. “La clase de todos los subconjuntos de un conjunto finito es finita.”
5. “Si un conjunto es finito es finito de Dedekind.”

1. Ante todo es preciso establecer que

cas’ =as U {5s’},a,5 € S.
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Tenemos que
as’=a's Us’s’ obien a's’=a’s N s's = {5},
La segunda no es posible. Asi pues, teniendo en cuenta que a es exterior a a's’. Luego
aUads=aUadsU {s}.
« El objeto s asociado a s€.S por medio de la aplicacién W esti caracterizado por
W(s) = 51 =15, s1 5'€ T (es evidente);
W(s) =5'1=151,5i5'¢T(s y s tienen la misma imagen):
TCs'is'=s51U {51} implicaTC s';s y 51€T
y entonces
ss'i=s5s1 U {s} yTnss C{sy,s}.

Ahora es facil establecer 1:

Sea T el conjunto y ¥ la aplicacién asociada y consideremosun U < T tal que
U; € U. Si ahora definimos el conjunto

V={s € §:5,€ U}202
bastara verificar que V= §:
* si v€ V, entonces
sobienv’'eTyv'=v; y vi€U yportantov’ €U,

*obienv'¢Tyv’'i=v, y, por hipbtesis, ieEU yv‘1 €U,
y, por lo tanto, V' C V. La finitariedad de S implica entonces que V=.

2028i un conjunto X € S se transforma en si mismo, ello significa que X; € Xy, por con-siguiente,
X n T# &. Nos restringimos entonces al conjunto 7 =X N 7. Es claro que X; € My T(I) cxcT1

Basta pues evitar que U C T se pueda transformar en si mismo.
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Sin embargo esto es imposible puesto que Jr € T'tal que r ¢ U y, por otra parte, ¢t =
k’,conk € Sy,dadoquez=k’€ T,entoncesk; =k'€ Ty k¢ U. Dedonde k € V.

2.SiAesfinitoy@: A — A, x> x" =@(x) es la aplicacién asociadaa A ybé A yaes
un elemento arbitrario de A, definimos la aplicacién H: A U {b} — AU {b} mediante la
expresion por casos

b si x=a
Hx)y=9a'=@(@ si x=b
x'=@x) si x*a;b

Sea U S AU{b} tal que H {U)< U. Distingamos los dos casos posibles:

sUC AyentoncesheUya ¢ U; de donde HKU)=@(U) S Uy U =A.
ijImposible!

U= Uy U {b},con Uy & A. Entonces a’ = @(a)€ Uy y entonces @(Up)< Uy y
Up = A. jImposible!

* 3. Todo consiste en ver que, si existe un arco sb tal que sh€ K, entonces S € X ya que,
aplicando la hipétesis 3.1., obtendremos ss = {s}€ ¥ y habremos terminado.

Sea H= {be S : sbe K.}. Puesto que (por 3.2) sb' =sb U {b'}, resultaque H CTHy
por consiguiente H = S. Asi pues, para todo r € S, sr€XK y, en particular, para el valor
dertalques=r.Dedonde rr=S ek.

4. Consideremos la clase X. de los subconjuntos A de S tales que & (4) es finito.

* Si § €X., hemos terminado.
* Si S ¢XK, entonces
eparatodos € S, {s} € X;

» supongamos ahora que A€ X (y, por consiguiente, A & S) yseabeS yb¢
A

Resulta que AU {b} es finito y hay que ver que clase AU {b} € X.203

203 Jean Cavaillés afirma que P (A U {b}) = {{b}} U {M U {b}: @ * Mec §(A)} y de ahi se
deduce ficilmente que ® (A U {b}) es finito, puesto que se obtiene afiadiendo un conjunto unitario a
un conjunto finito.
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Ahora bien
PAUDH=PAU{PIIUMUD}:D=*Me PA)}

y entonces es preciso establecer que “la unidén de dos conjuntos finitos es asimismo un
conjunto finito” y entonces la demostracion estaria correctamente establecida.204
5. Todo conjunto finito es finito de Dedekind.205

Sea X = {AC § : no es posible biyectar en una parte de si mismo}:

+ Sis € S, entonces {s}€K;
*siA €X, entonces A U {h}cX.

Supouamos que existe una biyeccion deunaparte M S A U {b} en AU{b}. Es facil

construir una biyeccién de unaparte N & Aen A.

Es claro, pues, que en base a una teoria sencilla de conjuntos es posible establecer un
analisis completo del concepto de finitud— o, si se prefiere del concepto de conjunto finito.
Este tipo de analisis serd retomado por Wactaw Sierpiriski [/918] y por Alfred Tarski
[1924]) unos pocos afios més tarde.

7. Dedekind y la topologia. Nos hallamos con dos textos en los cuales Dedekind tratard
cuestiones de topologia. Estos textos son Allgemeine Satze iiber Riume [Teoremas
generales sobre espacios; 1871a; 1930-32, 11, 353-3551296 y Beweis und Anwendungen
einer allgemeinen Satze uiber mehrfach ausgedehnte stetige Gebeite [ Demostracion y
aplicaciones de un teorema general relativo a los dominios continuos de dimension n;
1892; 1930-32, 11, 356-369].

204 Sean A y B dos conjuntos finitos. Veamos que A U B es un conjuato finito. (En virtud de 1
podemos suponer sin pérdida de generalidad que los conjuntos A y B son disjuntos.) Consideremos
pues la classe X: = {® # YC B: A U Y es finito}.

Es claro que, para todo b€ B, {b}€X, en virtud de 2.

Supongamos ahora que YeX, YCB. Entonces A U Y es finito y, por consiguienté,sib ¢ ¥, (A U DU
{b} tambien es finito. De ahi se sigue que ¥ U {#}€XK y, aplicando 3, resulta que B€X y, por fin,
AUB es finito.

205 g reciproco requiere del A.C. (véase [Cavaillés 1932,148]).

206 Dugac [1970,107] nos dice que hay que situar este trabajo alld por el afio 1871 y con
anterioritad al 1872.
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Dedekind hall6 grandes dificultades cuando quiso publicar, con los niveles de rigor que
le exigia su fino espiritu, la teoria del potencial de Dirichlet.297 Para ello elabor6 un esbozo
“ab ovo” que “evitara la intuicién geométrica.” Este esbozo debe considerarse el primer
texto matematico sobre la teoria de los espacios métricos.

Ante todo nos ofrece una definicién [Dedekind 1871a; 1930-32, 11, 353]: “Un conjunto
P de puntos p, p',... €s un cuerpo [un abierto; Korper] ssi, para todo punto p€ P, hay un d
tal que todos los puntos que disten de p menos que d pertenezcan a P.”208 Esta definicion
es absolutamente igual a la actual, salvo en los formalismos. Y sigue diciendo : “los puntos
D, D5 son interiores a P” [Dedekind 1871a; 1930-32, 11, 353: “Die Punkter p, p',...
liegen innerhalb P”]. Seguidamente establece la definicién [Dedekind 1871a; 1930-32, 11,
353, §3] de parte de un abierto en otro y seguidamente establece que “toda bola es un
abierto.” Dice que “los puntos que distan de un punto fijo p menos que una cierta distancia
d, forman un cuerpo.”2%® La demostracion es impecable.210

Seguidamente nos ofrece la idea de punro exterior a un abierto: “Si P es un abierto y m
es un punto en cuyo entorno es posible describir una esfera cuyos puntos son todos ellos
no interiores a P, decimos que el punto m es exterior a p [Dedekind 1871a; 1930-32, 11,
353;“Die Punkt m liege auBerhalb P"].

Ahora enuncia un teorema bésico en sus desarrollos de topologia [Dedekind 1871a;
1930-32, 11, 354]: “Si P es un abierto y existe un punto m exterior a P, entonces existe una
infinidad de puntos exteriores a P y estos forman un abierto.”211

207 Dugac [1962, 177} nos ofrece una carta a Heine en la que Dedekind exponia las dificultades
que le present6 la “demostracion incompleta del principio de Dirichlet” (véase Dieudonné y otros
[1986, 144-145]; [Kline 1972, 659-660; 684-686 y 704-705]).

En una carta a Cantor (19 de enero de 1879) Dedekind dice que “seria bueno desarrollar una
teoria de los dominios [Gebier] evitando sin embargo la intuicién geométrica” [Cavailles 1962, 225].
Nos hallamos de nuevo con la obsesion, por partc de Dedekind, de evitar la intuicién geométrica. Esta
pretension lo 1levd, de nuevo, a la teoria de conjuntos.

208 Hemos visto ya que, en 1871, utilizd esta palabra para designar los cuerpos algebrsicos. Ello
nos hace pensar en la posibilidad, dice Dugac, de que este texto sea anterior al de 1871.

209 Este cuerpo lo denomina bola [Kigel] de centro p y radio .

2101 a demostraciéon de Dedekind es la actual. Si pp’< d (Dedekind indica la distancia d(p, p’) o
lp—p’ | por medio de pp’), tomamos &' < d-pp’. Seguidarnente elegimos un puato p” tal que p’p” < d'.
Entonces pp” < d vy, por lo tanto, p” pertenece a la bola B (va que pp” < pp’ + p'p”).

Asi pues, para Dedekind, la desigualdad triangular de la distancia es un hecho indudable.

211 8i me E(P), existe una bola K tal que K < E(P). Si & = p(K), entonces mm’ < & para todo
m’'€ K. Sea ahora K’ la bola centrada en m’ y cuyo radio &' < d—mm’. Es claro que XK' € K < E(P) y por
consiguiente m’ es exterior a P. Asi pues el conjunto de lospuntos exteriores a P forma un abierto.
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Sigue el concepto de punto frontera | Grenzpunkt] de P que “son los puntos que no son
ni interiores ni exteriores a P” y en §8 llamara frontera [Begrenzung] al conjunto de todos
los puntos frontera de P. Por fin establece el teorema [Dedekind [871a; 1930-32, 1I,
354):212

Si existe un punto exterior, entonces existe una infinidad y su totalidad forma
un abierto.

Los puntos frontera de un abierto P constituyen un conjunto, el conjunto
frontera, que no es abierto.

En esta memoria, Dedekind nos of rece un texto excelente de topologia métrica,
absolutamente impecable, aunque elemental. Este texto, sin embargo, pone de manifiesto
una cuestion que conviene precisar. Por lo que a 1a topologia se refiere la actitud de Dede-
kind y Cantor se invierte. Las importantes aportaciones de Cantor en el terreno de la
topologia estan intimamente ligadas a las invectigaciones concretas de andlisis, sobretodo
en relacién con cuestiones de convergencia en series de Fourier.?13 En cambio, este
trabajo de Dedekind que acabamos de exponer, si bien segin nos dice el propio Dedekind,
es fruto de 1a necesidad de rigorizar la teorfa del potencial, es un trabajo de una abstraccién
absoluta, muy préximo en la presentacion—aunque no en la profundidad y la
complejidad—a la primera leccién de los Elements d’Analyse de Jean Dieudonné [1972].

La segunda memoria Demostracion y aplicaciones de un teorema general en las
dominios continuos de dimension n?t4 es una obra cuya inspiracién hay que buscarla
precisamente en Stetigkeit und irrationale Zahlen de 1858 y de una forma particular en su
Principio [ Princip] del §5 de este texto [Dedekind 1858; 1930-32, 111, 356; 1901, 19] que
resume con estas palabras

212Constituyen los §8 y §9. Si me I, entonces, por definicién, 7 no es interior a P. Entonces, si IT
fuese abierto, todos los puntos w€Il serian exteriores a P y esto contradice la definciéon de punto
frontera.

213 Véase [Dieudonné y otros 1978, 336-380].

Cabe indicar que Cantor fue el primero que introdujo—en la recta real, primeramente, y en el
espacio n-dimensional, depués las nociones de punto de acumulacion, de conjunto derivado, de
conjunto cerrado, de conjunto perfecto y también fue el primero que obtendria resultados esenciales
sobre estos conjntos en la recta real (véase (Gémez 1991]).

La teoria de la dimensién surge asimismo en la discusion entre Cantor y Dedekind en relacién
con la naturaleza profunda del significado de la posibilidad de establecer biyecciones entre R” y R™.

Seria realmente muy interesante disponer de una aproximacion histdrica a la topoloia conjuntista.

214 Dugac [1976, 108] situa este texto en 1892, basandose en una nota de la pigina 356-357 en la
que Dedekind nos dice que recientemente [kiirzlich] acaba de aparecer la “segunda edicién de su
libro Stetigkeit und irrationale Zahlen.”
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Si partimos R en tos clases de forma que cualquier nimero de la primera sea
menor que cualquier nimero de la segunda, entonces o bien existe el méiximo de la
primera clase, o bien el minimo de la segunda. [Dedekind 1876-77; 1930-32, 11,
356]

Enseguida nos recuerda que los métodos utilizados por Weierstrass y Cantor relativos
a los principios del anélisis, que habia podido conocer a través de la memoria de Heine de
[1872], no son lo directos que seria de desear. Seguidamente nos habla del mérodo de la
biseccion [Halbierungsmethode; 1892; 1930-32,11, 356] debido a Bernhard Bolzano?15 y
cita explicitamente el teorema siguiente [Dedekind 1892; 1930-32, 11, 356-357; Bolzano
1817, traduccidn inglesa 1980,170-172]:216

Si una serie de cantidades
le, sz, F3x, . an, Fn+rx, .

tiene la propiedad de que la diferencia entre su término n-ésimo F,x y uno de
posterior como Fy.rx, suficientemente alejado del primero, se mantiene por debajo
de una cierta cantidad dada cuando 7 es grande, entonces existe sempre una cierta
cantidad y s6lo una a la cual tienden los términos de 1a serie y a la cual tienden de
forma tal que se llegan a hacer tan préximos como se quiera, siempre que la serie
siga indefinidamente. '

Y arenglén seguido afirma que la demostracién del teorema no es correcta y que sélo
podra establecerse si “previamente se establece la continuidad del dominio de los niimeros
reales” [“Diese...der ohne vorgingige Feststellung der Stetigkeit de reellen Zahlgebietes
aus gar nicht gelingen kann; 1892; 1930-32, 11, 356-357].217 Estas consideraciones son las
que llevan a Dedekind [1876-77; 1930-32, 11, 355] a elaborar este nuevo texto de topologia

215 Dedekind conocid esta obra de Bolzano porque se la presté H.A. Schwarz en 1888.

216De hecho Bolzano afirma que toda sucesién de Cauchy de nimeros reales es convergente.

3

21712 demostracion de Bolzano es realmente sorprendente: “..no hay nada que nos impida
suponer la existencia de la cantidad X a la cual se acercan indefinitunente los términos de la serie,
siempre que no la supongamos ni #nica ni invariable. Ahora bien la hipdtesis de invariabilidad no es
imposible puesto que, en virtud de la hipétesis establecida, es posible determinar dicha cantidad zan
aproximadamente como queramos...” [Bolzano 1817; traduccién inglesa de S.B. Russ 7980, 171].

Es interesante obsenrar que es precisamente con este teorema y sus limitaciones que Jean
Cavaillés [1962, 31-34] pone de manifiesto la necesidad de una cosntruccion rigurosa de los nimeros
reales, necesidad que, de alguna manera, contribuir a la creacién—conjuntamente con otros hechos
y otras preocupaciones, naturalmente—de la teoria de conjuntos.
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en el que enunciaré, “como ejemplo de su método de demostracién, un teorema mas
general que se aplica a gran cantidad de casos conocidos.”

Este texto consta de dos partes (§§1,2 y 3) y §4 bien diferenciadas desde nuestro punto
de vista. Los tres primeros paragrafos—Ia primera parte—es absolutamente conjuntista y
empieza con algunas definiciones de su obra Was sind und was sollen die Zahlen?,
afiadiendo ahora, sin embargo, ciertas definiciones de cariz mds ropoldgico.?18 Estos
conceptos son los de conjunto, subconjunto, interseccién de una familia de conjuntos e
unién de una familia de conjunto [Dedekind 1892; 1930-32, 11, 357-358]. Seguidamente
Dedekind [1892; 1930-32, 11, 358] nos ofrece “una nueva definicidén,” definicién que
constituye la base de este nuevo texto de Dedekind. Es el concepto de subcortadura
[Teilschnitt]. Dice [Dedekind 1892; 1930-32, 11, 358]:

Una subcortadura ¢ de un conjunto § consiste en una particién de los subconjuntos
de § en partes propias [reine Teil] y partes impropias [unreine Teil] que satisfacen
tres condiciones:2!?

1. Toda parte de S es propia o impropia, pero jamas es las dos cosas a la vez.
2. Toda parte de una parte propia es una parte propia.
3. La reunién—Dedekind la llama suma—de dos partes propias es, a su vez, una
parte propia.220
No obstante es posible reducir las condiciones 2 y 3 a una {inica condicién 4 [Dedekind
1892; 1930-32, 11, 358]: “La reunioén de dos partes es propia ssi ambas partes son
propias.™22!
Esta condicidn 4, asociada a las propiedades del producto—*“si a todo subconjunto A de
S le hacemos corresponder @(A) =1 o =0, seglin que A sea propio o impropio”™—, resulta
que

218 De esta parte del texto existe ademso un manuscrito [Dugac 1976, 309-315, apéndice LVII].
219 Esta clasificacién es la que constituye la preocupacion inicial del manuscrito citado.

20Dedekind [1892; 1930-32, 11, 358] ha definido, en redidad, el concepto actnal de ideal de partes
de un conjunto. Es claro que, cualquier topologia ‘T sobre S, permite definir una subcortadura en la cual
“X & S es una parte propia de S ssi se puede recubrir con un nimero finito de abiertos 7 de la
topologia T .”

221 Aqui Dedekind nos dice, ademds, que esto equivale a que “la reunién de dos partes es
impropia si una de ellas 1o es” que constituye una dualizacién 16gica correcta de la expresion P(AUB)
« P(A) A P(B) equivale a " P(AUB) < -1P(A) V1P(B), en donde A, V designan, respectivarnente,
la “y” y la “o” logicas.

Este hecho Ie sugiere, ademas, la propiedad del producto x "y =0ssix=0vy=0.
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5. ®(A U B) =@(A) - ¢(B) [Dedekind 1892; 1930-32, 11, 359].

Reciprocamente, si a cada parte A de § le hacemos corresponder un nimero @(A) que
cumpla 5, entonces ¢ es una subcortadura de S.

Seguidamente Dedekind [1892; 1930-32, II, 358-359] nos ofrece dos conceptos
relacionados con las subcortaduras:

* el concepto de subcortadura engendrada {erzeugt] por una parte T de S:
toda parte T de S engendra una subcortadura de S que se define por:

una parte A de S seré propia o impropia segiin que A sea o no parte de 7. De
ahi que T sea parte propia.

Seguidamente Dedekind nos hace notar que la reunién de “todas las partes propias, en
general, no es una parte propia”.222 Y a continuaci6én nos ofrece [Dedekind 1892; 1930-32,
11, 359-360]

» 1a nocién de prolongacion de una subcortadura:

(a) Si T < § entonces, toda subcortadura ¢ de S contiene [enthaltern] una sub-
cortadura y de T tal que

toda parte A de T es propia o impropia segiin sea propia o impropia

en @ (es decir: p(A) = p(A)).

Reciprocamente,

(b) si TC S, toda subcortadura g de T se puede prolongar [der Weise ermeitet] en
una subcortadura ¢ de S de manera que y esté contenida en ¢:

si A es una parte de S, diremos que es impropia ssi existe una parte de A N T
que sea impropia para .

Dedekind cierra §1 ligando las subcortaduras y de S y las aplicaciones s de S.
Antetodo considera $'= A(S) y, seguidamente, clasifica las partes de S' en propias €
impropias de acuerdo con

222Dedekind coge S infinito y dice que A es una parte propia si es finita e impropia si es infinita.
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P C §' es impropia ssi existe U C § impropiay U’ = i(U) € P.

Dedekind aplicara todas estas nociones primeramente a IR (§2) y después a R” (§3).
En el caso S = IR introduce unas pocas notaciones y definiciones que conviene precisar
[Dedekind 1892; 1930-32, 11, 361]:

1. [c]=(-o0,c]={xeR. x<c}, ce R.223
2. La envolvente [Hiille]l de C: (O)p=[c—h,c+hl={x€R:c-h<x<c+h},h> 0,
c€R, heselradio y ces el centro.
Esclaroque fc + hl=[c—h} + (O)n.
3.8i TC R, decimos que c€ T es un punto adherente [Beizahl] de T ssi en toda
envolvente de ¢ hay un punto, por lo menos, de 7.

Es claro, dice Dedekind [1892; 1930-32, 11, 361], que “todo punto de T es adherente a
T. Ahora bien, si todo punto adherente de T pertenece a 7, diremos que T es un conjunto
cerrado [selbstindiges System heifen].”224

Por fin establece que un conjunto 7T < IR estd acotado [begrenzies System] si existe un
niimero positivo M tal que, para todo x€ T, |x|< M.

Con todas estas definiciones puede establecer ya el reorema fundamental que sigue
[Dedekind 1892; 1930-32, 11, 361-362]:

Si todas las partes de un conjunto acotado 7 < R se clasifican, por medio de una

subcortadura @, en propias e impropias y si T es impropia, entonces existe el
minimo ¢ tal que cualquier envolvente de ¢ contiene una parte impropis de 7.

La demostracién de Dedekind utiliza 1a prolongacién de g a una subcortadura ¢ de
R .225

223 Los complementarios—Ilos impropios—constituyen una base de filtro libre (1\B). El filtro que
genera es el filtro de Fréchet de .

224 Nos hace observar que “sus puntos adherentes” y el conjunto de adherentes” son distintos de
los puntos de acumulaion [Grenzpunkr] y del conjunto de todos los puntos de acumulacidn,
introducidos por Georg Cantor (véase [Cantor 1872,122-132]).

225 De hecho se demuestra que “existo el menor niimero c¢ tal que todas sus envolventes son
impropias y, ademis, ¢ es adherente a 7.”

Este teorema es central en la demostracion del teorema del §4 que contiene los reoremas
Jundamentales de existencia de los teoremas de funciones.

Disponemos de una sucortadura ¥ en 7. Ahora, en I, definimos la subcortadura @(A) = O ssi
AB(B< AN T Aw(B)=0).

Ahora dividimos R en dos clases
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En el caso § = IR” ademas de introducir conceptos analogos a los que habia
introducido en el caso § = R como, por ejemplo, 1a envolvente de un punto a = (a; ,..., ay),
a={ra-h<xi<a+hi=1,..,n}, el concepto de punto adherente y de conjunto .
acotado y cerrado, introduce el orden lexicogrdfico entre dos puntos ay B Asipues,a< b
ssi el primer elemento de la sucesion (b; — a@;) i=1, ., » no nulo es positivo (Dedekind
[1892; 1930-32, 11, 363] dice: “a es més bajo [tiefer] y Bes mas alto [hdher]”) e introduce
las nociones de punto més bajo y de punto més alto de una parte de IR”, cuando existen
[der tiefste, der hochstel.

Seguidamente establece el teorema general que sigue [Dedekind 1892; 1930-32, 11,
364]:

L. Si T es un conjunto acotado de IR” y si todas las partes de T se hallan clasificadas
por medio de una subcortadura y en propias € impropias, entonces si 7 es
impropia, existe el punto més bajo c tal quer toda envolvente de ¢ contiene una
parte impropia de 7.

Como antes, si se recurre a la técnica de prolongar la subcortadura y de 7 a una
cortadura ¢ de S, el teorema se transforma en [Dedekind 1892; 1930-32, 11, 364]:

I'. Si T es una parte acotada de S v, si todas las partes de S se han clasificado en
propias e impropias de forma que T ses impropia y que toda parte con
interseccion vacia con T sea propia, entonces existe un punto ¢ para el cual todas
las envolventes son impropias y, ademds, ¢ es el punto mds bajo que posee esta
propiedad.

Y lo demuestra por induccién sobre n. Para n = 1, remite a la demostracién del §2.
Para verlo en el caso 7, considera las proyecciones @ = (ay,... ,@p-1) de los puntos @ =

(ay,..-0n-1,a) vy llama T’ a la proyeccién de Ty §’= R”"1, Entonces supone que el

A = {x € R: [x] es propia};
B = {x € R: [x] es impropia}.

Pero, pueato que 7 est4 acotado, existe un ntimero real ¢ > 0 tal que TS [-g, +£] y entonces —E€ A

y +EEB.

Ademis todo a€A es menor que todo b€B. Tenemo, pues, una cortadura y el principio de
continuidad nos proporciona un punto ¢ que es miximo en A o minimo en B ya que, para todo /# > 0,
c-h € A yc+ h € B Ahora bien, puesto que [c + A] = [c—h] + (c)s, resulta que, para todo & > 0, (¢)4
es impropia.

Si a < ¢, entonces existe un 22 > O tal que a + & € A y entonces {a+h] = [a-h] +(a)y que implica
que (a)y es propia.
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teorema es cierto en el caso n—1. Seguidamente recorre a 1a proyeccién que transforma la
subcortadura y de IR” en una cortadura ¢ de R”"1 y obtiene el teorema deseado.226

Dedekind aplica este resultado general a las funciones de dos variables.?27 De hecho
son resultados de Arndilisis Real. Previamente establece los corolarios siguientes:

II. Si U es una parte de T, cerrada y acotada en B", existe d punto mds bajo con la
propiedad de que cada una de sus envolventes contenga, por lo menos, un punto de U.

Todo descansa en aplicar adecuadamente I y, para ello hay que disponer de una
subcortadura de 7. Entonces Dedekind establece que una parte U de T serd impropia o
propia segtn que contenga o no un punto de la parte U.

Y a continuacidn establece teoremas relativos a funciones reales de dos variables reales

h: T< B2 — R [Dedekind 1892; 1930-32, 11, 367]:

IIL. Existe un punto mds bajo (a, b) tal que, si c€ T = h(T), entonces en toda
envolvente de (a, b), existe por lo menos un punto P tal que h(P) = P’ <c.

Todo descansa en aplicar adecuadamente 1 y, para ello, es preciso disponer de una
subcortadura de 7. Entonces establece que una parte U de T serd propia o impropia segiin
que 7’ contenga o no un elemento mas bajo que todos los de U".

IV. Si c es un punto adherente de T' = h(T), existe el punto mds bajo (a, b) tal que, si
H es una envolvente de (a, b), c también es adherente a H'.

Todo descansa en aplicar adecuadamente I y, para ello, hay que disponer de una
subcortadura de 7. Entonces establece que una parte U de T serd impropia o propia segiin
que c sea o no adherente a U'".

Por fin, utilizando las envolventes, establece la continuidad de una funcion [Dedekind
1892; 1930-32, 11, 367]:228

Una funcién es continua en un punto P ssi, para todo k > 0, existe una enlvolvente
H de P tal que todos los puntos de H ' distan de P’ menos que k.

Con esta definicidn y los corolarios precedentes dispone de toda la artilleria necesaria para
desarrollar cuestiones de andlisis matemdtico, utilizando metodologlia topolégica y, por
consiguiente, teoria de conjuntos:

226 En el manuscrito se limita al caso n = 2.

227En realidad basta la generalidad del manuscrito, puesto que las aplicaciones se limitan al dos
variables.

228 En este texto Dedekind utiliza Funktion como sinénimo de Abbildung, que es el nombre que
daba al concepto de funcion en Was sind und was sollen die Zahlen?
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V. Una funcién continua admite un valor minimo y existe un punto mds bajo en el que
se alcanza dicho valor minimo.

Basta aplicar IIL

V1. 8i la funcién es continua en T, entonces todo punto adherente ¢ de T' pertenece a
T’ y existe el punto mds bajo (a, b) en el cual la funcién toma este valor c = (a, b)'.

Basta aplicar IV.

VIL Si una funcion continua en T toma tanto valores positivos como negativos, existe
un punto en el cual se anula.?2®

Dedekind termina, pues, su desarrollo con el teorema de Bolzano—que, en cierta
forma, como hemos indicado ya, constituia el leit motiv de toda su exposicion—. Emmy
Noether nos da una aplicaciéon mas de la teoria topologica de Dedekind. Nos ofrece la
demostracion del teorema de Borel-Lebesgue:

* Si T es cerrado y acotado, entonces de todo recubrimiento abierto de T se puede
extraer un recubrimiento finito.230

Nuevamente vemos el poder creador de la mente—construyendo en cada ocasion la
subcortadura adecuada de S—para lograr establecer con toda generalidad y con absoluto
rigor resultados matematicos, algunos ya conjeturados y atin establecidos, pero no con una
unidad de criterio—unidad de criterio que pasa por el recurso de la teoria de conjuntos—
como la que nos ofrece Dedekind.

8. A modo de conclusion. En estas paginas que, a veces podran parecer excesivamente
detalladas y en otras ocasiones pueden mostrarsenos quizas demasiado superficiales, ha

229 En realidad, al igual que habia hecho en el manuscrito [Dugac 1976, 310], Dedekind se limita

" al cuadrado unidad cerrado [0, 1] = {(x,): 0 < x < 1, 0 £ y < 1}. En este caso usa la notacién

x-h  y-h

(x-f-h y+h
mis bajoy 1=(1, 1) es el punto mis alto de [0, 1].

Para establecer la demostracién, Dedekind supone excluido por trivial el caso (0, 0)' = 0. Supone
entonces que (0, 0)' > O y aplica la alternativa I, considerando que U & 7 es una parte propia si
contiene elementos positivos; en caso contrario, U es impropia. Entonces afirma que el punto (a, b)
cuya existencia garantiza I' cumple (a, bY= 0. Para ello analiza los dos casos posibles (a, b)’ > O y
(a, b)’ < 0 y ambos llevan a contradiccién. (La primera desigualdad contradice la definicién misma
de subcortadura y la segunda la propiedad que caracteriza al punto (a, b).)

) para designar la envolvente del punto (x, y). Afirma, demis, que 0 = (0, 0) es el punto

230 [Dedekind 1892]; comentario de Emmy Noether [Dedekind 1930-32, II, 370]. Para ello precisa
de la definici6n siguiente: Un subconjunto U de T es propio o impropio segiin que se pueda recubrir o
po por un nimero finito de conjuntos abiertos.
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quedado expuesto con todo detalle un hecho que me parece incontrovertible: Dedekind
entiende el quehacer matemdtico como una actividad logica que hay que crear por medio
del poder creador de la mente humana. Sin embargo Dedekind no explicita en que
consiste este poder creador. No obstante una lectura atenta de sus trabajos y aportaciones
matematicas, realmente importantes, nos permite observar que el poder creador de la
mente humana que preconiza Dedekind es precisamente 1a capacidad creadora que posee
el matemdtico para ‘crear’—fabncar, si se prefiere—conjuntos a partir de otros conjuntos
mediante unas leyes l6gico mateméticas precisas que, aun cuando no las precise siempre
explicitamente con toda claridad, estdn ahi y son utilizadas por Dedekind con precisién y
claridad. Como ya hemos indicado en otra parte (véase el texto de Jean Dieudonné [1987,
144], citado en en el parigrafo marcado con el n° 202), Dedekind es uno de los
matematicos que inaugura el nuevo estilo de “hacer matematicas;” este estilo consiste en
recurrir al lenguaje preciso, minimo pero necesario, de los conjuntos. Asi los nimeros—ya
sean naturales o reales—son conjuntos bien establecidos y determinados. Su totalidad
constituye, a su vez, conjuntos precisos y como tales poseen propiedades topolégicas que
s6lo pueden establecerse con rigor en términos conjuntistas.?3! Asi el Andlisis Matemdtico
adquiere un rigor que, al prescindir de la teoria de conjuntos, habia que depositar
necesariamente en la intuicion geomérrica,23? peligro que segiin Dedekind habia que evitar
si se pretendia alculzar una presentacion 16gica y rigurosa del corpus matematico.

231 Cabe indicar que Dedekind no es, en absoluto, el Gnico matemitico que se ve ante la
neceaidad de recurrir al lenguaje de los conjuntos. Ya otros matemiticos anteriores a él, como
Bernhard Bolzano, Karl Weierstrass, etc., habian recurrido a esta técnica. Y entre los de su época son
muchos—, Cantor, Heine, Kronecker, Frege, etc..—los que recurriran a la teoria incipiente de
conjuntos para impulsar la investigacién matemadtica, dotdndola de rigor. Sin embargo, es Dedekind
quien con mayor rigor, evitando sin embargo crear una nueva rama de las matematicas en si misma—
a diferencia de Cantor—, llevari a término esta nueva filosofia —epistemologia—de las matemiticas.

22Aqui nos encontramos con una de tantas paradojas(?)—quiebras historicas. La geometria habia
copstituido desde los Elementos de Euclides (siglo Il aC.) el paradigma del rigor matemdtico, al
extremo que los matemiticos eran llamados gedmetras.

Con la aparicién de la geometria analitica—una geometria basada en el niimero y la medida—y
del cdlculo infinitesimal—una rama basada en el concepto de infinito y de limite—, el rigor que
hallaba su fundamento en la intnicién geométrica, aun cuando esta intuicidn geométrica estuvie e
aparentemente, a su vez, fundamentada en el rigor de los Elementos, se quebrd y fueron apareciendo
lentamente, al principio, pero muy rdpida nente con el avance del nuevo enfoque de los matemiticos
de los siglos XVII y XVIII, las profundas limitaciones—limitaciones como base y fundamento
rigurosos de las matemiticas de esta geometria, aparentemente incuestionable y hasta entonces
incuestionada.

Dedekind clamard enérgicamente por una rigorizacion del Andlisis Matemdtico que evite la
“intuicion geométrica,” simplemente porque esta intuicion geométrica no se ha logrado fundamentar
logicamente. Recordemos sus palabras “la suposicion de esta propiedad de la linea recta no es otra
cosa que un axioma en virtud del cual atribuyo a la linea recta la continuidad....” [Dedekind 1872;
1930-32, 111, 323]. Véanse las paginas 224-225 del presente trabajo. '
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Esta manera de pensar las matemaéticas le permite a Dedekind profundizar el algebra y
la teoria de niimeros con una herramienta tan poderosa con la cual puede alcanzar
resultados que hasta él se habian mostrados renuentes al rigor. Y lo consigue ademas, y
esta una de las caracteristicas de esta nueva manera de hacer matematicas como nos
muestra Richard Dedekind [/930-32, 111, 400}, unificado—"era preciso para ligar el
algebra y la teoria de nlimeros por medio de lo que tienen de més intimo y profundo”—y
obteniendo corn naturalidad objetos y resultados matematicos que, sin este nuevo lenguaje
y metodologia, podian perecer harto artificiales y artificiosos y asi ocurria con anterioridad
a sus aportaciones,233

Logra asimismo precisar el sentido matemaético de las palabras infinito y finito, tantas
veces utilizadas por los filsofos y matematicos, tantas veces usadas y nunca precisadas,
clarificadas ni atin definidas matematicamente—con anterioridad a Bolzano, Cantor y €l
mismo.

Todos estos logros serian méas que suficientes para poder afirmar sin ningiin género de
dudas que Dedekind es “con Cantor, uno de los fundadores de la teoria de conjuntos.”
Pero hay més y no quisiera terminar estas paginas sin referirme a esta cuestién que creo de
una gran importancia para el devenir de la teoria misma de conjuntos y su ulterior
concrecion y formalizacién en manos de matemaéticos eminentes como Ernst Zermelo,
Abraham Fraenkel, Thoralf Skolem, John von Neumann, Kurt Godel, por citar algunos de
los nombres més notables. Esta aportacion de Dedekind la considero realmente notable y
sorprende que haya encontrado tan poco eco en la literatura relativa a la tarea de Dede-
kind.234

Dedekind a lo largo de sus trabajos mateméticos, ademas de poner de manifiesto la
enorme importancia del concepto de aplicacién y de observar como las aplicaciones
permiten transportar estructuras, establecer definiciones, definir nuevos conjuntos, etc.,
nos muestra cuales son las operaciones y relaciones conjuntistas minimas que hay que
aceptar si se quiere que este nuovo lenguaje matemético posea una semdntica suficiente-
mente rica. Y asi vamos encontrando, uno aqui, otro alla, todos y cada uno de los axiomas
que, unos afios mas tarde, sefialarian Zermelo, Skolem, Fraenkel y otros. Vemos que
Dedekind acepta con toda naturalidad el hecho de que dos conjuntos son iguales ssi son
extensionalmente iguales. Admite como conjunto el conjunto vacio, los conjuntos unitarios,
las parejas (ordenadas), la unién e interseccién de una coleccién arbitraria de conjuntos, el
conjunto de partes de un conjunto y el hecho de que la imagen de un conjunto por una
aplicacion es tambien un conjunto.

233 Piénsese en los mimeros ideales de Kummer y en los ideales de Dedekind.

24 Dugac [1976, 137-143] nos ofrece un capitulo realmente notable acerca de los influencia de la
matemitica de Dedekind en la propia sociedad matemitica tanto en lo que se refiere a la propia
matemitica como a la 16gica, asi como una nota acerca de la unidad de la matemdtica dedekiniana,
pero mi observacién no va en ninguna de estas direcciones.

300




X Modern Logic (0

Observa que es preciso aceptar la existencia de conjuntos infinitos—una vez precisado
este concepto—y que es posible manejarlos con toda normalidad.

Por fin, cuando un problema matemético o su resolucién lo requiere, recurre a
construcciones de conjuntos utilizando 1a eleccion en su sentido mas platénico de la
palabra; es decir, recurre al axioma de la eleccion tanto para familias numerables como para
familias arbitrarias.

De todo ello debemos concluir que Dedekind debe ser considerado uno de los primeros
matematicos que cred lo que hoy conocemos con el nombre de teoria de conjuntos. Sin
embargo, a diferencia de Cantor, no creé una teoria en y por si misma, como objeto de
estudio. La cred como un lenguaje, como una herramienta—indipensable, eso si—que le
habia de permitir hacer progresar las matematicas en la linea de progreso que iban
imponiendo los nuevos problemas aparecidos a partir del gran empuje de los siglos XVII y
XVIII y que requerian a voz en grito nuevas intuiciones, nuevas estructuras, nuevas
perspectivas.

Dedekind hall6 estas nuevas intuiciones, estructuras y perspectivas en el seno de la
teoria de conjuntos y para probarlo fuera de cualquier duda razonable hemos creido
necesario y conveniente releer—desde este punto de vista y con este objeto—algunos de
sus trabajos mais notables y asi lo hemos hecho.
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