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UBER EINE BEZIEHUNG ZWISCHEN MALCEV-ALGEBREN
UND LIE-TRIPELSYSTEMEN

OTTMAR LOOS

A Malcev algebra is an anticommutative algebra which
satisfies the identity

xy xz = (xy-z)x + {yz-x)x + (zx-x)y .

In this paper we construct to every Malcev algebra A a Lie
triple system TA and study the relations between them. A
number of properties hold for a Malcev algebra if and only
if they hold for the associated Lie triple system. E. g. the
algebra A is solvable (semisimple, simple) if and only if TA

is. Moreover the radicals of A and TA coincide. We shall
prove:

THEOREM A. A finite dimensional Malcev algebra A over a
field of characteristics zero is semisimple if and only if the
Killing form of A is nondegenerate.
Let C be the Cayley algebra over an algebraically closed field
of characteristic zero. It has been shown by Sagle, that a
simple 7-dimensional Malcev algebra A* can be obtained from
C. Using a further theorem of Sagle we prove

THEOREM B. Every simple finite dimensional non-Lie Malcev
algebra over an algebraically closed field of characteristic
zero is isomorphic to A*.

2* A bezeiehnet im folgenden stets, soweit nichts anderes gesagt
wird, eine Malcev-Algebra endlicher Dimension ίiber einem Korper der
Charakteristik ungleich zwei. Es sei L(x) :y—+xy die Linksmultiplika-
tion mit dem Element x in A und (x, y) — Spur L(x)L(y) die Killingform.
Alle vorkommenden Vektorraume sind endlichdimensional. Fiir Ele-
mente x, y, z von A sei

J(x, y, z) = xy z + yz x + zx y

Der Kommutator zweier linearer Transformationen X und Y wird mit
[X, Y] bezeiehnet. Wir setzen

fiir x, y aus A. Nach [4], Prop. 8.3 ist dies eine Derivation von A.

LEMMA 1. Fur x, y aus A sei R(x, y) — 2L(xy) + [L(x), L(y)].
Dann gilt

[L(z), R (x, y)] = R(zx, y) + R(x, zy) .

553



554 OTTMAR LOOS

Beweis. Da D(x,y) eine Derivation von A ist, gilt

L(D(x,y)z) = [D(x,y),L(z)].

Ferner gilt ([4], (2.12)):

L(J(x, y, z)) - [L(x), L(yz)] + [L(y), L(zx)] + [L(z), L(xy)].

Nun ist nach Definition R(x,y) = L(xy) + D(x, y), daher

z), R(x, y)] - R(zxf y) - R(x, zy) = [Liz), L(xy)] + [L(z), D(x, y)]
- 2L(zx y) - [L(zx), L(y)] - 2L(x-zy) - [L(αO, L(zy)]

2x zy) + L(J(x, y, z))
/ — 2x zy) + L(J(x, y, z)) — 0.

3* Wir erinnern daran, dass ein Lie-Tripelsystem ein Vektorraum
Γ mit einer trilinearen Verkniipfung [x, y, z] ist, die den folgenden
Bedingungen geniigt:

(1) [x, x, y] = 0.

( 2 ) [α?, 7/, «] + [T/, «, α?] + [«, α?, y] = 0.

( 3 ) [u, v, [a?, y, «]] = [[u, v, x], y, z] + [x, [u, v, y], z] + [x, y, [u, v, z]].

Eine lineare Abbildung D von T in sich heisst eine Derivation des
Lie-Tripelsystems, wenn

D[x, y, z] = [Do?, ?/, «] + [a?, Dy, z] + [x, T/, DZ\.

Die Bedingung (3) ist damίt aquivalent, dass die Abbildung z—+[x,y,z]
eine Derivation von T ist. Wir bezeichnen diese Abbildung ebenfalls
mit R(x, y). Die Rechtfertigung dafϋr gibt

SATZ 1. Sei A eine Malcev-Algebra. Mit der Komposition

[%, V> z] = R(x, y)z = 2xy-z — yz x — zx y

ist A ein Lie-Tripelsystem. Jedes L(x) ist eine Derivation dieses
Lie-Tripelsystems.

Beweis. Die Bedingung (1) ist klar. Zum Beweis von (2) be-
merken wir, dass J(x, y, z) invariant gegen zyklische Vertauschung
ist, daher

[x, y, z] + [y, z, x] + [z, x, y] = 2J(x, y, z) - J(y, z, x) - J(z, x, y) = 0.

Lemma 1 besagt gerade, dass jedes L(x) eine Derivation der Ver-
kniipfung [x,y,z] ist. Dasselbe gilt fur D(x,y); denn dies ist sogar
eine Derivation von A. Daher ist auch R(x, y) — L(xy) + D(x, y)



UBER EINE BEZIEHUNG ZWISCHEN MALCEV-ALGEBREN 555

eine Derivation der dreistelligen Verkniipfung [x, y, z], also ist A ein
Lie-Tripelsystem.

Das derart jeder Malcev-Algebra zugeordnete Lie-Tripelsystem
wird mit TΛ bezeichnet. Man beachte, dass A und TΛ denselben zu
Grunde liegenden Vektorraum haben. Offenbar ist jede Derivation
von A auch eine Derivation von TA.

4* In einem beliebigen Lie-Tripelsystem T sei £&0(T) die Menge
der Derivationen der Form 2 R(xi9 ^(innere Derivationen) und £&{T)
die Lie-Algebra aller Derivationen von T. Die direkte Vektorraumsum-
me Tφ^f(T) wird mit den Verkniipfungen

[x, y] = R(x, y)

[D, x] = - [x, D] = Dx

[A, A] = AA - AA

fur x, y aus T und D, A, A a u s ^ ( Γ ) zu einer Lie-Algebra.
T@&r*(T) ist ein Ideal in Tφ^(T) und es gilt [T, T] = &ro(T).
Die Lie-Algebra T φ ^ 0 ( T ) = Γ φ [ Γ , Γ] heisst die Standard-Einbet-
tung von Γ ([8]). Ein Unterraum V von ϊ7 heisst ein Ideal des Lie-
Tripelsystems, wenn [V,T,T]czV. Dabei bezeichnet [V,T,T] den
von alien Elementen der Form [v, x, y] mit v aus F und x, y aus Γ
erzeugten linearen Unterraum von T. Aus der Jakobi-Identitat (2)
folgt

V ist also unter alien inneren Derivationen invariant. Ist V sogar
unter alien Derivationen invariant, so heisst es ein charakteristisches
Ideal.

LEMMA 2. Sei A eine Malcev-Algebra und TΛ das zugehorige
Lie-Tripelsystem. Jzf(A) sei die von alien L(x), x e A, erzeugte Lie-
Algebra. Dann ist

Jedes Ideal von A ist, als Unterraum von TA betrachtet, ein Ideal
von TΛ. Jedes charakteristische Ideal von TΛ ist als Unterraum von
A ein Ideal von A.

Beweis. Jedes Element von &0(TΛ) ist Summe von Transforma-
tionen der Form 2L(xy) + [L(x), L(y)]; daher die erste Inklusion.
Nach Satz 1 ist jedes L(x) eine Derivation von TΛ; daher die zweite
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Inklusion. Wie aus der Definition der Verknϋpfung in TΛ unmittelbar
folgt, ist ein Ideal in A als Unterraum von TA ein Ideal von TA. Die
Ideale von A sind genau die unter ^f(A) invarianten Unterraume,
daher folgt aus jSf(A)a &(TΛ) die letzte Behauptung.

BEMERKUNG. Wie aus dem Beweis hervorgeht, ist bereits ein
charakteristischer Unterraum von TΛ, d.h. ein Unterraum, der unter
alien Derivationen von TΛ invariant ist, ein Ideal von A und damit
auch von TΛ.

5* In einer beliebigen nicht assoziativen Algebra A sei

A heisst auflosbar, wenn es ein k gibt, sodass A{k) = 0. Es ist
wohlbekannt ([7]), dass Unteralgebren und homomorphe Bilder auflδs-
barer Algebren wieder auflosbar sind. Ist ferner B ein auflosbares
Ideal in A und A/B auflosbar, so ist auch A auflosbar ([7], Prop.
1, p. 17). Sind B und C auflδsbare Ideale in A, so ist auch B + C ein
auflosbares Ideal; denn B und (B + C)/B = B/(B Π C) sind auflosbar.
In jeder nicht assoziativen Algebra gibt es daher ein maximales
auflosbares Ideal.

DEFINITION. Das Radikal einer Malcev-Algebra ist ihr maximales
auflosbares Ideal. Die Algebra heisst halbeinfach, wenn ihr Radikal
Null ist.

Wir nennen eine Algebra einfach, wenn sie keine nichttrivialen
Ideale hat und A2 Φ 0 ist. Es ist klar, dass eine einfache Malcev-
Algebra halbeinfach ist.

LEMMA 3. Das Radikal R einer Malcev-Algebra A ist das kleinste
Ideal, sodass AjR halbeinfach ist.

Beweis. Siehe [7], Prop. 2, p. 17.

LEMMA 4. Sind A, , A> Malcev-Algebren, so ist das Radikal
der direkten Summe der A+ die direkte Summe der Radikale Ri der
A,.

Beweis. Die Summe Rr der Rι ist ein auflosbares Ideal in A, also
Rr (zR. Die Projektionen von R in die A{ sind auflδsbare Ideale in
Ai und daher in Ri enthalten; also RaR'.

6. In diesem Abschnitt setzen wir voraus, dass der Grundkorper
die Charakteristik Null hat. Wir wiederholen einige bekannte Tatsachen
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ίiber Lie-Tripelsysteme, vgl. dazu [3]. Sei V ein Ideal eines Lie-
Tripelsystems T. Wir setzen

D°V= V; D*+1V=[T,D*V, D*V] .

V heisst auflosbar, wenn es ein k gibt, sodass DKV—O. Das
maximale auflosbare Ideal von T existiert, es heisst das Radikal von
T. T heisst halbeinfach, wenn das Radikal Null ist. Hat T nur die
trivialen Ideale 0 und Γ, so heisst es einfach.

LEMMA 5. Das Radikal eines Lie-Tripelsyrstems T uber einem
Korper der Charakterίstik Null ist ein charakteristisches Ideal.

Beweis. Das Radikal der Lie-Algebra T 0 ^ o ( T ) = Tφ[T, T]
ist R®[R, T] ([3], Th. 2.16). T®[T, T] ist ein Ideal in Tφ^(T),
daher ist fiir jedes D aus 3f{T) die Linksmultiplikation mit D in
T@3f{T) eine Derivation von T®[T, T]. Das Radikal einer Lie-
Algebra ist ein charakteristisches Ideal ([1]), daher folgt aus der
Definition der Multiplikation in T@&r{T) (vgl. 4.), dass DRczR.

SATZ 2. Sei A eine Malcev-Algebra uber einem Korper der
Charakteristik Null und TΛ das zugehδrige Lie-Tripelsy stem. Die
Radikale von A und TA stimmen uberein. Insbesondere ist A genau
dann halbeinfach, wenn TA halbeinfach ist.

Beweis. Sei B ein Ideal von A, das als Ideal des Lie-Tripel-
systems TΛ auflδsbar ist. Sei etwa DkB = 0. Wir zeigen durch
Induktion nach k, dass B ein auflδsbares Ideal von A ist.

Induktionsanfang. DXB — [TΛ, B, B] = 0. Dann ist fiir x, y, z
aus

B: [x, y, z] = R(x, y)z - (2L(xy) + [L(x), L(y)])z = 0

oder L(xy)z = — D(x, y)z. Da D(x, y) eine Derivation von A ist, ist
die Einschrankung von L(xy) auf B eine Derivation von B; es gilt
also fiir u, v aus B:

xy-uv — (xy-u)v + u(xy*v) ,

und demnach

0 = [u, v, xy] — 2uv xy — (v-xy)u — (xy-u)v

— Zuv xy + xy-uv — (xy u)v —u{xy v) = Suv xy ,

das heisst B2-B2 = JB{2) = 0 und B ist auflosbar.
Sei die Behauptung schon bewiesen fiir Ideale B von A mit
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DkB = 0 und sei B ein Ideal von A mit Dk+1B = 0. Da jedes L{x)
eine Derivation von TΛ ist (Satz 1), gilt

Ux)(D*B) = [xTΛ, B, B] + [TΛ, xB, B] + [Γ4f B, xB] c [TΛi B, B] ,

also ist DιB ein Ideal von A. Wegen [B, B, B]aD1B ist β/JD1^ eine
Malcev-Algebra, deren zugehoriges Lie-Tripelsystem trivial ist. Nach
Induktionsanfang ist daher B/DΉ eine auflosbare Malcev-Algebra.
Ferner ist Dk(D1B) = Dk+1B = 0, also ist nach Induktionsannahme
ΌγB auflosbar. Daher ist auch B auflosbar (vgl. 5.).

Da das Radikal Rt von TA ein charakterisches Ideal von TΛ (Lemma
5) und deshalb ein Ideal von A ist (Lemma 2), folgt, dass es im
Radikal R von A enthalten ist. Urn die umgekehrte Inklusion zu
beweisen, zeigen wir zunachst: Ist TΛ ein halbeinfaches Lie-Tripelsystem,
so ist A eine halbeinf ache Malcev-Algebra. In einem halbeinfachen Lie-
Tripelsystem ist jede Derivation eine innere Derivation und die Lie-
Algebra £&(TA) der Derivationen von TΛ operiert vollstandig reduzibel
auf TA ([3]f Th, 2. 11 und Th. 4. 1), Nach Lemma 2 foigt &Q (TJ =
jSf(A) = &(TA) und daher operiert jSf(A) vollstandig reduzibel auf
A. Da die Ideale von A genau die unter Sf(A) invarianten Unter-
raume sind, ist A direkte Summe von Idealen, die einfache £f(A)-
Moduln sind. Sei I eίnes dieser Ideale. Ist I2 = 0, so gibt es ein
Ideal /' mit IφΓ = A und wegen /•/' = 0 folgt I-A = 0. Es folgt
Ώ1!— [TΛ, I, I] — 0, also ist 1 ein auflosbares Ideal von TΔ und daher
IaRr=0. A ist also direkte Summe einfacher Ideale. Da das
Radikal einer einf achen Algebra Null ist und das Radikal einer direkten
Summe gleich der direkten Summe der Radikaίe der Summanden ist
(Lemma 4), ist das Radikal von A Null und daher A halbeinfach.

A/Rf = TJRjr ist ein halbeinfaches Lie-Tripelsystem und daher
nach dem eben Bewiesenen eine halbeinfache Malcev-Algebra. Aus
Lemma 3 folgt dann R czR? und zusammen mit der schon bewiesenen
Inklusion: R = R^.

7+ Alle folgenden Korollare gel ten fur einen Grundkorper der
Charakteristik Null. Aus dem Beweis von Satz 2 folgt unmittelbar:

KOROLLAR 1. Eine Malcev-Algebra ist genau dann halbeinf ach,
wenn sie direkte Summe einfacher Ideale ist.

BEMERKUNG. Sagle [4] hat das Radikal einer Malcev-Algebra als
das kleinste Ideal deίiniert, sodass die Quotientenalgebra Summe ein-
facher Ideale ist. Wie Korollar 1 und Lemma 3 zeigen, stimmt diese
Definition mit der unsrigen ϋberein.

KQBOLLAR 2, In einer halbeinfachen Malcev-Algebra ist ein
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Unterraum genau dann ein Ideal, wenn er ein Ideal im zugehorigen
Lie-Tripelsystem ist. Insbesondere ist A genau dann einfach, wenn
TA einfach ist.

Beweis. Wegen Lemma 2 bleibt zu zeigen, dass jedes Ideal von
TA auch ein Ideal von A ist. Da TA halbeinfach ist, ist ein Ideal
von TA unter &0{TA) = j5f(A) = &{TΛ) invariant, also ein Ideal von
A.

Eine Derivation von A heisst eine innere Derivation, wenn sie in
£f{A) enthalten ist ([4]). Das folgende Korollar ist von Sagle [6]
auf anderem Wege bewiesen worden.

KOROLLAR 3. In einer halbeinfachen Malcev-Algebra ist jede
Derivation eine innere Derivation.

Beweis. Da jede Derivation von A auch eine Derivation von TA

ist, folgt dies aus

KOROLLAR 4. Das Radikal einer Malcev-Algebra ist ein charak-
teristisches Ideal; das heisst, es ist unter alien Derivationen von A
invariant.

Beweis. R — Rτ ist sogar unter alien Derivationen von TA in-
variant (Lemma 5).

Sei V ein Ideal von TA. Wir setzen F(o,= V; V{k+1) = [ Vlk), Vik), V(t)]
und nennen V schwach auflosbar, wenn V{k) = 0 fur geniigend grosses
k. Wegen Vik)ciDkV ist jedes auflosbare Ideal von TA auch schwach
auflosbar.

KOROLLAR 5. Sei B ein Ideal von A. Ist B auflosbar, so ist es
als Ideal von TA auflosbar. Ist B als Ideal von TA schwach auflosbar,
so ist es als Ideal von A auflosbar.

Beweis. Ist B auflosbar, so ist BaR—R? und wegen DkBa
DkRf ist B als Ideal von TA auflosbar. Wie der Beweis von Satz
2 ergibt, ist B als schwach auflosbares Ideal von TA als Ideal von A
auflosbar.

8* Ist £f eine Lie-Algebra mit einem involutorischen Auto-
morphismus a iiber einem Korper der Charakteristik Φ 2 und Sf =
^ + 0 ^ 1 die Zerlegung von ^ in die Eigenraume zum Eigenwert
± 1 von σ, so bildet .21 ein Lie-Tripelsystem beziiglich der Verknϋpf ung
[x, y, z] = [[x, y],z], Es gel ten die Regeln
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LEMMA 6. Sei A eine Malcev-Algebra und TΛ das zugehorige
Lie~Tripelsystem. TΛ sei als Unterraum der Elemente zum Eίg-
enwert -1 heziίglίch eines involutorischen Automorphίsmus σ in eine
Lie-Algebra J*f eingebettet. Sei β die Killing form von £f und
(xf y) — Sp L(x)L(y) die Killing form von A. Dann gilt fur x, y
aus A:

6(α?, y) = β{x, y) .

Beweis. Seien xl9 ,xk bzw. y^ iVi Basen von TA = Sf^ bzw.
.S^. Mit ad x bezeichnen wir die Linksmultiplikation mit x in
Fur x aus TΛ ist dann

ad x Xi = 2 « i ^ 5 ad x ?/μ = X /3μfca;fc

und

(ad a;)2-^ = Y.a^β^x^ (ad x)2 τ/μ = Y1β

daher ist /9(x, a?) = 2 2 aiμ,βμ,i Andrerseits ist

(ad xf-Xi = [», [a?, »<]] = [[»<, α?], x] = [xif x, x]

also

3(B, α) = 3 Sp L{xf = Σ «ίμi8μ<

Durch Polarisation folgt die Behauptung.

Ist V ein linearer Unterraum von A, so bezeichnen wir mit VL

den zu V bezuglich der Killingform orthogonalen Unteraum, also
V1 = {x 6 A: (a?, ̂ /) = 0 fiir alle y aus F}.

SATZ 3. Sei A eine Malcev-Algebra uber einem Korper der
Charakteristik Null und R ihr Radikal. Dann gilt

R = (A^)1 fiir k ^ 2 .

Beweis. Wir setzen -Sf = Γ ^ φ [ Γ 4 , Γ J und definieren eine lineare
Abbildung σ von £f durch

Aus den Multiplikationsregeln in Sf (siehe 4.) folgt unmittelbar,
dass σ ein involutorischer Automorphismus von J^ ist. Ferner stehen
TΛ und [TAi TΛ] bezuglich der Killingform β von Sf aufeinander
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senkrecht; denn fur x aus TA und y aus [TAf TA] ist β(x, y) = β(σx9 σy)~
β(— x, y) = - /S(x, 2/). Das Radikal von £f ist ^ © [ i ^ , Γ J , wobei
ϋ ^ das Radikal von TA bezeichnet ([3], Th. 2, 16). Andrerseits ist
das Radikal von Jίf das orthogonale Komplement von [Jίf', Sf\ beziig-
lich β ([1]). Es gilt [^f,^] = D1TA^[TΛ,TA] und da TA und
[TΛ, TA] bezϋglich β aufeinander senkrecht stehen, folgt aus Lemma
6 und Satz 2: {DιTA)

L = j?* == R. Wir zeigen als nachstes: (A™)1 =
( D ' Γ J - L . Sei α? aus {D'T^. Es gilt (a?, [%, v, w]) = (a;, # O , v)ιι;) = 0
fur u,v,w aus Γ 4 und daraus folgt (x, L(uv)w) = — (x,D(u,v)w).
Da D(u,v) eine Derivation von A ist, folgt

(x, uv ab) = (α;, (uv a)b + a(uv*b))

und daher

0 = (α?, [α, 6, ut?]) — (a;, 2α6 ^7; — (b uv)a — (uv-a)b)

= (», Sab-uv) + (x, uv-ab — a(uv-b) — (uv-a)b)

= 3(x, ab-uv).

Da α, 6, u, v beliebige Elemente von A waren, ist a; aus ( i 1 ^ ) 1 . Sei
andrerseits α; aus (A1^)1. Es gilt

(#, ab uv) = (x ab,uv) — 0

denn die Killingform ist eine assoziative Bilinearform ([4], Th. 7.16).
Es folgt a>α&e (A(1))J- und wegen A(1) z>DιTA ist (A^O1 c (D1^)-1- = R,
also x abe R fur alle α, 6 aus A. Bezeichnen wir mit einem Querstrich
das Bild eines Elements aus A unter der kanonischen Abbildung von
A nach A/R, so gilt x ab = ^ α6 = 0 fur alle α, 6 aus A Da A/JB = A
halbeinfach und daher direkte Summe einfacher Ideale ist (Kor. 1 zu
Satz 2), gilt A2 — A und es folgt x A = 0. Die skalaren Vielfachen
von x bilden daher ein aufli5sbares Ideal in A und aus der Halbeinf ach-
heit von A folgt x = 0 oder a? e JB.

Sei schon bewiesen, dass (A**0)1 = -R fΰ r ^ = 2. Wegen Aa+1) c
A(/b) ist (A ί * + 1 ) ) 1 3(A ( * ) ) 1 . Sei andrerseits x aus (A ( fc+1))1. Dann ist
(a;, ab) — (xa, 6) = 0 fΐir α, 6 aus Ak) und daher a α aus (A™)1 = i2.
Fur das Bild # von a; unter der kanonischen Abbildung von A auf
A = A/Jϊ gilt dann x a = 0 fur α aus AU ) = A{k) = A; denn A ist
halbeinfach. Wie oben folgt x = 0 bzw. a? e iϋ.

Wir konnen nun Satz A der Einleitung beweisen. Wenn die
Killingform nicht ausgeartet ist, folgt die Halbeinfachheit von A
aus [2], Th. 3, p. 71; vgl. auch [4], Th. 7.20. Ist umgekehrt A
halbeinfach, so ist wegen A(2) c A:

A± c (A™)± = Λ = 0,
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also A1 = 0, d. h. die Killingform ist nicht ausgeartet.
In [5] bewies Sagle den Satz: Sei A eine einfache Malcev-Algebra

endlicher Dimension ϋber einem algebraisch abgeschlossenen Kδrper der
Charakteristik Null, die keine Lie-Algebra ist. Dann ist A enthalte
ein Element x, sodass L(x) nicht nilpotent ist. A isomorph zu A*.

Wie aus Satz A folgt, gibt es in einer einfachen Malcev-Algebra
stets ein solches Element; denn sonst ware Sp L(xf = 0 fur alle x
aus A und die Killingform ware identisch Null. Damit ist auch Satz
B bewίesen.
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