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HOMOGENE KOMPAKTE PROJEKTIVE EBENEN

HELMUT SALZMANN

For a compact connected topological projective plane $\ the
following is shown: In the compact-open topology, the automor-
phism group Σ of ^ is a locally compact transformation group
with countable basis. If Σ is transitive on incident point-line
pairs, or if dim ^ ^ 16 and Σ is point transitive, then 9 is
isomorphic to one of the four classical planes over an associative
or alternative division ring.

Die Theorie der topologischen projektiven Ebenen mit kompakter
zusammenhangender Punktmenge P hat fur d = dim P ^ 4 einen gewis-
sen Abschluβ erreicht. Insbesondere gilt: Die Geraden sind ein- oder
zweidimensionale Spharen, und P ist homόomorph zur projektiven
Ebene ϋber dem Kόrper R oder C. Abgeschlossene Unterebenen sind
wieder zusammenhangend. Die voile Kollineationsgruppe Γ ist in der
Topologie der gleichmaβigen Konvergenz eine hόchstens Ad-
dimensionale Liegruppe. Die stetigen Kollineationen ( =
Automorphismen) bilden eine separable offene Untergruppe von Γ, im
Fall d = 2 ist jede Kollineation stetig. Eine separable punkttransitive
Gruppe von Kollineationen enthalt eine kompakte, einfache, fahnen-
transitive Untergruppe. Aus der Existenz einer solchen Gruppe oder
aus dim Γ > Id folgt die Gϋltigkeit des Satzes von Desargues. Der Fall
dimΓ = Id = 8 kommt nur bei Translationsebenen vor, die von Betten
[3-6] im einzelnen beschrieben wurden. Fur d = 2 sind alle Ebenen
mit dimΓ ^ 3 bekannt, die Moulton-Ebenen sind dabei durch dimΓ = 4
gekennzeichnet, vergleiche [27], sowie [28; 30].

Im folgenden werden ahnliche Untersuchungen bei d > 4
begonnen. Bisher kennt man hier auβer einigen Beispielen [21; 22] im
wesentlichen nur Aussagen, die sich aus der Bestimmung aller lokal
kompakten, zusammenhangenden Alternativ-Korper [24; 25] oder
Fastkorper [12; 34] ergeben. 9 = (P, £, J) bezeichne stets eine pro-
jektive Ebene mit dem Geradenraum S und dem Fahnenraum & =
{(p,L)EPx2;p EL}. Die Frage, ob die Geraden (als Teilmengen
von P) im allgemeinen wie bei d ^ 4 lokal euklidisch, d. h. topologische
Mannigfaltigkeiten sein mussen, scheint mit den jetzigen Mitteln schwer
angreifbar zu sein, und zwar auch dann, wenn P selbst eine Mannigfal-
tigkeit ist. Nach [27, §7] ist 9 genau dann eine topologische Ebene mit
lokal euklidischen Geraden, wenn sich 9 ϋber einem zu Rd/2

homόomorphen topologischen Ternarkorper K darstellen laβt. Aus
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einem Satz von Adams [1; 11, p. 201] folgt dann d-2n mit n S 4 .
Breitsprecher [7] hat in diesen Fallen die Kohomologie-Ringe H*(P)
und //*(^) berechnet und gefolgert, daβ jede stetige Kollineation einen
Fixpunkt und eine Fixgerade haben muβ. Aber auch, wenn man nicht
weiβ, ob die Geraden Mannigfaltigkeiten sind, lassen sich einige Au-
ssagen ϋber das Homologieverhalten in 9 machen. Fur L E 2 und
q ^ 2 gilt im Fall d > 4 fur die Homotopiegruppen insbesondere

(0) πq(L) = ττq(P\p) = π,(P) = πq(J) = 0.

Entscheidend fur alles weitere ist der folgende Satz, dessen Beweisidee
ich Herrn Rainer Lowen verdanke:

(*) Die voile Automorphismengruppe Σ<? einer kompakten,
zusammenhάngenden projektiven Ebene ist eine lokal kompakte to-
pologische Transformationsgruppe mit abzάhlbarer Basis.

Als Hauptergebnis wird hier gezeigt:

(/) Eine transitive Automorphismengruppe einer hδchstens 16-
dimensionalen kompakten, zusammenhάngenden projektiven Ebene 9
enthάlt eine kompakte, fahnentransitive Untergruppe.

(II) Hat $> endliche Dimension, und ist Σ? fahnentransitiv, so ist 3>
eine MoufangΈbene, also isomorph zur Ebene ϋber einem der 3
klassischen Kόrper oder den Oktaven.

Auch wenn die Geraden lokal euklidisch sind, fehlen im Fall d > 4
eine Reihe von Hilf smitteln, die sich bei den kleineren Dimensionen aus
den besonderen topologischen Eigenschaften von R und R2

ergeben. So folgt etwa aus dem in hόheren Dimensionen nicht mehr
gϋltigen Brouwerschen ebenen Translationssatz, daβ es keine endlichen
Unterebenen gibt, und weiter, daβ geeignete Punktequintupel ϋberall
dichte Unterebenen erzeugen. Es ist ungeklart, ob in projektiven
Ebenen der Dimension d > 4 endliche oder kompakte nulldimensionale
Unterebenen vorkommen kόnnen. In den niedrigeren Dimensionen
kommt einem auβerdem zugute, daβ man ϋber Transformationsgruppen
auf Flachen sehr viel genauer Bescheid weiβ, als bei hόheren Dimen-
sionen.

Weitere Bezeichnungen: Ist e = (a, 0,o°? e) ein Viereck, L = 0 U °o
die "uneigentliche" Gerade, K = L\{<*=>} der zugehόrige Koordinaten-
bereich, so werden die Geraden der affinen Ebene P\L durch
Gleichungen x = r oder y = τ(s,x, t) gegeben, und man hat a = (0,0),
e=(l,l) und

τ(0, x, t) = τ(s, 0, ί) = ί, τ(7, JC, 0) = τ(x, 1,0) = x.
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Ferner setzt man

JC0ί = τ(/,JC,ί) und s °x = τ(s,x,0).

Naheres siehe [20; 27]. Das Geradenbϋschel {L E β ; a EL} wird mit
[a] bezeichnet. φ[a] ist die Untergruppe derjenigen Kollineationen aus
φ, die [a] elementweise festlassen; dual bedeutet φ[L] die Untergruppe
der axialen Kollineationen mit der Achse L. An gruppentheoretischen
Bezeichnungen wird (a) fur die von a erzeugte zyklische Gruppe
verwendet, a °β = a~'aβ = a1 β'!aβ, der Zentralisator von a ist
ZSφ(a) = {<p E φ aφ = φa}. Weiter bedeutet Z(φ) das Zentrum, φ die
einfach zusammenhangende Uberlagerungsgruppe von φ und φ: S den
Restklassenraum. SO(n) und Spin(n) = SO(n) sind die reellen kom-
pakten Formen der speziellen orthogonalen Gruppen, SU(n, C) und
U(n, H) die kompakten speziellen unitaren Gruppen uber den kom-
plexen Zahlen und den Quaternionen. Wie ublich werden die
zugehδrigen projektiven Formen _(die Zentrumsfaktorgruppen) durch
ein vorgesetztes P bezeichnet. A ist die topologisch abgeschlossene
Hulle von A. SchlieBlich steht Z, Zn, R, C, H, O und Sn fur die ganzen
Zahlen, Z/nZ, die reellen und komplexen Zahlen, Quaternionen, Okta-
ven und die n-Sphare.

1. Topologische Eigenschaften. Da jede hόchstens 4-
dimensionale kompakte, zusammenhangende projektive Ebene zur reel-
len oder komplexen Ebene homoomorph ist, betrachten wir jetzt nur
kompakte Ebenen mit d = dim P > 4, das sind Ebenen, die sich uber
einem lokal kompakten topologischen Ternarkόrper K mit dim K > 2
darstellen lassen [31].

(1) Fur p£Le2 ist p = (JC H>(p U x)Γ) L): P\p -> L eine lokal
triυiale Faserung mit Faser X, und K ist ein lokal und global bogenweise
zusammenhάngender in sich zusammenziehbarer Raum von abzάhlbarer
Basis. L ist homoomorph zur Eίnpunkt-Kompaktifizierung von K und
besitzt eine 3-fach transitive Homδomorphismengruppe [27, 7.11,16].

Die Exaktheit der zu p gehόrigen Homotopie-Sequenz liefert

(2) τrq(P\p) = πq(L) furalle q.

In L\c sind je zwei Kurven von a nach b homotop (bei festgehaltenen
Endpunkten). Daher ist jede stetige Abbildung a: S, -* L homotop zu
einer stϋckweise injektiven Abbildung, die wegen dim K^ 1 nicht
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surjektiv sein kann. Ahnliches gilt fur P, und unter Beachtung der
Exaktheit der zur Faserung 3 -» P gehorigen Homotopie-Sequenz folgt

(3) τri(L) = π,(P\p) = ττ,(P) = τt{#) = 0.

Da die Fundamentalgruppe der topologischen Loop Kx = K\0 kom-
mutativ ist, ergibt sich aus der Mayer-Vietoris-Sequenz von {L\0, L\<*>}
und dem Hurewiczschen Isomorphiesatz [33]

(4) π2(L)^H2(L) = H1(K\0) = π1(Kxl

Zur Berechnung von ir, (KX) kann man sich nach dem vorher bemerkten
unter Verwendung eines Kompaktheitsschlusses auf (stuckweise) injek-
tive Abbildungen φ: S} -+KX\1 beschranken. Durch x °xΎ = 1 wird
ein Homόomorphismus γ von Kx definiert. Es sei C = SΓ Wegen
dim K >2 ist dann L\C zusammenhangend; ware namlich K U{oo} =
L = U U C U V eine disjunkte Vereinigung mit offenen [/, V und etwa
0 E l/,°o E V, so ware rd U C C hochstens eindimensional, und wegen
der Zusammenziehbarkeit von X gabe es eine Basis aus zu U
homόomorphen Umgebungen, ein Widerspruch. Es gibt also eine
Kurve δ:[0,l]-+K\C mit δ0 = 0 und δ, = 1. Durch (M)H>φ s°δ,
wird dann eine 0-Homotopie von φ in X\7 gegeben. Nach Vertau-
schen von 0 und 1 erhalt man

(5) 7Γ,(KX) = 7Γ2(L) = 0.

Aus der Mayer-Vietoris-Sequenz und der Exaktheit der Homotopie-
Sequenz zur Faserung $ -» P folgt nun

(6) τr2(P) = H2(P) = H,(P\L\p) = 0 = π2(J).

Bei lokal euklidischen Geraden kommen als Dimensionen d > 4 nur 8
und 16 vor; im allgemeinen ist aber zunachst jede Dimension
denkbar. Da die affine Ebene homόomorph zu K x K ist und der
Dimensionsdefekt bei Produktbildung eines Raumes mit sich selbst
hόchstens 1 betragt [9], hat man

(7) d ^ 2dim L^d + 1 fur L E S.

Die Fixpunkteigenschaft von P ist nur bekannt, wenn die Geraden
Mannigfaltigkeiten sind [7]. Fur viele Anwendungen genϋgt es aber,
etwas ίiber die Fixstruktur SFβ einer Involution β E X zu wissen. Ist
x^xβ, so ist XL!*** Fixgerade. Daher besteht die Fixpunktmenge
entweder aus den Punkten einer Geraden (der Achse) und hόchstens
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einem weiteren Punkt, oder &*β ist eine nicht ausgeartete abgeschlos-
sene sogenannte Baer-Unterebene [2; 29], d. h. eine Unterebene (JB, 93),
die jede Gerade trifft, und fur die dual jeder Punkt aus P auf einer
Geraden aus 93 liegt.

(8) Ist β eine axiale Involution, so liegt das Zentrum von β nicht
auf der Achse C, d.h. β ist eine Spiegelung.

Die affine Ebene A = P\C ist namlich homόomorph z u K x K und
damit in sich zusammenziehbar, insbesondere azyklisch. Nach einem
Satz von Smith [32] gibt es daher in A keinen fixpunktfreien
Homδomorphismus von Primzahlpotenzordnung, und β kann keine
Translation sein.

(9) Ist (B, 93) eine abgeschlossene Baer-Unterebene von $P> so ist
die Abbildung (Lh^L Π B): 2\93-»JB stetig, und der Koordinaten-
bereich K von 2P ist homόomorph zu einer affinen Unterebene von B.

Beweis. Fur Ln —> L £ 93 haufen sich die Punkte Ln ΠB genau
n

gegen L ΠB. Ist nun z £ B und z G C E93, so induziert
einen Homδomorphismus von B\C auf das zu K homδomorphe
Bϋschel { L e 2; z G L ^ C } .

Eine bemerkenswerte Folgerung ist

(10) Besitzt die hόchstens S-dimensionale Ebene 0> eine Baer-
Unterebene, so sind die Geraden von 8P lokal euklidisch, also
homόomorph zu S4.

Der letzte Teil des Beweises von (9) zeigt auβerdem

(11) Die Dimension einer echten abgeschlossenen Unterebene von
0* ist stets hόchstens gleich der Dimension einer Geraden L E 2.

2. Kollineationsgruppen. Es sei p irgendeine feste Metrik
auf dem Punktraum P. Gemaβ [28, 1.8] kann man etwa voraussetzen,
daβ jede Gerade bezϋglich p den Durchmesser / hat. Die kompakt-
off ene Topologie der Automorphismengruppe X laβt sich dann durch die
Supremumsmetrik

p(a, β) = supx(=Pρ(xa,xβ)

beschreiben. Um zu zeigen, daβ ψf = { σ E X ; p ( ί , σ ) g e } fur hin-
reichend kleine positive e kompakt ist, genϋgt nach dem Satz von
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Arzela-Ascoli [8, XII, 6.4] der Nachweis der gleichgradigen Stetigkeit
der σ G ψ€. Dazu sei e ein festes Bezugsviereck und (K, τ) der
zugehόrige Ternarkόrper. Man kann annehmen, daβ alle Punktequa-
drupel in einer 4e-Umgebung von e nicht ausgeartete Vierecke
sind. Ware ψe nicht gleichgradig stetig, so gabe es eine Punktfolge

Pn-^Po und σn G φ€ mit Pon-*P und pσ

n

n-+ q^ p durch Projektion auf
n n n

die Koordinatengerade erhat man dann eine Folge von an E K mit

an-*0, 0σ«^0' und a?—>αV0'
n n n

Bei Beschrankung auf eine geeignete Teilfolge kann man auBerdem
erreichen, daβ die σn auf einer abzahlbaren dichten Teilmenge konver-
gieren, die das Viereck e enthalt. Dann gilt

(a) die Menge E aller Punkte, auf denen die Folge σn .konvergiert,
ist eine Unterebene von P, und λ = (x h-> limn x

 σ») ist eine injektive
Kollineation von E auf eine in sich dichte Unterebene.

Ist namlich (Kf, τ') der zu dem Viereck eλ gehόrige Ternarkόrper
und Λ = { α E X ; f l λ G X ' } , sohat man zunachst

(b) τ(a,b,c)λ =τ'(a\b\cχ) fur alle a,b,c EA, und
(c) A ist eine additive Unterloop von K.

Aus JC GE ΠK undp(0, x)<e f olgt wegen ρ(i, σ π ) ^ e nun p(0',x A )<
3e, also xλ ^ °°' und x G A. Die Unterloop A enthalt daher eine voile
Umgebung von 0 in K, ist also offen und damit auch
abgeschlossen. Weil K zusammenhangend ist, erhalt man

(d) A ist ϋberall dicht in K.
Ist Oj^ a G A, so gibt es ein b G A mit a°b = c nahe bei 1. Die cσ"
haufen sich dann bei einem von 01 verschiedenen Element, und es gilt

bσn -^bx^ oo'. Darum kόnnen sich die aσn nicht bei 0' haufen, und
n

ak^ 0''. Mit (c) folgt daraus die Injektivitat von λ. Dann ist A aber
auch gegenϋber den Umkehrungen von T abgeschlossen, also ein
Unterternarkόrper, und E ist die zugehόrige projektive Ebene. Als
unendliche Unterebene ist die Bildebene Eλ nicht diskret; wegen der
Homogenitat ist also jeder Punkt von Eλ Haufungselement der ϋbrigen
Punkte, und (a) ist bestatigt. Die vorher gemachte Annahme laBt sich
nun auf einen Widerspruch fϋhren: Es gibt in A ein Element c^ 0, so
daβ das durch a' ° b' = cΛ bestimmte Element b' auBerhalb einer
3e-Umgebung von oo' liegt. Definiert man jetzt bn durch an°bn = c, so
konvergieren die bn einerseits gegen oo, andererseits folgt

bn"-^>br. Dies verstόβt aber gegen ρ(/, σn) ^ e. Der Abschluβ ψe im
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Raum der stetigen Abbildungen von P ist also kompakt. Jedes σ E ψ€

erhalt die Kollinearitat und bildet daher P homomorph auf eine nicht
ausgeartete Unterebene* ab. Da {x EK;xσ^ooσ} eine offene Unter-
loop von Kφ ist, folgt die Injektivitat von σ und weiter σ E Σ,
σ E ι̂ €. Die Existenz einer abzahlbaren Basis von Σ ergibt sich unmit-
telbar aus [8, XII 5.2], Damit ist (*) vollstandig bewiesen.

Im Fall d ^ 4 konnte man mit Hilfe der besonderen topologischen
Eigenschaften von R2 zeigen, daβ Σ sogar eine Liegruppe ist; bei d > 4
gelingt dies wenigstens fur transitive Gruppeii:

(1) Ist dim P < oo und hat Σ e/ne offene Bahn a Σ m P, so wί Σ eine
Liegruppe und P eine Mannigfaltigkeit.

Beweis. Nach dem Approximationssatz lokal kompakter Gruppen
durch Liegruppen [13; 19, 172-177] hat Σ eine offene Untergruppe ψ, die
projektiver Limes von Liegruppen ist. Da die Wirkung ( σ k α O off en
ist [10], hat auch ψ eine offene, also lokal kompakte und lokal
zusammenhangende Bahn M endlicher Dimension, ψ ist effektiv auf
M, denn jeder Punkt ist Schnittpunkt von Geraden, die M
treffen. Nach [19, p. 243] ist nun ψ und damit auch Σ eine Lie-
grupte. Bahnen von Liegruppen sind aber Mannigfaltigkeiten, vergl.
etwa [25, Satz 66]. Sehr nutzlich ist das folgende Ergebnis von
Montgomery [17]:

(2) Operiert eine Liegruppe Σ transitiv auf einer kompakten,
zusammenhάngenden Mannigfaltigkeit mit endlicher Fundamental-
gruppe, so enthάlt Σ eine kompakte, zusammenhangende, transitive
Untergruppe φ.

Zur Abschatzung der Dimension dient der folgende Satz [16]

(3) Es sei φ eine kompakte, endlich-dimensionale, effektive Trans-
formationsgruppe eines lokal kompakten, zusammenhάngenden, n-
dimensionalen Raumes X mit abzάhlbarer Basis. Dann gilt

(a) Gibt es einen Punkt a mit dim aφ = n, so ist φ transitiv aufX.

(b) Ist φ transitiv, so ist dim φ g ί - j .

Von nun an sei φ stets eine kompakte, zusammenhangende,
transitive Automorphismengruppe von 9 und φa die Standuntergruppe
auf einem Punkt. Aus der exakten Homotopie-Sequenz fur die Wir-
kung von φ auf P erhalt man

(4) φa ist zusammenhάngend und πj(φa) = 7Γi(φ).
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Da φ wegen der Bemerkung vor §1 (8) keine zentrale Involution
enthalten kann, aber jede Involution in einer Standuntergruppe liegt,
folgt dim Z(φ) = 0, φa?£ /, und mittels der Endlichkeit der Fundamen-
talgruppe weiter

(5) Die kompakten Liegruppen φ und φa sind halbeinfach, und
dim φa § 3.

(6) φ enthάlt keine Translation.

Die von einer Translation τ^ 1 erzeugte Gruppe wirkt namlich frei auf
dem zu Rd homόomorphen Komplement der Achse von_τ; nach [32] hat
T also unendliche Ordnung. Im Fall τ E φ ware dann <τ) ein aus lauter
Translationen bestehender Torus in φ, was wegen §1 (8) unmόglich ist.

Da das Produkt zweier Spiegelungen mit dem gleichen Zentrum
und verschiedenen Achsen eine Translation ist, kann also φ[α,L]

hδchstens fur eine Achse L positive Dimension haben. Mittels (3)
folgt nun, weil eine kompakte Streckungsgruppe nicht transitiv sein
kann

(7) dimφ [ α ] <dimL.

Um zu zeigen, daβ die Liesche Ausnahmegruppe G2, das ist die
Automorphismengruppe Γ der Oktaven-Algebra O, nicht transitiv auf 9
sein kann, benόtigt man die folgenden Aussagen

(8) Γ ist eine kompakte, einfach zusammenhάngende Gruppe mit
trivialem Zentrum, dim Γ = 14, alle Involutionen von Γ sind
konjugiert. Der Zentralisator Δ einer Involution ist eine maximale
(abgeschlossene) Untergruppe von Γ, und Δ = SO(4).

Die ersten Behauptungen findet man bei Tits [35]. Schreibt man
die Oktaven als Paare von Quaternionen mit der Multiplikation

(α, b)(x, y) = (ax - yb, xb + ay),

so kann man unmittelbar nachrechnen, daβ der Zentralisator der
Involution (x, y)h+ (JC, - y) genau aus den Abbildungen (x, y)-»(JCC, ycs)
mit ss = 1 besteht. Eine Gruppe Ξ > Δ enthalt keinen zentralen Torus
und ist daher halbeinfach. Weil der Rang r g Ξ ^ 2 ist, kame auβer Γ
nur noch Ξ = SO(5) in Frage, aber dann ware der Zentralisator einer
Involution nicht zusammenhangend.

3. Homogene 8-dimensionale Ebenen. Ist 0* eine
homogene Ebene mit 4 < d g 8, so gibt es nach §2 (2) eine kompakte,
zusammenhangende punkttransitive Liegruppe φ, und P ist eine
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Mannigfaltigkeit. Es wird sich herausstellen, daβ φ sogar transitiv auf
$ sein muβ und daher die Geraden homόomorph zu S4 sind.

(1) Die Gruppe φ hat kein Zentrum und ist darum direktes Produkt
einfacher kompakter Lie-Gruppen.

Es genugt zu zeigen, daβ ein Element ζ E Z(φ) einen Fixpunkt c
haben muβ, da dann wegen cφζ = cζφ — cφ jeder Punkt fest bleibt. Es
sei β eine Involution aus φ\ Ist β eine Spiegelung mit dem Zentrum c,
so gilt cζ = c wegen βζ = β\ andernfalls hat ζ einen Fixpunkt in der
Baer-Unterebene $>. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann
man sogar annehmen

(2) φ ist einfach.

Enthalt namlich ein einfacher Faktor von φ eine Spiegelung, so ist
schon dieser Faktor transitiv, da alle anderen Faktoren das Zentrum der
Spiegelung fest lassen mϋssen. Angenommen, φ hatte m^hrere ein-
fache Faktoren φvy die alle nur Baer-Involutionen enthalten, dann gilt
3<dimφ v^=8; denn eine groBere kompakte Gruppe kann nicht auf
einer Baer-Unterebene operieren [28,5.2], ware aber Δ der Zentralisator
einer Involution β E φv = SO(3) und a E Φ& so folgte dim Δ >
dim φ - 3 und dim Δ - 4 g dim Δα S dim φ - 8, ein Wider-
spruch. Die Faktoren φv sind also alle isomorph zur elliptischen
Bewegungsgruppe der komplexen Ebene und daher transitiv auf jeder
Baer-Unterebene, die sie fest lassen [28, 5.2]. Dies fuhrt nun ebenfalls
auf einen Widerspruch: Vertauschbare Involutionen in φt haben einen
gemeinsamen Fixpunkt, also stimmen ihre Baer-Unterebenen als
Bahnen von φ2 ϋberein. Da je zwei Involutionen aus PSU (3, C) mit
einer geeigneten dritten vertauschbar sind, hatten alle Involutionen aus
φj die gleiche Fix-Unterebene, und φ ware nicht transitiv.

Die sich unmittelbar aus §2 (3) ergebende Abschatzung dim φ ^ 36
laBt sich durch Betrachtung der Wirkung auf einem Geradenbuschel
verscharfen zu

(3) d i m φ g 2 1 .

Zunachst ist stets dim φ: φa^d. Ist φa transitiv auf dem

Geradenbuschel [a], so ist dim φalφ[a] = (^ I, und die Behauptung folgt

wegen §2 (7). Sonst sei m > 0 die hόchste Dimension einer Bahn 3JΪ
von φa auf [a] und M = φm die Gruppe, die Wl elementweise fest

laBt. Nach §2 (3) gilt dann dim φa IM ^ (m * l ) . I s t α U w G S«, so
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hat Mu auf den anderen Geraden aus Έl hόchstens m -dimensionale
Bahnen. Daraus folgt dim M ^ 9; denn Tt erzeugt mit 3 Punkten auf
Geraden aus Έl eine mindestens 2ra -dimensionale Unterebene, also
zusammen mit 3 - m weiteren Punkten die ganze Ebene. Insgesamt
ergibt sich dim φ ^23, und wegen (2) gilt die Behauptung.

Gibt es in φ Spiegelungen, so laβt φa wegen §2 (6) auch die Achse
einer Spiegelung mit dem Zentrum a fest, und man hat dim Λf S 4, auf
Grund der Einfachheit von φ also sogar dim φ ^ 15, d. h.

(4) Enthalt φ Spiegelungen und ist dim φ > 15, so ist φ transitiv
auf J>.

Im Beweis von (3) wird die zu dim φ: φa = d aquivalente
Transitivitat von φ nicht benόtigt:

(5) Ist d ^ 8, so gilt fur eine kompakte Gruppe ψ ^ Σ^ stets
dim φ < 23.

Es wird sich zeigen, daβ von den 6 in Frage kommenden einfachen
Liegruppen nur die unitare Gruppe ϋber dem Quaternionenkόrper
transitiv auf der Punktmenge von 9 operieren kann:

(6) φ ^ P U ( 3 , H ) .

Beweis. (a) Ware φ=PSU(3,C), so ware φα=Spin(3) und
π1(φa)^π1(φ) = Z3 im Widerspruch zu §2 (4).

(b) Im Fall φ = SO(5) gabe es eine Gruppe SO(4) im Zentralisator
einer Involution β. Wegen d > 4 kann β keine Spiegelung
sein. Mittels §1(10) folgt also d = 8, aber nach §2 (5) mϋβte d < 8 sein.

(c) Angenommen φ = G2. Nach §2 (8) ist dann der Zentralisator
Δ einer Involution δ eine zu SO(4) isomorphe maximale
Untergruppe. Ware δ eine Spiegelung mit dem Zentrum α, so hatte
man Δ ^ φ α , also φa = Δ, was wegen ττ/(φ) = 1^ ττ/(Δ) unmδglich
ist. Daher muβ δ eine Baer-Involution sein, und die Geraden von 9
sind homόomorph zu S4. Dies fϋhrt nun auf einen Widerspruch, und
zwar ohne Benutzung der Transitivitat: Wϋrde Δ auf der zur komplexen
Ebene homόomorphen Fixunterebene 9^δ die Gruppe SO(3)2 induzieren,
so mϋβten in 9h die Achsen jeder Spiegelung des einen Faktors durch
das Zentrum jeder Spiegelung des anderen Faktors gehen [28,
1.11]. Das ist aber ist aber unmόglich, da SO(3) vertauschbare
Spiegelungen enthalt und in &δ Spiegelungen durch Zentrum und Achse
eindeutig bestimmt sind [28, 4.8]. Demnach hat Δ einen Normalteiler
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θ = Spin (3), der auf &δ die Identitat induziert und auβerhalb frei
operiert. Eine effektive Wirkung von θ auf der zu S4 homόomorphen
Verbindungsgeraden zweier Fixpunkte hatte aber nach Richardson [26]
auβer den beiden Fixpunkten nur 3-dimensionale Bahnen.

(d) Im Fall φ = PSU (4, C) ware π, (φ) = Z4. Aber dann konnen
die Aussagen (4) und (5) aus §2 nicht beide erfϋllt sein, da die
Fundamentalgruppen der kleineren einfachen Lie-Gruppen hόchstens
die Ordnung 3 haben.

(e) Sei schlieβlich φ = SO(7). Dann gibt es eine Gruppe Δ =
SO(6) im Zentralisator einer Involution β. Ware β eine Baer-
Involution, so muβte Δ auf der 4-dimensionalen Ebene 9β operieren,
was nach [28, 5.2] unmόglich ist. Also muβ β ein Zentrum c haben,
und φ ist wegen (4) f ahnentransitiv. Folglich ist [c ] homόomorph zu S4

und d = 8. Dies widerspricht aber Δ g φ c und dim φ: Δ = 6.
Damit ist (6) vollstandig bewiesen. Enthielte φ keine

Spiegelungen, so gabe es im Widerspruch zu [28, 5.2] insbesondere eine
Gruppe U(2, H) = Sρin(5) im Zentralisator einer Baer-
Involution. Wegen (4) folgt also

(7) φ ist sogar fahnentransitiv.

Fur spatere Anwendung wird noch eine Folgerung aus (6c) gezogen:

(8) Ist d g 8, so enthάlt X? keine Untergruppe Γ = G2.

Es genϋgt zu zeigen, daβ Γ punkttransitiv sein mϋβte. Auf Grund von
(6c) kann der Zentralisator Δ einer Involution δ E Γ keine Baer-
Unterebene fest lassen, und δ ist eine Spiegelung. Ist a ihr Zentrum,
so ist Δ = Γfl und dim aΓ = dim Γ: Δ = 8, also aΓ = P nach §2 (3).

Um den Hauptsatz im Fall d g 8 zu beweisen, muβ man auf Grund
von (6) und (7) nur noch zeigen, daβ jede Wirkung (0*, φ) zur
gewόhnlichen Wirkung von PU(3,H) auf der Quaternionen-Ebene
isomorph ist. Dazu wird eine zu 9 isomorphe Ebene 2ί? angegeben,
die sich rein gruppentheoretisch in φ beschreiben laBt und daher bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Als Punktmenge wie als Geraden-
menge von $? dient der Raum

H = {a G φ a2 = ί, dim Zs(α) = 13}.

Inzidenz von a φ β wird durch a ° β = / gegeben. H besteht genau
aus den Spiegelungen von PU(3,H) und ist eine voile Konjugierten-
klasse von Involutionen.
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Wegen der Fahnentransitivitat von φ induziert die 13-dimensionale
Gruppe φa im Geradenbϋschel [a] die Gruppe SO(5). Mittels §2 (4,5)
folgt daher φa = Spin(5) x Spin(3) und Z(φa) = (a) mit a2 = L Da die
Gruppe φa wegen der Transitivitat auf [a ] keine Baer-Unterebene fest
lassen kann, ist a eine Spiegelung von 9 mit Zentrum a, und a Eί f ;
ferner gilt Zs(α) = φa. Weil alle Involutionen aus H in φ konjugiert
sind, induziert H in SP lauter Spiegelungen, und die Abbildungen p und
λ, die jeder Spiegelung aus H ihr Zentrum und ihre Achse in 9
zuordnen, sind Bijektionen von H auf P und 2. Ist a^ β, so liegt das
Zentrum von a genau dann auf der Achse von β, wenn aβ = a
ist. Damit ist (p, λ) ein Isomorphismus von 3€ auf 0*:

(9) Hat die kompakte, zusammenhάngende, hόchstens 8-
dimensionale projektive Ebene 9> eine punkttransitive Grw pe Δ von
Automorphismen, so ist 9 desarguessch und Δ enthάlt die elliptische
Bewegungsgruppe.

4. Homogene 16-dimensionaIe Ebenen. Die Beweise
sind bier ahnlich denen in §3, aber etwas verwickelter, weil man etwa
aus der Existenz einer Baer-Unterebene noch nicht schlieβen kann, daβ
die Geraden homόomorph zu S8 sind, man also zunachst alle
Mδglichkeiten 8 < d ^ l 6 in Betracht ziehen muβ. Es sei φ wieder
eine kompakte, zusammenhangende, punkttransitive Untergruppe von
X̂>. Dann enthalt φ keine zentrale Involution, also auch keinen
normalen Torus (vgl. §2 (5)):

(1) φ ist halbeinfach.

Um sogar die Einfachheit von φ zu beweisen, ist es zweckmaBig, zuerst
die Dimension abzuschatzen:

(2) Ist φ transitiv auf J, so gilt dim φ ^ 59.

Nach §2 ist namlich dim φalφ[a]^ L j und dim φ [ α ] <8.

Sonst ist der ungϋnstigste Fall der, daβ φa auf dem Geradenbϋschel
[a ] Bahnen der Dimension m = 7 hat. φa induziert dann auf einer
solchen Bahn Tt eine hόchstens 28-dimensionale Gruppe. 2)ϊ erzeugt
mit 3 Punkten auf Geraden aus 2ft eine mindestens 2m-dimensionale
Unterebene, also im Fall m > 4 ganz (P9 sonst mit 1 oder 2 weiteren
Punkten wenigstens eine Baer-Unterebene (Vgl. §1 (11)). Daher kann
Wl hochstens von einer 21-dimensionalen Gruppe elementweise fest
gelassen werden und man hat insgesamt

(3) dimφ=S65.
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Wie bei §3 (4) ergibt sich weiter

(4) Enthάlt φ Spiegelungen und ist φ nicht fahnentransitiv, so gilt
sogar dim φ < 52.

Angenommen nun, es ware Z = Z(φ) Φ 1. Dann muβ Z eine endliche
Gruppe ungerader Ordnung sein, die frei auf P operiert, und φ enthalt
keine Spiegelungen. Die einfach zusammenhangende
Uberlagerungsgruppe φ hat also einen direkten Faktor A, dessen
Zentrum keine 2-Gruppe ist. Aus [35] entnimmt man A = SU(r, C),
dim A = r2 - /, Z(A) = ZΓ, r = 3 oder 5 S r g 7 . (Die Ausnahmegruppe
E6 hat zwar ein Zentrum der Ordnung 3, aber zu.groBe Dimension.) Im
Fall r § 6 gabe es eine Gruppe SU(5, C) im Zentralisator einer Baer-
Involution β, aber diese Gruppe kann nach §3 (5) nicht auf 3*β

wirken. In SU(3, C) sind die Zentralisatoren der Involutionen 4-
dimensional. Ist also r = 3 und Δ = Zsφ(j3) fur eine Involution β E A,
so ist dim φ: Δ = 4, und mit aβ = a folgt

dim Δ - -z ^ dim Δα S dim φα g dim φ - d, also d ^ 8,

was ausgeschlossen war.
Da die 24-dimensionale Gruppe SU(5, C) nach §3(5) nicht auf einer

Baer-Unterebene wirken kann, konnte r = 5 hochstens bei quasi-
einfachem φ = A vorkommen. Dann gibt es aber eine Gruppe Δ s
SU(4, C) im Zentralisator einer Involution β, und Δ x Z wirkt auf der
Baer-Unterebene &β. Da Z keine Fixpunkte hat, kann Δ auf 3Fβ keine
Spiegelungen induzieren. Es gibt also eine Kollineation a E Δ, die in
&β eine Baer-Involution bewirkt. Das Zentrum Z laβt nun die 4-
dimensionale Unterebene 9^ invariant, hatte also dort doch einen
Fixpunkt. Damit ist Z ^ I auf einen Widerspruch gefϋhrt:

(5) Z(φ) = ί, und φ ist direktes Produkt einfacher Gruppen.

Wieder erhalt man ohne Beschrankung der AUgemeinheit

(6) φ ist einfach.

Ein einfacher Faktor von φ, der eine Spiegelung enthalt, muβ namlich
selbst transitiv sein. Andererseits kann φ nicht Produkt mehrerer
einfacher Faktoren φv sein, die nur Baer-Involutionen enthalten: Der
oben bei SU(3, C) durchgefϋhrte SchluB zeigt zunachst, daB φv keine
Baer-Involution β mit dim φv: Zs(j8)^4 enthalten kann. Damit folgt
14 ̂  dim φv^2l. Nach §3 (8) ist auch φv = G2 ausgeschlossen. Fur



230 HELMUT SALZMANN

φv bleiben also nur die Mόglichkeiten PSU(4,C), SO(7) oder
PU(3, H). In φ/ gibt es dann eine Involution β und eine zu SU(3, C),
SO(6) oder U(2,H) isomorphe Untergruppe Δ im Zentralisator von
β. Wegen §3 (5) und dim Δ x φ2 g 23 muβ non Δ oder φ2 auf der
Baer-Unterebene S*β die Identitat induzieren und auβerhalb frei
operieren, was nicht mδglich ist.

Aus Dimensionsgrunden kommen fur φ noch 16 Gruppen in Frage;
unter ihnen ist die fahnentransitive elliptische Bewegungsgruppe der
Όktaven-Ebene, d. h. die Ausnahmegruppe F4. Von alien ϋbrigen laβt
sich zeigen, daβ sie nicht transitiv auf 9 operieren kόnnen. Dem
Beweis werden 3 Bemerkungen vorausgeschickt, wobei k die Dimen-
sion einer Geraden von & bezeichne:

(7) 1st φ nicht fahnentransitiv und ist θ eine quasi-einfache Unter-

gruppe des Zentralisators einer Spiegelung, so ist dim θ S L ) nach §2

(3).

(8) Zentralisiert die quasi-einfache Gruppe θ eine Baer-Involution,
so ist dim θ < 23 nach §3 (5).

(9) Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:
(a) φfl=Spin(9) (β) φ = F4

(γ) φ ist transitiv auf S (δ) φa lφ[a] = SO(9).

Aus (a) folgt dim φ = 52 und φ = F4 wegen (6). In der Standard-
Wirkung von F4 auf der Oktaven-Ebene gibt es eine Spiegelung σ mit
Zs(σ) = Sρin(9). Daher ergibt sich (γ) aus (β) mittels (8) und (4). Der
Bestimmung der kompakten transitiven Gruppen auf Spharen [18; 23]
entnimmt man, daβ (δ) eine Folge von (γ) ist. Induziert φa im
Geradenbuschel [a] die Gruppe SO(9), so sind fur φ wegen (3) und (6)
und §2 (7) nur die Dimensionen 52 und 55 mόglich, fur φa also nur 36
und 39. Daher ist φa isomorph zu Spin(9) oder Spin(9) x Sρin(3). Im
zweiten Fall laβt der Faktor Sρin(3) jede Gerade durch a fest. Fur
einen Punkt b auf der Achse der Spiegelung aus φa erhalt man nun
φa,b = Spin(8) x Sρin(3). Der eindeutig bestimmte 3-dimensionale Fak-
tor Spin(3) mϋβte dann auch alle Geraden durch b fest lassen. Darum
gilt dim φ = 52 und φ = F4, also πj(φ) = τrι{φa) = 1 und damit (α).

Da die Gruppen PSU(r + 1) eine Untergruppe SU(r) im Zen-
tralisator einer Involution enthalten und ebenso die Gruppen SO(2r + 1)
eine Untergruppe SO(2r), scheiden fur φ die Mόglichkeiten PSU(r, C)
mit r § 6 , PU(5,H), SO(ll) und SO(9) auf Grund der obigen Bemer-
kungen aus. Die Gruppen PSU(r, C) mit r < 6 kδnnen nicht vorkom-
men, weil sie eine zu Zr isomorphe Fundamentalgruppe haben, so daβ
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die Bedingung (4) aus §2 nicht erfϋllt sein kann. Die verbleibenden 7
Gruppen werden einzeln betrachtet:

(a) Ware φ = PSO(IO), so gabe es eine Untergruppe θ - SO(8) im
Zentralisator einer Spiegelung mit Zentrum a. Es folgte θ <φa und
wegen der Halbeinfachheit dim φa g 28 + 3, also d g 14 und k g 7 im
Widerspruch zu (7). Auβerdem ware τrj(φa

(b) Im Fall φ = PU(4, H) seien a und β die beiden durch die
Diagonalmatritzen ( - ί ) 2 x ί 2 und ( - 1) x 13 gegebenen
Involutionen. Wegen U(2, H) = Spin(5) wird der Zentralisator von a
von Spin(5)2 ϋberlagert. Ware a eine Baer-Involution, so mϋβte Zs(α)
auf 3Fa die Gruppe SO(5)2 induzieren, da ein Normalteiler, der alle
Punkte von 3Ea fest laβt, auβerhalb von 9a frei operiert und daher
hόchstens 8-dimensional ist. Die Gruppe SO(5)2 kann aber nicht treu
auf einer 8-dimensionalen Ebene wirken, da dann alle Involutionen
Spiegelungen sein mϋβten und einen zu groβen Zentralisator
hatten. Also muβ a eine Spiegelung von 9 sein; dagegen ist β eine
Baer-Involution: Der Zentralisator von β enthalt namlich eine Gruppe
0 =r U(3, H) und ist 24-dimensional. Ware β eine Spiegelung mit
Zentrum b, so mίiβte d S 12 sein, θ ware wegen §2 (3) transitiv auf dem
Geradenbϋschel [b ] und dieses ware homόomorph zu S6, was unmόglich
ist. a induziert nun eine Spiegelung in &β9 und der gemeinsame
Zentralisator von a und β enthalt eine zu U(2, H) isomorphe Gruppe,
die das Zentrum a von a fest laβt und nach §2 (3) auf dem Bϋschel der
durch a gehenden Geraden in &β transitiv sein muβ. Folglich sind die
Geraden von 9β lokal euklidisch, SFβ ist eine Mannigfaltigkeit, und
wegen §1 (9) hat $P zu S8 homόomorphe Geraden. Mittels §1 (2) ergibt
sich nun ^(P) = ττ4(P) = 0. Weiter f olgt dim φa = dim φ - dim P = 20,
also φa = Zs(α) und φa = U(2, H)2. Die exakte Homotopie-Sequenz
der Faserung φ-*P mit der Faser φa liefert jetzt 7r3(φfl) = 7r3(φ) im
Widerspruch zu τr3(U(r, H)) = Z, vergleiche [11,7.12.6; 14; IS, Th. 11.2].

(c) Es sei nun φ = PSO(8) und β die von der Diagonalmatrix
(- l) 2 x I 6 induzierte Involution, β wird von einer Gruppe θ s SO(6)
zentralisiert. Ware β eine Spiegelung mit Zentrum a, so hatte die
halbeinfache Standuntergruppe φa die Dimension 18, da sie wegen
Zs(j8) ^ φa den Rang 4 hat. Dann ware aber d = 10, und θ mϋβte auf
dem 5-dimensionalen Geradenbϋschel [a] transitiv operieren. Also ist
β eine Baer-Involution. Die durch J x ( ~ J ) 2 x J 5 und 12 x ( - 1 )2 x 14

gegebenen Involutionen β' und β" sind zu β konjugiert und mit β
vertauschbar. Hatten β und β' dieselbe Fixunterebene, so folgte
38 = 9β = 9β- = Φβ . Aber β ist die einzige Involution aus θ, die auf 38
die Identitat induziert, und j3"E0. Deshalb bewirkt β' in % eine
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involutorische Kollineation a. Da der gemeinsame Zentralisator von β
und β' eine Gruppe Δ = SO(5) enthalt, die nicht auf einer 4-
dimensionalen Unterebene von 38 operieren kann, ist a eine Spiegelung
von 38 mit Zentrum a und Δ ist wegen §2 (3) transitiv auf dem Bϋschel
der durch a gehenden Geraden von 38. Folglich ist 38 eine Mannigfal-
tigkeit, die Geraden von 9 sind homόomorph zu S8, und d = 16. Dann
wird aber die 12-dimensionale halbeinfache Gruppe φa von Spin(3)4

ϋberlagert im Widerspruch zu Δ ^ φa.

(d) Der Fall der 21-dimensionalen Gruppe φ = SO(7) laβt sich mit
Hilfe der beiden konjugierten Baer-Involutionen β = ( - 1 )6 x 1 und
β' = 1 x ( - I)6 ahnlich behandeln, da βf wieder eine Spiegelung in 3Fβ

induziert. Eine Vereinfachung gegenϋber (c) erhalt man durch
dim φa^S und d < 16.

(e) Fur φ = PU(3, H) ergibt sich bei der Betrachtung des Zen-
tralisators der durch die Diagonalmatrix (— / )2 x / gegebenen Involu-
tion β ein Widerspruch: Zunachst ist dim Zs(0)^ 13, so daβ β keine
Spiegelung sein kann. Aus §2 (5) folgt dim φa / 5 und damit d <
16. Die Untergruppe U(2, H) x ί = Sρin(5) enthalt β im Zentrum. Sie
kann auf 38 = 9β nicht trivial sein und induziert eine Kol-
lineationsgruppe Δ = SO(5) auf der Ebene 38, die wegen d < 16 ihrer-
seits keine Baer-Unterebenen enthalten kann. Alle Involutionen aus Δ
sind also Spiegelungen von 38. Wird insbesondere a durch (— /) x 12

induziert, so laβt der 9-dimensionale Zentralisator von a und β das
Zentrum a von a in 38 fest, und man erhalt sogar d ^ 12. Die Achse A
von a in 38 ist also 3-dimensional. Nun enthalt ZsΔ(α) eine Unter-
gruppe ψ = SO(4). Da A keine Mannigfaltigkeit ist, kann ψ nicht
transitiv auf A sein und hat eine 2-dimensionale Bahn M in A, die von
einem 3-dimensionalen Normalteiler θ punktweise festgelassen
wird. Fur u EM kann θ auch nicht transitiv auf der Geraden aU u
von 38 sein. Daher muβ einerseits dim θc >0 fur alle c EaUu
gelten. Andereseits erzeugen die Punkte von M zusammen mit a und
c eine mindestens 4-dimensionale Unterebene, nach dem vorher Be-
merkten also ganz 38, so daβ θc = 1 ist.

(f) Angenommen, φ = G2. Nach §2 (4, 5) folgt φa = Spin (3). Der
Zentralisator der zentralen Involution β aus φa ist isomorph zu
SO(4). Daher ist β eine Baer-Involution, a = Zs φa = Spin(3), und
φa Π Ξ = (β). Wegen aB^ a induziert Ξ auf 9β die einfache Gruppe
SO(3), und φa* = φa fur alle ξ E B. Wϋrde φa auf 9β ebenfalls nicht
trivial wirken, so mϋBte die zu SO(3) homoomorphe Bahn aB auf der
Achse jeder von einem a Eφa in 9β induzierten Spiegelung
liegen. Wegen d = 11 und §1 (7,9) ist Φβ eine 6-dimensionale Un-
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terebene mit 3-dimensionalen Geraden; Ξ ware also transitiv auf einer
dieser Geraden, aber eine Gerade kann keine 3-Mannigfaltigkeit
sein. Folglich induziert φa auf 3Fβ die Identitat, d.h. φa ist genau die
gemeinsame Standuntergruppe aller Punkte von &β. Induziert nun das
Element ξ E S eine Involution in &β9 so hat ξ dort einen Fixpunkt
x. Das ist ein Widerspruch gegen ξ£ φa = φx.

(g) Schlieβlich ist φ = SO(5) wegen dim φa g 3 nicht
mόglich. Zusammenfassend hat man damit

(10) Eine homogene kompakte projektive Ebene mit 8<dimP^=
16 besitzt eine fahnentransitive Gruppe φ = F4.

Beachtet man noch, daβ die Geraden einer fahnenhomogenen
Ebene lokal euklidisch und damit hόchstens 8-dimensional sind, so
genϋgt es zum Beweis der beiden Satze (I) und (II) zu zeigen, daβ die
Gruppe F4 nur auf einer Moufang-Ebene fahnentransitiv operieren
kann. Dies kann ahnlich wie in §3 mittete der Spiegelungen
geschehen. Es ist aber einfacher, die Standuntergruppen zu
benutzen. Nach (9) ist φx = Spin(9). Ist umgekehrt Spin(9) = ψ <φ,
so ist die zentrale Involution a aus ψ wegen §3 (5) eine Spiegelung mit
Zentrum a, und ψ = φa. Die Standgruppen der Punkte und ebenso der
Geraden sind also genau die zu Spin(9) isomorphen Untergruppen von
φ, und diese sind alle untereinander konjugiert. Ferner gilt p EL
genau, falls dim (φ p (Ίφ L ) = 28 ist. Die Ebene 9 ist also bis auf
Isomorphie durch φ eindeutig bestimmt:

(11) Hat die kompakte projektive Ebene 9 mit 8 < dim P ^ 16 eine
punkttransitive Gruppe Δ von Automorphismen, so ist 9 isomorph zur
OktavenΈbene und Δ enthάlt die elliptische Bewegungsgruppe F4.

Homogene kompakte projektive Ebenen. Zusatz bei der Korrek-
tur: Auf Grund von Theorem 4 einer inzwischen verόffentlichten Arbeit
von J. Szenthe [On the topological characterization of transitive Lie
group actions, Acta Scient. Math. Szeged 36 (1974), 323-344] ist wegen
§1 (1) die Voraussetzung dimP<oo in §2 (1) entbehrlich. Damit gilt
auch Satz (II) ohne die Voraussetzung endlicher Dimension.
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