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DEUX GENERALISATIONS D'UN THEOREME
DE I. NAMIOKA

MICHEL TALAGRAND

Soient X un espace compact, Y un espace topologique,
et / une application sέparέment continue d e l x 7 dans un
espace mέtrisable Z. Quand existe-il un Gδ dense de X tel
que / soit continue en tout point de G x YΊ Le but de ce
travail est d'etudier cette question en vue de Γetude de la
compacite et de la ^ -analyticite faibles dans les espaces de
Banach. On montre qu'un tel Gδ existe toujours si Y est
un ferm€ de NN X L pour un espace compact L. On en
deduit en particulier que si C^(X) est faiblement -5T~-analyti-
que, alors X contient un G§ dense dont tous les points sont
des Gd. On etudie une autre situation, qui englobe aussi le
cas ou Y est compact, et Γon retrouve un thέordme de I.
Namioka (avec une preuve plus simple).

1* Introduction* Nous dirons qu'une fonction definie sur un
produit 1 x 7 d'espaces topologiques, a valeurs dans un espace
topologique Z est separement continue si toutes les functions partielles
obtenues en fixant arbitrairement Γune des variables sont continues.
L'ensemble type de cette situation est celui ou Y est un sous-
ensemble de ^(X, Z), muni de la topologie de la convergence
ponctuelle, et oύ / est Γapplication evaluation, qui envoie (x, y) sur
y(x). Nous dirons, comme c'est Γusage, qu'une fonction / est con-
tinue en un point d e l x 7 si elle est continue en ce point par
rapport a Γensemble des deux variables.

Dans [8], I. Namioka prouve le theoreme suivant:

THEOREME 1.1. (I. Namioka). Soient X un espace compact, et
Y un espace topologique localement compact et denombrable a Γinfini.
Soit f une application separement continue de X x Y dans un espace
metrisable Z. II existe alors un Gδ dense G de X tel que f soit
continue en tout point de G x Y.

Cet enonce a d'interessantes consequences dans la theorie des
espaces de Banach. Le but de cet article est d'affaiblir dans deux
directions differentes Γhypothese sur Y, de faςon a en tirer des
consequences concernant la theorie des espace de Banach faiblement
J^-analytiques. Chacune de nos extensions implique le Theoreme
1.1, tout au moins lorsque Z est compact, (avec, pour la seconde
une preuve plus simple que la preuve originale) mais aucune n'impli-
que le resultat plus general etabli par Namioka (Theoreme 1.2, oύ
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X appartient a une classe plus generate que celle des espaces com-
pacts). Nous esperons que le lecteur nous pardonnera notre titre
schematique. Les resultats et les applications sont enonces aux
paragraphes 3 et 4. La lecture detaillee des rappels du paragraphe
2 n'est necessaire que pour celle du paragraphe 5 (demonstration du
Theoreme 3.1), a condition de supposer dans Γenonce du Theoreme
3.1 que Y est un ferme d'un espace NN x L, pour un espace compact
L.

2* Notations et rappels* Tous les espaces topologiques consideres
seront separes. Designons par Σ Γespace des suites infinies d'entiers
(done Σ = NN), muni de la topologie produit, et par S Γespace des
suites finies d'entiers. Pour s e S, on designe par |s| la longueur
de s. Pour aeS \J Σ, ayant au moins n termes, notons a\n Γ element
de S forme des n premiers termes de α. Pour seS et aeS \J Σ,
on note s < a le fait que a ait au moins \s\ termes, et que s = a\\s\.

Soit X un espace topologique. Une application σ—> Xσ de Σ
dans ^(X) sera dite semi-continue superieurement a valeurs com-
pactes (s.c.s.c.) si elle est a valeurs compactes, et si pour tout ouvert
U de X, Γensemble des σ tels que XσaU soit un ouvert de Σ. Si
X est Γimage de Σ par cette application, e'est a dire si X = \JσBΣ Xσ,
on dira que X est j^-analytique. Un espace topologique est J%^
analytique si et seulement s'il est Γimage continue d'un Kσδ d'un
espace compact [7]. Tout espace J^-analytique est de Lindelof ([5],
3-4). Tout sous-ensemble J^~-analytique X d'un espace compact
possede la propriete de Baire, e'est a dire est egal a un ouvert
modulo un ensemble maigre (en effect X peut s'obtenir a partir des
fermes par Γoperation de Souslin, et cette operation laisse stable la
classe des ensembles possedant la propriete de Baire).

Etant donnes un espace j^-analytique regulier X, et une ap-
plication s.c.s.c. surjective σ -» Xσ, pour s e S posons X8 = \J8<σ X.
Si U est un voisinage de Xσ, il existe un n tel que XσlnaU. Pour
le voir, on se ramene au cas oύ U est ferme, et on utilise le fait
que Γapplication σ —> Xσ est s.c.s.

DEFINITION 2.1. Un espace topologique ,;2Γ-analytique X sera
dit special s'il est regulier et si on peut choisir Γapplication s.c.s.c.
sur jective σ -»Xσ de sorte que pour tout xeX, il existe σ tel que
pour tout n on ait xeXσ]n (et done xeXσ).

On voit sans peine qu'une intersection denombrable d'ouverts
Fσ d'un espace compact est speciale. II en resulte que tout espace
Polonais est special, ainsi que tout espace localement compact
denombrable a Γinίini. Tout ferme d'un espace special etant un
espace special, tout ferme d'un espace Σ x L (oύ L est un espace
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compact) est special.

3* Extension au cas ou Y est un espace .^^analytique speciaL
Le resultat suivant est la base de c^ paragraphe. Sa demonstration
etant longue, est reportee au paragraphe 5.

THEOREME 3.1. Soient X un espace compact et Y un espace
,yt*-analytique speciaL Soit f une application separement continue
de X x Y dans un espace metrisable Z. II existe alors un Gδ dense
G de X telle que f soit continue en tout point de G x Y.

REMARQUES. ( a ) Nous savons meme demontrer ce theoreme
lorsque Fon suppose seulement que X est "Cech-complet" au sens de
[8], c'est a dire homeomorphe a un Gδ d'un espace compact. Toute-
fois, comme la demonstration s'alourdit sensiblement, sans que nous
ayons trouver des applications interessantes, nous contenterons de
montrer le Theoreme 3.1. Nous ne savons pas si Γenonce reste
valide en supposant seulement que X est "fortement denombrable-
ment complet" au sens de [8].

(b) Le Theoreme 3.1 ne serait pas exact si Γon ne supposait
pas Y special. En effet prenons X = [0, 1] et Y = ^([0, 1], [0, 1]),
muni de la topologie de la convergence ponctuelle. Cet espace est
.%^-analytique (on voit sans peine que c'est un Kσδ de [0, 1][M]).
Pourtant Fapplication / de X x Y dans [0, 1] donnee par f(x, y) =
y(x)9 qui est separement continue, nJest continue en aucun point de
XxY,

Voici Fapplication pour laquelle le Theoreme 3.1 a ete conςu.

THEOREME 3.2. Soient Y un espace SiΓ-analytique (non neces-
sairement special), Z un espace metrisable et X un sous-ensemble
de ^(Y, Z), qui soit compact pour la topologie de la convergence
ponctuelle. Alors X contient un Gδ dense G tel que tout point de
G soit un Gδ de X.

Demonstration. Prouvons d'abord que tout espace J^-analyti-
que Y est image continue d'un espace J^-analytique special. II
suffit de le prouver si Y est un Kσδ d'un espace compact L, soit
Y = ΓL Um Y«,m pour des compacts Yn,m. On remarque alors que Y
est la projection sur L du ferme Y' de Σ x L donne par

y = Π U {σeΣ;s<σ}x (Γ l f t in - n Γ J
n \s\=n

et que Yf est special.
II en resulte que X est homeomorphe a un sous-ensemble compact
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pour la convergence ponctuelle, d'un espace ^(Y', Z), oύ Y' est un
espace .^Γ'-analytique special. On peut done supposer que Y est
special.

L'application / de X x Y dans Z donnee par f(x, y) = x{y) est
separement continue. D'apres le Theoreme 3-1, il existe un Gδ dense
G de X tel que / soit continue en tout point de {x} x Y pour tout
x e G. Si y e Y et n e N, il existe done des voisinages ouverts V%
de ίc et Wy de 2/ tels que si on designe par d une distance definissant
la topologie de Z on ait

^ 7 ; , 2/' e TF» - cZ(/(*', y'), f(x, y))^ — .
n

Puisque Y est de Lindelof on peut le recouvrir par une suite
Wyp. Posons An = Γ\P Vyp. C'est un Gδ de X contenant x. Pour
α' e An et 1/' e Y, si p est tel que yf e F ^ , on a

/'),/(», 2/')) ^ d{f{x', y'),f(x, y9)) + d(/(», y'),f{x, yP)) £ — .
n

Ceci montre que si x' e A = Γ\n A
n, pour tout y' e Y on a

Ainsi o n a i = {#}, ce qui montre que {x} est un Gδ.

Le cas particulier suivant merite mention explicite. Son interet
reside dans le fait que la classe des espaces compacts K pour lesquels
<af(j$r) est faiblement ( = σ(<af(JΓ), &(K)f)) t^T-analytique contient la
classe des compacts faibles des espaces de Banach mais est stricte-
ment plus general [11].

THEOREME 3.3. Soit K un espace compact tel que &{K) soit
faiblement ^f-analytique. Alors K contient un Gδ dense dont les
points sont des Gδ.

Demonstration. On applique le theoreme precedent en regardant
K comme sous-ensemble de

Probleme. II est connu qu'un compact faible d'un espace de
Banach contient un Gδ dense metrisable ([8], Corollary 4.2), ce que
nous retrouverons au paragraphe 4. Nous n'avons pu decider s'il
en est toujours ainsi sous Γhypothese plus faible du Theoreme 3.3.

4* Un autre type d'extensioiu Le theoreme suivant a pour
principal interet de fournir une demonstration relativement simple
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de deux theoremes de [8]. II nous a semble plus clair de ne pas
mettre son enonce sous une forme parallele a celle du Theoreme
3.1, mais la traduction est aisee et laissee au lecteur.

THEOREME 4.1. Solent (X, τ) un espace compact, et Z un espace
compact metrisable. Soit Y un sous-ensemble quelconque de ί^(X, Z).
Soient Ϋ Γadherence ponctuelle de Y dans Γensemble de toutes les
fonctίons de X dans Z, et τr la moίns fine des topologies sur X qui
rendent continues les fonctions de Ϋ. Si (X, τ') est <yΓ-analytique,
il existe un Gδ dense G de (X, τ) en tout point duquel Vensemble
Y soit equicontinu. U application x, y —> y(x) de X xY dans Z est
done continue en tout point de G x Y, lorsque Y est muni de la
topologie de la convergence simple.

Demonstration. Elle va utiliser une idee classique de di-
chotomie.

1 ere etape. Puisque Z est plongeable dans [0, l ] γ , qu'une
famille d'applications a valeurs dans [0, 1]Ύ est equicontinue en un
point si pour chaque application cordonnee la famille des composees
par cette application coordonnee est equicontinue en ce point, et
qu'une intersection denombrable de Gδ denses est un Gδ dense, on
peut supposer Z = [0, 1].

2 erne etape. Prouvons que pour tout ε > 0, il existe un ouvert
non vide U de X tel que pour yeY et xlf x2e U on ait \y(x^ —
y(x2)\ <; ε. Raisonnons par Γabsurde, et supposons qu'il existe ε > 0,
tel que pour tout ouvert U non vide de X, il existe yeYetxlfx2eU
tels que \y(Xj) — y(x2)\ > ε. Pour chaque suite dyadique (e'est a dire
formee de 0 et de 1) finite d, construisons par induction sur la
longueur \d\ de d un ferme Ad de X et un element yd de Y verifiant
les conditions suivantes:

( a ) L'interieur de Ad n'est pas vide
(b) Ad,Q U AdΛ c Ad

( c ) xoe Adi0; xx e AdΛ =* \yd(xQ) - yd{xύ\ > ε

Posons Aφ = X, puis supposons les Ad construits pour \d\ ̂  n et
les yd construits pour \d\ ̂  n — 1. Fixons d tel que \d\ = n. Par
Γhypothese il existe x0 et xx dans Ad et yde Y tels que \yd(x0) —
Vd(%i)\ — s = 2a > 0. II suffit alors de poser, pour i = 0, 1

AdΛ - \x e Ad; \yd{x) - yd{xt)\ ^ —-

le fait que Adli soit ferme et d'interieur non vide decoulant de la
continuite de yd.
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Designons par H Γadherence ponctuelle de Γensemble des yd dans
l'ensemble des fonctions de X dans [0,1]. C'est un compact pour la
topologie de la convergence ponctuelle et il est forme de fonctions
continues pour τ\ Puisque {X, τ') est j%^-analytique, il resulte du
Theoreme 3-7 de [13] que <ίf(H) est faiblement ^Γ-analytique.
Puisque H est separable, il resulte du Theoreme 6.2 de [13] que H
est metrisable. II en decoule que <^(H) est separable. Pour chaque
suite dyadique infinie δ, soit xδ un point de f\d<δ Ad (cet ensemble
n'est pas vide puisque c'est une intersection decroissante de com-
pacts). Soient δ et δf deux suites infinites dyadiques distinctes. Si
d est la suite de longueur maximale telle que d < δ et d < δ', on a
(pour fixer les idees) xδeAd>0 et xδ,eAdtί, done \yd(xδ) — yd(%δ>)\ >e
d'apres la condition c. Ceci montre que les elements y —> y(xδ) et
y —> y(xδr) de ^(H) sont en norme distant de au moins ε. Ceci
contredit la separabilite de ^(H), ce qui termine cette etape.

3 erne etape. Pour chaque n soit Gn la reunion des ouverts U
de X qui verifient la condition

(1) V ô, x1 6 U , Vy e X , \y(x0) - y(xx)\ ^ n'1 .

Alors Gn est dense. En eίfet, si V un ouvert non vide de X, on
voit sans peine que les hypotheses du theoreme sont encore verifiees
apres restriction a V, et la deuxieme etape montre que Gn rencontre
V. L'ensemble G = Γ\n Gn est un Gδ dense de X, en tout point
duquel Y est equicontinu.

La seule assertion restant a etablir est que revaluation est
continue en tout point de G x Y. Soient x e G, y e Y, et U un
ouvert de G verifiant (1) et contenant x. Alors pour x' e U et yf e Y
on a

\y'(x') - y{x)\ £ \y\x') - y\x)\ + \y\x) - y{x)\

^ n'1 + \y'{x) - y(x)\

ce qui prouve sans peine le resultat. La preuve est terminee.

REMARQUES. (a) D'apres les resultats de [13], il suffirait en fait
avec la meme preuve de supposer que Γespace (X, τ') est "denombra-
blement determine". (C'est a dire image d'une partie Σ' quelconque
de Σ par une application s.c.s.c.)

(b) En mimant une construction de Stegall ([2], Ch. 6, § 6)
on pourrait etablir ce theoreme sous la seule hypothese que (X, τ')
est de Lindelof. La demonstration serait alors beaucoup plus longue.

(c) Le cas particulier du Theoreme 1.1 obtenu en prenant Z
compact se deduit du theoreme precedent. On se ramene d'abord
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au cas ou Y est compact. Soit alors φ Γapplication de Y dans
^(X, Z) donnee par φ(y){x) = f(x, y). Cette application est continue
lorsque ί^(X, Z) est muni de la topologie de la convergence ponctu-
elle; φ(Y) est done compact. Le Theoreme 4.1 montre qu'il existe
un Gδ dense G de X tel que revaluation soit continue en tout point de
Gxφ( Y). On en deduit alors que / est continue en tout point deGxY.

Puisque un sous-espace d'un espace de Banach contenant un com-
pact faible total est faiblement J^~-analytique ([13] Theoreme 3.6)
le theoreme suivant est une unification de [8], Corollary 4.2 et
Theorem 4.7.

THEOREME 4.2. Soit E un espace de Banach, X un sous-ensem-
ble de Ef qui est σ(E\ E) compact et ,^-analytique pour σ(E', E").
II existe alors un Gδ dense G de X (pour o(E\ E)) en tout point
duquel Γapplication de (X9σ{E\E)) dans (X, || ||) est continue.

Demonstration. On peut supposer que X est contenu dans la
boule unite de Er. Designons par Y Γensemble des restrictions a
X des elements de E de norme <;i (consideres comme elements de
E"), et H Γensemble des restrictions a X des elements de la boule
unite de E". L'ensemble H est compact pour la topologie de la
convergence ponctuelle sur X, contient Y> et est forme de functions
continues pour la topologie σ(E', E"), qui est J^~-analytique sur X.
On peut done appliquer le Theoreme 4.1 (avee Z = [0,1]). Soit G
le Gδ dense de X donne par ce theoreme. Pour xeG et ε > 0 il
existe un voisinage U de x pour σ{E', E) tel que \x(y) — x'(y)\ ^ s
pour x' e U et yeY, e'est a dire que \\x — x'\\ <̂  ε.

REMARQUES. ( a ) Ce resultat est encore valable avec la meme
methode si Γon suppose seulement que X est denombrablement
determine. (Voir la remarque suivant le Theoreme 4.1.)

(b) En fait ce resultat est encore valable si Γon suppose seule-
ment que X est de Lindelof pour o(Er, E"). Pour le voir sans
utiliser Γextension du Theoreme 4.1 annoncee dans la remarque (b)
qui le suit, on remarque d'abord que la methode du Theoreme 4.1
montre qu'il suffit de prouver que pour tout sous-espace separable
F de X Γimage de X dans F' est separable. Si elle ne Γetait pas,
la methode de [4], Lemme 4 a 7, montre que Γimage de X contient
un sous-ensemble non-denombrable ferme et discret pour σ{F'9 F"),
done n'est pas de Lindelof pour cette topologie (cette idee est due
essentiellement a Edgar [3]).

(c) Lorsque X est convexe, le Theoreme 4.2 montre que la
condition (d) du theoreme de [4] est verifiee, ce qui montre que X
possede la propriete de Radon-Nikodym. Une faςon beaucoup plus
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simple de la voir est d'utiliser la methode que nous avons suggeree
dans le Corollaire 13 de [11]: Si F est un sous-espace separable de
E, Γimage de X dans F' est faiblement J^-analytique. II en est
done de meme de Γespace de Banach H engendre par X, d'apres le
Theoreme 3.6 de [13]. Mais puisque H est separe par un nombre
denombrable de formes lineaires, il est separable en norme d'apres
le Theoreme 11 de [11], ce qui montre que la condition (c) du
theoreme de [4] est verifίee. Une troisieme methode limpide est
due independamment a E. Saab [9]. Le resultat est encore exact
si Γon suppose seulement X de Lindelof d'apres la remarque
precedente.

L'enonce du Theoreme 4.2 et la remarque (b) ci-dessus con-
duisent naturellement a se demander si Γenveloppe convexe σ(E', E)-
fermee de X est encore faiblement ^-analytique. Le resultat suivant
a ete decouvert independamment par E. Saab, avec une demonstra-
tion differente [10].

THEOREME 4.3. Soit E un espace de Banach, et K un sous-
ensemble convexe σ(E', E)-compact de Er. Soit g7 Vensemble des points
extremaux de K. Supposons quHl existe un sous-ensemble X de E'
qui contienne ί? et soit ,5t*-analytique pour σ(E\ E"). (Ceci equi-
vaut d'aϊlleurs au fait que Γespace de Banach engendre par & soit
faiblement ,%^-analytique). Alors K est Γenveloppe convexe fermee
en norme de X. II est done ^Γ-analytique pour o(Ef, E").

Demonstration. Posons σ = σ(E', E) et σ' = σ(E\ E"). L'en-
semble X, que Γon peut supposer contenu dans K, est a fortiori
J^f"-analytique pour σ. La theorie de Choquet de la representation
integrale [1] montre que pour tout k e K il existe une mesure de
Radon μ sur K (pour la topologie σ) qui est portee par X et dont
k soit la resultante, e'est a dire que pour tout aeE on ait

k(a) = J x\a)dμ{xr) .

L'ensemble Y = X U {k} est j^Γ-analytique pour σ\ Si Γon muni
7 de σ'f Γensemble des restrictions a Y des elements de la boule
unite de E" est un compact dans ^ ( Y, R) pour la topologie de la
convergence simple, et Γensemble des restrictions a Y des elements
de E est une partie dense de ce compact. II resulte done des
Theoremes 3.7 et 6.4 de [13] que pour tout element x" de E" il
existe une suite xn de E, avec \\xn\\ <; \\x"\\ et \imnz(xn) = x"(z) pour
tout zeY. Le theoreme de convergence dominee de Lebesgue
montre alors que
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x'\k) = lim k(xn) = lim [ z(xn)dμ(z) = ( x"(z)dμ{z) .

Le theoreme de Hahn-Banach et le fait que X porte μ prouvent
que k appartient a Γenveloppe convexe & fermee de X, qui n'est
autre que son enveloppe convexe normiquement fermee. La derniere
assertion resulte alors de ce que K est inclus dans Γespace de
Banach engendre par g% qui est J^-analytique pour σ(E', E") d'apres
le Theoreme 3-6 de [13].

COROLLAIRE 4.4. Soit E un espace de Banach, X un sous-ensem-
ble o{E\ E)-compact de E', qui est aussi ,^-analytique pour σ(E', E").
Alors Γenveloppe convexe σ(E', E) fermee de X est son enveloppe
convexe normiquement fermee. (Elle est done ,5ίί-analytique pour
σ{E>, E")).

Demonstration. Si K designe Γenveloppe convexe a{E'f E)
fermee de X, le theoreme de Krein-Millman montre que X contient
Γensemble des points extremaux de K, et le resultat decoule alors
du Theoreme 4.3.

REMARQUES. ( a ) L'hypothese du Theoreme 4.3 est satisfaite en
particulier si gf est separable en norme, (on prend pour X Γadhe-
rence en norme de g7). On retrouve ainsi un resultat de R. Haydon
([6], Theorem 3.3).

(b) Le resultat precedent montre qu'il suffit de prouver le
Theoreme 4.2 lorsque X est convexe. Puisque il possede alors la
propriete de Radon-Nikodym comme nous Γavons remarque, le
Theoreme 4.2 peut se deduire du theoreme de [4].

Probleme 4.5. Si dans le Corollaire 4.4 on suppose seulement
que X est de Lindelδf pour σ(E\ E"), peut-on affirmer que son enve-
loppe convexe σ{E', J5r)-fermee Test encore?

Le Theoreme 4.1 ne doit pas faire croire que si un espace com-
pact (X, τ) admet une topologie τT plus fine telle que (X, τ') soit
. xf~-analytique, alors il existe un Gδ dense de (X, τ) en tout point
duquel Γapplication identique (X, τ) -> (X, τ') soit continue. Si par
exemple X = [0,1] et τ est la topologie classique, il suffit de prendre
pour τf la topologie classique en rajoutant Γensemble des rationnels
de [0, 1] comme ouvert-ferme pour que Γapplication identique n'ait
aucun point de continuite.

On a toutefois le resultat suivant.

THEOREME 4.6. Soit (X, τ) un espace compact, et τf une topologie
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plus fine que τ telle que (X, r') soit 3iΓ-analytique. Alors il exίste
un Gδ dense G de (X, τ) sur lequel τ et τr coincident.

Demonstration. Soit σ —> Xs une application s.c.s.c. de Σ sur
(X, τ'). Pour seS posons Xs = \J8<σXσ. Puisque Xs est .ίΓ'-analyti-
que pour r', il Test a fortiori pour τ\ done possede la propriete de
Baire pour τ. II existe done un Gδ dense G de (X, τ) sur lequel la
trace de chaque Xs soit ouverte pour τ. Montrons que sur G les
topologies τ et τr coincident. Soient xeG, F un voisinage ouvert
de x pour τr et σ tel que x e Xσ. Puisque τ et τ' coincident sur Xo

(car Xσ est compact pour τ'), Xσ\V est compact pour τ, done il
existe un voisinage W de Xσ\V pour τ tel que xί W, oύ Γadherence
est prise pour τ. L'application σ—> Xδ etant s.c.s., il existe s<σ
tel que XsaV{jW. On a done xeX8 fl (X\W) c V, ce qui suffit
puisque Xs Π G est ouvert dans G pour τ.

COROLLAIRE 4.7. Soit E un espace de Banach, H un sous-espace
de Er qui separe E et X un sous-ensemble de E qui est σ(E, H)
compact et £%f-analytique pour σ(E, Ef). II existe alors un Gδ dense
G de (X, σ(E, H)) sur lequel cette topologie coincide avec celle de la
norme. (En particulier G est metrisable.)

Demonstration. Le Theoreme 4.6 montre qu'il existe un G3

dense Gx de (X, σ(E, H)) sur lequel σ(E, H) coincide avec τ = σ(E, E').
Puisque (Glf τ) est homeomorphe a un Gδ d'un espace compact, le
Theoreme 4.1 de [8] montre qu'il existe un Gδ dense G de (G19 τ)
sur lequel Γapplication identique de (Glt τ) dans (E, \\ ||) est continue.
II resulte que σ(Ef H) et || || coincident sur G.

5* Preuve du Theoreme 3Λ. II est clair, au vu de la Defini-
tion 2.1 que le Theoreme 3.1 est un cas particulier du resultat
suivant que nous allons etablir.

THEOREME 5.1. Soient X un espace compact, et Y un espace
^f-analytique. Soit σ —> Yδ une application s.c.s.c. de Σ sur Y.
Pour seS, on pose Ys = \J8<σ Yσ*

Soient Z un espace metrisable et f une application separement
continue de X x Y dans Z.

II existe alors un Gδ dense G de X tel que tous xeG, σe Σ,
y e Yσ, et tout voisinage U de f(x9 y), il existe un voisinage V de x,
W de Y et s < σ tels que

veV,weWf)Y8 ===> f(v, w)eU .
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Demonstration. Fixons une distance d definissant la topologie
de Z. Soit ε > 0. Pour seS, designons par F8 le ferine de X x Ys

dont le complementaire est la reunion des ouverts de X x Ys dont
Γimage par / a un diametre < ε̂. Puisque Ys est ferme, il en est
de meme de Fs.

Pour teS posons Fι = {Jt<σ Πs<σ Fs. C'est un sous-ensemble j^T-
analytique de X x Y, et o n a f c ^ c l x Yt. Posons F - Fφ =
\JaΠs<oFs.

Designons par p la projection d e l x Γ sur X. Soient x $ p(F),
σ e Σ et y e Yσ. On a alors (x, y) £ F, done en particulier (x, y) ί
Γ\s<σ Fβ. II existe done s < σ telle que (x, y) £ Fs. Par definition de
Fs il existe un voisinage V de x et un voisinage W de y tel que
le diametre άe f(Vx(W0 Ys)) soit ^ε. Le theoreme sera done etablί
si Von prouve que p(F) est maigre dans X. Nous allons etablir ce
fait en raisonnant par Γabsurde, grace a une construction tres
semblable a celle de I. Namioka, quoique les arguments permettant
d'effectuer cette construction soient assez differents.

Posons δ = ε/20. Nous allons construire par induction sur n. ̂  1
des suites (sj de S, (xn) de X, (yn), (zn) de Y, (Hn) decroissantes
d'ouverts non vides de X, telles que si on pose

Wn = {we Y; d(f(xp, w), f(xp, z9)) <δ Vp ^ n}

les conditions suivantes soient verifiees pour tout n ^ 1:

( a )
( b )

( d )
( e )
(f )

yn, zn e Wn^

[xΛ,z.)eF
d(f(xΛ, yj, f(a
veHn, p^n fix yp)) ^ δ

( g ) x.eH.
(h) p(FSn Π (X x WJ) (Ί Hn n'est pas maigre.
Si Γon pose s0 = φ, Wo — Y et Ho = X, le premier pas de la

construction est analogue au pas general. Nous supposerons done
celle ci effectuee jusqu'au rang n. La construction va comporter
plusieurs etapes.

1 ere etape. Puisque FSn = Uι.ι= +i,.»<. F'f ϋ existe sn+1eS
verifiant la condition (a), et telle de plus que p(F'*+1 Π (X x WJ) Π Hn

ne soit pas maigre. Puisque Z est metrisable et que / est continue
en la seconde variable, Wn est reunion denombrable de fermes. II en
resulte que A = FSn+1Π(Xx Wn) est ^g^-analytique, et done aussi p(A).
Ainsi p(A) possede la propriete de Baire. II existe done unouvert
U de K, non vide et contenu dans Hn tel que p(A) ne soit maigre
dans aucun ouvert de U (ou encore que U\p{A) soit maigre).
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2 erne etape. Designons par Ω la reunion des ouverts ω de
X x Y tels que p(A Π α>) soit maigre. Prouvons que p(A\Ω) est
dense dans U. Si ce n'est pas vrai, il existe un ouvert non vide T
de U tel que p(A\Ω) n U = φ, c'est a dire (Γ x Y)f)AcΩ. Puisque
p~\T) Π A est j^-analytique, il est de Lindelof. II existe done
une famille denombrable (ωn) d'ouverts dont la reunion contient
(T x Y) f] A et qui sont tels que p(Aθωn) soit maigre. On en
deduit que p((T x Y) Π A)) = p(A) Π T est maigre, et done aussi
p(A) Π T, ce qui contredit le choix de U.

3 erne etape. Montrons qu'il existe un element x e p(A\fl) Π U
tel que le diametre de Γensemble {f(v, y); y e WnΓ\ Ys^+ή soit superieur
a 7δ. Supposons le eontraire. Soient vQ e p(A\Ω) Π U et w0 e Wn Π F^+i.
Puisque / est continue en la premiere variable, il existe un voisinage
U' de v0, contenu dans U et tel que

v e U' =—> d(/(v, w0), /(v0, w0)) ^ δ .

Soient a? e U', yeWnf) Ys^ et ve p(A\Ω) Γ\U. On a

d(f(v0, wQ), f(x, y)) ^ d(f(vQf w0), f(v, wQ))

+ d(f(v, w0), f(v, y)) + d(f(v, y\ fix, y))

La continuity de / en la premiere variable et la densite de
p(A\Ω) dans U' montrent alors que

Autrement dit, le diametre de f(U' x (WnΠ Y^+ή) est au plus
18δ < ε. Par definition de F8n+1 on a (U' x W%) Π F8n+1 = 0 , done a
fortiori (JJ' x Wn) Π Fs^ = AΓ\ p~\Ur) = 0 , done p(A) Π U' = 0 , ce
qui est absurde puisque p(A) n'est pas maigre dans aucun ouvert
non vide de U.

4 erne etape. On peut done choisir pour xn+ί un element de
p(A\Ω) Π U tel que le diametre de Γensemble {f(xn+1, y);yeWnf) P*+1}
soit :>7ε. Choisissons zn+1 tel que (a;w+1, zn+1) e A\Ω puis j/»+i6TΓΛn
Y8%+1 tel que d(f(xn+1, yn+1), f(xn+1, zn+ι)) ^ 3δ. Les conditions (a) a (e)
sont satisfaites. Puisque xn+1 e Hn et que / est continue en la
premiere variable, il suffit de choisir pour Hn+1 un voisinage assez
petit de xn+ί pour que (f) et (g) soient verifiees. Enfin p(F8n+1 Π
(X x Wn+1)) Π Hn+1 n'est pas maigre puisque Hn+1 x Wn+1 contient
(ccΛ+i, zn+1) qui n'appartient pas a Ω. La construction est terminee.

Montrons pour conclure comment obtenir la contradiction cherchee
(cette partie de la preuve est identique a celle de I. Namioka). Pour
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ra > n on a d(f(xm, yn), f(xny yj) ^ δ d'apres (f) et (g). Puisque
ym e Wm, on a aussi d(f(xn, ym), f(xnf z j) ^ δ. D'apres (e) on a done
d(f(xmf yn), f(xn, yj) ^ δ. D'apres (a), il existe σeΣ telle que sn = σ\n

pour tout n. L'ensemble YσU\Jn{Vn} e s ^ compact. En effect Yσ est
compact et d'apres (b) tout voisinage V de Yσ contient les yn pour
n grand. II s'ensuit que les points (xm, ym) de X x Fpossedent une
valeur d'adherence (α, 6). Puisque / est separement continue on en
deduit que pour tout n on a d(f(af yn), f(xn, b)) ̂  δ, puis que
d(f(a, 6), /(α, 6)) ^ δ. La demonstration est terminee.
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