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QUELQUES PROPPIETES DU COUPLE DΈSPACES
VECTORIELS {DmlH~\ H°°)

JACQUES CHAUMAT

Let H™ be a W* closed subalgebra of L°°(m) with identity.
We generalize here some classical properties of the couple of
linear vector spaces (Lι{m), LΓ{m)) to the couple (Uinή/H™1,
H°°). We obtain, for instance, a characterization of weakly
relatively compact subsets of Uinή/H™1 analogous to the
Dunford-Pettis theorem. To this end, we assume a legitimate
hypothesis on the peak sets of H°°.

!• Soit (S, Σ, m) un espace de probabilite et H™ une sous
algebre de I/°(m) = L°°(S, Σ, m) fermee pour la topologie faible etoile
[i.e., topologie (τ(L°°(m), L\m)] et contenant les constantes.

Notons ί T 1 Γorthogonal de if00 dans L\m), \\.\\, et | |. |U les
normes usuelles dans les espaces L\m) et L°°(m), et || WLI^/H™1 la
norme quotient dans L\m)IHQOL.

Pour une fonction g de iϊ°° considerons Γelement Tg de L\m)\

H°°L defini par (Tg, g') = Ygg'dm pour toute fonction g' de i?°°.

Remarquons que, si \\g\\^ = 1 alors ||flr||? ^ \\Tg\\L\m)/Ho°± ^ \\g\\,.
En consequence, T est une application lineaire continue, injective et
d'image dense de H°° dans L^mJ/ff001.

Notons M le spectre de Gelfand de Γalgebre uniforme L°°(m),
muni de la topologie de Gelfand. Alors, la transformation de
Gelfand est un isomorphisme isometrique de L°°(m) sur Γalgebre
^(M) des fonctions continues sur M a valeurs complexes; / designe
la transformee de Gelfand, d'une fonction / de L°°(m). L'algebre
H°° s'identifie a une sous algebre, H°°, de ^(M), fermee pour la
norme de la convergence uniforme et contenant les constantes. Une
forme lineaire I sur L°°(m), continue, peut etre representee, de
maniere unique, par une mesure ΐ borelienne, reguliere, bornee sur
M, veriίiant, pour toute fonction / de L°°(m), \fdΐ= </, I). En
particulier, pour toute fonction h de U(m), la mesure hm se repre-
sente sur M par la mesure hm, et on a, pour toute fonction / de
'fdhm = \fhdm; de plus, il est facile de voir que la mesure
hm est absolument continue par rapport a la mesure m; on ecrira
hm — hm; reciproquement une mesure sur M, absolument continue
par rapport a la mesure in, peut s'ecrire hm avec h dans L\m).
[voir [8] pages 17 - 19 et [7] pages 158-160].
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DEFINITION 1. Un sous-ensemble ferme G de M est un ensemble
pic pour H°° si et seulement si il existe une fonction g dans H°°
verifiant g(x) = 1 pour x dans G et \g(x)\ < 1 pour x dans M\G.

DEFINITION 2. Une suite bornee {/n}ΛβΛr dans L1(m)/H™L est
d'interpolation si et seulement si, pour toute suite {an}nBN de nom-
bres complexes, bornee, il existe une fonction g de H™ telle que
</ , #> = ocn pour tout w.

THEOREME 1. Soit (S, I7, m) un espace de probability, et H°° une
sousalgebre de L°°(m) contenant les constantes, fermee pour la topo-
logie faible etoile. Supposons que tout sous-ensemble E de M, ferme,
de m mesure nulle, soit inclus dans un ensemble pic de H°° de m
mesure nulle. Alors, pour toute partie K de I/ζm)/!!001-, les pro-
positions suivantes sont equivalentes:

(1) K est faiblement relativement compacte;
(2) K est bornee et, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

geH00, HflflU ^ 1 et || 2V||Li(m)/H°°± ^ δ implique s u p / 6 j J < / , g)\ ^ s;
( 3 ) l i m ^ + 0 0 [ s u p / β J C (inf,βlΓoo \\f - Tg\\Li{m)/H~±)] = 0;

( 4 ) K est bornee et ne contient aucune suite d'interpolation.

Notons pour K un sous ensemble borne de L^m)/!!001 et e > 0
η(H~, K, ε) = sup{| </, g} |, feK, geH-\\g\L£l et || Tg\\LHm)/H^ £ ε
η(H°°, K) = \imε^η(H°°, K,ε)}. Cette limite existe car la fonction
ε —> V(H°°, K, ε) est croissante et positive, [voir la preuve du The-
oreme 6 de [14]].

THEOREME 2. Dans les hypotheses du theoreme 1, etant donne
un sous-ensemble borne K de Lι{m)IHcoL, il existe un sous ensemble
borne Kλ de L\m) tel que KJH001 = K et )?(#-, K) = y(L~, K).

THEOREME 3. Dans les hypotheses du theoreme 1, tout espace
de Banach B dont le dual est H°° est isometriquement isomorphe a
L\m)IH°°\

Pour illustrer les theorernes donnons quelques exemples.

2* Exemples*
(1) H°° = L°°(m). Montrons que Γhypothese sur les ensembles

pics est satisfaite: si E est un ferme de M de m mesure nulle, il
existe une suite {En}nBN d'ouverts fermes de M telle que:

( i ) En+1 c En pour tout entier n;
(ii) EaEn pour tout entier n;
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(in) lim^+oβ m(En) = 0.
Puisque 2£Λ est un ouvert f erme de M, il existe un sous ensemble

Fn de S, mesurable et dont la fonction caracteristique Xn verifier
Xn{x) = 0 pour x dans Λf\2?Λ et Xn(x) = 1 pour # dans EΛ. La
fonction # de L°°(m) definite par g = Σί=i 2~%XW pique sur G —
{x e M: g(x) = 1}. De plus m(G) = 0 et G contient E.

Le Theoreme 1 (equivalence des assertions (1) (2) et (3)) est une
reformulation du theoreme de Dunford-Pettis caracterisant les sous-
ensembles faiblement relativement compacts de L\m) [voir [1] page
294, [8] pages 120 et 430 et [11] page 239]. Le Theoreme 2 est vide.
Le Theoreme 3 decrit une propriete bien connue de L°°(m) [10].

(2) H°° = H°°(D). H°°(D) est Γalgebre des fonctions holomor-
phes et bornees dans D = {z: \z\ < 1}. La mesure mx est la mesure
de Lebesgue sur T = {z: \z\ — 1}. II est bien connu [13] que Γon
peut considerer H°°(D) comme une sous algebre de L^{m^ fermee
pour la topologie faible etoile et contenant les constantes. L'hypo-
these sur les pics est verifiee du fait d'un resultat de E. Amar et
A. Lederer [2]. Rappelons que H°°L est le sous espace de L\m^,
HI, des fonctions dont les coefficients de Fourier, d'indice negatif
ou nul, sont nuls. Le Theoreme 1 precise alors le theoreme de M.
Mooney qui affirme que L^m^/Hi est faiblement sequentiellement
complet [17]. Les idees developpees dans ce travail se rattachent a
la preuve que donne E. Amar [1] du theoreme de M. Mooney. Citons
une troisieme preuve de ce theoreme par V. P. Havin qui obtient
aussi des resultats proches du Theoreme 1 dans ce cadre [12]. Les
Theoremes 1 et 2 donnent un raffinement d'un resultat obtenu inde-
pendamment par F. Delbean [5] et S. V. Kisliakov [16]. Us mon-
trent qu'un sous ensemble relativement faiblement compact de
L\m^lHi est le quotient par Ho d'un sous ensemble faiblement
relativement compact de L1{m^).

Le Theoreme 3 a ete obtenu dans ce cas par P. Wojtaszczyk
[19] [voir aussi [3]]. La preuve donnee ici du Theoreme 3 s'inspire
largement de ses idees.

D'autres proprietes de L^m^/H} comme espace de Banach sont
largement etudiees par A. Peicynski dans [18].

(3) H°° = H°°(U). Considerons Γouvert U obtenu en enlevant
au disque D un nombre fini de disques fermes deux a deux disjoints
et inclus dans D; notons iϊ°°(i7) Γalgebre des fonctions holomorphes
et bornees dans U. La mesure m2 est la mesure lineaire normalisee
sur la frontiere topologique de U. II est bien connu [[8] p. 150]
que JBΓ°°(?7) peut etre consideree comme une sous algebre de Z/°°(m2),
fermee pour la topologie faible etoile, et contenant les constantes.
Le fait que tout ferme de M, de m2 mesure nulle, soit inclus dans
un ensemble pic de H°° de m2 mesure nulle est une consequence
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immediate du resultat de E. Amar et A. Lederer [2], preeedemment
cite, et du Corollaire 12.8, page 59 dans [8].

(4) Signalons le travail de I. Gnop et F. Delbaen [4]. Us
montrent qu'une large famille d'algebres uniformes et de mesures
satisfait les hypotheses du Theoreme 1 sur les ensembles pics. F.
Delbaen obtient pour cette famille une forme faible du Theoreme 2
[5].

Ce travail se compose de deux parties. Dans la premiere partie,
on demontre les Theoremes 1, 2 et 3. Dans la deuxieme partie, on
montre sur un exemple que les conclusions des Theoremes 1, 2 et 3
subsistent alors que Γhypothese sur les ensembles pics n'est plus
entierement satisfaite.

3* Premiere partie*

LEMME 1. Soit {fp}Pei\ une suite bornee dans Lι{m)IHXL et f
une forme lineaire continue sur H°°, adherente a la suite {fp}pes
dans le dual H°°* de H°° pour la topologie σ(H°°\ H°°). On peut
prolonger f par une mesure μ sur M. Considerons la decomposition
de Lebesgue de la mesure μ par rapport a la mesure m: μ = hm +
μs. Supposons qu'il existe un ensemble pic E de m mesure nulle et

une fonction I de H°°, ||f |L ^ 1, tels que \ ΐdμs Φ 0.

Alors, pour toute constante C > 0, il existe une sous suite de la
suite {fv}pex, {gP}Pe!\, et une suite {tp}peN de fonctions de H°* telles
que:

( i ) I <<7p, Q \ ̂  C2-pour pΦV,

( π )
)E

^ C2rl pour tout i;

(iϋ) Σ ί S I tJ&) | ^ l + 2~* pour tout i et tout x de M;
(iv) I tn(x) - 11 + I tn(x) I ^ 1 + 100 x 2~n pour tout n et tout x

de M.

Preuve. (a) Premiere etape. Soit E un ensemble pic et k une
fonction de H°° telle que k~\l) = E et \k(x)\ < 1 pour tout x dans
M\E.

Pour chaque entier n, considerons un ouvert Rn simplement
connexe, a frontiere Γn reguliere et verifiant les proprietes suivantes:
1 appartient a Γn et 0 appartient a Rn, Rn est inclus dans {z: \z\ <
1}Π{̂  = x + ίy: -2-%/1000 < x < 1, -2-%/1000 < y < 2~%/1000} et Rn+1

est inclus dans Rn. Soit Φn une fonction continue de {z: \z\^l} dans
Rn U Γn, holomorphe dans {z: \z\ < 1} et verifiant Φn(0) = 0 et
φ~\l) = {1}. [On peut choisir une transformation conforme.]

Remarquons que pour chaque couple d'entiers (p, n) la fonction
Φpokn appartient a ii°° et pique sur E.



QUELQUES PROPRIETES DU COUPLEDΈSPACES VECTORIELS (L^mVH"1, H°°) 25

Montrons par recurrence qu'il existe une suite d'entiers positifs
{w<}<ejv\{oϊ et une suite {Vi}ieN decroissante de voisinages ouverts de
E telles que

( i ) Γii**Vi = E;

( i i ) I Φ^ϊ?ix) I < (1/1000)2-* pour x e M\F ί_ 1;

(iii) \Φ^*(x) - 1| < (1/1000)2-* pour xe V,;

(iv) Σ t " I φ7kniix) - Φ^k**+*(x) 1 ^ 1 + 2-* pour x e M.

Notons, pour chaque entier n, Wn = {x e M: \ ίc(x) — 11 < 2~n};
clairement Wn est un ouvert contenant E et ΓϊneN Wn — E.

Commenςons la recurrence:
pour i = 0, posons Vo = M.
pour i = 1, posons nx = 1 et F x = {α?eikf: |ΦxoA;(χ) - 1| < 2-γiOOO}.
Les assertions (ii) et (iii) sont verifiees. Du fait du choix de Φl9 VΊ
est un ouvert contenant E, et VΊ c VQ.

Supposons la construction faite jusqu'a Γetape % > 1. On a
s u p x e J f W o \ίc(x)\ < 1 car \ίe(x)\<l pour tout OJ de M\E, et F ί o est
un ouvert contenant E. Choisissons un entier niQ+1 strictement plus
grand que nio en sorte que \Φίo+1<>knio+1(x)\ < (l/lOOO)2~ίo+1

 p O u r x dans
M\Vio. Cela est possible car ΦiQ+1 est continue et Φ<0+1(0) = 0.
Posons

Vί0+1 = WίQ+1 n F i 0 ΓΊ [x e M:

On a F ί o + 1 contient £7 et est inclus dans Vio; les assertions (ii) et (iii)
sont verifiees.

La construction donne immediatement que f]ieNVi = E. II

reste a evaluer: Ep(x) = ΣK» IΦi0*?*^*) — Φi+1°k*i+1(x)\ pour chaque OJ
de M.

Prenons p — 1\
si x appartient a E, E^x) — 0
si x appartient a VO\VU on peut ecrire:

Eλ(x) = \Φxok%^x)\ + |Φ2ofc**(a?) + 2 t̂°°2. Le troisieme terme de
cette somme se majore par 1/1000 en utilisant Γassertion (ii); le
premier terme se majore par 1 et le deuxieme par 1/1000.

Si x appartient a F ί o \F i o + 1 avec % ̂  1 on peut ecrire:

Le premier terme se majore par 2/1000 en utilisant Γassertion (iii);
le troisieme terme se majore par 1/1000 en utilisant Γassertion (ii).
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Pour le deuxieme terme, on remarque que

1000' que 1000

[et que ΦiQ+1okniQ+1(x) a p p a r t i e n t a Rio U Γio

on peut alors le majorer par 1 + 1/100.]
Les estimations pour les autres valeurs de p se font de la

meme faςon.
Dans la suite, pour alleger les notations, on notera k\ = Φ^kn\
(b) Deuxieme etape. Considerons la suite {Z<},ejv\ίo} de fonctions

de H°° deίinie par Z« = I x k[. Cette suite est bornee et on a
( i ) lim^^ ΐt(x) = 0 pour tout x de M\E;
(ii) ΐi(x) = ΐ(x) pour tout x de E.
Soit p un entier. Puisque fp appartient a L1(m)/Hool

9 il existe
une mesure μp sur M absolument continue par rapport a la mesure

m et telle que \gdμp = (fp, g) pour toute fonction g de H°°. Puis-

que E est de m mesure nulle, on a:
(iii) lim^^ (fp, lt} — 0 pour tout entier p.

ΐ.dμ = \lihdm + \ ltdμa + \ ldμ8, on a
Γ ^ J JM\E JE

(iv) l i m ^ ^ <Z4 /> = I ϊώ/^s .
JE

(c) Troisieme etape. On va construire une sous suite {lin}neN de
la suite {/Jί6iv\{0} et une sous suite {fv%}neK de la suite {/Jpeiv verifiant

( i ) I < / w ίί5 > I ̂  2-^(C/1000) des que & ̂  j - 1;

( ϋ ) ^ 2-'(C/1000) des que * ^

On procede par recurrence de la maniere suivante: du fait de

Γassertion b(iv) il existe un entier % tel que /> ( ΐdμ.
JE

^ (C/1000)2-1. Alors

Supposons que Γon ait construit {lin}0^n^

(C/1000)2~1. Du fait du choix de / il existe un entier pQ tel que:

Jl

iN ) I < / w ltJ> I ̂  2-^C/1000) pour 0£k^N;

C/1000.

en sorte que:

(iϋN)

^ 2- (̂0/1000) pour

^ 2-ί(C/1000) pour 0 ^ j ^ N.

II existe, du fait des assertions b(iii) et b(iv) un entier iN+1

strictement plus grand que ΐN et tel que \(fPk, lίN^)\ < (C/100Q)2-(N+1)



QUELQUES PROPRIETES DU COUPLEDΈSPACES VECTORIELS (LKm^H001-, H~) 27

pour tout k, 0 <; k ^ N et ^ 2-(iNΓ+1)(C/1000). Du

fait du choix de /, il existe un entier pN+1 strictement plus grand
que pN tel que \(lij9 /> - </ P i m , lti}\ £ (C/2000)2-«™ pour tout
entier i, 0 ^ j <; JV + 1. Alors on a:

2 + 2 2
2000 2000 ~ 1000

pour tout entier j, 0 ^ j ^ N + 1.
(d) Quatrieme etape. Posons gn — fPn et tn = lin+1 — lin. En

utilisant les assertions c(i) et c(ii), on obtient les assertions (i) et
(ii) du Lemme 1. De Γassertion a(iv), on deduit Γassertion (iii) du
Lemme 1.

L'assertion (iv) du Lemme 1 est une consequence immediate de
la construction des fonctions k[: elles sont presque a valeurs reelles.

4* Comme application du Lemme 1, on a le corollaire
suivant*

COROLLAIRE 1. Sous les hypotheses du Theoreme 1, pour toute
suite bornee {fn}neN de L\m)IHt"L, ou bien on peut extraire une suite
d'interpolation, ou bien elle est faiblement relativement compacte.

Preuve. (a) Considerons Γadherence ^ de la suite {fn}nQN dans
if00*. Si ^ est inclus dans L\m)/H°°L la suite {fn}neN est faible-
ment relativement compacte.

Si ^ n'est pas inclus dans L\m)IH°°L, considerons un element

/ de tβ^L'im)/!!001. II existe une mesure μ sur M telle que [gdμ =

(ff, /> pour toute fonction g de £Γ°°. Dans la decomposition de
Lebesgue de la mesure μ par rapport a la mesure m: μ = hm + μ8

la mesure μ8 n?est pas orthogonale a H°°, sinon hm representerait
aussi la forme lineaire / pour H°°, qui appartiendrait alors a L\m)/

Soit lx une fonction de H™ telle que a = \lιdμs Φ 0. Puisque la

mesure μs est singuliere par rapport a la mesure m, il existe un

ferme F de M de m mesure nulle tel que 1 \tx\d\μ9\^ |α|/2. Du
JM\F

fait de Γhypothese sur les ensembles pics de H00, il existe un ferme
G de M contenant F et de m mesure nulle. On a:
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M\G

M\F

done I ΐrfμ, Φ 0.

(b) On peut alors appliquer le Lemme 1. On obtient, pour
toute constante C > 0, une sous suite {gp}p6N de la suite {/Λ}Λe/v et
une suite bornee {tp}peN de fonctions de H™ telles que

( i ) I (gp, tt} I ̂  C2-* pour p ^ i;
(ii) \{gu ti) — 1| ^ C2~* pour tout entier i;
(iii) Σ£ί> I ίi(») I ̂  ^ pour tout x de ilί, [la constante K ne

dependant pas de C].
(c) Soit {αj^eiv une suite de nombres complexes telle que | α j ^

I pour tout entier n. Considerons alors la suite de fonctions de

H°°, {AaJneN definie par Aβιft(a;) = Σ?=oαA(aj). Puisque \Aa>n(x)\ ^

Σ?=o I α< 11 i<(») I ̂  ίΓ la suite est bornee. Soit Aa une fonction de

L^im) adherente a la suite [Aa>%}neN pour la topologie faible etoile.

La fonction Aa appartient a H°° et pour toute fonction h de L\m),

il existe une suite strictement croissante d'entiers {wjie/v telle que

lim^+ o o \AU}n.hdm = \Aahdm. Or \AUtnihdm = \Aa>n.dhm et la suite

{Aa,n}%eN converge ponctuellement et de maniere bornee sur M vers

la fonction ^Σit-QOLit^x). Done \Aahdm = \^t^oWiti(%)dhm. En con-

sequence Aa est unique et pour tout entier p (gp, Aa} = Σί=o ocn(gp,

tn). Pour un choix convenable de C on obtient alors que, pour toute

suit {an}neN de nombres complexes verifiant \an\ ^ 1 pour tout entier

n, il existe une fonction Aa de H™ telle que
( i ) \\Aa\U^K

(ii) \(ga> Aay — ap\ ^ 1/2 pour tout entier p.
(d) Pour obtenir le fait que la suite {gp}pBN est d'interpolation

et eonclure la preuve du corollaire, on utilise maintenant un argu-
ment standard [[15], Lemme 1], Rappelons-le: soit s = {sn}neN une
suite bornee de nombres complexes; notons HslU = supw e^ |s»|. U
existe une fonction Bλ de H°° avec ||J5JU ^ JBΓIIslU et supne.v|<^n>
Bi> — s»| ^ 1/2H8IU. Gonsiderons la suite s2 = { — <grΛ, B ^ + sΛ}we,\-
II existe une fonction β 2 de H°° avec 11 ^211 ̂  K̂Γ/211 s I loo et supΛ6ίvKί7«,
-Bi + 2?2> — sw | ^ 1/4|]slloo. On construit ainsi, par recurrence, une
suite {Bn}neN de fonctions de iΓ° telle que WBJl^ ^ K21~n\\s\\co et
smwKflr,, ΣΓ=iS*> - ^ J ^ 2-HβlL. Alors la fonction £ - Σ S ^
appartient a i ϊ 0 0 et verifie {gr̂ ,, β> = Sp pour tout entier p.

REMARQUES. Les deux assertions du Corollaire 1 sont contradic-
toires: en utilisant le theoreme dΈberlein-Smulian [[7] page 430] on
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a que, si la suite {fn}neN est relativement faiblement compacte, de
toute sous suite de la suite {/n}ΛeΛr on peut extraire une suite faible-
ment convergente; ce qui est clairement contradictoire avec la
premiere assertion.

Comme consequence immediate du Corollaire 1, on a le fait que
L\m)IH°°L est faiblement sequentiellement complet.

5* Pour un sous ensemble K borne de Lι(m)/HooL

f notons K
Γensemble des formes lineaires continues sur ij°°, adherentes a K
pour la topologie σ(H°°*, H°°), notons K Γensemble des mesures sur
M representant les elements de K par rapport a H°° et, notons Ks

Γensemble des parties singulieres des mesures de K par rapport a
la mesure m.

On a alors le lemme suivant:

LEMME 2. (Sous les hypotheses du Theoreme 1)

^l et μ3eKs].

Preuve. On utilise les idees developpees dans le Lemme 1.
(1) II est evident que

0 K έ) —» f ) —

^ ε et μ e K

Soit μs la partie singuliere, par rapport a la mesure m, d'une
mesure μ dans K. Alors, du fait que tout ferme de m mesure nulle
est inclus dans un ensemble pic pour H°° de m mesure nulle, il
existe une suite {fn}neN de fonction de H°° telle que | |/JU ^ 1,

\\Tfn\\Liim)χH~±^l/n et \\m^+oo\gfndμs = \gdμs pour toute fonction

g de H°°. En consequence η(H°°, K) ^ sup j\\gdμ8 , geH°°\\g\\^l

et μs e Ksγ.

( 2) Pour Γinegalite dans Γautre sens, on utilise une idee voisine
de celle de M. I. Kadec et A. Pelcynski [voir la preuve du The-
oreme 6 de [14]].

(a) De la definition de η(H°°, K) il existe une suite {fn}n£N dans
K et une suite de fonctions de H°°, {gn}neN9 telles que

(i i) \\Tgn\\Li{m)/H^^ ^ 1/n;

(b) Considerons une mesure μ adherente a la suite {gndfnm}neIS
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pour la topologie vague sur M. Du fait de Γassertion (iii) on a

Jld/i = y(H~, K).

Remarquons que si η(H°°, K) = 0, on a rien a demontrer. Sup-
posons done que η(H°°, K) Φ 0.

Clairement, et en prenant au besoin une sous suite de la suite
{gJneN, du fait de Γassertion (ii) on peut supposer que:

(ii') il existe une suite croissante de sous ensembles, mesurables
de S, {Ek}keN, telle que 1 — m(Ek) ^ l/2fc et la suite {gn}neN converge
uniformement vers 0 sur Ek.

En consequence, si h est une fonction de L°°(m)9 on a

I hEkdμ = lim \hEkgndfnm = lim I hgnfndm = 0
J %->+<*> J n-»+oo jEk

car la suite {gn}neN converge uniformement sur Ek et la masse totale
de la mesure fnm est bornee independamment de n. [Ek designe
par abus d'ecriture la fonction caracteristique de Γensemble Ekf

Ekd\μ\ — 0 pour tout k. La

fonction Ek est la fonction caracteristique d'un ouvert ferme de M,
note Ek (par abus d'ecriture), et on a: Ek+1ZD Ek pour tout k et
\imk^+ΰO m(Ek) = 1.

En consequence, la mesure μ a son support inclus dans un
ferme de m mesure nulle.

(c) Appliquons le Lemme 1.
II existe une sous suite de la suite {/»£»}»ejv, {/ήβ£}nejv, et une

suite de fonctions, {lι)ieN, verifiant:
( i ) I <fPgP, h> I ̂  2-' des que p Φ i;
(ii) I </ i Λ, IJ) - η(H~, K) I ̂  2-' pour tout i;
(iii) Σί=P I h(ώ)\ ̂  1 + 2~p pour tout x de M et tout p entier.
Montrons que lim^+^sup^i \(fp, gili

s)\ — 0(iv). Supposons le
contraire. II existe a > 0 et deux suites d'entiers, {pn}n&N et {in}neNf

telles que: lim^+ 0 0in = +oo, in ^ P n et |</P n, ^ ί ί % > | > a pour tout
entier n. Remarquons que la suite {pn}n&N n'est pas bornee car pour
p fixe, du fait que lim^+001| T^||zi(w)/£roox = o on a lim<_+oβ</J,, ^Λ > =
0. On peut done supposer que limn^+oopn = +°°.

Considerons, pour chaque entier n, la fonction hn = 7nginlin +
gplv% oύ 7W est un nombre complexe de module 1.

On a pour tout x de M \ hn(x) \ ̂  | ttjx) I + I lPn(x) I Done en
utilisant Γassertion (iii)(c) on obtient, pour tout β > 0, il existe n0

tel que n ^ n0 implique II/&JU ̂  1 + /3. D'autre part

Calculons (fPn, hn) = </Piι, Ύngίnlin) + {fPnJ gPJPn); done pour un
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convenable, on a | (fPn, hn) | ;> ̂ (if00, K) + a/2. Ce qui contredit la
definition de ^(JET, K).

En consequence, en prenant une sous suite au besoin, on peut
supposer que (iv') | (fp, gji^ | <> 2~* pour iΦp.

(d) Considerons pour chaque p la fonction kp definie par kp —
Σt=P 9ili [voir la preuve du Corollaire 1]. C'est une fonction de H°°
telle que ||fcp|U ^ 1 + 2-'. De plus lim^+oβ || Tkp\\Lkm)/H-i- = 0 et

Soit ^ une mesure sur M vaguement adherente a la suite

{Λ^LeiV et sa decomposition par rapport a la mesure m: μx — h1m +

μlt8. On a h\ kpdμ - y(H°°f K) ^ 2~p+1 et l im^ + 0 0 1 ίcp(x)hdm = 0

done limp_+oo \kpdμltS = η(Ho°, K). Ce qui conclut la preuve du lemme.

REMARQUE. Considerons la suite {lifi}ίei\ d'elements de L\m)/
H™1 construite dans la preuve du Lemme 2. On a η(H°°, {Zt/i}<ejv) =
7}(H°°f K). De plus, puisque les fonctions lt verifient \lt(x) — 1\ +
1 ΐi(x) I < 1 + 100 x 2~ι pour tout en tier i et tout x de M [Lemme 1
(iv)] on peut montrer comme dans (c) que ^(iϊ00, {(i4 — l)fi}ieN) = 0.
Ce resultat est la "version ίί°°" du lemme de M. I. Kadec et A.
Pelczynski [[16] Lemme 3 et le preuve du Theoreme 6 de [14]].

6* Preuve du Theoreme 1* L'equivalence de (1) et (4) est une
simple consequence du Corollaire 1 et du theoreme dΈberlein-Smulian.

(2) implique (1). Raisonnons par Γabsurde; si K n'est pas faible-
ment relativement compacte, ou bien K n'est pas bornee et Γasser-
tion (2) est fausse, ou bien K est bornee, et par application du
theoreme dΈberlein-Smulian on peut construire une suite {fn}neN de
fonctions de K dont Γadherence dans H°°* n'est pas incluse dans
L\m)/H°°L. Comme dans la preuve du Corollaire 1 et en utilisant la
construction du Lemme 1, on montre qu'il existe une sous suite
{K)*BN de la suite {/J%eiV et une suite bornee {an}nBN de fonctions de H°°
telles que |<δΛ, an)\^c>0 pour toutentier n et limn^+oo\\Tan\\Li{m)/H^^~0;
ce qui contredit Γassertion (2).

(4) implique (2). Pour cela raisonnons par Γabsurde. Remar-
quons que non (2) signifie que y(H°°, K) > 0. En utilisant le Lemme
2 puis la preuve du Corollaire 1 on construit dans K une suite
d' interpolation.

L'equivalence de (2) et (3): elle a ete obtenue dans un cadre
tres general par A. Grothendieck [[11] pp. 296-298]. II obtient
aussi le fait que (3) implique (1).

7* Preuve du Theoreme 2* On utilise le Lemme 2 et une
idee de F. Delbaen et S. V. Kisliakov.
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(a) Pour chaque / dans K considerons une mesure μf sur M

telle que \\μf\\ = ||/||Li(1Il,/ff~j- et \gdμf = (f,g) pour toute fonction

g de H°°. Ecrivons la decomposition de Lebesgue de μf par rapport

a m: μf = hfm + μs [voir le paragraphe 2]. On a que μf — fm est

une mesure orthogonale a H°° dont la partie singuliere par rapport
a la mesure m est μs. De Γhypothese sur les ensembles pics, il
vient que μs est orthogonale a H°°. Alors du fait de la construction
de μ on a \\μs\\ = 0. Considerons K1 = {hf9 feK} c'est un sous
ensemble borne de L\m).

(b) Pour chaque / dans if, il existe une fonction gf de H°°
verifiant | |#/|L ^ 1 et </, #/> = ||/ILi(m)///-u En consequence et du
fait de la construction de la fonction hf, la mesure hfgfm est une
mesure positive et 1^1 = 1 μf presque partout. Notons K2 = {hfgf

pour / dans K). De la definition de ϊ( , •) on a V(L°°, K2) = f](LΓ,
Kx) et 7)(L-, Kx) ^ V(H~, K).

(c) Utilisons le Lemme 2 pour evaluer ?](LΓ, K2). Pour tout
ε > 0, il existe une mesure μ sur M adherente a K2 pour la topologie
σ(L°°κ, LΓ) et dont la partie singuliere μ8 par rapport a la mesure m
verifie \\μs\\ ̂  Vi^00, K2) — ε. Du fait de Γhypothese sur les ensem-
bles pics de H°°, il existe E un ensemble pic de H°° verifiant m(E) =

0 et \ dμs — \dμs <£ ε .

Remarquons que la mesure μ est positive car les elements de

K2 sont positifs, d'oΐi: \ dμs — \\μs\\ ^ ε et I dμs ^η(Lco,K2) — 2e.

Considerons une fonction I de H°° qui pique sur E. Pour n^n0, on a

\lndμ — \ dμs < ε. De la definition de la mesure μ, pour chaque

entier n, il existe un element fn de K tel que

I ψdμ

Ce qui donne \ lngfndhfnm

l i

if2) — 4s. Remarquons que les

functions lng/n appartiennent a la boule unite de if00. De plus
lim_+oo || T(lngfJ\\Li(m)/H^ = 0. Done ^(i?-, iΓ) ^ (̂L°°, iΓ2) - 4ε. Ce
qui termine la preuve du Theoreme 2.

8* Remarques sur la preuve des Theoremes 1 et 2* (a) II
est possible de demontrer Γequivalence de (1) et (4) dans le Theoreme
1 pour un sous espace vectoriel H°° de L°°(m), ferme pour la topo-
logie [faible etoile et tel que tout ferme de M de m mesure nulle
soit inclus dans un ensemble pic pour H00 de m mesure nulle [voir
[8] Lemme 12.4, pape 57, pour une definition convenable des ensem-
bles pics pour un espace vectoriel de functions et pour avoir une
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idee des modifications a apporter dans la preuve de Inequivalence],
Cela montre que, dans le Theoreme 1, seule "(1) implique (2)" utilise
le fait que H°° est une algebre contenant les constantes.

Est-il possible d'ameliorer la preuve du Theoreme 1 sur ce point
et d'obtenir alors le Theoreme 1 pour de "bons" sous espaces
vectoriels de V°{mYt

(b) Un theoreme tres general de H. Rosenthal et L. Dor [6]
dit que d'une suite bornee d'un espace de Banach, ou bien on peut
extraire une suite faiblement de Cauchy, ou bien on peut extraire
une suite equivalente a la base canonique de llm II suffit alors pour
obtenir Inequivalence de (1) et (4) de demontrer que L1(m)/Hc°1 est
faiblement sequentiellement complet.

(c) Du fait de la remarque precedente, on peut se poser la
question suivante: les propositions (1), (2), (3), (4) ne sont elles pas
equivalentes des que LXm)/!!001 est faiblement sequentiellement
complet? L'exemple qui suit prouve qu'il n'en est rien. La mesure
m3 est la mesure de Lebesgue plane restreinte au disque unite ouvert
du plan complexe D et H°° est Γalgebre des fonctions holomorphes
bornees dans D. Clairement, Γespaee L^m^/H001 est isometrique-
ment isomorphe a 1'espace LXm^/Ho defini dans le deuxieme exemple.
C'est une consequence du Theoreme 3 on peut le voir aussi directe-
ment: si on munit H°°(D) de la topologie τ de la convergence
uniforme sur tout compact, on voit que I/ίmJ/H} et L\m^lH°°L

sont le dual H°°' de H°°(D)τ et que ce dual est un sous espace
vectoriel ferme du dual H°°* de H°°(D) muni de la topologie de la
convergence uniforme sur D. On en deduit que L^m^/H001 est
faiblement sequentiellement ferme. Considerons dans H°°' la suite
{/Jnejv definie pour chaque entier n et chaque fonction g de H°° par
(fny g) = le coefficient de zn dans le developpement de Taylor a
Γorigine de la fonction g. Clairement cette suite converge faible-
ment vers 0 et pour tout entier n, (fn9 zn) = 1 et || T{z%)\\LiLm)/H«>j. <£

|sn |dm8 <; 2π/(n + 2). Ainsi (1) n'implique pas (2). En fait, dans

ce cas, c'est la seule implication fausse dans le Theoreme 1.

9. Preuve du Theoreme 3* On reprend la preuve donnee dans
[19] pour le cas de Γalgebre des fonctions holomorphes bornees dans
le disque unite ouvert du plan complexe, et on en modifie un peu
la fin.

(a) Donnons d'abord un lemme utile dans la preuve du theoreme.

LEMME 3. Soit f une fonction continue sur un compact X et
telle que

( i )
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(ii) E={xeX:f(x) = 1} = {xeX: \f\(x) = 1}
soit {μn}n ejy une suite de mesures sur X telle que

( i i i ) 1 1 / ί . l l ^ l ;

(iv) liπu-.+00 J/dμ, = 1.
pow r ίcmί voisinage W de E

(1)

( 2 )

Preuve. Remarquons une consequence evidente de (i) et (ii):
ezw 1/0*01 < l Alors en utilisant (iii) on a:

\\fdμΛ
I J XXW

fdμn + \\ fdμn

\
JW

X\W
d\μ%\

(p \f(x)\ -
xeXIW JXXW

En utilisant (iv) on obtient limn_>+00 I d\μn\ = 0, ce qui prouve (1).

Soit s > 0. Notons Fε = {x e X: |/(α) - 11< e}. On a

\ dμκ-l £ \ dμ.-l +\ d\μ
JW JVεΓ)W JX\Vεf]W

- f)dμn I\fdμn - 1

+ f d\μn\^ε + \fdμn-l
JX\Vεf)W J

lί
I Jx\F εn

+
x\vεnw

d\μn\ .

Du fait de (1) et de (iv) on peut choisir n0 tel que n ^> n0

implique I dμn — < 2ε ce qui prouve (2).

(b) Preuve du Theoreme 3.

Soit b un element de B. Comme forme lineaire sur H°° il

existe une mesure μ sur M telle que \\μ\\ = \\b\\ et \fdμ = <δ,/>

pour toute fonction / de H°°. Ecrivons la decomposition de Lebes-
gue de la mesure μ par rapport a la mesure m: μ = hm + μs. Pour
conclure la preuve, il suffit de montrer que μs est orthogonale a

H°°. En effet, la mesure hdm verifie \hfdm = (b, /> pour toute fonc-

tion de iϊ00, par consequent ||δdm|| + | |^ s | | = | |δ | | = \\hdm\\, done

Raisonnons par Γabsurde. Si la mesure μs n'est pas orthogonale

a H°°, il existe une fonction g de H°° telle que \gdμs Φ 0. D'apres

la construction de μs et Γhypothese sur les ensembles pics de H™,
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il existe F un ensemble pic de H°° tel que

fonction de H°° qui pique sur F. Alors L
ΰdμs > 0. Soit / une

( gdμ.
JF

> 0

S / \ JF JF

hfngdm — 0, done pour n assez grand | <δ, gfn) | =
I \gfndμ > 1/2 I gdμ8 > 0. Considerons une fonction k de H°°
adherente a la suite {gfn}neN pour la topologie σ(H°°, B). Soit ψ un
homomorphisme de H°° qui est un point pic generalise [[8] pages
52-60] et tel que ψ(f) Φ 1.

Remarquons que H°° ne separe pas necessairement les points de
M; definissons done la relation d'equivalence R: x et y dans M sont
equivalents et on note xRy si et seulement si pour toute fonction /
de iJ°° on a f(x) = f(y). Alors Γespace quotient M/R peut etre
identifie a un sous-ensemble ferme du spectre de H°° contenant tous
les points pics generalises. De plus Γapplication quotient R est
continue.

Pour ε > 0, considerons Vε Γensemble des homomorphismes φ de
H°° verifiant \φ{k) - ψ(k)\ < ε et φ(f) Φ 1. Puisque ψ est un point
pic generalise, il existe une fonction lε de H°° telle que ψ(le) — 1 =
llίεll, |9(ί.)l<l/2 si φ n'appartient pas a Vε et \φ(lε)\<l si \φ(l.)\Φl.

Considerons R~\Vε). C'est un ouvert de M disjoint de F: e'est
le sousensemble des x de M verifiant \k(x) — ψ{k)\ < ε et f(x) Φ 1.
On a ίβ(a0 = 1 = HZ.IU pour tout x de R-ι{ψ), |Γβ(α;)|<l/2 si x
n'appartient pas a R~ι(Vt) et | ΐε(x)\ < 1 si | ΐε(x)\ Φ 1.

II existe une suite d'elements (bn)neN de B et une suite de mesure
{μJneN sur M telles que limw_+oo (bn, lε) = 1, | |6J| = | | ^ J | - 1 et
\tdμn = (bn, t) pour tout entier n et toute fonction t de H°°. On
peut appliquer le Lemme 3 au voisinage R~\Vε). Calculons:

φ(k)

+ \\ 1 ίc(x)dμn

^ \f(k)\ Γl - ί djtί Ί + f (£(χ) - ^
L JS~ 1(F ε) J JJ?~1(Fe)

M\R-1(V£)

d'oύ, pour n assez grand, |9>(&) — <6n, &>| ^ 2ε.

De plus, on a <6., k) = limp_+oo <6%, ^ >

\ ^cί^; d'oύ puisque i ί ^ y . ) est disjoint de F, pour
JF

|<6W, &>] < ε. On en conclut que |<^(A)>| < 3ε. Done

assez grand

= 0.
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Cela montre que k est nulle pour tout point pic generalise de
H°°, verifiant ψ(f) Φ 1. Considerons alors la fonction k(l — /) ; elle
est nulle sur tout point pic generalise done elle est identiquement
nulle: \\k(l — /)|U = 0. Or F est de m mesure nulle, done la fonc-
tion 1 — / est non nulle m presque partout, ce qui implique que k
est nulle m presque partout. En consequence, k = 0 ce qui con-

tredit le fait que |<6, gp}\ > 1/2^ gdμs

Deuxieme partie

> 0 pour n assez grand.

10* Le propos de Γexemple suivant est de montrer que Γon
peut obtenir les Theoremes 1,2 et 3 quand Γhypothese sur les
ensembles pics n'est pas tout-a-fait veriίiee.

Pour cela, on utilise Γetude faite par L. Zalcman [20] et par
T. W. Gamelin et J. Garnett [9] de Γalgebre H°° des functions
holomorphes bornees sur un ouvert particulier du plan complexe,
ay ant une infinite de trous.

Soit U un ouvert du plan complexe C obtenu en enlevant au
disque Δ^ — {z eC: \z\ < 1} une suite de disques Δn — {zeC: \z — xn\^
rn], pour n — 1, 2, , centres sur le demi axe reel positif, s'accu-
mulant en 0, deux a deux disjoints et verifiant Σί=i rJχn < + °°
On dira que U est un ouvert de type L.

Notons m la mesure de Lebesgue sur le bord de U, bU. Le
bord de U se compose du point 0, des cercles Γn = {z e C: \ xn — z | =
r j et du cercle Γ^ = {z eC: \z\ = 1}.

PROPRIETE 1 [20]. Chaque fonction f de H°° a des limίtes non
tangentielles m presque partout qui definissent une fonction f* de
L°°(m) verifiant:

(a) | |/*IL = Bup.eI7|/(ic)| = | | / ^
(b) /* appartient a Γalgebre H°°(R(U)f m) adherence dans

LΓ(m) pour la topologie faible etoile de Γalgebre R(U) des fractions
rationnelles d'une variable complexe a poles hors de U (Γadherence
de U dans C).

(c) Γapplication T de iϊ°° dans H™(R(U), m), definie par
T(f) = /*, est un isomorphisme ίsometrique de H°° sur H°°(R(U), m)
qui transforme les suites bornees convergeant ponctuellement sur U
en suites convergeant pour la topologie faible etoile.

(d) Pour chaque fonction f de H°°, il existe une suite {fn}neN

de fonctions de 22(17) telle que

\\f»\\π= WfWu,
ΛLeiv converge vers f ponctuellement dans U,

eiv converge vers /* ponctuellement m presque partout.
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Ces proprietes permettent d'identifier H°° et H°°(R(U), m) et
montrent ίque H°° est le dual de Γespace vectoriel L1(m)/HOO(R(U),
m) 1. On utilisera la meme notation pour designer une fonction /
de H°° et "ses limites non tangentielles" /* dans Lco(m)f la meme
notation pour designer H°° et H°°(R(U), m).

Un homomorphisme de Γalgebre H™ joue un role particulier:
Γhomomorphisme "distingue" φ0 defini comme suit:

Considerons la mesure dmo(ζ) = l/2iπ (l/ζ)dζ sur le bord de U.
Elle est, du fait que XίΓi rjxn < + °°, finie et absolument continue
par rapport a la mesure m. Pour une fraction rationnelle / on a

\fdm0 = /(0); en consequence Γapplication φ0 de H°° dans C definie
par /—> \fdm0 = 9>0(j0 est un homomorphisme de Γalgebre H°° con-
tinue pour la topologie faible etoile. Remarquons que c'est Γunique
prolongement a H°° continue pour la topologie faible etoile de revalua-
tion au point 0 pour les fractions rationnelles a poles hors de £/".

On note H°°(Q) Γideal des functions de iϊ°° nulle sur φ0.

PROPRIETE 2 [9]. Soίt {μn}neN une suite de mesures dans L\m)
qui converge, pour la topologie vague des mesures sur Ό, vers une
masse ponctuelle (eventuellement nulle) au point 0. Alors ou bien
la suite {μn}nBN converge en norme (fZ"°°(O))* vers 0, ou bien on peut
en extraire une suite d'interpolation pour H°°. [(H°°(0))* designe
le dual de iJ°°(0)].

On note M le spectre de L^ίm), Mn le spectre de L°°(m/ΓJ[m/Γn

designe la restriction a Γn de la mesure m], et MQ le sous ensemble
de M forme des homomorphismes φ de L°°(m) verifiant <p(f) — /(0)
pour les fonctions / continues sur bΐl. On a M = (\J%=1 Mn) U
M^ U MQ.

PROPRIETE 3. Si F est un ferme contenu dans une reunion
finie de Mn, n = 1, 2, , + °°, alors il existe un ensemble pic G de

H°° contenu dans cette reunion finie, contenant F et de m mesure
nulle.

[Voir ΓExemple 3 du premier chapitre.]

On note M°° le spectre de H°° et Mo°° Γensemble des homomor-
phismes φ de H°° verifiant φ(z) = 0. II est clair que la restriction
a H°° d'un homomorphisme de Mo appartient a Mo°°, et que Γhomo-
morphisme distingue <p0 appartient a M™.

PROPRIETE 4. Soit ε > 0, 1 > d > 0 et V un voisinage de 0.
Alors il existe un voisinage W de 0, contenu dans V et un opera-
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teur lineaire L de H°°(0) dans H°°(0) verifiant

( i ) Ltfj/Mo-= f/Mo";
(ii) IL{f){x) - f(x) I ̂  e||/|U pour x dans

(iii) |L(/)(aj)| ̂  a||/IL pour x dans U\V;

(iv)

Preuve. T. W. Gamelin et J. Garnett [9] prouvent la proposi-
tion suivante: soit ε' > 0, 1 > δf > 0 et V' un voisinage de 0. Alors
il existe un operateur lineaire U de H°°(0) dans iJ°°(0) et un
voisinage W' de 0 contenu dans V' verifiant:

( i ) ' L\f)/M0~ = f/M~;
(ii)' \L\f){x) - f(x)\ ^ ε|i/iU pour x dans WΠ U;
(iii)' \L\f){x)\ £ δWflU pour x dans U\V;
(iv)' | |L ' (/) |U^100( | / |U
On utilise alors une idee de E. Bishop [voir [8] le Theoreme 11, 1

et sa preuve]. Choisissons 0 < s < 1 suffisamment pres de 1 en sorte
que 100 — 1 + s(δ — 100) < 0. Choisissons une suite {εn}n&N decrois-
sante de nombres reels strictement positifs, convergeant vers 0, et
telle que ε0 <; e/2 et en_t(l - sn) + sn(100 - 1 + s(β - 100)) < 0 pour
tout entier n.

On construit une suite convergeante d'operateurs lineaires de
H°°(0) dans H°°(0), par recurrence, de la maniere suivante:

ETAPE 0. Posons V = F, ε' = ε0 et δ' = δ. On obtient en
utilisant la proposition un operateur L[ et un voisinage Wi inclus
dans V satisfaisant (i)' (ii)' (iii)' et (iv)'.

ETAPE 1. Posons V = Wl n {z: \z\ < 1}, ε' = ε, et δr = δ. On
obtient un operateur L[ et un voisinage W[ inclus dans Wi Π {̂ : \z\ <
1} satisfaisant (i)' (ii)' (iii)' et (iv)'.

Supposons la construction jusqu'a Γetape n. Posons V = Wlf)
{z: \z\ < l/(n + 1)}. ε' = εn+1 et δ' = δ. On obtient un operateur
L'n+1 et un voisinage Wί+1 contenu dans Wήf]{z:\z\< l/(n + 1)} et
satisfaisant (i)' (ii)' (iii)' (iv)'.

Considerons L — (1 — s) ΣfcS s'Lj. C'est une serie normalement
convergente d'operateurs de Jϊ°°(0) dans H™(0).

Les assertions (i) (iii) (iv) s'obtiennent comme dans le Theoreme
11.1 [8].

Montrons Γassertion (ii). Pour cela considerons un entier n0 tel

que 101(1 - s) Σί=«0+is% < ε / 2 A l o r s s ί x e wk o n a

\L(f)(x) - f(x)\ £ (1 - s)Σ>s>'\mf)(x) - f(x)\
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Σ

PROPRIETE 5. ikf0 esί ww ferme de m mesure nulle mais il

n'existe pas de pic G de H°° de m mesure nulle contenant MQ.

Preuve. Utilisons un resultat de L. Zalcman [20]. L'homomor-
phisme distingue <p0 a une mesure representative portee par Mo.
Supposons qu'il existe une fonction g de H°° telle que ||firHoo = 1,
g = 1 sur Mo et | g | < 1 m presque partout sur b U. Alors φo(g) — 1

et I ̂  g{ζ)dmlQ < 1, ce qui est absurde.

On a les Theoremes suivants:

THEOREME 1'. Soit U un ouvert de type L.
Alors, pour toute partie K de L1(m)IHcoλ~, les propositions

suivantes sont equivalentes:
(1) K est faiblement relativement compacte;
(2) K est bornee, et, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

geH00, HsrlU^l et \\ Tg\\Li{n)/H<»i- ^ δ implique sup/eχ K/, g}\ ^ ε;
( 3 ) l i m ^ + o o [ s u p / e x (inf^eHoo | | / _ Tg\\Liim)/H^i.)] = 0;

(4) if esί bornee et ne contient aucune suite d'interpolation.

THEOREME 2\ Soit U un ouvert de type L. Alors, etant donne
un sous ensemble borne K de L\m)IHcoL

y il existe un sous ensemble
borne Kx de L\m) tel que KJH001 = K et y(H°°, K) = η(L°°, K,).

THEOREME 3'. Soit U un ouvert de type L. Alors, tout espace
de Banach B dont le dual est H°° est isometriquement isomorphe a

11* Une bonne representation des elements de L^
Soit / un element de L\m)IH°°L\ il existe une fonction k dans U(m)

telle que, pour toute fonction g de H™ on ait </, g) = \kgdm. On

peut considerer / comme une forme lineaire continue sur £Γ°°(0).

Alors il existe une mesure μf sur M telle que ||/*/|| = sup{(</, g)\,

fir e JEΓ°°(O) 11 fir I loo ̂  1}, et \gdμf = (f, g) pour toute fonction # de

ZT(0)
La mesure vf = μf + ί </, 1) — Icί/̂ / jm0 est une mesure sur M

qui verifie l̂ cίv/ = </, gr> pour toute fonction g de if00. Considerons

la decomposition de Lebesgue de la mesure μf par rapport a la
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mesure m: μf = /^m + μs. La mesure V/ — km etant orthogonale
a iJ°°, du fait de la Propriete 3, pour chaque entier n la re-
striction de la mesure μs a Mn est orthogonale a H°°; la construction
de la mesure μf donne que μJMn = 0; le meme raisonnement vaut
pour M^. La mesure μf — km est orthogonale a fP°(0); la Pro-
priete 4 montre que la mesure μ8 restreinte a la fibre Mo est
orthogonale a la H°°(0); la construction de la mesure μf donne
μs/M0 = o.

Ainsi on a construit une "bonne" mesure representant la forme

lineaire / de LXmyH001: vf = hfm + Uf, 1> — \hfdm)m0 = kfdm. On

Γutilisera plusieurs fois dans la suite.
Puisque H°°(0) est fermee pour la topologie faible etoile pour

chaque element / de LXm)/!!001, il existe une fonction gf de iϊ°°(0)
verifiant \\gf\U ^ 1 et </, gf) = sup{|</, g)\, g e ί f - (0) | | ^ |U ^ 1}. En
consequence, du fait de la construction de la mesure μff on a

Ig fhfdm = \\hf\dm ,

d o n e #//&/ = \hf\m p r e s q u e p a r t o u t e t \gf\ = 1 ^/ p r e s q u e p a r t o u t .

12* Preuve du Theoreme 1Λ Considerons un sous ensemble
K borne de L^m)/!!001 et pour chaque / de K sa bonne representa-
tion

LEMME 3. Si K est faiblement relativement compact, alors
°(m), {kf,feK}) = 0.

Preuve. Remarquons que ]</, l) — \hfdm, f GKI est borne dans
C, en consequence η(LT(m), {kf, f eK}) = Ύ](Lr{m), {hf,feK}). De
plus ?(L°°(m), {hf,feK}) = ?(L~(m), {|λ/|, /eίΓ}) = ^(L°°(m), {hfgf,

Supposons a = η(L°°(m)f {kf, f e K}) non nul et utilisons le lemme
de M. I. Kadec et A. Peiczynski [16]. II existe une suite de sous
ensembles mesurables de bU, {E%)ίeNj deux a deux disjoints, et une

suite {/Jieiv d'elements de K telles que: lim^+co I gfίhf.dm — a et
{hf.(l — XEί)}ieN est relativement faiblement compact dans L\m),
[XEi designe la fonction caracteristique de Γensemble E^

Considerons une mesure μ sur M vaguement adherente a la

suite {gfJif^E^ieN- C'est une mesure positive singuliere par rap-

port a la mesure m et non nulle: \ldμ = a.

Supposons qu'il existe n, w = 1, 2, , +°°, tel que la restric-
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tion μ/Mn de μ a Mn ne soit pas nulle. On peut alors, en utilisant
la Propriete 3 et les idees developpees dans la preuve des Theoremes
1 et 2 construire une sous-suite de la suite {hfiXE.}ieN qui est
d'interpolation pour H°°. En consequence K n'est pas faiblement
relativement campact, car {hf.(l — XE.)}ieN est faiblement relative-

ment compact dans L\m) done dans Uζm)/!!001 et ]</, 1> — \hfdm,
) i J

f eK> est borne dans C.
On peut done supposer, en prenant au besoin une sous suite,

que la suite de mesures {hf.XE.m}ieN converge vaguement sur bU
vers une masse ponctuelle au point 0.

Appliquons la Propriete 2. Ou bien, on peut extraire de la
suite {hf.XEi}ieN une suite d'interpolation pour H°° ce qui est absurde
comme precedemment, ou bien, la suite {hf.XE.m}ίeN converge en
norme vers 0 sur H°°(0), et il existe un entier i tel que

sup M ^ hf.XE.gdm geH~(0) et

£ et

Alors, il existe une fonction I de L\m) telle que \\l\dm < a/2

et \(l — hf.XEi)gdm = 0 pour toute fonction g de ίf°°(0). On a

+ hfί(l - XEi)]gdm - ψιfiXEi + hh{l - XEi)]gdm

pour toute fonction ^ de H°°(0), et

J - XEi)dm

- "f
ce qui est absurde du fait de la construction de la fonction hfi.

Cela conclut la preuve du lemme.
Signalons deux eorollaires immediats.

COROLLAIRE 2. K est faiblement relativement compact dans
L\m)IH™L si et seulement si {kf, f e K) est faiblement relativement
compact dans L\m).

COROLLAIRE 3. Si K est faiblement relativement compact dans
L\m)IH~L alors η(H°°9 K) - 0.
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La preuve du Theoreme Γ se deduit des Corollaires 2 et 3 du
Lemme 3 en utilisant les resultats de A. Grothendieck [11] et H.
Rosenthal et L. Dor [6] deja cites.

Remarquons que Γon peut aussi obtenir une preuve directe
(n'utilisant pas le Theoreme de H. Rosenthal et L. Dor) de Γequi-
valence des Propositions (1) et (4) du Theoreme Γ en utilisant les
idees developpees dans le Lemme 3.

13* Preuve du Theoreme 2\ Considerons un sous-ensemble K
borne de Lι{m)IH°°L et pour chaque / de K sa bonne representation
kfm. Alors 7}(H°°, K) = η{U°{m)9 {kf, f e K}).

Preuve. De la definition de η( , •) on a 0^η(H°°, K)
{kf, f e K}). Si η(L°°(m), {kf9 f e K}) = 0 le resultat est demontre.

Supposons a — 7](L°°(nι), {kf, f e K}) > 0. Suivons la preuve du

Lemme 3. On obtient une suite de sous ensembles mesurables de

bU deux a deux disjoints {Ez}ίeN et une suite d'elements {fz}ίeN de

K telles que lim.^+co I gf.hf.dm — a et {hfi(l — XE.)}ίeN relativement

faiblement compacte dans L\m). En consequence, et du fait que

j</, 1> — \hfdm, feKy est borne dans C, il suffit de montrer que

a ^ η{H~, {hfiXEi}ιeN).
Notons pour chaque entier n strictement positif Dn = {z e C:

\z\ ^ 1/n}. En prenant, au besoin une sous suite, on peut supposer
ί f )

que pour chaque n, la suite ]\ gf.hf.dm[ converge vers an. La
suite {ar}neN est decroissante et a valeurs positives. Notons α0 =
lim%_>!co an. Quitte a extraire encore une sous suite, on peut sup-
poser que

lim \gf hf XF XD dm — a0 .
n-> + o° J

Considerons dans Lι(m) les deux suites suivantes:

Soit μx une mesure sur M adherente vaguement a la suite Sx.

C?est une mesure positive portee par un ferme de m mesure nulle

[voir la preuve du Lemme 2(b)] et verifiant \xD}dμ1 — ak — aQ. On

en deduit que limA;_+00 sup%eiV (\lltnXDkdmj = 0.

Pour ε > 0 donne, il existe k0 tel que

sup (\lltnXD dm) <; ε et \Xΰ dμ, ^ ε .
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Remarquons que le support de la mesure (1 — XDk)μι est un ferme
de m mesure nulle inclus dans une union finie de Mnf n = 1, ,
+ °°. II existe done un pic G de m mesure nulle supportant la
mesure (1 — XDjeo)μlf et inclus dans une union finie de Mn, n = l, ,
+ oo. Soit g une fonction de H°° qui pique sur G. II existe un
entier p et un entier kx > k0 tels que, on ait:

" \ dfiι - ε ' = ε e t = ε

Puisque a — a0 ^ \ dμx ^ 1(1 — XD. )dμx ^ (a — α0) — e. On obtient

g^ώ^i — (a — aQ) ^ 2ε. De la definition de μt on peut trouver

i d ' i { i i
que
une suite d'entiers {%}i6iV strictement croissante telle que

\li,njg
pdm - (ay> 3ε .

On a I|ί2,%|rfm = \gfnl2t»dm avec H ^ I U ^ 1 et gfn appartient a

iP°(0). En utilisant la Propriete 5, pour n assez grand, il existe

une fonction g'n de J3"°°(0) verifiant W/J 2 ,^m — \ g'nKndm

la mesure l2tnm est portee par le disque Dn), \\g'n(l —
Halloo ^ 1 + e et H^ILi(m) ^ s. En consequence, on a

^ ε (car

WJ2,ndm - α ^ 2ε .

Considerons alors la fonction g'n. + gpg/n. pour y assez grand.

C'est une fonction de H°°(0) verifiant: \\g'n/+ gpgfn\\co ^ 1 + 2ε et

IIΛ Ί L ^ 2 d || T ( ^ ^ ) I L k 2 D lΛy + ) ^ 2s, done . + k2ε. De plus,

on a

I γg«5 + gpgfnj)hfnjXEnjdm - a ^ j Jff^Λ^dm - α(

+ I J f l f p f l r / Λ i ί 2 f W i d m + ^gplunjdm - (a - aQ) + | J ^ ^

^ 2ε + ε sup \ | kf I dm + 2ε + ε sup \ | fc/1 dm + (1 + ε)ε .
feK J L feK J J

Ce qui acheve la preuve du Theoreme 2.

14* Preuve du Theoreme 3\ Soit 6 un element de B. Comme

forme lineaire sur ίf°°(0), il existe une mesure μ sur M telle que

PIU-(o) = | |μ | | et [gdμ = <δ, g) pour toute fonction g de iΓ°(0).

Ecrivons la decomposition de Lebesgue de μ par rapport a la mesure
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m: μ = bm + μ8. Pour conclure, il suffit de montrer que μs est
orthogonale a H°°(Q).

Supposons le contraire. II existe une fonction g de ίf°°(0) telle

que \gdμs Φ 0.

Ou bien, il existe un "entier" n, n — 1,2, , + °°, tel que

et on peut repeter Γargument de la preuve du Theoreme 3.

Ou bien, I gdμs Φ 0. En utilisant la Propriete 4, on construit
JMQ

une suite {gn}neN de fonctions de JΓ°°(O) verifiant gJM0 = g/M09

\\gn\L^K, \ i m n ^ + o o s u v x e M k \ g n ( x ) \ = 0 p o u r fc = 1, 2, •••, + « > . O n
conclut alors comme dans la preuve du Theoreme 3 en etudiant la
suite {gn}neN.

Note de Γauteur. Recemment T. Ito a montre que tout sous-
espace ferme de L\m) est le predual isometrique unique de son dual.
[On Uniqueness of Preduals. Notices Amer. Math. Soc, 25 (1978).]

On peut en obtenir la generalisation suivante.

THEOREME. Dans les hypotheses du theoreme 1, tout sous-espace
ferme de L^m)/!!001 est Vunique predual isometrique de son dual.

Un resultat analogue peut etre aussi obtenu pour les ouverts
de type L.
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