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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
LINEAIRES ^-ADIQUES (II)

P. ROBBA

0* Introduction*

0.1. Dans des articles precedents ([8], [10], [13]) B. Dwork et
Γauteur ont consider e des equations differ entielles dont les coefficients
etaient des elements analytiques. L'idee essentielle etait d'etudier
le comportement de cette equation dans le disque generique. L'objet
de cet article est d'etendre cette methode au cas oύ les coefficients
sont des fonctions algebriques.

0.2. De fait, un exemple utilisant de telles equations differen-
tielles a ete donne par Tate ([6], § 5) qui considerait la question
suivante. Soit y2 = x(x — ϊ)(x — λ) λ constante. Existe-t-il une
constante C (dependant de λ) telle que Γequation

(1) j ^Cjz/y
dx

ait une solution bornee dans le dique a Γinfini {x, \x\> 1}? Cette
formulation n'est pas tout a fait correcte car la variable x ne donne
pas une bonne parametrisation de la courbe elliptique a Γinfini.
Mais il resulte des resultats de cet article que le disque a Γinfini ne
joue aucun role particulier et la question est Γexistence d'une solu-
tion de (1) qui est une fonction analytique dans une classe residuelle.
(Remarque: La reponse est oui si la courbe elliptique a une reduction
non super singuliere et dans ce cas C est n'importe quelle determi-
nation de ]/ — 1JP(1/2, 1/2, 1; λ) vu comme element algebrique.)

0.3. Nous n'avions pu obtenir de theoreme de factorisation
d'operateurs differentiels a coefficients polynomiaux qu'a condition
de considerer des operateurs a coefficients elements analytiques. De
meme ici nous ne pourrons pas nous contenter d'operateurs a coeffi-
cients fonctions algebriques, et il est naturel de considerer des
operateurs a coefficients elements algebriques au sens de Christol [3].

0.4. En fait, sans effort supplementaire, nos methodes s'appli-
quent au cas oύ les coefficients sont des fonctions analytiques bornees.

Si u est une fonction analytique bornee dans une couronne Δ de
centre 0 et de rayon exterieur 1, nous lui associons la serie formelle

(2) τW-Σ^f**.
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La somme de cette serie peut s'interpreter comme une fonction
dans un disque de rayon 1 que nous appelons disque generique. De
plus, Γapplication r a de bonnes proprietes: c'est un isomorphisme
d'anneau value avec derivation.

Utilisant cet isomorphisme, nous montrons qu'on peut transferer
des informations concernant les solutions de Γoperateur differentiel,
analytiques dans Λ, en des informations concernant les solutions de
Γimage par τ de Γoperateur, analytiques dans le disque generique
et reciproquement.

Nous obtenons ainsi les theoremes de comparaisons usuels et les
regies de croissance des solutions.

0.5. Dans le cas oύ les coefficients sont des elements algebriques,
nous montrons que Γon peut definir un prolongement algebrique
(multiforme) et cela nous permet de comparer les proprietes des
solutions de Γoperateur dans differentes classes residuelles.

0.6. Cet article est une continuation de Γarticle [10] commun
avec B. Dwork. Je tiens a remercier B. Dwork pour les discussions
que nous avons eu sur le present article et qui m'ont beaucoup
aide. Je le remercie en particulier de m'avoir indique Γapplication
de cette theorie a un resultat dΌgus (cf. paragraphe 4.5).

Ces resultats ont ete annonces dans [14] et [15]. En particulier
dans [14] on montre que les points fixes d'un operateur de Probenius
sont des elements algebriques et par consequent les solutions bornees
de systemes diίFerentiels possedant une structure de Frobenius fort
[7] sont des elements algebriques.

Lίste des symboles ultilises.

D(a, r+), D(a,
2!

4
Eo, E, if

F

FA

H(A)

3.1
4.1
1.0
1.3.7
1.1.1
1.2.1
6.5
6.2
3.2 et
7.1
1.3.1
6.5
1.2.1

Ω0)Ω

θ

ί(point generique)
Γ

6.2 W(A), W, W, 'W

wι, wι
sous-ensemble admissible

ensemble standard

4.1
1.3.1

1.3.1
3.2 et 4.1
2.1 et 6.1
2.2
6.5
1.1.2
1.1.1
6.5
3.1
6.7
7.1
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l Germes de fonctions au bord d ' u n disque* Un germe de
fonction analytique au bord du disque non circonferencie de centre
a et de rayon R est une fonction analytique sur une couronne de
centre a et de rayon exterieur R.

Nous considerons plusieurs sous-classes de telles fonctions. Ce
qui importera par la suite sera que ces classes forment un corps de
fonctions stable par derivation et ferme pour une topologie que
nous preciserons.

1.0. Soit K un corps valve ultrametrique de carateristique 0.
Si / = Σ w , 0 an{x — α)* est une fonction analytique dans un disque

de centre a et de rayon r de K, il est bien connu que, pour toute
extension valuee complete L de K, f definit egalement une fonction
analytique dans le disque de L de centre a et de rayon r. Dans la
suite, nous considererons toujours que nos fonctions analytiques ont
leurs coefficients dans K, mais sont definies dans une extension suffi-
samment grande K de K, par exemple K complet et algebriquement
clos. En accord avec ce point de vue pour aeK et τeR+, D(a, r+)
et D(a, r~) designeront les disques de centre a et de rayon r, respec-
tivement circonferencie et non, de toute extension valuee complete
L de K.

D(a, r+) = {xeL,\x — a\ <*r}

D(a, r~) — {x e L, \ x — a \ < r) .

Si L est un corps, nous noterons La l ε la clδture algebrique de L.
Si A est un ensemble metrique, nous noterons Ac le complete

de A.

1.1. Germes de fonctions analytiques bornees.

1.1.1. Si A est une couronne sur un disque de K, on notera
W{A) Γespace des fonctions analytiques bornees sur A a coefficients
dans K.

Considerons la classe residuelle D(09 1~). On pose

Δr = D(0, 1-) - Z?(0, r-), re]0,l[.

On note W Γespace des germes de fonctions analytiques bornees
au bord de Z?(0, 1~),

W = lim ind W(Δr) .
r->l

On a:

W={f = Σanx
n;aneK, sup|αj < + ^ , 3re]0, 1[lim |o.|r" = 0} .
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Pour / = Σ anx
n de W, on definit la norme f rontiere de / par

la for mule:

I /1 = sup I a J .
n

(Si feW(Λr) pour r ^ r0 et si Γon pose | | / | | A . = sup^^ \f{x)\, on
verifie que | / | = l im^ | | / | l i r ce qui justifie le nom de norme
frontiere.)

Cette norme sur W definit une valeur absolue sur Γanneau
integre W, et se prolonge sur W, le corps des fractions de W. Un
element de Wr sera appele un germe de fonctίon meromorphe bornee
an bord de D(0, 1~). On notera Ύ/^ le complete de Wf.

Remarquons que si la valuation de K est discrete, W est un
corps.

Notons egalement que pour un element u du complete Wc de
W, on peut definir un developpement en serie de Laurent formel:

u = Σ anx
n ,

avec supft \an\ < + ^ et lim^.oo \an

1.1.2. Comme les espaces W(Λr) sont stables par derivation, W
est egalement stable par derivation. De plus, la derivation D est
continue pour la norme frontiere et Γon a meme: ||J9|| = 1.

La derivation s'etend de faςon unique a Wr et est continue sur
W, done s'etend a <W, et Γon a encore | |JD|| = 1 sur *W.

On a, dans W, \\Dm/m\ || = 1, et ceci est encore vrai dans W.
(En effet, soit ueW, u = f/g, f, geW, on a:

/ = (ug) = Σ -r-u-r-9 >
m ! ml ί+j=m %\ j\

et par induction sur m, on montre que \Dmu/m\ \ ̂  |^|.)
Par continuite, on voit que Γon a encore \\Dm/m\ \\ — 1 dans ^ .

1.1.3. On notera ^ le complete de la clδture algebrique CW''Λ*>
de ^ ^ munie de Γunique valuation etendant celle de 'W. La deri-
vation sur W" s'etend de faςon unique sur ^ ^ a l g mais n'est plus
continue (par exemple si u = (x)1/pm, K = Q ,̂ |Z)u| = p m | u | ) . La
derivation ne s'etend done pas a <%S.

Notons que <?/ definit de faςon naturelle une extension valuee
de K.

1.2. Germes d'elements analytiques.

1.2.1. Le corps des fractions rationnelles a coefficients dans K,
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Eo = K(x), s'identifie de faςon canonique a un sous-corps de W. On
notera E le complete de Eo pour la norme frontiere, E s'identifie a
un sous-corps de Wc et done de ^/.

L'espace H(Δr) des elements analytiques a coefficients dans K
est le complete pour la topologie de la convergence uniforme sur
Δr du sous-espace de Eo forme des fractions rationnelles sans poles
dans Δr.

On note 'c? Vespace des germes de functions analytiques an bord
de D(0, 1-):

Y:> = lim ind H{Ar) .
r->l

THEOREME 1.2.2 YJ est un sous-corps de W, stable par derivation,
ferme dans W. SΓ est la fermeture dans W de Eo et Von a: 8Γ —
WΠE.

Le seul resultat non trivial de ce theoreme est que Ϋ/ est ferme
dans W (ce qui equivaut a Γassertion Ϋ/ = W f] E oύ W et E sont
consideres comme des sousensembles de W°). Cela a ete demontre
dans [10] (Proposition 2.6).

1.3. Germes d'elements algebriques.

1.3.1. Notons Ω le complete de la clδture algebrique de E, muni
de sa valuation canonique.

Nous considererons la clδture algebrique de EQ, que nous note-
rons Ωo, comme sous-corps de Ω muni de la valuation induite. Alors
la fermeture Ωl de Ωo dans Ω est un corps complet algebriquement
clos contenant E} on a done Ωl — Ω, ce qui montre que Ωo est dense
dans Ω. (Le plongement de Ωo dans Ω n'est pas canonique; nous
supposons que nous avons choisi un plongement une fois pour toutes.)

On a vu que E se plongeait de faςon canonique dans <?/. Soit
θ un morphisme de Ω dans <2S etendant ce plongement. Ce mor-
phisme θ n'est pas unique, mais est defini a un element de Gal (Ω/E) =
Gal (EΆls/E) pres, e'est-a-dire que les morphismes etendant le plonge-
ment de E dans C2/ sont les morphismes θf = θ°σ avec σ eGa.l(Ω/E).

Posons ^ = Wf)θ(Ω). Un element de ^ sera appele germe
d'element algebrique an bord de D(0, 1").

Un element algebrique sur la couronne Δr (resp. le disque D(0, 1"))
sera un element de ^ n W(Δr) (resp. S^ Π W(D(0, 1"))).

THEOREME 1.3.2. S^ est sous-corps de W, stable par derivation,
ferme dans W et algebriquement clos dans W.

La demonstration sera achevee au paragraphe 1.3.5.
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1.3.3. J^ est un corps ferme dans W, algebriquement clos
dans W.

Le fait que J^ est ferme dans W et algebriquement clos dans
W est evident.

Comme Θ(Ω) est un corps et W est un anneau, J^ est egale-
ment un anneau. II nous reste a demontrer que si u e ά?", 1/u e W,
ce qui equivaut a demontrer que u ne s'annule pas dans une
couronne Δr (consideree comme sous-ensemble de K).

En multipliant u par un element de iP l g , on peut se ramener
au cas oύ \u\ = 1 (en effet, le groupe des valeurs de Ω est le meme
que celui de iP l g ). II existe veEΆlg tel que u — θ(v) <1. Alors
\v\ = 1. Soit

P(y) = Vm + ^y-1 + + am 6 E[y] ,

le polynδme minimal de v sur E. On a alors (αj ^ 1 pour tout i,
et | α m | = 1. Choisissons, pour chaque i, 6̂  e J57O tel que |δ; — α j < 1 .
Soit

77 = u- + δ ^ ^ - 1 + . . . + bm .

On a:

I Σ ( δ i - α i ) v Ί , IΣ<M><|) = 1 - ε, ε > 0 .

^, &i, '-'tbm, et done ^, sont dans zίr pour un certain r. On peut
choisir r sufϊisamment proche de 1 pour que bm ne s'annule pas dans
Δr et meme veriίie infxeJr |6Λ(α5)| > 1 — ε/2 (ce qui est possible car
bmeE0 = K(x) et \bm\ = 1), et que \\η\\Jr < 1 - ε/2. Alors, 6m - ^ ne
s'annule pas dans Δr, done u non plus, et 1/u e W.

LEMME 1.3.4. On a ^ = Wn (TΓβ Π

Demonstration. Soit ue^ = W C\ Θ(Ω). Pour chaque neN, il
existe uneθ(Ω0) tel que ||% — wΛ|| ^ 1/w. Posons cίM = (Z(wn, conj^^J
avec conj^ un = ensemble des conjugues de %w par rapport a E, dn~
0 si uneE. D'apres AX [2], il existe une constante universelle

telle que:

( i ) Supposons qu'il existe une infinite de n tels que: \u — un

dn. Pour ces n, on a:

d(u, E)

et done, ueEd(Wc Π Θ(ΩO))C.
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(ii) Si (i) n'est pas satisfait, pour une infinite de n, \u — un\ <
dn, et, d'apres le lemme de Krasner ([1], Theoreme 2.7.1):

un e E(u) c J^e c Wc .

Done un e We Π Θ(ΩQ), et par suite u e (Wc Π θ(Ω0))e.
On a done montre que J^a Wf] (Wc ΓΊ Θ(ΩQ))C. Par ailleurs, il

est evident que (Wc Π 0(A)))β c #(i20)
c = 0(β), et done on a egalite.

1.3.5. J^ est stable par derivation.
II est clair que W est stable par derivation. Par contre, ainsi

que nous Γavons observe, si la derivation s'etend a J5alί?, elle ne se
prolonge pas a Ω tout entier. Mais, en vertu du lemme 1.3.4., il
suffit que montrer que (Wc Π Θ(ΩO)) est stable par derivation et son
complete aussi, ce qui est evident.

EXEMPLE 1.3.6. Soit K = Qp. Si aeZp, il est bien connu que:

xy = Σ (
\n

est analytique dans jD(O, 1"). Si, de plus, aβQ, il est clair que
(1 + X)a e jru Mais, si a g Q, (1 + X)a $ J*". En efFet, si (1 + X)a e
ά^, alors modulo p, (1 + X)a est solution d'une equation polynomiale
a coefficients polynδmes

Σ Ci(X)(l + X r = 0 , mod pZp[[X]]

en developpant les polynδmes ^ suivant les puissances de (1 + X),
on obtient

Σ λi>/t(l + Xyί+k = 0, mod vZp[[X}\

avec ifk entiers > 0 et la somme etant finie, avec λ α e Z p , λi,fc non
tous nuls modulo p.

Comme agQ, pour (i, fe) ^ 0", /) e iV2, on a αi + fe Φ aj + /. Or,
il est bien connu que pour a1- -an distincts de Zp, les series for-
melles (1 + X)aί mod p sont lineairement independantes sur Fp. En
effet, soit (1 + JE")αi (1 +-Z")α» une famille minimale de series
lineairement dependantes modulo p. Soit D(m, p~fc+) le disque
engendre par a1---an, avec m eN, keN. On a

(1.3.6.1) λx(l + Xyt + . . + λw(l + Xy- - O mod p

avec | λ j = 1 pour tout i. Soit at = m + p*6<e Tenant compte du
fait que



400 P. ROBBA

(1 + Xyk^ = (1 + X*k)h* mod p ,

on voit que:

(1.3.6.2) λL(l + X)h + + λw(l + X)b* = 0 mod p

oύ les 6£ ne sont pas tous egaux modulo p. Par derivation, on
obtient:

(1.3.6.3) λΛ(l + X)h + + λA(l + X)h* = 0 modulo p

et, en combinant (1.3.6.3) et (1.3.6.2), on obtient:

λ2(6χ - 62)(1 + X)h + + λ^δi - δ J ( l + X)b- = 0 mod p

et les λ^δi — δj, i = 2 a %, ne sont pas tous nuls modulo p, ce qui
contredit la minimalite de la famille (1 + X)αi •(! + XYn.

1*3*7* Liens avec les travaux de Krasner et ChristoL Dans
[11], Krasner a introduit des elements algebriques et un prolonge-
ment multiforme. Ses elements algebriques sont des solutions
d'equations polynomiales a coefficients elements analytiques. Ici,
nous considererons les limites "uniformes" de tels elements algebri-
ques ce qui nous permet d'avoir des proprietes de completion utiles
pour les applications. Par contre, avec notre definition, les elements
analytiques ne sont definis que sur des couronnes ou il est possible
de choisir une determination uniforme, done nous excluons les points
de branchement (ainsi nous refusons de considerer la "fonction"
λ/X dans une couronne D(0, 1~) — D(0, r")), par contre pour Krasner,
les elements algebriques sont correctement definis sur des surfaces
de Riemann.

Dans sa these [3], Christol a etudie en detail les limites uni-
formes de fonctions algebriques dans un disque ou encore avec la
terminologie utilisee ici Γespace & - (Θ(ΩO) Π W(D(0, I"1)))0. (En
fait, il ne considere que le cas K = Cp et suppose que les coefficients
de Taylor de ses fonctions algebriques engendrent un anneau a
valuation discrete, hypothese qui, semble-t-il, sera toujours verifiee.)

Or soit u e Θ(ΩO) Π Wc et soit u = Σ an%n son developpement de
Laurent formel. Nous pensons qu'alors la fonction v — ^]n^oanx

n,
analytique bornee dans D(0, 1"), est en fait un element de ^ . Si
cette conjecture est vraie, alors la propriete est valable pour les
u G J^, ce qui montrerait que notre definition des germes d'elements
algebriques peut se ramener a la definition de Christol et nous per-
mettrait d'utiliser sa caracterisation des elements algebriques
portant sur les coefficients de leur developpement de Taylor.

Notons que notre definition plus generale (peut-etre seulement
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en apparence) facilite la demonstration de certaines proprietes des
elements algebriques, mais Γetude fine faite par Christol lui permet
d'obtenir des proprietes supplementaires (stabilite par produit de
Hadamard et par produit de Hurewicz, par exemple).

1.3.8. Le theoreme suivant montre que les elements algebriques
s'introduisent naturellement lorsqu'on considere des fonctions inverses
d'elements algebriques. Nous verrons en annexe egalement que les
elements algebriques apparaissent en liaison avec une structure de
Frobenius.

THEOREME (Krasner). Soit f un element analytique sur D(a, r~)
realisant une bijection de D(a, r~) sur D(0, 1"). Alors, la function
inverse f~γ est un element algebrique sur D(0, 1~).

REMARQUE. Soit /, element analytique sur £)(0, 1~), realisant
une bijection de D(0, 1~) sur lui-meme. On voit facilement que, par
passage aux classes residuelles, / definit une fraction rationnelle /
sur K. Alors, d'apres Motzkin [12], f~~ι est un element analytique
si, et seulement si, / est une homographie. (La necessite est triviale
puisque, si c'est le cas, ff~λ = f~1f= id,)

Demonstration. II est bien connu que f'1 est une fonction
analytique bornee sur Z)(0, 1~). II suffit de montrer que f~ιeθ(Ω).

Par un changement affine de variable, on peut se ramener au
cas oύ / est defini sur D(0, 1~).

II est clair que Γelement analytique / (defini originellement
seulement sur le disque D(0, 1") de K) s?etend en un element
analytique f(y), a coefficients dans K, defini sur Γunion des classes
residuelles de ^/ qui sont transcendantes sur le corps residuel de
K, soit A cet ensemble. La fonction f(y) — x (oύ x e ^ designe
Γapplication identique de D(0, 1~) dans lui-meme) est done un element
analytique sur A a coefficients dans EQ, done a coefficients dans E.
II resulte du lemme de Hensel que les zeros de f(y) — x situes dans
A sont algebriques sur E, done appartiennent a θ(E&ls) c Θ(Ω).

Par definition, f~\ considere comme element de ^ , est un
zero de f{y) — x. II reste done a demontrer que f"1 e A, ce qui est
evident, car si f~\x) = Σ an%n, d(f, KΆlg) = suφnZ1 \an\ = 1.

EXEMPLE 1.3.9. Soit π = p-1"*-". La fonction f(x) = (1/π) log(l +
πx) est un element analytique dans D(0, 1") (le rayon de convergence
de son developpement de Taylor en 0 est > 1), et realise une bijec-
tion de D(10, I") sur D(0, 1").
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La fonction inverse, f~ι(x) = (1/ττ) (exp (πx) — 1), est done un
element algebrique sur D(Q, 1").

La demonstration du Theoreme 1.3.8 nous indique que la fonction
(1/ττ) exp (πx) est solution d'un polynδme a coefficients dans E et
effectivement elle est solution de Γequation Yp — πp exp (pπx) = 0 et
Γon a πp exp (pπx) qui appartient a E. Ce resultat est classique et
a deja ete utilise pour obtenir des prolongements de Γexponentielle.

1.4. Nous rappelons ici quelques inclusions que nous utiliserons
par la suite. A Γexception de W, qui est un anneau, tous les
espaces indiques sont des corps values et les injections sont des
morphismes de corps values.

Q = K(x) c έf c JT- c Wa W c W" = W'c c <%r - (9r"alff)e

Q = K(x) c £? = Eoΰ c β = (£ fa lg)c .

2* Disque Generique* Representation des germes de fonc-
tions meromorphes bornees*

2.1. Point generique. Disque generique. L'application identi-
que de D(0, 1~) dans lui-meme est un element de W done de W.
Ce point de "W" sera appele le point generique et sera note t. Le
disque D(t, 1") de Ύ/^ sera appele le disque generique.

2.2. L'application τ. Pour chaque u e *W\ on pose: τ(u) —
Σn>o(Dnu/n\)(Y — t)n. Comme \Dnujn\ \ ̂  \u\, la serie τ(u) converge
dans le disque generique et definit une fonction analytique bornee,
a coefficients dans Ύ/^, dans le disque generique. De plus,

Par ailleurs,

τ(uf) = ^U^L(Y - t)n = τ(u)' .

La formule de Leibnitz s'ecrit:

Dn(
n! i=u i ! (n — j)\

ce qui donne:

= τ(u)τ(v) .

Enfin, il est evident que: τ(u + v) = τ(u) + r(v). On a done
montre le theoreme suivant.
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THEOR^ME 2.3. L'application τ definit un morphisme de corps
value avec derivation de "W" dans I}anneau des fonctions analytiques
bornees dans le disque generique.

2.4. Interpretation de Γapplication τ. Pour les applications
que nous avons en vue, n'importe quel point t de Ύ/^ pourrait jouer
le role de point generique. Mais le choix particulier que nous avons
fait nous donne une interpretation particulierement interessante de
τ{u) lorsque u est un germe d'element analytique au bord de D(0, 1~).

Si u{x) = x est Γapplication identique de JD(0, 1") dans lui-meme,
on obtient d'apres la definition, τ(u) = t + (Y — t) = Y. Comme τ
est un morphisme de corps on en deduit que, pour tout u e K(x) —
EoczW, on a τ(u) = u(Y). Observons que u(Y) n'a pas de poles dans
le disque generique car Γimage t άe t dans le corps residuel de
W~ est transcendante sur K corps residuel de K. Si uβtf, d'apres
le Theoreme 1.2.2, u = limnun avec uneEQ, et comme Γapplication τ
converse la valeur absolue, τiu) = limnτ(un) = limn un(Y) ce qui
montre que τ{u) est le prolongement analytique (au sens de Krasner)
de u dans le disque generique pD(t, 1~). On retrouve ainsi la defini-
tion originelle de Dwork [8].

Puisque EQ s^identifie avec τ(E0), E complete de Eo pour la
norme frontiere, s'identifie avec τ(E), complete de z(E0) pour la
norme de la convergence uniforme sur le disque generique. Doren-
avant, nous noterons E Γespace τ(E) des elements analytiques sur
le disque generique a coefficients dans K.

3* Equations difϊerentielles dans le disque generique*

3.1. Soit π = (πv)veN une suite decroissante au sens large de
nombres reels > 0 tels que π0 = 1 et que πjπv+1 soit croissante au
sens large. On note Wl Γespace de Banach des germes de fonctions
analytiques en a:

+ o

u - Σ K(x - a)v 6 3 -̂[[α? - a]]

tels que

u\\π =

muni de la norme uv-+ | | ^ | | s .
Lorsque π est la suite πu = lj(y + l)α, a ^ 0, on ecrit W? —

Wa(Wa est Γespace des fonctions analytiques dans D(a, 1~) de crois-
sance logarithmique d'ordre a). II est clair que Wl = W(D(a, 1"))
est Γespace des fonctions analytiques bornees dans D(a, 1").
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Nous noterons ,s>/J Γespace des fonctions analytiques dans le
disque D(a, r~). On ecrira >s>fa au bien de jzfj .

3.2. Soit Ef un sous-corps de Wt° complet pour la norme de la
convergence uniforme sur D(t, 1") et stable par derivation.

Ainsi E s'identifiant a la fermeture de τ(£f) dans Wi est un
sous-corps ferme de Wt° stable par derivation. II en est de meme
pour τ(5^O fermeture de τ(W). II en est egalement de meme pour
F fermeture de τ(J^) dans Wt°.

Les proprietes etablies anterieurement ([8], [10], [3]) sur les
operateurs difFerentiels lineaires a coefficients dans E se generalisent
sans peine aux operateurs a coefficients dans Er: il suffit dans les
demonstrations de remplacer E par E'.

Notons &E> = E'[D] Γanneau des operateurs difFerentiels a
coefficients dans Ef'. Alors &E, agit sur Wt

π avec la norme d?oper-
ateur

V „ TΛm II „
I Z-i

THEOREME 3.3. Soit L e . ^ / , soit R le generateur unitaire de
la π-fermeture dans &E, de Videal .^gE>L. Alors:

KevtR= WrnKeτL.

(KertJ? designe Vespaee vectoriel des germes de fonctions analytiques
en t, annihilees par R.) (cf. [13], Theorem 2.6).

COROLLAIRE 3.4. Si L est d'ordre n, alors: J ^ ί l K e r L c WΓ1-
(Cf. [8], Theorem 2.)

4* Equations difϊerentielles dans une couronne*

4.1. Nous noterons ,s^ Γespace des germes de fonctions analy-
tiques au bord de D(0, 1~) a coefficients dans K, c?est-a-dire *s$f =
lim ind^i J^(z/r), oύ J^(Jr) designe Γespace des fonctions analytiques
dans la couronne Δr = D(0, 1~) — Z)(0, r~~).

Nous noterons ^€ Γespace des germes de fonctions meromorphes
au bord de D(0, 1"), c?est-a-dire le corps des fractions de Jzf.

Enfin, ^ V = W[D] designers Γanneau des operateurs difFerentiels
a coefficients dans W.

Si L = ΣjcτnDme ,^y, nous poserons: TL — Στ(cJZ) m qui appar-
tient a &&, oύ Er designe le complete de τ(Wr) dans W?.

THEOREME 4.2. Soit L e &w. S'il exίste u e ^ annihile par
L, il existe v e Wi annihile par τL. (cf. [13], Theorem 3.5).



SUR LES EQUATIONS DIFFfiRENTIELLES LINEAIRES p-ADIQUES (II) 405

L E M M E 4.3. Les elements ul9 -'-,un de Wr sont lineairement

independants sur Ksi, et settlement si, τ(u^), •• , τ ( u n ) sont lineaire-

ment independants sur W~.

Demonstration. Si u e W et ur = 0, alors ue K, il en resulte
de f aςon classique que uu , un sont lineairement independants sur
K si, et seulement si,

Wr(uu '"9un) = 0 ,

oύ Wr designe le Wronskien.
De meme, si v e Wt° et vf = 0, alors v 6 W', et done T(UJ)9 ,

τ(un) sont lineairement independants sur Ω si, et seulement si,

Mais, d'apres le Theoreme 2.3.,

τWr(ulf - - -, O =

ce qui acheve la demonstration.

THEORέME 4.4. /Soίί L e , ^ . 0^ α:

dim (Ker L n TΓ') ^ dim (Ker ΓL Π W7) .

Demonstration. Soit (^, ••-,%„) une base de Ker L Π TF'. Alors
τζuj), , τ(un) sont visiblement des elements de Ker τL Π l^t0, lineaire-
ment independants sur CW d'apres le Lemme 4.3.

4.3. Application a un resultat d'Ogus. Cette application m'a
ete indiquee par B. Dwork. Je n?ai pas de reference concernant la
demonstration d'Ogus et j'ignore si Γidee de sa demonstration est
similaire a Γidee utlisee ici; mais on verra que les notions que nous
avons developpees precedemment se pretent naturellement a la
resolution du probleme pose.

Rappelons (Cf. § 1.1.1) qu'un element u du complete Wc de W
est tel que

U = Σ
n=—co

avec supw | an \ < + oo et limra_oo | an \ = 0.
Par ailleurs une fonction analytique v bornee dans le disque

D(0, 1-) (ve W(D(0,1")) = WS) est de la forme v = Σ ^ o ^ X " avec
supra I an I < + oo

Considerons le systeme
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(*) Y'= AY

oύ Y = I I et A est une n x n matrice a coefficients dans Wo°.

\yj

Conjecture. Toute solution de (*) dans (Wc)n appartient a
(WoT

Cette conjecture a ete demontree par Ogus lorsque le systeme
(*) possede une famille complete de solutions. On a precisement

THEOREME. (Ogus) Si le systeme (*) possede n solutions lineaire-
ment independantes dans (Wc)n, alors ces solutions sont dans (WH)n.

Demonstration. Soient Yx Yn ces solutions. Alors comme
dans le theoreme 4.4 on voit que τ(Y0)

 mτ(Yn) sont n solutions de
(*) analytiques bornees dans le disque generique (c'est-a-dire appar-
tenant a Wί). Comme le systeme (*) n'a pas de points singuliers
dans le disque D(0, 1~), on peut, par une methode standard (Cf.
Transfer principle [8] Theorem 3), deduire de ^existence d'une
famille complete de solutions bornees dans le disque generique que
toutes les solutions formelles de (*) au voisinage de 0 sont des
fonctions analytiques bornees dans D(0, 1").

5* Equations differentielles dans une couronne (suite)*

5.1. Nous avons regroupe dans ce paragraphe les resultats
pour lesquels nous avons besoin d'une hypothese supplementaire sur
les coefficients de Γoperateur L.

Nous supposerons que L e ^ V verifie la condition suivante:
(*) II existe un sous-corps V de W stable par derivation, tel

que les coefficients de L appartiennent a V.
Remarquons que si ueW, alors 1/u e W si, et seulement si, u n'a
qu'un nombre fini de zeros dans une couronne Δr — D(0, 1"")—D(0, r~),
ou u est defini.

Par exemple, Γespace ά^ des germes de functions algebriques
au bord de D(0, 1~) est un sous-corps de W stable par derivation.

Si la valuation de K est discrete, W est un corps, et done la
condition (*) est toujours verifiee.

5.2. Dans certains cas, nous allons demander au sous-corps V
d'etre de plus ferme dans W. Cette derniere hypothese est inno-
cente comme le montre le lemme suivant.
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LEMME. Si V est un sous-corps de W, stable par derivation,
son adherence dans W est un sous-corps stable par derivation.

Demonstration. Comme W est un anneau stable par derivation
et que la derivation est continue, il est clair que V, adherence de
V dans W, est un anneau stable par derivation. Pour montrer que
V est un corps, il suffit de montrer que, pour tout v Φ 0 de V,
1/v G V", et pour cela il suffit de montrer que 1/v 6 W. Cette derniere
assertion equivaut a dire que, pour un r 6 ]0, 1[, v est analytique
dans la couronne Δr = D(0, 1") — D(0, r~) et ne s'y annule pas (on
considere v comme defini sur la clδture algebrique ifalg de K).

Or, si v Φ 0 appartient a V, il existe u e V tel que | u — v | <
\v\/2. On peut choisir r suffisamment voisin de 1 pour que u et v
soient analytiques sur Δr et que, pour tout pβ(r, 1), on ait:

\u\o(p) = \v\Q(p)>2\v\β e t \u-v\o(p)<2\v\/Z

(on utilise la continuite de la fonction de valuation). De plus, comme
V est un corps, 1/u e W, et done on peut choisir r assez voisin de
1 pour que u ne s'annule pas dans Δr. On a alors, pour tout x e Δr:

\u(x)\ = \u\0(\x\) > 2 1 v | / 3 >\u~ v\o(\x\) ^ \u(x) - v(x)\ ,

et ceci montre que v ne s'annule pas non plus dans Δr, ce qui
acheve la demonstration du lemme.

5.3. Equations differentielles non lineaires.

5.3.1. Nous nous proposons de generaliser les resultats de [10],
§ 3 concernant les solutions ueEs d'un systeme de s equations
differentielles non lineaires a s inconnues a coefficients elements
analytiques sur un ensemble "standard" A. Les resultats obtenus
etaient de deux types.

(a) Si A est une couronne Δr — D(0, 1") — D(0, r~), re]0, 1[ , on
montre que u se prolonge analytiquement sur une couronne Δv,y r ^
rf < 1.

(b) Si A est une union de classes residuelles, on montre que u
se prolonge analytiquement dans toutes ces classes sauf au plus un
nombre fini.

Ce que nous allons faire ici e'est generaliser le resultat (a) au
cas oύ les coefficients sont des functions analytiques bornees sur une
couronne Δr. Comme il n'y a pas moyen d'associer entre elles les
fonctions analytiques bornees dans deux classes residuelles distinctes,
il est clair que le resultat (b) est denue de signification dans ce
contexte. Mais dans le cas des coefficients elements algebriques, le
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prolongement algebrique (§ 6) nous permettra d'associer les elements
algebriques dans deux classes residuelles distinctes et nous montre-
rons au paragraphe 7.1.2 que le resultat (b) s'etend au cas des
elements algebriques.

5.3.2. Soient s, m deux entiers positifs, p un nombre reel
positif et r e [0, 1]. On note Δr la couronne Δr = D(0, 1~) - D(0, r~).
Soit V un sous-corps ferme de W stable par derivation. Posant
X=(XU -- ,XS), Γ = ( Γ 1 , •-., F,), soit

F(X, Y) = Σ W ! ^

la somme portant sur tous les μ et v dans Z+, avec la convention
habituelle Xμ = X^- -X;s, et les coefficients Cμ>u appartenant a
(Ffl W{Ar))m, c'est-a-dire sont des m-vecteurs dont les coefficients
sont des functions analytiques bornees de la meme variable x sur
Δr et de plus appartiennent a V. On suppose que cette serie con-
verge lorsque x e Δr et les X% Y% appartiennent a D(0, p+), ce qui
equivaut a la condition

l i m paf^\\Cμv\\ = 0 ,

oύ \(μf v)\ = Σ--1/Λ + Σί=i v% e^ \\C!ljV\\jr le maximum des sup-normes
sur Δr des composantes de C/ί;V.

Soit Ef la fermeture dans Wi de τ ( F ) . On pose:

*F(X, Y) = Σ/C^XtΎ* .

Soit u = (ul9 -—,u8) une solution dans (EΌ5 du systeme rF(X,
DX) = 0 telle que:

I u \ = sup I u t I < p .

Nous definissons Γapplication tangente a τF en u comme etant
Γapplication de (s/t)

s dans (,P<)W definie par la formule

Lu(zlf ••-,*,) = £ ^ - | ^ ( ^ , ^ ) + Σ *'i -£S-(u, nf)

ou ^ = DZi et uf — Du.
Avec ces hypotheses et ces notations, on a le resultat suivant.

THEOREMS 5.3.3. Si Lu est injectίve sur G^)% alors ueτ(V).

La demonstration est identique a celle du Theoreme 3.1.6 de
[10] avec les modifications suivantes. On remplacera "A ensemble
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standard" par "couronne Δr" "B sous-ensemble super admissible" par
"couronne Δψ. avec r ^ r ' < 1", "H(B)" par "Vf) W(Δr,)"f "Eo" par
ttΓ ou "τ(V)" (voir le commentaire ulterieur), "E" par "E"9, &
sera done interprete comme etant E'[D] et &0 comme etant
τ(V)[D].

Ainsi qu'on Pa indique au paragraphe 2.4, il y a une identifica-
tion naturelle entre Eo et τ(EQ). Cette identification naturelle
n'existe plus entre V et τ(V), e'est pourquoi il faut remplacer J57O

tantδt par V, tantδt par τ(V), le contexte ne laissant d'ailleurs
aucune ambigiiite.

L'hypothese que V est ferme dans W sert a demontrer que
V Pi W{Ar>) est complet. (On utilise le fait que la topologie de la
convergence uniforme sur ΔT> est plus fine que la topologie definie
par la nor me frontiere.) Cette hypothese est essentielle.

5.4. Comme dans [10], on deduit de ce theoreme une propriete
de reductibilite des operateurs difFerentiels lineaires a coefficients
dans V.

TϋέORέME. Soit V un sous-corps stable par derivation de W,
ferme dans W. Soit re]0, 1]. Soit Le.^?v. II existe Re.<Z?v

unitaire, divisant L a droite, tel que:

Ker, TR = τ (KerΓL Π J^ r ) .

(cf. [10], Theorem 4.1.2).

Notons que Γhypothese que V est ferme dans W est essentielle.
Ainsi, P. Monsky nous a indique ([11], § 4.26.1) un operateur L e
K(X)[D] irreductible dans K(X)[D], du second ordre, mais tel que
dimKerΓL Π J ^ = 1.

L'operateur R du theoreme n'a done pas ses coefficients dans
K(X), mais dans Γadherence de K(X) dans W, e'est-a-dire que ces
coefficients sont des germes d'elements analytiques au bord de D(0, 1").

Rappelons que Γespace des germes d^elements algebriques au
bord de D(0f 1~) est ferme dans W.

5.5. Soit Le.^V verifiant la condition (*). Alors

dim (Ker L f) ^ ) £ dim (Ker τL Π JϊQ -
K

Demonstration. Soit R Γoperateur associe a L par le Theoreme
5.4, pour r = 1. On a L — QR avec Q, Rz&w. De plus, d'apres
la definition de R,

Ker *Q n J ^ = {0}.
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II en resulte, grace au Theoreme 4.2, que

Ker Q n ^ - {0} .

Par consequent,

dim (Ker L Π . '/?) = dim (Ker R Π ̂ /Z) ^ ordre R = ordre rR
K K

= dim (Ker TL Π .szQ .
7/'

THEOREME 5.6. Soit Le/jgw verίfiant la condition (*) eί ά
coefficients analytiques dans D(0, 1~). >Si

dim (Ker L Π ..î J) = dim (Ker ZL n .iVj) ,

Z/ α un indice en tant qu'operateur lineaire dans ,s>/^ (cf. [10],
Theorem 4.4.)

THEOREME 5.7. Soit L e . ^ r d9ordre n, verifiant la condition
(*) eί ά coefficients analytiques dans D(0, 1"). Sΐ Γequation Lu = 0
possede n solutions lineairement independantes analytiques dans
D(0, I"), on α:

Ker0 L c W^~ι .

Demonstration. D'apres le Theoreme 5.5 et Γhypothese, on
trouve

et done, d'apres le Corollaire 3.4,

Ker, L c Wr J .

Par ailleurs, d'apres la condition (*), L a au plus un nombre
fini de singularites dans D(0, 1") et, d'apres Γhypothese, ces singu-
larites sont artificielles (e'est-a-dire qu'au voisinage de chacune de
ces singularites, L possede n solutions lineairement independantes).
On utilise alors le Lemme 4.25 de [9] pour en deduire que:

Ker0 L c WΓι .

5.8. Polygone de Newton. Dans [8], Dwork associe a Γoperateur
differentiel L, dans une classe residuelle oύ L est defini, un polygone
de Newton representant la croissance des solutions de L dans cette
classe. Precisement, si L verifie les hypotheses du Theoreme 5.7, le
polygone de Newton de L relatif a la classe residuelle D(a, 1~) aura
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un cote de projection ma et de pente a si

lim (dim Kerα L n Wϊ+εIKera L n WΓε) = ma .
ε->0

On dit que L est super singulier dans la classe D{a, 1") si son
polygone de Newton dans cette classe est distinct du polygone de
Newton dans le disque generique.

Conjecture. Le polygone de Newton de L dans Z)(0, 1") est
situe au-dessus du polygone de Newton de L dans le disque generi-
que.

Nous renvoyons a [8] pour les motivations de cette conjecture.
Le Theoreme 4.4 demontre cette conjecture pour le cote de pente 0.

6* Prolongement algebrique*

6.1. Nouveau disque generique. La definition que nous avons
donnee de W", et par consequent, du disque generique qui est con-
tenu dans JP", est liee au choix de la classe residuelle D(0, 1").

Nous allons done modifier la definition du disque generique, ce
qui la rendra independante du choix d'une classe residuelle. Cela
nous permettra de mettre en correspondance les germes d'elements
algebriques dans deux classes residuelles distinctes (mais cela ne
permet plus d'associer aux germes de fonctions analytiques bornees
des fonctions analytiques dans le disque generique).

Nous reprenons les notations du paragraphe 1.3. La fraction
rationnelle x est un element de Eo = K(x) done de Ω. Cet element
sera appele le point generique et sera note t. Le disque generique
est alors le disque D(ί, 1") de Ω. Rappelons que Ω peut etre consi-
dere comme une extension valuee de K.

6.2. Nous avons remarque que la derivation etait definie sur
Ωo — Eols (mais non sur Ω). Nous posons:

On verifie sans difficulty que Fo est un sous-corps de Wϊ —
W(D(t, 1")) l'espace des fonctions analytiques bornees dans le disque
generique.

Nous noterons F le complete de Fo pour la norme de la conver-
gence uniforme sur D(t, 1~).

Rappelons que nous avons choisi un plongement θ de Ω dans Ήf
et que, par definition, &~ = W D Θ(Ω). Par consequent, θ~ι est bien
defini sur ^ et prend ses valeurs dans Ω.
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Pour chaque u e ^"~, nous posons:

τ(u) = Σ θ-{^-)(Y - tγ eΩ[[Y- t]] .

Cette definition a un sens car nous avons vu que J^ etait
stable par derivation et par consequent, pour tout n ^ 0, u{n) e

TϋέORfiME 6.3. L'application τ realise un morphisme de corps
value avec derivation de J?~ dans F.

Demonstration. Tout ce que nous avons a demontrer est que
c F (le fait que τ realise un morphisme de corps value avec

derivation se montre alors comme dans le Theoreme 2.3).
Or ceci est une consequence immediate du Lemme 1.3.4. Nous

allons etendre Γapplication τ a (Wc Π Θ{Ω^))C et montrer qu'elle envoie
cet espace dans F. Pour u e Wc Π Θ(ΩO), nous avons θ~\u) e Ωo et,
pour tout n,

nl

ce qui montre que:

(Y-ty

appartient a Fo. On a, de plus,

done τ realise une isometrie de Wc Π Θ(ΩO) dans Fo et par consequent
s'etend en une isometrie de (Wc Π Θ(ΩO))C dans F.

6.4. L'interpretation de Γapplication r dans le cas des germes
d'elements analytiques donnee au § 2.4 se transpose sens difficulte
au cas du nouveau disque generique. En particulier, on peut identi-
fier EQ = K{x) a un sous-corps de Fo et E = El a un sous-corps de
F. Notons que cette identification ne depend pas du choix du
plongement θ de Ω dans ^Λ

Tenant compte de cette identification et du Theoreme 6.3, on
voit tout de suite que Fo s'identifie a Γespace des fonctions algebri-
ques a coefficients dans K dans le disque generique (e'est-a-dire que
feF0 si, et seulement si, / est une fonction analytique dans le
disque generique et s'il existe PeK[Y, U] tel que P(Γ, f(Y)) = 0)
et, par consequent, F s'identifie aux elements algebriques dans le
disque generique a coefficients dans K.
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6.5. Prolongement algebrique. Soient D(a, 1") et D(b, 1~) deux
classes residuelles de K et notons Wa, ξfa, ^ a (resp. Wb, i?δ, J^)
les espaces des germes de fonctions analytiques bornees, d'elements
analytiques, d'elements algebriques au bord de D(a, 1~) (resp.
D(b, I")).

Nous avons deίini un morphisme τa (resp. τb) de ^~a (resp. ^l)
dans F. Comme Γapplication θ de Ω dans ^ n'etait definie qu'a
un element de Gal (Ω/E) pres, le morphisme τa n'est defini, lui
aussi, qu'a un element de Gal (Ω/E) pres. Plus precisement, soit
σ e Gal (Ω/E). Si u = Σ ^ o un(Y - t)n, un e Ω, on pose σ(u) =
Σn^ί^nX^— ί ) n Alors α deίinit un automorphisme de F (qui laisse
invariants les elements de E consideres comme elements de F). II
est clair que σ°τa definit un autre morphisme de corps value diffe-
rentiel de ^ dans F.

Si / 6 ̂ a, τa(f) sera considere comme un prolongement algebri-
que de / dans le disque generique. Les autres prolongements de /
etant les σ(τa(f))9 σeGal(Ω/E). On voit que si fe ξ?α, f a un seul
prolongement dans le disque generique. Si / 6 ^ ^ et g£J^l, on dit
que g est un prolongement algebrique de / s'il existe σ 6 Gal (Ω/E)
tel que τα(f) = σ(τb(g)).

Comme dans le cas des "fonctions" multiformes, ces prolonge-
ments algebriques sont a manier avec les precautions d'usage. Mais
notons qu'ici Γon peut aussi choisir une branche particuliere: pour
un choix particulier des morphismes τα et r6, il est clair que τ6~

1orα

definit un morphisme de corps value differentiel de τιι(Fαh) sur
TΓKFJ oύ Fαb - τα(^α) n τb(^rb).

Dans le cas ou fe g?α, alors g e ^b et, d'apres les resultats de
[10], ce prolongement correspond avec le prolongement analytique
usuel a la Krasner.

EXEMPLE 6.6. Prolongement de lα fonction exponentίelle. On
a vu que / = eπx etait un element algebrique dans D(0,1~). Comme
/ satisfait Γequation differentielle / ' — πf — 0, son prolongement
algebrique g dans D(α, 1~), s'il existe, doit satisfaire la meme equa-
tion. On a done g — cexpπ(# — α). Le probleme est de determiner
quels sont les choix convenables de c. Or / satisfait Γequation
algebrique /p=exp(τrpα?), et exp(πpx) appartient a E. II en resulte
que g est solution de la meme equation, et on obtient ainsi:

cp = exp πpα .

On trouve, pour c, p valeurs qui sont les racines p-iemes de
exp (πpα). II reste a montrer que ces p valeurs sont admissibles.
Ceci equivaut a montrer que le polynδme Yp — exp (πpx) est irreduc-
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tible sur E[Y]. Or cette equation a pour racines, dans ^ ,
7 exp (πx) avec 7 racines p-iemes de Γunite. Le produit de k de
ces racines est de la forme a exp (πkx) et n'appartient pas a E pour
k < p, ce qui montre Γirreductibilite sur E du polynδme considere.

6.7. Prolongement des fonctions algebriques. Nous allons
montrer que les fonctions algebriques dans le disque generique (c'est-
a-dire les elements de Fo) possedent un prolongement algebrique
dans presque toutes les classes residuelles (nous montrerons en fait
un resultat un peu plus fort). Cette propriete, jointe au fait que
Fo est dense dans F, jouera dans les applications un role similaire
a celui joue par la propriete que Eo est dense dans E et que ses
elements, les fractions rationnelles, definissent des elements analy-
tiques dans presque toutes les classes residuelles.

Soit A une union de classes residuelles. On dit que B est un
sous-ensemble admissible de A si B contient toutes les classes
residuelles contenues dans A sauf au plus un nombre fini.

THέOREME. Soit A une union de classes residuelles. Soit ueF
une solution dyune equation P{u) = 0 avec Peτ(H(A))[Y]. Soit Q
le polynδme minimal unitaire de u dans E[Y]. II existe B, sous-
ensemble admissible de A, tel que les coefficients de Q appartiennent
a τ{H(B)) et tel que, pour toute classe residuelle ΔaB, le polynome
z~\Q) se decompose en facteurs lineaires dans W(Δ).

Demonstration. Quitte a se restreindre a un sous-ensemble
admissible Aλ άe A, on peut supposer que P est unitaire et est
premier avec P' (et PGZ(H(AJ)[Y]). Soit alors P = QR avec Q et
R unitaires appartenant a E[Y]. Alors Q et R sont forcement
premiers entre eux. Cette equation s'interprete comme un systeme
d'equations non lineaires. Nous allons utiliser le Theoreme 3.6.1. de
[10] pour ^montrer que les coefficients de Q et R appartiennent a
τ(H(A2)), oύ A2 est un sous-ensemble admissible de Ax (done de A).
Soit n le degre de Q et m le degre de R. L'application tangente
mentionnee dans le Theorem 3.6.1. de [10] est Γapplication:

(AT, N) 1 > QM + NR

oύ M (resp. JV) est un polynδme de degre au plus m — 1 (resp.
n — 1). Pour pouvoir appliquer le Theoreme 3.6.1 de [10] et con-
clure, tout ce qu'il reste a faire est de montrer que cette application
tangente est injective sur (J^[Γ]) w _i x (JK[Y])n-i ou les indices
representent la borne sur les degres. II est equivalent de montrer
que cette application est surjective sur (J^[ίΠ)m +n-i Comme Q et
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R sont premiers entre eux, il existe U et VeE[Y] tels que QU +
RV = 1. Si alors T e (^/t[Y])n+m_u soit T F = SQ + JNΓ, deg N<n =
deg Q, et AT = ΓZ7 + SΛ. On voit que:

MQ + NR= TUQ + &RQ + TVR - SQi? = Γ

e t q u e d e g M < ^ d e g (T — N R ) — d e g Q ^ m + n — 1 — n = m — l f c e
qui montre que Γ application tangente est surjective et nous per met
d'appliquer le Theoreme 3.6.1 de [10].

Par consequent, les facteurs premiers de P dans E[Y], et en
particulier le polynδme minimal unitaire Q de u, ont tous leurs
coefficients dans τ(H(A9)), oύ A3 est un sous-ensemble admissible
de A.

Soit g le discriminant de Q. g est un element de τ(H(AB)).
Notons B le complement dans A3 de Γunion des classes residuelles
contenant des racines de τ~\g) (qui sont en nombre fini).

Comme Q est irreductible sur E[Y], toutes les autres racines
de Q appartiennent a F. Soit m le degre de Q. Si 7 est une
racine de Q, posons X = (1, Y, , Γ"1"1). Alors:

(6.7.1) -M. = XG ,
dx

oύ G est une m x m matrice a coefficients dans τ(H(B)).
Pour chaque seN, il existe une m x m matrice Gs, a coefficients

dans τ{H(B)) telle que:

Comme Q a m racines distinctes dans F, le systeme differentiel
(6.7.1) possede m solutions lineairement independantes analytiques
dans le disque generique. On en neduit que:

Gs I = 0(1) quand s > + oo

ou \GS\ designe le sup des valeurs absolues des coefficients de G8.
On en deduit que, pour toute classe residuelle ΔdB, les solutions
de Γequation

dX = X G ^
dx

au voisinage d'un point de Δ convergent dans Δ tout entier, done
les racines de τ~xQ au voisinage d'un point de Δ convergent dans Δ
tout entier, ce qui acheve la demonstration du theoreme.

7. Equations diίϊerentielles a coefficients elements algebriques*

7.1. Les resultats des paragraphes 4 et 5 s'appliquent au cas



416 P. ROBBA

d'un operateur differential L dont les coefficients sont des elements
algebriques dans une couronne. Maintenant, nous nous interessons
au cas oύ les coefficients de L se prolongent algebriquement dans
certaines classes residuelles.

Une union de classes residuelles de K\J{oo} sera appelee un
ensemble standard.

Soit A un ensemble standard. Soit u un element algebrique
dans une classe residuelle de A qui se prolonge dans les autres
classes residuelles de A. Cela signifie que pour chaque classe Δ de
A, il existe un morphisme τχ\ J?r

Δ->FJ tel que pour tous Δ et Δr

contenus dans A, on ait τΔ(u) = τΔ,(u). Ici J^~Δ designe Γanneau des
elements algebriques sur Δ.

Pour chaque classe residuelle Δ de Kf]{°°}9 nous choisissons un
morphisme τΔ de ^Δ dans ^~.

Si A est un ensemble standard, nous posons:

FA = ΓΊ ΈΔ(*^Δ)
ΔczA

Si B est un ensemble standard contenu dans A, il est clair que
FAc:FB. Cette definition depend du choix des τΔ.

Un sous-ensemble standard B d'un ensemble standard A sera
dit sous-ensemble admissible si B contient toutes les classes residuel-
les de A sauf au plus un ensemble fini.

7.2. Equations differentielles non lineaires.

7.2.1. Soit A un ensemble standard. Comme au paragraphe
5.3.2, on considere

r {Λ.f ϊ ) = 2-k lsμ,»Λ' •* >
μ,ι>

mais, cette fois, on suppose que Cμ,u 6 (FA)
S. On suppose encore que:

l i m pHμ'u)ι\\Cμ>v\\ = 0 ,

oύ II (?/£,„ II designe le maximum des valeurs absolues des coefficients
de CμJ.

Soit u 6 Fs une solution du systeme: F(X, dX/dx) = 0.
On definit encore Γapplication tangente en u par la formule:

On a alors le resultat suivant.

THEOREME 7.2.2. Si Lu est injective sur (J^) s, il existe un
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sous-ensemble admissible B de A tel que ueFB.

La demonstration est identique a celle du Theoreme 3.1.6 de
[10], et se simplifie du fait que Γon ne considere qu'un sous-ensemble
admissible B et non super admissible. Notons que ce que nous
appelons ici ensemble standard est appele dans [10] ensemble "very
standard".

Les modifications a apporter sont les suivantes. On remplacera
"super admissible" par "admissible", «H(B)" "Eo" et "E" par "FB"
"Fo" et "F". Alors & sera interprete comme etant F[D] et ^ 0

comme etant FQ[D].
Comme B est standard (very standard dans [10]), on a eB = 1

et on n'a pas a tenir compte du Lemme 3.3 de [10] et de son corol-
laire.

On utilise le Theoreme 6.7 pour montrer que, pour tout ensemble
standard A et tout ξ e Fo, il existe un sous-ensemble admissible B
de A tel que ξ e FB.

Enfin, comme τX^*Δ) est ferme dans F pour toute classe resi-
duelle Δ, on voit que, pour tout B standard, FB est ferme dans F
done complet.

7.3. Soit A un ensemble standard. Soit LeHA[D] et soit r e
]0, 1]. L'intersection de Ker tL avec J%ft

r determine un facteur
unitaire M de L et, par le Theoreme 3.3, on a:

L = NM

Ker, M = J ^ r Π Ker, L

et M et N appartiennent a F[D],

THέORέME. II existe un sous-ensemble admissible B de A tel que
MeFB[D]. (Cf. [10], Theorem 4.1.2.)

THEORI&ME 7.4. Soit A un ensemble standard contenant une
infinite de classes residuelles. Soit LeFA[D]. Pour toute classe
residuelle Δ = D{a, 1~) de A, sauf au plus un nombre fini d'entre
elles, on a:

dim (Ker τγ(L) Π JK) = dim (Ker L Π J*ί) .
K Ω

Demonstration. On prend r = 1 et on applique le Theoreme 7.3.
Alors L — NM avec M unitaire, Ker* AT = {0}, KertM(ZJ^t et N et
M appartiennent a FB[D]. II resulte alors du Theoreme 4.2 que si
la classe residuelle Δ = D(a, 1~) est contenue dans B
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Ker τ~Δ\N) Π J*a = {0} .

Par ailleurs, τγ(M) n'a pas de singularities dans Δ puisque M
est unitaire. II decoule alors classiquement du fait que
que:

Ker τj\M)

On a alors:

Ker τΛL) Π .i^. = Ker rj^Af) Π J <

et done:

dim (Ker τj\L) (Ί *SK) = ordre M = dim (ker L n
K Ω

7.5. Plus generalement, on conjecture que L est super singulier
(cf. § 5.8) dans au plus un nombre fini de classes residuelles.
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