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DEGRE MINIMUM DES POLYNOMES /(Σ*U *.•**")
SUR LES CORPS FINIS DE CARACTERISTIQUE

p > m

S. AGOU

Let fix) be an irreducible polynomial over the finite field
Fp*. In this paper we give explicitly the minimum degree
of the irreducible factors in FpS[x] of the polynomial
f(Σι?=o a,iXpri/) where p > m and di^Fps. We also give some
other related results.

0* Rappels* Soient u{X) e FP*[X] un polyncme et R Γensemble
de ses racines.

0.1. Le polynδme u(X) est dit "hyponormal sur le corps fini
Fp" s'il existe une racine xoeR telle que pour tout xeR on ait

0.2. Si u{X) est hyponormal sur FpS alors le degre [F9 (x0): Fp»]
s'appelle "le degre minimum du polynδme hyponormal u(X) sur
Fps". On notera que ce degre divise les entiers [Fp*(x)ι FpS] pour
chaque xe R.

0.3. Un polynδme non nul de la forme gm(X) = Σ?=o ^iXpr% de
FpS[X] oύ r est un entier arbitraire est appele un "pr-polynδme de
FAX]".

0.4. Dans Γensemble des pr-polyn6mes de FpS[X] on α, a Γaide
du "produit symbolique" au sens de Ore, [6], pour h entier, la rela-
tion

X
( * )

- ς(X) + u(X) x gm{X) avec deg (f (X)) < p - ,
ξ(X)9 u(X) etant des pr-polynδmes lorsqu'ils sont non nuls. Cette
relation est equivalente a celle donnee par la division euclidienne
usuelle. De plus pour tout XβFpSι on a Xphr = ς(X) + u(X) +
u(gm(X) — λ). Dans "I'algorithme d'Euclide" de recherche du p.g.c.d.
de deux pr-polynδmes de FP*[X], c'est-a-dire par divisions euclidien-
nes successives, les seuls polynδmes qui apparaissent dans les formules
sont par consequent des pr-polynδmes et le polynδme nul.

Par ailleurs, si on considere la relation

(**) Xh = ξ,(X) + u,(X) (± atX') avec deg fa(X)) < m
\ί=o I

une diίBculte surgit: c'est Γexplicitation des polynδmes ξ(X) et u{X)
de la relation (*) a l'aide des polynδmes ξx{X) et ux(X). Nous
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envisageons de donner dans un travail ulterieur la solution de ce
probleme. Ceci etant on a le

1* Resultat fondamentaL

PROPOSITION 1.1. Soient m, n, r, s des entίers strictement
positίfs. Soit p un entier premier, tel que p > m. Soient dans
FP*[X] respectivement un polynome f(X) irreductible de degre n et
gm(X) = ΣΓ=o diXpr% un pr-polynome tel que a0 Φ 0. Alors le degre
minimum du polynome hyponormal f(gm{X)) sur FpS est n ou n pk+1

oύ k est le plus grand entier tel que pk\r/(r, sn).

Tout d'abord la proposition a ete etablie dans des publications
anterieures [1, 2, 3] pour m = 1, m = 2, et en outre on y a donne
explicitement entre autres, les conditions d'occurence de chaque
eventualite. On designe par θ une racine dans Fpί» du polynome
irreductible f(X) et on pose q = ^cwr>s^.

Soit x une racine d'ordre t de gm{X) — θ. On a done gm(X) —
θ = (X — xYH(X) avec H(x) Φ 0. Par derivation on obtient a0 =
t{X - xγ-ιH{X) + (X- x)Ή'(X). II en resulte que la condition
α0 Φ 0 est equivalente a ί = l. Ainsi gm(X) — θ n'a que des racines
simples. Puisque p > m, les racines de gm(X) — θ sont contenues
dans le corps F p^?^) oύ p est un entier convenable dont Γexplicita-
tion est inutile ici.

Les notations et hypotheses ci-dessus seront utilisees tout au
long de ce travail. Toute alteration sera expressement mentionnee.
La numerotation des formules est interne a chaque paragraphe.

Preuve de la Proposition 1.1. Pour etablir cette preuve on va
examiner differents cas. On procede par recurrence sur Γentier m,
en supposant m ^ 2 et la proposition etablie pour tous les polynδmes
de Fpsn[X], de la forme gm>(X) + λ pour 1 <̂  m' < m, oύ gm>{X) est
un pr-polyn6me tel que gm'{X) + λ n'ait que des racines simples. On
designer a, ci-dessous par (H) cette hypothese de recurrence.

1° Cas. Si (gm(X) - θ, Xq - X) = 1 alors, comme gm{X) - θ est
hyponormal sur Fp™, son degre minimum sur F9™ est de la forme
pa\ On a les conditions v^)(V^^v^ e ^ p«01 pp[»* ,.»]/.nβ O r

[mr, sn]/sn = pk d avec (δ, p) = 1. II en resulte que α0 = ft + 1.

2° Cαs. Si (ffm(X) - θ, Xq - X) Φ 1 et si gm(X) - Θ\X* - X.
Le polynome (gm(X) — θ, Xq — X) appartient a Fpsn[X], Ce polynome
est par hypothese non constant. De plus ce polynome a des racines
simples et satisfait a Γhypothese de recurrence (H). II en resulte,
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puisqu'il a une racine dans Fqf que gJ(X) — θ a une racine dans
Fpsn.

3° Cas. Si gm(X) ~ θ\Xq - X.
Alors il existe un pr-polynδme u(X) de FpS[X] tel que Γon ait

(1) Xq~ X = u(gm(X) -θ) = n(gm{X)) .

De (1) on deduit que

(JP - X - </w(u(X)))(<7w(X)) = (<7m(X))< - </JX) - gu(u(gm(X)))

= (0m(X))« - flrβ(JC) - Λ Λ X - X ) .

Comme gm(X) e F2,S[X] c Fα[X] on en deduit que

(jp - X - fiF.(tt(Z)))(ffm(X)) - 0 .

Par suite on a

(2) X* - X = gm{u{X)) .

On est alors conduit a Γetude suivante.
(a) Si (gm(X) ~ θ, u{X)) Φ 1 et si ^W(X) - θ\u(X), alors le

polynδme (^m(X) - θ, u(X))(£FpSn et satisfait a Γhypothese (H).
La relation (1) montre alors que (gm(X) — θ, u{X)) a une racine

dans Fp8n, et par consequent gm{X) — θ aussi.
(b) Si gm(X) — β\u(X), alors il existe un pr-polynδme uλ(X) de

FpS[X] tel que

( 3) u{X) - ux{gm{X) -θ) = u

De (3) on deduit en tenant compte de (1) et de (2) que

(u(X) - gMX))Xgm(X)) = u(gm(X)) - gm{u{X)) = 0 .

DΌύ

(4) u{X) = gJ

On est amene a examiner les sous-cas suivants.
(bl) Si (gm(X) - θ9 u,(X)) Φ 1 et si gm(X) - θ\uι(X) alors par

un raisonnement deja vu on en deduit que gm(X) — θ a une racine
dans Fps*.

(b2) Si flrw(X) ~ θ\ux{X)f alors on a

( 5 ) uλ(X) = u2(gm(X) — θ) = u2(gm(X)) oύ t£2(X) est un ^r-polynδme
de F

On en deduit que K(X) - gJMiXMgJ.X)) = ̂ (^(X)) - ^(^(X)) = 0,
d'oύ
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( 6 ) uHX) = gJL

A ce stade Γetude est a refaire a partir du polynδme u2(X). Sup-
posons done que pour un indice Z, I ̂  1, on ait

ut(X) = uι+ί(gm(X) - 0) = uι+1(9u(X))

( 7 ) et

DΌύ

(8) ut(X) = gM(uι+ι(X))-

DΌύ les sous-cas:
(b21) Si (7) se produit pour toutes les valeurs possibles de

Γentier I, alors gm(X) — θ est un pr-polyn6me de FpS[X] et done
0 = 0, ainsi gm{X) — θ a une racine dans F ^ dFpsn.

(b22) S'il existe un entier I minimal, tel que gm(X) — θ\uι{X)
alors on a deux nouveaux sous-cas.

(b221) Ou bien (gm(X) — θ, Uι(X)) Φ 1 alors on sait que cela
conduit a Γexistence d'une racine dans FpSn pour gm{X) — 0.

(b222) Ou bien (gm(X) - θf u^X)) = 1.
Provisoirement nous allons laisser de cote cette derniere eventualite.
Enfin on doit examiner le sous-cas.

(c) Si (gm(X) - θ, u(X)) - 1.
On peut ecrire

9 u(X) - r^X) + uMX) - θ) ,

avec deg (r^X)) < deg (gm(X)) ,

oύ uλ(X) 6 FpS[X] est un pr-polyn6me.
Maintenant on doit envisager les possibilites suivantes:

(cl) Si rm_x(X) G Fpsn alors a nouveau on a:

(3) tt(I) = ̂ . ( I ) ) et utf) = rmΛX) Φ 0 .

( 4 )

En vertu de (1), gm(X)\Xq - X. Par suite on a w(0) = 0. Par
consequent ux{θ) est une racine non nulle, dans Fp*n, de gm(X). On
peut done ecrire

oύ Tm_i(X) est un ̂ -polynδme de Fps*[X].
Puisque α0 ̂  0, alors 7m_χ(X) — 0 n'a que des racines simples.
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L'hypothese de recurrence (H) montre que si ce polynδme n'a pas
de racine dans Fp**r alors dans Fp8n[X], il possede un facteur
irreductible de degre ph+1, ce qui est absurde, puisque gm(X) —
θ I Xq — X. Par consequent Ίm^{X) — θ possede une racine λ0 dans
Fpan. Mais alors le polynδme Xpr — u^βy^X— λ0 qui divise gm(X) — θ,
done Xq — X, a une racine dans Fp8n. Le degre minimum de
gm(X) — θ sur FpSn est done 1.

(c2) Si τm_ι(X)ίFpSn, a l'aide de Γalgorithme dΈuclide de
recherche du p.g.c.d. de gm(X) — θ et de rm_x(X) on peut ecrire les
relations

oύ i ^ O est un entier, en convenant que rm{X) = gm{X) — θ, oύ
Uι+2(X) est un pr-polynδme de Fp*n[X] et oύ enfin, Z ^ Zo, Zo etant le
plus petit entier tel que rm_h_2(X) 6 F£». De plus i6z+2(X), pour
0 ^ i <; i0 est un pr-polynδme.

On en deduit qu'il existe un pr-polynδme U(X) de FpSn[X] tel que

gm(X)-θ = \+ U(V(X))>

V(X) etant un reste convenable, non constant, et non du premier
degre, (ce point sera etabli dans la Proposition 2.1), de degre stricte-
ment inferieur a celui de gJJK) et oύ λ e FpSn. Le polynδme U(X) + λ
satisfait a Γhypothese (H) et a des racines simples. Son degre
minimum sur Fpsn ne peut etre pk+1 sinon gm(X) — θ possederait dans
sa factorisation en irreductibles de Fpsn[X] un irreductible de degre
multiple de pk+1 ce qui est impossible puisque gm(X) — Θ\X9 — X.

Ainsi U(X) + λ a une racine λ0 dans Fp3n. On peut done
reappliquer le raisonnement a V(X) — λ0 et on en deduit Γexistence
dans FpSn d'une racine pour gm{X) — θ.

Nous avons laisse en suspens le cas (b222). II est clair que ce
cas se traite a Γaide des memes arguments que le cas (c). C.Q.F.D.

Au cours de la demonstration nous avons affirme que le polynδme
V(X) ne pouvait etre du premier degre. Prouvons ce point.

2 Complements et consequences* On conserve les notations
et hypotheses du §1. Mais dans ce qui suit on ne suppose plus que
p > m. On a alors la

PROPOSITION 2.1.

Si dans Valgorithme dΈuclide de recherche d'un p.gx.d. des
polynδmes Xq — X et gm{X) — θ il apparait un reste du premier degre
alors e'est a un coefficient pres le p.g.c.d. de Xq — X et de gm{X) — θ.
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Preuve. II est possible de supposer m>2. Reprenons Palgorithme
dΈuclide de recherche d'un p.g.c.d. de Xq - X et de gm(X) - θ.

( 1 ) Xq~ X = rw_x(X) + u(gm(X) - θ)

oύ u{X) est un pr-polyn6me de FP*[X]. L'hypothese faite montre
que deg {τm_1{X)) > 0. On en deduit que

- X- gm{u{X))){gm{X)) = gm(Xq -X)~ gm(Xg -X- rm^(X) + u{β))

II en resulte que X* - X - gm(u(X)) = ρm^(X) oύ ρm^(X) est un pr-
polynδme de FP*[X] de meme degre que rm^(X) — u(θ). On a done

( 2 ) 2? - X = pm_t(X) + gm(u{X)) .

Ensuite on a les relations:

- θ = r._, + tt^

avec deg (rm_((X)) = 1. Modulo rBl_1(X) on en deduit les congruences:

gm(X) - θ =

X' - X = M(

Par (2) il vient

done

(gm(X) - ΘY - (gm(X) - θ) = gm(u(rm^(X)))

Mais

ff.(Z« - X) = (gm(X) - <?)' - (9m(X) - <?) puisque F = θ,

par suite

^m(X' - X) = gm(u(rm^X)))

Par ailleurs

gJLX< -X) = r i_ s (Z) - rm_2(X)

done on a

(3 ) P.-xir.ΛX)) = 0 .

(Observons que si deg (rOT_1(X)) = 1 alors rm_2(X) = 0 et la conclusion
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subsiste.)
II existe par consequent un pr-polynδme pm-2{X) tel que

(On a deg(^m_2(X)) - deg (rm_2(X)).)
En continuant ce processus, c'est a dire pour t < I,

si on suppose que

avec

n»-t+2(X) = rw_t(X) mod

alors on a

iθM_ί+1(rw_t(X)) s 0 mod r

d'ou

Comme rm_z(-X") est du premier degre il en resulte que pnί_ι(X) =
α l , aeF$,». Ainsi rw_z(X)|rw_z+1(X), done rw_z(X) est un p.g.c.d.

C.Q.F.D.

On observera qu'avec cette hypothese gm(X) — θ a une racine
unique dans FpSn. Cette racine est le zero de rw_z(X), done est
effectivement calculable.

REMARQUE. Dans la Proposition 1.1. (c2) on a done bien
deg (V(X)) > 1. Car si deg (V(X)) - 1, alors la relation u(gm(X) -θ) =
gm{u(X)), Γalgorithme dΈuclide de recherche du p.g.c.d. de u(X) et
de gm(X) — θ conduisent a la contradiction V(X)\(gm(X) — θ, u(X))9

lorsque dans le raisonnement ci-dessus on fait jouer a u{X) le role de
Xq - X.

On a aussi, avec les notations et hypotheses de la Proposition 1.1.
la

PROPOSITION 2.2. Soίt d un dίvίseur de Ventίer pr — 1. On
suppose a nouveau p > m. Alors le polynome /((ΣΓ=o ciiXpri)d) est
hyponormal sur FpS.

Preuve. II suffit de prouver Γhyponormalite sur Fp*n du polynome
(ΣΓ=o diX^Y — θ. Soit v0 le degre minimum sur Fp«n du polynome
hyponormal Xd — θ.

Soit alors fQ(X) un polynome irreductible de FP^[X] divisant
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Xd — Θ admettant vQ pour degre.

Le degre minimum de /o(ΣΓ=o cbiXprτ) sur Fp»» est v0 ou v0 p
d'apres la Proposition 1.1, oύ pκ° est la plus forte puissance de p
divisant r/(r, snv^.

Soit f£X) un irreductible de degre v de Fp8*[X] factorisant
Xd — θ. On sait que vo\v d'une part et que [r, suv] = [r, swi^]. Le
meme raisonnement montre que le degre minimum de /j,(ΣS=o <iiXpr%)
sur FpSn est v ou ί/p***1.

Si θ0 est une racine de fo(X) alors il existe η e F £ tel que θQη
soit une racine de fv.

Si le degre minimum de /0(ΣΓ=0 a>iXprt) est v0 sur Fp.» alors il est
clair que Γon a Γhyponormalite sur Fp,n de (ΣΓ=0 (iiXprΎ — 0.

Si le degre minimum de / o ( Σ f = o ^ ^ n ) est iVP^0+\ alors
ΣΓ=o CLiXpr* — ΘQΎ] ne peut avoir de racine dans Fpsn». En effet dans
le cas contraire il existerait λ e Fp,n» tel que ΣΓU αiλpr* = 0O^ or Xjη e
Fp[rt8*»i = Fpir,sn>oi, par suite / 0 ( Σ Γ = o ^ P " ) aurait une racine λ/^ dans
Fpir,sn»0-] ce qui n'est pas. Pour conclure il reste a montrer que
vQpkuo+1\vpkv+1. Or on a rv/(r, snv) = rvo/(r, snv0) = pkv-ωv-v — pκ°-ωVQ v0

avec (α)v, p) = (α>vo, p) = 1. II en resulte que pkv°\pkvv/v0 C.Q.F.D..
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