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LE PROBLEME DE LEVI
POUR LES FIBRES GRASSMANNIENS

ET LES VARIETES DRAPEAUX

KENZO ADACHI

In this paper we study the Levi problem for domains over the bundle
whose fiber is a Grassmann manifold and whose base is a Stein manifold,
and for domains over the flag manifold.

Introduction. Oka [9] a resolu le probleme de Levi pour des do-
maines au-dessus de Cn. Docquier-Grauert [3] ont resolu ce probleme
pour des domaines au-dessus d'une variete de Stein. Hirschowitz [5], [6],
[7] a etudie le probleme de Levi pour des domaines au-dessus d'une
variete infinitesimalement homogene. En particulier, Hirschowitz a
demontre que tout ouvert non compact localement pseudoconvexe d'une
variete grassmannienne est de Stein. Ueda [10] a demontre qu'un domaine
localement pseudoconvexe au-dessus d'une variete grassmannienne X qui
n'est pas applique homeomorphiquement sur X est une variete de Stein.
D'autre part, Brun [1] a etudie le probleme de Levi pour des ouverts d'un
fibre analytique localement trivial a base une varietέ de Stein et a fibre
une variete homogene compacte. Dans ce papier, on etudie le probleme de
Levi pour des domaines au-dessus d'un fibre a base une variete de Stein et
a fibre une variete grassmannienne, et pour des domaines au-dessus d'une
variete drapeau.

1.

DEFINITION 1. Soient X une variete complexe, E un espace Hausdorff
connexe, et Φ une application localement homeomorphe de E dans X.
Alors on dit que ε = (E, Φ, X) est un domaine etale au-dessus de X, ou
simplement un domaine.

Pour la definition du point frontiere d'un domaine, nous referons a
Grauert-Remmert [4] (Definition 4).

DEFINITION 2. On dit qu'un domaine ε = (E, Φ, X) est localement
pseudoconvexe si pour chaque point frontiere q il existe un voisinage U de
q tel que U Π E soit une variete de Stein.
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Soit ε = (E, Φ, X) un domaine. On designe Γensemble des points

frontieres de ε par 92s. Alors on peut definir une structure de Γespace

Hausdorff dans E = E U 92? et Γapplication continue Φ de E dans X

telles que Φ\E = Φ.

Soient S un ensemble analytique de positive codimension dans une

variete complexe X et ε = (2s, Φ, X) un domaine. On dit qu'un point

frontiere q est remuable le long de S s'il existe un voisinage U de q tel que

(U,Φ\U, X) soit un domaine univalent et que dE Π U soit contenu dans

). Alors on obtient le lemme suivant.

LEMME 1. Soit S un sous-ensemble analytique complexe de positive

codimension dans une variete X. Soient ε = (2s, Φ, X) un domaine et

q e dE un point frontiere remuable le long de S. Alors il existe un voisinage

Vde Φ(q) et une section σ de ε sur V — S.

On designe par R Γensemble des points frontieres remuables le long

de S. On pose E* = E U R et Φ* = Φ | £ * . On dit qu'un domaine

ε* = ( £ * , Φ*, X) est Γextension de ε.

On a la proposition suivante due a Grauert-Remmert [4].

PROPOSITION 1. Soient S un ensemble analytique complexe de positive

codimension dans une variete X et ε = (E, Φ, X) un domaine. Supposons

que ε soit localement pseudoconvexe a tous les points au-dessus de X — S.

Alors

(1) SΊl n'existe pas de point frontiere remuable le long de S, alors ε est

un domaine localement pseudoconvexe.

(2) Soit ε* = (E*9 Φ*, X) I9extension de ε le long de S. Alors ε* est un

domaine localement pseudoconvexe.

De plus (2) =*(1).

2. Soit Vnr (n > r) Γensemble des (/?, r)-matrices dont les rangs

sont r. Soit Gn r la variete grassmannienne. On va demontrer le theoreme

suivant.

THEOREME 1. Soit (X,S,π) un fibre localement trivial a fibre une

variete grassmannienne Gn r et a base une variete de Stein S. Soit (D, Φ, X)

un domaine localement pseudoconvexe. S 'il n 'existe aucun ouvert U de D tel

que U soit applique homeomorphiquement sur un ouvert π~λ(W), W un

ouvert de S, alors D est de Stein.
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Demonstration. D'abord on a que iso(GM r) = P G L ( H ) si 2r Φ n et
iso(Gn r)/PGL(>) = Z/2Z si 2r = n (voir par exemple J. Dieudonne [2]).
Soit S = {(s, g): s (Ξ S, ge iso(Gnr, π~\s))}. Soit vτ: S -* S la projec-
tion canonique. Si 2r # «, (S, S, J^) est un fibre principal holomorphe a
groupe structural PGL(π). Si 2r = w, la factorisation de Stein de S -> S

„ u v

s'ecrit S —> S —> S oil v est un revetement non ramifie a deux feuillets et u
est un fibre principal a groupe structural P G L ( H ) . Done pour que D soit
de Stein, il faut et il suffit que v*D soit de Stein. Done sans perte de
generalite, on peut supposer que le groupe structural est PGL(«). On pose
X = {((5, g), x): (s, g) e S, x e τr~1(5)}. Alors on obtient le diagramme
commutatif:

X ^ X

et (X, X, v) est un espace fibre principal holomorphe a groupe structural
PGL(π). Soit U(«) le groupe unitaire. Soient gl(«) et u(n) les algebres de
Lie de GL(n, C) et de U(«), respectivement. Alors

et

\x(n)//^ΪR n /^(uίnV/^Ti?) = (0).
Done PGL(w) est le complexifie d'un sous-groupe compact maximal
u(«)/u(l) de PGL(π). En particulier, PGL(«) est une variete de Stein. On
definit une application θ: S X Gnr -> X par 0(0, g), t) = (O, g), g(t)).
Alors 0 est Γapplication biholomorphe de S X Gnr sur X Soit τx: Vnr -*
Gn r Fapplication canonique. On definit une application T: S X F̂  r ->
S X Gπ r par τ(x, >̂ ) = (x, τλ(y)). On pose

Alors on obtient le diagramme commutatif:
f 9 v

3 2 1

J, Φ3 \ Φ 2 J, Φ X J, Φ

5 X F V ^ SX Gn<r Λ 1 Λ x

Alors ( ΰ 3 , Φ3, S X Kwr) est un domaine localement pseudoconvexe.
D'apres le raisonnement de Ueda [10], (Z>3, Φ3, S X Cnr) est un domaine
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localement pseudoconvexe. Grace au theoreme de Docquier-Grauert [3],

D3 est de Stein. Grace au theoreme de Matsushima-Morimoto [8], D est de

Stein. Ceci acheve la demonstration du theoreme 1.

3. Soit

F = I ( # i , . . . , gn) £= (7 r X GL „ X " X (?„ -: £i c #,, c c P

(0 < rλ < . . < rp < n) une variete drapeau. Soient

Λ- F-+GntrιX - X ( 7 ^ X GΛfr/+i X - - - X σΛ>1>

les projections canoniques. Alors on obtient le theoreme suivant:

THEOREME 2. Soit (D,Φ,F) un domaine localement pseudoconvexe.

Alors D est de Stein ou pour quelque 1, 1 < / < p, il existe une section de Φ

au-dessus dep~x(\J^), ou Ui est un ouυert de

Gn,rι X * * * X Gn,η_τ X Gn,rι + 1 X " ' " X Gnr/

Demonstration. Supposons qu'il n'existe aucune section de p~ι(Ut)

pour tout ouvert U( de

Gn,rι X * * X Gn^ X GΛfΓi+i X X Gnr?

et tout i, 1 < i < p. Soit Λ e FM k. Alors on peut considerer la matrice s

comme une application de Ch dans Cn et Γimage Ini5 comme un

sous-espace vectoriel complexe de dimension k dans Cn. On definit une

application

V K,r X K,r λ X ' X ^2,rx "* ^

par

ττ(^,r ; ? _ 1 , . . . , / 1 ) = (lm(tptp_ι ... ^J^. ^ ^ ^ ^ . J j m ^ ) .

Alors (Frt r X F r r_ X X Vr r , i7,77) est un espace fibre principal

holomorphe a groupe structural G L ^ ) X GL(rp_ι) X X G L ^ ) . Soit

Z) un produit fibre de Vnr X X Vr r et D sur i7. Alors on obtient le

diagramme commutatif:

π

D -> D

| Φ I Φ

K, . X X V. . ^ F
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Alors (Z), Φ, Vn r X X V r) est un domaine localement pseudocon-

vexe. On va demontrer que (D, Φ, Cnrp X Vr r X X Vr r) est un
^ V ' ' rpyrp-\ r2»/l/

domaine localement pseudoconvexe. Soit

Soit R Γensemble des points frontieres remuables le long de T. Supposons

que R ne soit pas vide. D'apres la methode de Ueda, il existe un point

q0 e i?, un voisinage U de qQ, et un voisinage V de (0, tQ) o ύ O e Cnιϊ9

t0 ^ Vr r _ X X Vr r tels que U soit applique homeomoφhiquement

sur Fpar Φ. II existe un ouvert B de Gnr X X Gnr tel que

πΦ(Unb)= ((ft ^ e i x f f ^ ftc ••• a g

Alors

Done π(U Π Z>) est applique homeomoφhiquement par Φ sur P~1(B), ce

qui contredit Γhypothese. Done i? est vide. ( A Φ, Cnr? X ί̂  χ X X

Vr r) est par suite un domaine localement pseudoconvexe. Grace au

theoreme de Oka, D est de Stein. Grace au theoreme de Matsushima-

Morimoto, D est de Stein. Ceci acheve la demonstration du Theoreme 2.

C'est naturel d'etendre les deux theoreme au probleme de Levi pour

des domaines au-dessus d'un fibre a base une variete de Stein et a fibre

une variete drapeau. Mais, pour resoudre ce probleme, il me semble qu'il

faut savoir les isomoφhismes des varietes drapeaux. Done les resultats ne

peuvent pas etre donnes ici.

REFERENCES

[1] J. Brim, Sur le probleme de Levi dans certains fibres, Manuscripta Math., 14 (1974),
217-222.

[2] J. Dieudonne, La Geometrie des Groupes Classiques, Springer-Verlag (1963).
[3] F. Docquier and H. Grauert, Levisches Problem und Rungescher Satz fύr Teilgebiete

Steinscher Manniφltigkeiten, Math. Ann., 140 (1960), 94-123.
[4] H. Grauert and R. Remmert, Konvexitάt in der komplexen Analysis. Nicht

holomorph-konvexe Holomorphiegebiete und Anwendungen auf die Abbildungestheorie,
Com. Math. Helv., (1956/57), 152-183.

[5] A. Hirschowitz, Sur la geometrie analytique au-dessus des grassmannienne, C. R. A.,
271 (1970), 1167-1170.

[6] , Pseudoconvexite au-dessus d'espaceplus ou moins homogenes, Invent. Math.,
26 (1974), 303-322.

[7] , Le probleme de Levi pour les espaces homogenes, Bull. Soc. Math. France, 103

(1975), 191-201.



6 KENZO ADACHI

[8] Y. Matsushima and A. Morimoto, Sur certains espaces fibres holomorphes sur une
υariete de Stein, Bull. Soc. Math. France, 88 (1960), 137-155.

[9] K. Oka, Sur les functions analytiques de plusieurs variables, Iwanami Shoten, Tokyo,
1961.

[10] T. Ueda, Pseudoconυex domains over Grassmann manifolds, J. Math. Kyoto Univ.,
20-2 (1980), 391-394.

Received February 16, 1982 and in revised form September 9,1983.

UNIVERSITY DE NAGASAKI

NAGASAKI 852 JAPON




