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REPRESENTATIONS MONOMIALES DES GROUPES
DE LIE NILPOTENTS

HlDέNORI FUJIWARA

On va etudier dans un cadre de la methode des orbites la formule de
Plancherel pour des representations monomiales d'un groupe de Lie
nilpotent et Γexpliciter dans le cas de multplicites ίinies en calculant les
coefficients intervenants.

0. Introduction. Cette etude a pour origine la these de Benoist [2],
qui nous suggere d'ecrire concretement la formule de Plancherel abstraite
due a Penney [17] pour une representation monomiale d'un groupe de Lie
nilpotent.

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe
d'algebre de Lie g. D'apres la methode des orbites [13], le dual unitaire G
de G, Γensemble des classes d'equivalence des representations unitaires
irreductibles de G, est parametre par Γespace Q*/G des orbites de Faction
coadjointe de G dans Γespace vectoriel g* dual de g. Pour π e G, on
notera Ω(ττ) Γorbite coadjointe de G associee a π. Dans ce cadre, on
considere une representation monomiale T = ind^χ induite par un
caractere unitaire χ d'un sous-groupe analytique H de G. Au fait, ΐ) etant
la sous-algebre de Lie correspondant a H, χ s'ecrit sous la forme
χ(expX) = e^f(X)(X e ί)) avec / e g * telle que ί) soit totalement iso-
trope pour la forme Bf: Bf(X, Y) = f([X, Y]) quels que soient X, Y dans
g. D'apres Grelaud [11], la desintegration centrale canonique de r,

T =z I m(π)πdv(π)

s'obtient comme suit, ce qui a ete demontre aussi par Corwin et Greenleaf.
Quant a la mesure, la classe de v est Γimage par Γapplication de Kirillov
θ: g* -> G de celle de la mesure de Lebesgue sur / + ί) x , oύ ί) ± designe
Γorthogonal de ί) dans g*. En ce qui concerne la fonction m(π) de
multiplicite, m(π) est le nombre de composantes connexes d e ( / + ί)-1) Π
Ω(ττ) si et seulement si chaque composante est une variete differentielle de
dimension egale a ^dimΩ(π) pour ^-presque partout, sinon m(π) est
Γinfini pour toute π. En tout case, m(π) est egal au nombre de iί-orbites
indues dans ( / i t j ^ Π Ω(ττ) (Duflo, cf. [11]).
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On note 3tfr Γespace de r, J^0 0 celui des vecteurs C°° de r et JF/ 0 0

Γantidual de ^°°, c'est-a-dire Γespace vectoriel des formes antilineaires
continues de ̂ °° dans C, muni de la topologie de dual fort. En notant e
Γ element neutre de G et posant aτ(φ) = φ(e) quel que soit φ G ̂ °°, on
obtient un element cyclique ar de J^~°°.

Le but de cette etude sera d'etablir la formule de Plancherel concrete
pour la representation cyclique (T, aT) lorsque r est de multiplicites finies,
ce qui veut dire d'expliciter d'une faςon particuliere pour elles la formule
de Plancherel abstraite due a Penney [17].

Je tiens a remercier Yves Benoist, Gerard Lion, Bernard Magneron et
Michel Duflo de leur interet pour ce travail.

1. Notations et rappels. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe
et simplement connexe d'algebre de Lie g. En notant exp Γapplication
exponentielle, on ecrira G = expg. Soient V,W des espaces vectoriels
reels de dimension finie tels que W c V. On note F* Γespace vectoriel
dual de V et W1-^\ ou plus simplement W1- si cela ne prete pas a
confusion, Γorthogonal de W dans V*. Etant donnee / G g*, le noyau de
la forme bilineaire Bf se note g(/): g(/) = { I e g ; ^ / ( ^ Y) = 0 pour
tout YGg). On dit qu'une sous-algebre de g est subordonnee a / si elle
est totalement isotrope pour Bf. On note S(f, g) Γensemble de telles
sous-algebres et M(f, g) celui des sous-algebres qui sont en meme temps
des sous-espaces totalement isotropes maximals. Un element de M(f, g)
sera appele polarisation reelle au point /. Enfin, soit Q(f, g) Γensemble
des sous-algebres ί) telles que ί) + β(/) soit un sous-espace totalement
isotrope maximal.

Soit ί) e S(f, g). Donnons-nous un caractere χf du sous-groupe
analytique i/ = expί) correspondant a ί) par, quel que soit Xefy,
X^(exp X) = e^f(X\ On fabrique la representation induite T =
p(/, ί),G) = ind^Xy de G. Par definition meme d'une representation
induite, T se realise par translations a gauche dans Γespace de Hubert Jίfτ

des fonctions φ sur G verifiant φ(gh) = Xf(h)~ιφ(g) quels que soient
g e G et h G if, et de carre integrable sur G/iί pour une mesure
invariante. On appelle monomiale une representation induite comme
celle-ci par un caractere unitaire d'un sous-groupe ferme.

Soit θ: Q*/G -> G la bijection de ICirillov induite par θ. Pour T Γ G G ,

on notera Ω(ττ) Γorbite correspondante: Ω(ττ) = θ~\π). On munit g*/G
et G de leurs structures topologiques et boreliennes habituelles. II est bien
connu que θ est un isomorphisme borelien, meme un homeomorphisme,
de g*/G sur G (cf. [10]). On confondra parfois les classes d'equivalence
dans G avec leurs representantes, et la relation d'equivalence entre deux
representations πv π2 se notera πλ — π2 ou meme πλ = π2.
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Lorsque g decrit G, on notera dG(g) ou dg une mesure de Haar sur G
et dg une mesure invariante sur un espace homogene de G. Soit π une
representation unitaire (continue) de G dans un espace de Hubert (separa-
ble) Jf?π. Notons pour a e J^±o° et b e Jtf^00, (0, Z>> Γimage de b par α.
Soit 3>(G) l'espace des fonctions C00 sur G a valeurs complexes et a
support compact. Pour φ G ̂ (G), en faisant le choix d'une rfg, on pose

τr(φ) = ί φ(g)π(g)dg,
JG

et remarqu'alors que m(φ)3tf-™ c ^ 0 0 quelle que soit φ e S(G) (cf.
[7]).

Soient i/ un sous-groupe ferme de G et χ un caractere de H. On note
(Jί^Γ°°)^>x le sous-espace vectoriel des elements a de ^ " ^ verifiant
π(h)a = χ(h)a pour tout h ̂  H.

Comme plus haut, soient / e g * , Jj e S(/, g) et T = ρ(/, ί),G) =
ind^x 7 avec /ί = exp ί), χy ί̂expΛ") = eif(X), i = ̂ T , pour X e ί). On
s'interessera a la formule de Plancherel abstraite, due a Penney [17] et a
Bonnet [5], appliquee a la representation cyclique (T, aτ), oύ aτ e
(^~ 0 0 ) / / ' X / est donne, pour φ dans Jt?τ°°, ce qui entraine que φ est une
fonction C00 sur G (cf. [18]), par aτ(φ) = φ(e).

Lorsque ΐ) appartient a M(f9 g), T est irreductible et Γon connalt le
resultat du a Howe [12] disant que, pour T Γ G G , l'espace {^°°)HtXf est
egal a Q,am si TΓ = r et trivial si π & T. Si ί) ί M(f9 g), on desintegre
(T, ^ τ) en desintegration centrale canonique:

τ = / m(π)πdv(π), aτ = / aπdv(π).
Jό JG

D'apres Γunicite de desintegration [17], les aw etant ϊ'-presque partout
dans {m(π)jrw-">)H-*f9 on a ^ = ( a ^ ) ^ ^ m ( 7 r ) avec <*£ e ( J T / « > ) ^ / et,
pour φ G

m(τr)

(1) (τ(φK,«τ> - ί Σ (^(φ)^,^)^(^) (cf [5]).
G k = l

On choisit maintenant une mesure de Haar dh sur H et utilise dans
J^Ύ la norme definie au moyen de la mesure quotient dg = dg/dh sur
l'espace homogene G/H. Formons, pour φ e ^(G), un element φ^ de
J^ 0 0 par la formule

Φf

H(g)= ( Φ(gh)xf(h)dh
JH

Alors, le membre gauche de Γegalite (1) n'est autre que la moyenne φ{j(e)
de φ sur H pour poids χf.



332 HIDέNORI FUJIWARA

En effet, pour ψ dans 3tfτ, en posant Φ*(g) = φ{g x) (g e G), il
vient

g= f J{g)dg( φ{gh)χf{h)dh.
G JG/H JH

DΌΐl

τ(φ)aτ = φ£,

(τ(φ)aτ,aτ) = (aτ9r(φ)aτ) = φf

H{e).

On recrit ainsi la formule de Plancherel abstraite pour la representa-
tion cylcique monomiale (r, aτ):

THέORέME 1 ([5], [17]). La desintegration centrale canonique de T =
ρ(/, ΐ),(/) senotant

T = / m(π)πdv(π),
Jό

il existe dans ( ^ r ~ 0 0 ) / / ' x ' , /?owr /owr^ T Γ G G , rfe5 elements ak

m,\<k<
m(π), aυec lesquels la formule

s'etablitpour nΊmporte quelle φ dans

Comme Benoist [2], [3], nous pratiquerons dans des cas particuliers un
calcul explicite de {^)nGG,ι<k<m(iτ) P O U Γ obtenir une formule de
Plancherel concrete.

Pour terminer cette section on va examiner de pres un exemple.

EXEMPLE 1. Soit g algebre de Lie nilpotente de dimension 4 definie
sur la base (e1,e29e39e4) par les crochets: [eve2] = e3, [eve3] = e4. Soit
/ = e* relativement a la base duale de g* et prenons ί) = Re2 θ R^4 dans
S(f, g). On considere / λ = λe$ + e* ( λ e R ) dans / + ί) ± et trouve
alors g(/λ) = R(e2 - λe3) Θ Re4. Done, ί) e β ( / λ , g) pour λ non nul.
Soit G = exp g. Pour / e / + fy -1 verifiant l(e3) Φ 0, Γintersection
( / + ί ) - L ) Π G / consiste en deux droites dont chacune est une i/-orbite
pour H = exp ί), tandis qu'elle est une droite contenant des iϊ-orbites en
nombre infini pour / e / + ί)-1 s'annulant en e3. On voit aussitδt que
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P(f + fy "*") = {G - /λ; λ > 0}, p etant Γapplication canonique de g* sur
Γespace g*/G des orbites, et qu'en posant πλ = Θ(G -/λ) avec Γapplica-
tion de Kirillov θ: Q*/G -> G,

p(/, ί), G) = ind^Xy — 2 / τrλί/λ,

ce qui est aussi traite dans [11].
En prenant une polarisation reelle f = Re2 θ Re3 θ R^4 au point / λ

et en realisant πλ e G dans L2(R) sous Γidentification ^ χ 3 φ <-> Φ e
L2(R) donnee par Φ(ί) = φ(exp^x) (/ G R), on constate que Γespace
Jίf^ se realise comme espace de Schwartz ^(R) et par suite que

> 0)7 / 'χ/ = CaχθCaχOix a\: Φ *-* Φ(0) tandis que al'. Φ »-> Φ(2λ) si
λ φλ0 et Φ ^ (dΦ/dt)(0) si λ = 0. II vient ainsi que d imt^ 0 0 ) 7 7 ' */ = 2,
egale a la multiplicite en T. De meme, {^-°°)H^f = {0} si π n'est
equivalente a aucune ττλ.

Quant a la formule de Plancherel, on pose, pour ψ

= ]HΨ(gh)χf(h)dh (geσ),

oύ JA = Jx 2 Jx4 si Λ = expx2e2 expx4e4. Choisissons rfg = Πy=1 d.xy pour
g = Πy β l expxyey. Dans ces circonstances, on a la formule:

En effet, soient ΛΓ=expf et dk = W)=1dxj pour fc = Πy

4

==2expxy^.
Alors, Ψ\ = ffλ(ψ)fli e X™ = ^(R) s'obtient par

^λ(0 = ί Ψ(exp^ k)χfχ{k)dk (t e R),

et par suite

(»λ(ΨM,β!) = fj(χ)Xfλ(k)dk.

De meme, Ψ^ = ττλ(ψ)ίZλ e ^(R) s'obtient par

(ί e R),

et puis

K
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De tout ce qui precede,

= ^-Γ dλί dxJ (e'χ*> +
2<π Jo y R JH

JH

a Γaide de la formule de Plancherel pour R.

2. Representations monomiales, multiplicites. Dans tout ce qui suit,

sauf mention contraire, G designe un groupe de Lie nilpotent connexe et
simplement connexe d'algebre de Lie g. Supposons que G agit par une
action unipotente dans un espace vectoriel reel V de dimension finie. Soit
v un vecteur G-invariant non nul dans V. Quand on pose, pour x
arbitrairement fixe dans V, Lx = x 4- Rv, il se produit deux possibilites:
soit Lx Π G x = {x}, soit Lx Π G - x = Lx. En d'autres termes, la
droite Lx rencontre Γorbite G x en un seul point, ou bien y est
completement contenue. Selon ces deux possibilites, qui ne dependent que
de l'orbite, une orbite sera dite respectivement non-saturee ou saturee (cf.
[10], [19], [20]). Soient / e K* et W un sous-espace vectoriel de V. Notons
X le sous-espace affine / + W1- de P . Or G agit dans F* par Faction
contragrediente et introduit dans X une relation d'equivalence, dont
Γespace quotient se note Y = X/G et dont une classe sera encore appelee
par abus de language G-orbite.

Soient μ une mesure positive finie sur X equivalente a la mesure de
Lebesgue et μ son image par la projection p: X -> Y. En voyant que Y est
un espace borelien analytique (cf. [1], [4]), on desintegre μ relativement a
μ: pour tout J E 7on trouve une mesure μy sur X, concentree sur p~\y)
et telle que

μ(E)= f μv(E)dμ(y)

pour tout sous-ensemble borelien E de X. La famille {μy}y^γ est unique
a un ensemble μ-negligeable pros.

LEMME 1. Le support de μy est p~ι{y) tout entier pour μ-presque tout
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Demonstration. Posons Ϋ = {y e Γ; suppμ^ Φ p~\y)} est montrons
μ(Ϋ) = 0 par recurrence sur dimF. On prend un sous-espace (^-invariant
Vo de codimension 1 dans V. On suppose d'abord W c Fo et exprime par
indice 0 des objets correspondant a Vo: Xo = /0 4- W±yV^ avec /0 = /| Fo

J>̂ * = (F^)* etc. Par hypothese de recurrence μo(yo) = 0. Si on prend un
element / e V* s'annulant sur Vo, I est evidemment G-invariant. Soit Xλ

(resp. X2) Γensemble des elements de X dont Γorbite sous G soit saturee
(resp. non-saturee) par rapport a /. On sait alors que Xλ ou X2 est
μ-negligeable (cf. [10], [20]).

Lorsque μ(Xx) = 0, on peut reproduire les raisonnements faits dans
les pages 33 a 38 de [10]. En voici une esquisse: Γespace Y (resp. Ϋ)
s'identifie a YQ X R (resp. Ϋo X R) a un ensemble negligeable pres et, sous
cette identification, μ est equivalente au produit de μ0 par la mesure de
Lebesgue sur R. Ainsi, μ(Ϋ) = 0 s'ensuit de μo(Ϋo) = 0.

Lorsque μ( X2) = 0, on a Y = 7 0 a u n ensemble negligeable pres et μ
est equivalente a μ0. De plus, pour μ-presque tout y e 7, p~\y) =
Pol(y) X R et μy est equivalente au produit de (μo)y par la mesure de
Lebesgue sur R. Done, Ϋ = Ϋoet μo(Ϋo) = 0 entralne μ(Ϋ) = 0.

Supposons W <£ Vo. On fixe un element w dans W qui n'appartient
pas a Vo: V = Rw Θ Vo et W = Rw Θ (1^ n Fo). On pose Wo= WΓ) Vo,
Xo = ô + C^o) "L'F°* c ^o* e t identifie cette fois V^ au sous-espace {v* e
F*; ϋ*(w) = /(w)} de K*. Alors, X,μ,Y,μ et Γ s'identifient respective-
ment a Xo, μ0, 70, μ0 et a Ϋ09 d'oύ le resultat. D

Maintenant, comme dans la section precedente, soient / e g*? ί) G
)> X/ u n caractere unitaire de H = expΐ) defini par

pour X e ί) et T = p(/, ί), G) = ind^ X / . Soit

T = / rn(π)πdv(π)
JG

la decomposition centrale canonique de T. Lorsqu'on note μ une mesure
finie sur g* equivalente a la mesure de Lebesgue sur X = / + ΐ) -1, p la
projection de g* sur Γespace g*/G et ^ = ̂ G: g* -> G, ̂  = ̂ G: g*/G ->
G les applications de Kirillov, v s'obtient comme image de μ par θ:
v = θ*(μ) = (μ° p)*(μ). On desintegre μ relativement a ^: symbolique-
ment,

μ= ί μ dμ(y),

oύ μy est une mesure sur X portee par Γorbite (θ\X) 1 ( j ) = l Π
Du Lemme 1, il vient:
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COROLLAIRE 1. Le support de μy est Γorbite X Π Ω(/) tout entierpour

v-presque tout y dans G.

On prend dans g un ideal g 0 de codimension 1 tel que g 0 contienne

ϊ), et un element / e g * s'annulant sur g0, done invariant par G. On sait

que toutes les orbites sont du meme type pour / a un ensemble p*(μ)-

negligeable pres. En posant Go = expg 0 et pr: g* -> g*0 la projection

canonique, on rappelle des resultats bien connus [13], [19]. Si Ω est une

orbite saturee, pr( Ω) se compose d'une famille a un parametre {ωt} t e R de

G0-orbites, dimΩ = dimω, 4- 2 et #G(Ω) = inά%oθGo(ωt) pour tout / E R ,

tandis que, si Ω est non-saturee, ω = pr(Ώ) est une G0-orbite, pr donne

un diffeomorphisme de Ω sur ω, pr~\ω) se compose d'une famille a un

parametre {Ω,} t G R de G-orbites et que

indgA(ω) =

Ces situations ainsi que les notations seront utilisees dans la suite a

maintes reprises.

Pour une orbite Ω e g*/G, Γintersection X π Ω , X = f + i}± comme

plus haut, est une variete algebrique reelle (cf. [19]), ce qui entraine que le

nombre de ses composantes connexes est fini d'apres Whitney [21]. Soient

Ξ Γensemble des elements / dans X tels que ί) e Q(l, g), et Z ( / + ί) -1)

celui de tels / e X que dim g(/) soit minimum lorsque / decrit X. Alors

Z ί Z + f y ^ π H est, suppose non vide, un ouvert de Zariski dans X et

done admet dans X le complementaire μ-negligeable. Dans la condition a

remplir pour que / appartienne a Ξ, c'est pr(l) qui compte, autrement dit

pr~ι(pr{l)) c Ξ si / G Ξ.

LEMME 2. (i) Soient Ω e g*/G et C une composante connexe de

(/ + ί) ± ) Π Ω. Si Cest une H-orbite, alors dimC = \ dimΩ et ί) ^ Q(l, g)

pour I e C aribitraire.

(ii) Soit / e Ξ . Chaque composante connexe de Ξ Π G / est une

H-orbite de dimension \ dimG /.

Demonstration. On garde les notations precedentes, par exemple Xo =

/ 0 -h ί) •Lίflδ etc, et adopte la recurrence comme d'habitude. Montrons (i).

Soit /0 = pr{l) G gj. Si Ω est non-saturee, la composante connexe pr{C)

de Xo Γ\ pr(ti) est une //-orbite. Done, dimpr(C) = \ dim/?r(Ω) et

ί) G <2(/0, g 0 ) d'apres Γhypothese de recurrence. II en vient aussitόt les

resultats cherches. Supposons Ω saturέe. II est immediat que, la com-

posante connexe pr(C) de Xo Π pr(Ω) etant une /f-orbite, elle represente
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une composante connexe de Xo Π Go /0. De la, dimpr(C) = \ dimG0 /0

et ί ) ^ β ( / o ? 8 o ) Notre hypothese implique aussi que g(/)Πί) est de
codimension 1 dans go(/o)

 n ΐ> On voit ainsi que dimC = ^dimΩ,
dim(ί) + g(/)) = dim(ί) + go(/o)) La derniere egalite veut dire que ί) e

On s'engage a Γassertion (ϋ). On definit Ξo pour g0 comme Ξ pour
g. Soit G - I non-saturee. Puisque ί) e Q(l0, g0), chaque composante
connexe de Ξo Π Go l0 est une /J-orbite de dimension \ dim Go - l0 et il
suffit de remarquer Γinclusion ^ ( Ξ ) c Ξo.

Supposons G / saturee. Puisque ί) + g(/) est un sous-espace de g0

totalement isotrope maximal pour Blo, ί) + g(/)Dg o (/ o )et par conse-
quent ί) + g(/) = ί) + go(̂ o) On en deduit que pr~ι(l0) D H /. Comme
^r(Ξ) c Ξo, Γhypothese de recurrence assure que chaque composante
connexe de Ξo Π Ωo, Ωo = Go /0 est une /ί-orbite de dimension | dimΩ0.
Considerons Faction de G dans g £.

On choisit une base (X1 ?..., Xfc) supplementaire (cf. [14]) de g(/0) =
go(/o) dans g de maniere a ce que le premier element Xx n'appartienne
pas a g0. Pour t = (tv...,tk)^ Rk, on pose g(t) = Πy=1 exptjXj. II est
possible d'identifier G - l0 = pr(G - I) h Rk sous le diffeomorphisme Φ
donne par:

Φ: RΛ 3 t - (tl9...,tk) -> g(t) /0 = Π expί7jς /o e G V

On introduit un ouvert M de R :̂

M = { t G R*; dim(ί) + go(g(t) /0)) > dim(ί) + flo(

sur lequel la condition pour que g(t) /0 appartienne a XQ s'ecrit

pour certains polynόmes Fj9 I <j < d = diml^. Sur M Π Φ'^JΓQ), le
rang de la matrice

dF
KJ± m

2<n<k

reste constant egal a dimί) - dimgo(/o) Π ί) = idimΩ 0 et d'ailleurs le
vecteur vx = (3/^/9^,...,3/^/3^) est lineairement independant des
vecteurs vy. = ( 3 ^ / 3 ^ , . . . , dFd/dtj), 2 <j < k.ll en resulte que la matrice

" w }\<m<d

\<n<k
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possede sur M Π Φ'\XQ) le rang constant egal a ^dimΩ0 + 1, ce qui
entraine que M Π Φ~\X0) est une sous-variete differentiable de M dont
la dimension est k — (\ dimΩ0 -f 1) = \ dimΩ0. Ceci pose, chaque com-
posante connexe de Xo Π G l0 est une i/-orbite, ce qui nous conduit a
l'assertion (ii). D

II a ete prevu [20] que, pour tout / e Z ( / + ί) -1), les composantes
connexes d e ( / + ί ) ± ) Π G / fussent des varietes differentiates, ce que
contredit le:

EXEMPLE 2. Soit g Γalgebre de Lie nilpotente de dimension 8 definie
sur la base (Ti9 Xj) (1 < / < 3,1 <j < 5) par les crochets: [Tv Xλ] = X29

[T29 Xλ] = X39 [T39 Xλ] = -X4, [Tv X2] = [T2, X3] = [T39 X4] = X5. Puisque
le centre de g est RX5, dimg(/) > 2 pour / G g * arbitraire. Posons

G = exp g et / = X5* e g* par rapport a la base duale de g*. Un calcul

direct donne g(/) = R ^ Θ RX5 et

) Λ
/=1 Z 7 = 2

xy ^ R pour 2 <y < 4. DΌύ dimG / = 6 et dim g(/) est minimum. Si
l'onprend ί) = g(/) = R ^ Θ RX5 e S(/, g), a l o r s / E Z ( / + ^ ) et

I i - l y = 2

qui est une variete algebrique mais non differentiable.

EXEMPLE 3. Supposons que X = f+ i)1- admet un element / dont
Γorbite correspond a une representation de carre integrable modulo le
centre de G. On sait [16] que g(/) coincide avec le centre 3 de g et que
G . / = / + 5 ± . Done, I ( Ί G / = / + ( ί )4-8) 1 . D'oύ dire que dim X
Π G / = \ dimG / est equivalent a dire que ϊ = ί) 4- 3 appartient a
Λf(/, g), et si e'est le cas, on a # / = X Π G /. On voit ainsi que

T =
r

= m I

oύ m est egal a un ou a Γinfini, et m = 1 si et seulement si ί) appartient a

β(/, s).
Avant de terminer cette section, donnons quelques exemples au dela

du cas nilpotent. Pour le moment, G designe un groupe de Lie resoluble
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exponentiel d'algebre de Lie g. La correspondance entre G et Q*/G reste
valable (cf. [4]).

EXEMPLE 4. Supposons qu'il existe une suite croissante

ί) = 80 c 0i c " " c Qn-i c Qn = 9' dim QJ/QJ_1 = 1

de sous-algebres de g telle que gy_x est un ideal de gy. Dans ce cas aussi,
la mesure v est construite comme dans le cas nilpotent [20]. Si (/ 4- ί) -1)
Π G / = H - I pour presque toute / Ξ / + ί) x , on voit facilement que
T = p(/, ί), G) est sans multiplicitέ: a savoir

/•Θ

T = / πdv(π).
Jό

EXEMPLE 5. Etant suppose que g = RT θ R I Θ R 7 Θ RZ: [Γ, X]
= X, [Γ,y] = -7 , [X,Y] = Z, posons O(a,β) = G faβ (β Φ 0) ou

/«,£ = α 2 P* + ^^* P a r rapport a la base duale de g*. Un calcul simple
montre

O(a,β) = tT* + xX* +^y* + βZ*

avec des coefficients verifiant xy = β(a — t).
Prenons d'abord ί) = RT Θ RX On a / β o A + ί) x = α 0

Γ * +
RZ* et par suite, pour β non nul, (/α A + ί) ±) Π O(α, jβ) est une
i/-orbite if faβ = α0Γ* + R7* + βZ* si° α = a0 ou vide si α Φ a0.
Soient f = RT Θ RX Θ RZ, K = expf et π(a,β) e £ associee a la
if-orbite passant αΓ* + /3Z* e f*. Alors,

« / Θ(θ(a0,β))dβ,

θ etant Γapplication de Bernat de g*/G sur G.
Deuxiemement soit ί) = RT Θ RZ. Pour β Φ 0, (/ β o A + ί) -1) Π

O(α, )S) est vide si β Φ β0 ou egal, si β = β0, a α0Γ* + xX* + ̂ 7* +
)80Z* avec xy = /?0(α — α0) qui se compose de deux i/-orbites si α # α0.

En passant, soit g2 l'algebre de ax + Z>: g2 = Rex Θ Re2 avec le
crochet [el9 e2] = e2. II est bien connu que le groupe G2 = exp g2 a deux
representations π± de dimension infinie correspondant aux orbites ± G2

eξ. Soient / = aef e g*, ί)0 = Reλ G 5(/, g2) et if0 = expΐ)0. On a,
pour / G / 4- ί)o" '9* quelconque, ind^o χ̂ ^ = ind§o χ7 = T7+Θ ττ_.

En revenant a notre cas, posons n = R I θ R 7 θ RZ et JV = exp n.
Le sous-groupe K etant comme ci-dessus, on trouve K isomorphe a
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G2 X R. Notant χβo le caractere unitaire de R donne par χβo(oc) = eiβ°a et
X le produit de Kronecker exterieur,

oβo φ(,r_X X J )

Λ Θ X / J = ind%ind£,(X/i Φ X / J

= 2 ^ ^ ^ = 2f® θ(θ(a,β0)) da,

oil ί)' = RXθRZ, H' = expψ,fj = γ, X* + β0Z (j = l,2)avecγ1 > 0,
γ2 < 0 et TΓ̂  e iV liee a la iV-orbite passant β0Z* dans n*. Ainsi, on voit
une fois encore que la multiplicite est donnee par le nombre de iί-orbites.

On trouvera dans [2], [11] d'autres exemples concernant nos questions.

3. Vecteurs generalises et semi-invariants. Revenant au cas nilpo-
tent on reprend les notations precedentes: G = exp: g, fy e S(/, g) et χf

le caractere unitaire de H = expί) defini par χ^expJQ = el^X) pour
I G | . L'objet a etudier dans cette section, c'est Γespace (j^-°°)H^f des
vecteurs generalises de TΓG G, semi-invariants par H a poids χf. On
prend un / e Ω(7r), y choisit une polarisation reelle b e M(U g) et realise
π dans Γespace L2(Rm), m = ^dimΩ(ττ) comme suit. On dira qu'une
base supplemental (Xl9..., Xm) a B dans g est adaptee, si pour tout j ,
le sous-espace Σ ^ = y R ^ Φ B est une sous-algebre de g. Prenons-en une
(Xl9..., Xm). On peut (cf. [19]) alors identifier Γespace G avec Rm X B,
oύ B = exp b, au moyen du diffeomorphisme Φ donne par

Φ:RnxB^ ((xl9...9xm),b) -> Π exp^JTJ b e G,

ce qui nous permet d'identifier Γespace homogene G/B a Rw, une mesure
de Lebesgue dx = ΠjLxΛcy sur Rm a une mesure invariante sur G/B et
Γespace 3tf™ des vecteurs C00 de π a Γespace de Schwartz ^ ( R w ) (cf.
[8]). Ceci etant, Γespace ^~°° des vecteurs generalises de π est anti-
isomorphe a Γespace £f(Rm)' des distributions temperees sur Rm. On
identifiera parfois Rm au sous-ensemble Φ(Rm X {e}) de G.

Pour etudier Γespace (^~ 0 0) / / > X /, ce sera sa dimension qui nous
dirigera dans la suite. Commenςons par regarder le cas oύ Γon pourrait
prendre b de maniere a ce qu'on ait gHg~ι c B pour tout g G G, ce qui
est le cas en particulier pour toute / e [ί), ί)]± c g* si ί) est un ideal. Pour
a e J^" 0 0, dire que a e (Jίς-00)^^/ equivaut a dire que, pour tous φ e

(2)
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Done, lorsqu'on regarde a comme distribution sur Rm, son support est
c o n t e n u d a n s Γ e n s e m b l e S Π R m oix S = { g & G ; g - l e f + i ) ± } . E n
particulier, si ί) est un ideal abelien de g, (J^r00)11^ = {0} pour toute
T Γ E G telle que Ω(ττ) ne rencontre pas / + ή ± .

A supposer que ί) soit un ideal et que / appartienne a ( / + ί ) - L ) Π
Ω(ττ), on choisit b de sorte qu'elle contienne ί). Si ί) £ ζ)(/, g), on trouve
Γinclusion stricte H c B c G(f') oil <?(/') designe le stabilisateur dans G
d e / ' = / | ί ) e ί)* etjouit delapropriete G(/') •/ = ( / + ί)-1) n G •/, ce
qui entraine directement dim( J^ r "

0 0 ) F χ / = oo, en regardant ses elements
ag fabriques, pour g e G(/'), par αg(φ) = φ(g) quel que soit φ G ^ί 5 0 .

Soit maintenant | G g ( / , g ) , e'est-a-dire B = ί) + g(/) = g(/')9 le
stabilisateur dans g de / ' e Jj*, et par suite B = G(f'). S'il en est ainsi, le
support d e α e (Ji^r 0 0 )^/ regarde comme distribution temperee sur Rm

se reduit a Γorigine. Allons constater que a est proportionelle a la mesure
de Dirac δ k Γorigine. En effet, introduisant parmi les derivees de δ
Γordre lexicographique relativement aux operateurs 3/3x1? 3/3JC2, . . . ,
3/3xw, ce qui veut dire que

3'"'δ
>

si et seulement s'il existe un indice k, \ < k < m, tel que c^ =

βι,' >*k-i = βk-v ak > β

le terme dominant de a par cet ordre et supposons que α m > 1.
Lorsqu'on prend φ e ^ ( R m ) de la forme φ(xl9 ...,xm) =

avec φj e ^ ( R ) verifiant

la condition (2) se recrit

~ X/(eχP ~ = 0
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quel que soit h e H. Ou encore, l([Xm, X]) = 0 pour n'importe quel
l e ί ) , ce qui est contradictoire et Γon en conclut que <xm = 0. En
repetant ce procede, on arrive finalement au resultat attendu.

On voit ainsi la:

P R O P O S I T I O N 1. Supposons que ϊ) soit un ideal. Etant donnee 7 Γ G G

telle que ( / 4- ί) -1) Π Ω(ττ) ne soit pas vide, on constate que {3/e~™)H*f est

de dimension 1 ou oo selon que ί) appartient ou n'appartient pas a Q(l, g)

pour un et done tout I dans ( / + ί) ± ) Π Ω(ττ).

REMARQUE 1. Notons ici petits faits divers quelques fois utiles pour
determiner Γespace (J^" 0 0 )^*/ dans des cas bien particuliers. Soient
π e G et Cv..., Cn les composantes connexes de (/ + ϊ) -1) Π Ω(ττ). Sup-
posons encore Γexistence de / e Ω(ττ) et de f)GM(/,g) telles que gHg~ι

c B pour tout g e G, mais ί) n'est plus supposee etre un ideal. Pour
1 <j < n, on choisit arbitrairement des elements gy de G de faςon qu'on
ait gj - I e Cy, et considere αy G ̂ ~°° obtenu par (αy., φ> = φ(gj) quel
que soit φ e ^ζ 0 0 . II est immediat que al9...,an appartiennent a
^j^-oo^H,Xf e t s o n t lineairement independants. En effet, le support de a}

n'etant autre que la double classe fermee HgjB, il suffit de montrer que
HgjB Φ HgkB si j Φ k. Sinon, Γensemble connexe ( / + ί) ±) Π gy •
(/ -I- b -1) de (/ + ί) x ) Π Ω(ττ) croiserait en meme temps Cy et Q, ce qui
est absurde.

Si Cy c Ξ, alors Cy est une /f-orbite d'apres le Lemme 2 et il est clair
qu' a un scalaire multiplicatif pres, a^ ne depend pas du choix de g7.
Lorsque Ξ contient toutes les CJ9 Γargument fait en chemin a la Proposi-
tion 1 affirme {J^-°°)H^f = Σ" = 1 Θ Caj et, si de plus Ξ rencontre
Z(f + ί) -1-), la dimension n de (^ς- 0 0 ) 7 ^/ est egale a la multiplicite m(π)
dans la desintegration de T = ind^χ^.

Pluse generalement, soit ί) e 5(/, g). Si, sous Identification
habituelle, on pose 5 = { g ^ R m ; g / G / + ί ) ± , g~ιHg c 5}, il est evi-
dent qu'une fonction ψ sur Rm a croissance lente et ayant son support
dans S definit un element de (Jί^-°°)H^f par la formule:

* φ * ί ψ(

dx etant une mesure de Lebesgue sur Rm.

On reprend son chemin, garde les notations et pose g 0 = ΣJ=2 }

Θ b, Go = expg 0 . Notons g* le sous-groupe a un parametre exp/Xl9 /

decrivant R. Soient τro = indβoχ /, πt = gt - ττ0, e'est-a-dire ^ ( g 0 ) =

P O U Γ £o G G o ?

 e t /o = / l β o G βo P o u Γ examiner un peu le
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cas oύ ί) n'est pas contenue dans g0, apres avoir remplace Xλ au besoin,

supposons Xx appartenir a ί). Soit λ=f(X1). Comme distribution

temperee sur Rm, a G (^-°°)^ χ / verifie la relation

(φ( xτ

pour tous φ G ̂ ( R w ) et / E R . D'oύ on voit qu'il existe une certaine

distribtuion temperee a0 relativement aux variables ( x 2 , . . . , x m ) telle

qu'on ait, pour φ

(3) (a,φ)

Comme application de ce procede, on voit le:

EXEMPLE 6. Supposons G metabelien, ce qui veut dire que [g, g] est

abelienne. Dans la desintegration

r®
T = / rn(π)πdv(π)

JG

de r = i n d £ χ / 9 la multiplicite m(π) est &m(3P-°°)Ή>χf si ( / + 1̂ -L) Π

Ω(77) c Ξ presque partout pour la mesure v. En fait, ce qu'on vient de

voir nous mene au cas, oύ ί) c [g, g], etudie anterieurement dans la

Remarque 1 car il existe n'importe oύ une polarisation reelle contenant

[9,9].

Posons ΐ)0 = ί) Π g 0 et Ho = expί)0. D'une maniere naturelle, a0

donne un element de ( ^ " 0 0 ) / f o χ / pour tout / G R. D'ailleurs la restriction

σ = 7r I Go de 7r a Go se desintegre en

= / mtdt,
JR

a laquelle s'associe la formule (3) qui s'interprete comme desintegration de

a:

a = / aoe
ιXtdt.

Enfin les composantes connexes d e ( / + ί ) - L ) π Ω ( τ 7 ) correspondent par

projection pr: g* -> g* a u x composantes connexes de (/0 + ϊ)^'9^) Π

Ω0(ττ0).

Cette observation nous permet de retrouver le resultat suivant dύ a

Howe [12]: pour f) G M(f, g), dim(^-° 0 ) / / ' χ / est egal a l o u O selon que

Ω(ττ) = G / o u non. En effet, soit / G Ω(77)? on se ramene facilement au

cas oύ le centre 3 de g est de dimension 1 et oύ /, / ont la meme

restriction non nulle sur 3. Prenons un triplet de Heisenberg (X, Y, Z) tel
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que 3 = RZ, [X, Y] = Z, /(Z) = /(Z) = 1, f(Y) = 0 et que g = R I Θ
g0 avec g0 = {U e g; [U,Y] = 0}. II est possible de choisir une b G
M(/, g) inclue dans g0. Posons λ = l(Y).

Supposons d'abord que ί) n'est pas inclue dans g0 de sorte qu'on
puisse prendre X dans ί). Soit / ' = g'λ - f0 G gg. II est evident que
Ij' = ΐ)0 θ R 7 G M(/', g0). De ce qui precede on constate qu'un element
a de (Jfrπ'°°)

H'χf correspond a un certain a0 G ( J ^ 0 0 ) ^ ^ = ( ^ 0 0 ) / / ' χ /
oύ /Γ = exp ί)'. Compte tenu de ce que les deux orbites Ω(7r) et G - f
sont saturees, pour obtenir le resultat il suffit d'appliquer Γhypothese de
recurrence.

Supposons ensuite ί) inclue dans g0. Allons utiliser un sous-groupe a
un parametre ht = exp/Y ( / G R ) appartenant necessairement a H Π B.
Par semi-invariance appliquee a ht, un element α de ( J ^ " 0 0 ) ^ ^ verifie,
pour tout t G R, (α,(l - e/(5"λ)/)Φ(g)> = 0 oύ g = expsX g0 avec
5 G R , g0 G Go. Un raisonnement analogue a celui fait dans la demon-
stration de la Proposition 1 montre qu'il existe un element a0 dans
K~°° =K~λ™

 t e l qu'on ait, pour φe/ f f °° , <Λ,Φ> = (ao,φ), φ etant
donnee par φ(g0) = φ(expλX g0), g0 G GO. Cela implique aussitδt que
a0 G (^ r~

o c) / / 'X / o, d'oύ Γon peut se terminer comme dans le premier cas.
Ramarquons que λ est une seule valeur de / G R satisfaisant a la
condition exp / ! • / £ / + ^

Eu egard a tout ce qu'on vient de voir, on va modifier legerement le
resultat de Benoist pour associer a chaque composante connexe C de
(/+ΐ)- L )πΩ(τr) inclue dans Ξ un sous-espace de dimension 1 de
(^~OO)//'XΛ Etant donee / e Ω(τr), π se realise a Γaide d'une polarisation
reelle b G M(/, g) comme representation monomiale ind^χ/ induite du
caractere χι de B = exp b. Prenons un element g G G tel que g - I G C,
et une mesure invariante JΛ sur Γespace homogene H/H Π gBg'1.

PROPOSITION 2. On peut fabriquer un element non nuladans
par laformule suiυante: pour tout φ G « r̂

00,

Demonstration. Voyons d'abord Γintegrale au membre droit est bien
definie. En fait, quel que soit h G H Π gBg~ι,

φ(hh'g)Xf(hh') =
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II existe une base supplemental adaptee (Xl9..., Xm) a g b dans g
telle que (Xiχ9 Xi2,..., Xι? ), 1 < iλ < i2 < < ip < m soit de la meme
sorte a ί) Π g b dans ί). Par usage de cette base Γespace translate de ^°°
par g a droite s'identifie a Γespace de Schwartz 5f(Rm) et dh a une
mesure de Lebesgue sur R^ c Rw, d'oύ la continuite de a. En realite cette
translation n'est autre qu'un operateur d'entrelacement entre deux realisa-
tions de π aux points / et g /. Enfin un calcul direct assure la semi-in-
variance necessaire. D

Evidemment, le vecteur generalise a introduit dans la Proposition 2
ne depend pas du choix de g a un scalaire multiplicatif pres. II faut
maintenant examiner sa dependance de la realisation de π et c'est ce
point-la oύ s'intervient effectivement Γoperateur d'entrelacement et Γindice
de Maslov. Fixons / dans Ω(ττ) Π Ξ et considerons deux realisations de 77
au moyen de deux polarisations b l 9 h2 e M(/, g), π = π2 = ind^ Xj ~ π2

= ind^2 χ7 oύ Bj = exp hj (j = 1,2). On fabrique [14] une isometrie Thihi

entrelaςant <πx avec π2 par la formule, pour tout φ e ^ ° ,

( r M i ψ ) ( g ) = / Φ(gb)Xι(b) db (g €= σ),

db etant une mesure invariante bien normalisee. L'operateur Thihi se
prolonge sur J^'00 (cf. [2]) et Γon montre la:

PROPOSITION 3 (cf. [14]). On se donne ax

°)H>χf par lesformules

[
H/HnBλ

JH/HΠB2

Sous reserve de normalisations convenables des mesures, on obtient

T a = e ( " 7 / 4 ) τ ( ί ) + α ( / ) ' ί ) 2 ' E ) l ) 0

0W T indique Γindice de Maslov [15]. £w d'autres termes, quel que soit

ί Xf(h2)dhJ φ(h2b)Xι(b)db
JH/HΠB2

 JB2/B2ΠB1

H/HΠBι
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On fixe desormais / e Ω(ττ) et b G M(/, g) de sorte que π = i
Supposons Ξ contenir ( / + ί) x) Π Ω(π) dont les composantes connexes
se notent Cv..., Cm. A chacune d'eux fait correspondre la Proposition 2
un vecteur generalise: gk etant un element de G verifiant gk / e Q et
d̂ A une mesure invariante sur # / # Π gkBgk

ι,

φ(hgk)χf(h)dkh (l<k<m)

pour tout φ e J^0 0. On choisit une mesure de Haar db = dB(b) sur 5 et
definit, pout φ e 2${G), une fonction φ sur G par

Φ(g)= f φ(bg)Xι(b)db.
JB

II est clair que φ e ^ ^ et un vecteur generalise a e J^" 0 0 donne une
distribution a sur G: pour φ dans Q{G), ά(φ) = (φ,a).

Naturellement le support de la distribution ά\ coincide la double
classe fermee HgkB, ce qui entraine comme dans la Remarque 1 que
a]r9...9a^ sont lineairement independants. D'autre part, soit a e
(«^r"

00)//'χ/ tel que a soit une distribution sur HgkB, autrement dit que a
ait HgkB pour son support et son ordre transversal soit nul (cf. [6]).
Alors, a est evidemment proportionel a Λ*. Posons Sπ = {g ^ G; g
( / + b ± ) Π ( / + ί ) - L ) : ? ί : 0} , qui n'est autre que la reunion disjointe
LJ k==1HgkB, et designons par {^~^)ψXf le sous-espace des α e
(^~°°)/7'X/ tels q u e 5 soit une distribution sur la sous-variete fermee S^.
Concernant la multiplicite on tire de tout ce qui precede la:

PROPOSITION 4. Soit τ = ind^χ^. On se donne la desintegration

centrale canonique de τ:

-L m(π)πdv(π).
G

Supposons Z(f'+ ί)-1) Π Ξ non vide, autrement dit que m(π) sont toutes
finies. On peut alors prendre pour multiplicite m(π) la dimension de
I'espace g

II serait interessant d'obtenir un resultat analogue a la proposition
dans [9].

4. Formule de Plancherel. On garde les notations precedentes. Soit
7r ^ G telle que Ξ contienne (/+ί)-L)πΩ(7r) dont les composantes
connexes se notent C l 9 . . . , Cm. On fait des choix de / e Ω(7r), gk (1 < k
< m) tels que gk I e Ck et de plusieurs mesures dg = dG(g), dh =
dH(h), dg et dkh invariantes sur G, H, G/B et H/H Π gkBg~k

x. Le choix
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de dg nous donne 7r = indβχ/ et ceux de d<Jfi,...,dmh les vecteurs
generalises aι

π9...9a™ dans (Jίf^00)11'*' associes aux C 1 ? . . . ,C W . On en
deduit la mesure quotient dg sur G/H et, grace a une propriete de
transitivite, une mesure dkg invariante sur G/H Π gkBgk

ι et son image
canonique sur G/gk

ιHgk Π B puis une mesure dkb invariante sur B/B Π
^ . Pour φ e S(G) on forme encore

ΦfH(g)=ί Φ(gh)χf(h)dh (geG).

LEMME 3. Pour φ e 2{G\ on a

(«(φ)*i)(g) = / , Φίiigbg^Xiib) dkb (g e G),

(4) ( >

Xf(h)dkhί ^H(hgkbg-k

ι)Xι{b)dkb.

Demonstration. Soit ψ e J^0 0. On calcule:

/
G JH/HΠgkBg-k

Φf

H{g)dgj
J

Hghgk)xf(h)dkh
-1

G/H

= / <#/ ΦfH(gh)Hghgk)dkh
JG/H JH/HC\gkBg-k

x

= ί Φf

H(g)Ψ(ggk)dkg

= / dgf ΦfH{gbg~k

ι)HΦ)dkb
JG/B JB/Bng-k

ιHgk

d'oύ le resultat.
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D'apres (4), les valeurs (π(φ)a^ α*) (1 < k < m) ne dependent pas
du choix des gk sous les transformations canoniques de mesures associees,
et la Proposition 3 dit que, si Γon change / e Ω(τr) et b e M(/, g), bref la
realisation de TΓ, on peut faire choix de mesures dg, dkh d'une faςon a ce
qu'elles restent invariantes.

EXEMPLE 7. Si par hasard (/ + f) -L) Π Ω(ττ) est une seule if-orbite, on
y prend / et la formule (4) se lit

(π(φ)aw9 am) = / χf(h) dhf Φf

H(hb)Xι(b) db.
JH/HΠB JB/B(ΛH

Supposons de plus ΐ) inclue dans b et notons Ĵ "φ la transformee de
Fourier de φ

dX (€ e fl ),

JX etant une mesure de Lebesgue sur g. On a

(v(φ)aw,aw)-f φ{,(b)Xl(b)<&=( φ(b)χ,(b)db
JB/H JB
JB/H

avec une mesure de Lebesgue dξ convenablement normalisee sur B / =
# . / = / + βJ .

Utilisant ces coefficients, notre formule de Plancherel concrete va
s'ecrire. Soeint μ une mesure de Lebesgue sur / + ί ) x , regardee comme
mesure sur g*, [μ] la classe de μ et γ Γimage de [μ] par Γapplication de
Kirillov0: g* -> G.

THέORέME 2. Supposons Z(f 4- Jj -1) Π Ξ won w'έfe, ce ςwί ϋβw/ ώre
la representation monomiale ind^χ^ est de multiplicites finies. Faisant
choix de mesures dg, dkh (1 < k < m(π)) pour π e G telles que (/ -f ί) -1)
Π Ω(τ7) w/7 now wYfe eί contenu dans Ξ, // β ci^e ^wr G tme mesure v de

classe γ, e/ ayant la propriete suivante: pour φ e @ϊ(G) arbitraire, on a la
formule

Demonstration. Soit g0 un ideal de codimension 1 dans g, et conte-
nant ί). Premierement, presque toutes les orbites sont supposees non-sa-
turees par rapport a g0. Pour presque toute π, la restriction de π a
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Go = exp g0 est irreductible, m(π) = m(ττ0) e t a u n ensemble negligeable
pres, Γespace borelien G s'identifie a Go X R (cf. [10]). L'hypothese de
recurrence assure Γexistence d'une mesure v0 sur Go ayant les proprietes
dans Γenonce du theoreme et sous notre identification la mesure v = v0 X
dx, dx etant une mesure de Lebesgue sur R, nous conviendra en posant
aί = at0 pourl < k < m(π).

En effet, soit pr: g* -> g£ Γapplication canonique. En sorte que v0

existe, est faisable le choix de dg0, dkh0 et done de dkb0, Γindice 0
signifiant des objets correspondants au niveau du sous-group Go. On
dέsigne b 0 e M(/o, g0) la polarisation reelle, ainsi choisie et donnant
π0 = θG(l0) ^ Go. En se servant de la Proposition 3, on peut supposer que
Γapplication Go 3 π0 ^ l0 Ξ gj soit la section borelienne s0 en Lemme
2.5.5 dans [10]. Pour / e g* telle que pr(l) = /0, on peut prendre un
element T = T(l0), dependant de /0, dans g de maniere qu'on ait g(/) =
R Γ θ g o ( / o ) et que Γapplication borelienne π >-> (π\Gθ9l(T)) donne
notre identification entre G et Go X R. Or la Proposition 3 nous rend
capable de supposer avoir choisi b 0 de faςon qu'une polarisation b e
M(U g) s'obtienne par RT θ b 0 et, en ecrivant b G B = exp b comme
/> = exptT - b0 avec / G R et 60 G 5 0 = exp b0, on constate que B/B Π
gklHgk est isomorphe a R X 5 0 /5 0 Π glιHgk. On choisit Jg de sorte que
dkb = Λ dkb0.

Dans ces situations, si Γon pose λ = /(Γ), la mesure v = v0 X dλ/2π
nous convient: pour φ ^ @(G) quelconque, compte tenu de (4) et de
l'hypothese sur vθ9

m(π)
fό Σ (*(φ)aϊ,aϊ)dp(π)

- ) . Λ.(»,)/ £ Σ /
CΓQ Λ Λ; = 1 lj

>iλtdt I
JB0/B0ΠgkHg^

m(π0)

I
H/HngkBg?

/
= 1

 JH/HΠgkBg-k

Σ (iro(ψK,<

d'apres la formule de Plancherel pour R.
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Deuxiemement, supposons que presque toutes les orbites sont saturees.
Prenons une m e G telle que (/+ί)- L )πΩ(τr) soit non vide et totale-
ment inclu dans Ξ. II existe des representations irreductibles en nombre
fini de Gθ9 notees TΓQ,...,TΓQ telles que (/0 + ί)±iQ^) Π/7r(Ω(τr)) soit la
reunion disjointe des (/0 + ί)1^) Π Ω0(π<j), 1 <j<s, dont les com-
posantes connexes se notent C({1,...,C({Ϊ . oύ ij = m(πj). Les com-
posantes connexes de (/ 4- ί) -1) Π Ω(π) ne sont autre que CJ

k = pr~ι{C^k)
pour 1 < k < m(π<j), 1 <j < s. A Q[Λ s'associe un α^ e (^.^°°)^'X/ et a
CJ

k un α; G (Jίς-°°)^χ/ avec r = Σ{~lm(π^) + A:.
Par hypothese de recurrence, ay ant choisi convenablement dg0, dkh0,

1 < k < m(π0), il se trouve une mesure v0 sur Go possedant les proprietes
requises dans le theoreme. Alors, nous conviendra Γimage v de v0 par
induction des representations. En effet, quand on considere la desintegra-
tion de v0 relative a v\

la fibre au-dessus de π se compose des πj pour 1 < j < s et le CoroUaire
1 dit que pπ = Σfj-iCjδ^ avec Cj > 0, oύ 8^ signifie la mesure de Dirac au
point πrf ^ Go. Soit φ G S(G). L'expression (4) appliquee a
(*<l(Φ)<t$l> <d e t ^ <w(Φ)α;, α;>, oύ r = Σ{zlm{^) + fc, et la Proposi-
tion 3 nous permettent de choisir dg, dkh de sorte qu'on ait, pour tous les
indice j , k et toute φ

Avec ces choix on calcul: pour n'importe quelle φ

7 I Tin I CD I d

m(πQ)

= /. Σ Σ c,(<(φχ,

ce qui termine la demonstration. D
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EXEMPLE 8. Considerons un cas particulier oύ ί)G M(f9 g). Soient
/ e G /, b e M(/, g) et 7τ = ind^χ, comme plus haut. Alors, m(π) = 1.
Les donnees de dg et dh = JXΛ nous rend capable de construire un
element av = a\ dans (JC°°)"'X/> et en realite (J^" 0 0)" '*/ = CΛW. SOUS

reserve de la normalisation, par exemple, de dh, la formule (4), combinee
avec la Proposition 3, devient

ce qui est exactement notre formule de Plancherel quand on qualifie pour
v la mesure de Dirac en π.
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