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SUR LES ZEROS DES FUNCTIONS SYMETRIQUES
COMPLETES DES CORPS CUBIQUES

BERNADETTE DESHOMMES

Let 3? be a real cubic field of negative discriminant, defined by
the relation ω 3 = εNorm^ /Q(ω), where ω is an integer of 3? and
the unit ε is not a cube. The complete symmetric function with weight
n of the roots of the minimal polynomial of ω satisfies a cubic linear
recurrence relation. We show that the zeros of this sequence are
connected to the binomial units of 3ί and further, that the number
of zeros is between two and four, except in two cases, when there
are five or six zeros (the sequence of Berstel and Mignotte). As an
illustration, a table of zeros is obtained for fields ^ of discriminant
superior to -400.

Soit 3? un corps cubique reel de discriminant negatif, defini par
la relation ω 3 = εNorm^/Q(ω), ou ω est un entier de 3f et Γunite
£ n'est pas un cube. La fonction symetrique complete de poids n9 des
racines du polynόme minimal de ω, verifie une relation de recurrence
lineaire cubique. Nous montrons que les zeros de cette suite sont
relies aux unites binomiales de 3? et aussi, que le nombre de zeros
est compris entre deux et quatre, sauf dans deux cas, oύ il y a cinq
ou six zeros (suite de Berstel et Mignotte). A titre d'illustration, une
table de zeros est calculee pour les corps 3£ de discriminant superieur
a - 4 0 0 .

1. Introduction. Soient f(z) = z3 - Sz2 - Qz - N, N φ 0, un
polynόme a coefficients dans Z et (un) une solution dans Z, non tri-
viale, de la recurrence

(R) un+i = Sun+2 + Qun+X + Nun (/i e N).

(H) Nous supposons que le rapport de deux quelconques des racines
du polyndme f rtest pas une racine de Γunite. D'apres un theoreme de
Mahler [19] la suite (un) est dans ce cas non degeneree, elle possede
un nombre fini de zeros (i.e. le nombre de n tels que un = 0 est fini).

Ward (1959) [30] est Γauteur d'une conjecture limitant ce nombre
a cinq, lorsque le polynόme / a des racines complexes et N Φ ± 1 . La
suite de Berstel et Mignotte (1973) [3, 20] montre que cette limite est
au moins six et d'apres Kubota [15, p. 99]: "It can be shown that non
degenerate rational integer cubic recurrences can have no more than
six zeros". Le cas oύ f(z) = (z - a)(z2 - Lz + M) a ete resolu par les
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18 BERNADETTE DESHOMMES

travaux de Kubota (1977) [15], precises par Beukers (1980) [4]. Dans
le cas oύ le polynόme / est irreductible, des resultats partiels sont dus
a Picon (1974) [22]. Sous ces hypotheses, la relation un = 0 implique
Γequation

(E) υn =λan+λάn = 1,

oϋ λ et ά designent les nombres complexes conjugues de λ et a (cf.
(1.2)). II s'agit alors d'estimer la multiplicite d'une recurrence binaire
de nombres algebriques (i.e. le nombre maximum de termes de la suite
prenant une valeur donnee). Les resultats generaux de Lewis et Turk
(1985) [17], de Beukers et Tijdeman (1984) [5] fournissent respective-
ment: une borne effective (non calculee) pour la taille des solutions
de Γequation vm = vn; une borne absolue lorsque / est irreductible et
par ailleurs, Beukers annonce le nombre maximum de sept zeros (non
publie).

Une question reliee est Γexistence d'un algorithme determinant Γen-
semble des zeros d'une recurrence lineaire d'ordre k, k > 3. Si la
multiplicite de la suite est infinie la question est resolue par le resultat
suivant (voir [8]).

THEORfeME de Lech-Mahler-Skolem. Soient K un corps de caracteris-
tique nulle, c e K, (un) une suite dans K verifiant une relation de
recurrence, alors ou bien un = c pour un nombre fini de n, ou Men
un — c pour tous les n de certaines progressions arithmetiques.

La question est ouverte si la suite a un nombre fini de zeros. Veresh-
chagin [27] donne la borne superieure la plus recente de ce nombre,
lorsque K est un corps de nombres; la formule de Barsky et Robba
[24] est cependant plus generale. Le theoreme de Strassmann per-
met de calculer les zeros dans certains cas particuliers (voir [8, 9]).
L'application pragmatique des methodes locales aux recurrences line-
aires est exposee dans le livre de Cassels [8]. Cerlienco, Mignotte et
Piras [9] traitent dans un article synthetique des proprietes, des
methodes specifiques et du vaste champ d'application des recur-
rences lineaires. Van der Poorten [23a, 23b] analyse en expert les
principaux problemes ouverts et les progres realises.

L'etude des proprietes de la suite de Berstel et Mignotte [20] se
trouve a Γorigine de ce travail. Cette suite verifie la relation

un+3 = 2un+2 ~ 4κ Λ + i + 4un (κo = u\ = 0, u2= 1).

Le corps cubique ^ , engendre par la racine reelle du polynόme ca-
racteristique de la recurrence, est defini par Γunite fondamentale
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e = ω^/4 = ω2/2 — ω + 1. Les six zeros de cette suite 0, 1, 4, 6,
13, 52 sont determines par les quatre unites binomiales, resp. deux,
solutions des equations de Thue de degre trois: Normjr/Q(.xε+j;) = 1,
resp. Norm^/Q(xε2 + y) = 1 (cf. (3.5.2)).

Nous decrivons d'une faςon analogue (cf. Proposition (3.2)) les
zeros des fonctions symetriques completes (cf. Definition (1.3)) reliees
aux corps 3£ (cf. §2). Ces corps cubiques, reels et de discriminant
negatif, sont definis par la relation ε — ω3/Norm^/q(ω) oϋ l'unite
ε n'est pas un cube, d'apres (H). Nagell [21], Delaunay et Faddeev
[10, §71-73] ont determine ces unites, lorsque ω est un entier de
trace nulle. Ward (1934) [28] utilise le theoreme principal de Na-
gell et de Delaunay [10, p. 402] pour majorer le nombre de zeros d'une
recurrence cubique entiere (R), dans le cas particulier oil N = ± 1 . Ce
theoreme applique a deux equations de Thue, comme dans Γexemple
qui vient d'etre mentionne, donne generalement plus d'unites binomi-
ales que la suite correspondante n'a de zeros. Nous limitons dans un
premier temps a cinq, le nombre de zeros des fonctions symetriques
completes reliees aux corps 3t (cf. Proposition (3.6)), a Γexception de
deux cas particuliers (cf. (3.5)), la reduction du nombre de zeros a
quatre est realisee dans le paragraphe 4. Nous determinons les zeros
de ces fonctions au moyen de Γalgorithme de Delaunay [10, p. 386],
en utilisant des criteres d'arret de cet algorithme etablis par Gordon et
Mohanty [13]. Une bibliographic plus importante figure dans Γexpose
de Deshommes [Groupe d'etude d'Analyse ultrametrique, 1986/87].

Notations et definitions. La serie generatrice d'une suite (un) solu-
tion de (R) est une fraction rationnelle a coefficients dans C

(i.i) ^»«- P { T )

P(T) = (u2-Su\-Quo)T2 + (uι-Suo)T+uo et ω', ω", ωdesignentles
racines de / . La decomposition en elements simples de cette fraction
conduit a Γexpression

(1.2) un = Aωn + B(ωf)n + C(ω")n (n e N),

oύ A = g{ω)/f{ω), g(z) = P(l/z)z2 et B, C ont des expressions
analogues. L'equation un = 0 se transforme en Γequation (E) via (1.2).
Les suites (Un)9 (Vn) et (Wn) designent les solutions de (R) avec les
conditions initiales respectives (wo,Wi,w2) = (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0).
Nous avons la relation

Un+r = Ur^Un + Ur+χ Vn + UrWn (n, V G N).
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(1.3) DEFINITION. Pour n e N, soit Un+2 = Σi+j+k=n
la fonction symetrique complete de poids n des racines du polynόme
minimal / de ω.

Cette expression se deduit du produit des series geometriques fi-
gurant dans la second membre de (1.1) lorsque la suite (Un) est dans
le premier membre. Ward [29] appelle cette fonction une somme de
produits homogenes, la suite (£/«+2) est a Γordre trois ce que la fonc-
tion de Lucas de la premiere sorte est a Γordre deux. L'expression de
Un+2 e n termes des fonctions symetriques elementaires est classique.
Posons: e§ = l9β\ = S, e2 = - β , e$ = N et β\ = 0 pour i > 4, la fonc-
tion Un+2 est egale au determinant de (ei-/+y)i</j<« (voir Lascoux
[16] et Macdonald [18]). II s'en deduit une formule combinatoire

i+2j+3k=n

Bell [2] donne l'expression suivante de ωn (resp. {ω')n, (ω")n)

(1.5) ωn = Unω
2 + Vnω +Wn (n e N).

Supposons le polynόme / irreductible. Lorsque Un = 0? la norme des
deux membres de (1.5) determine une equation de Thue de degre trois

Nn = Norm Q ( ω ) / Q (xω + y) = Nx3 - Qyx2 + Sxy2 + y3.

Les methodes de resolution en S-unite de Evertse, Gyόry, Stewart
et Tijdeman [12] ou de resolution p-adique de Bombieri et Schmidt
[6] font esperer un progres dans la conjecture des six zeros, via les
equations de Thue.

2. Determination des corps ^ .

(2.1) Soient 3? un corps cubique reel de discriminant negatif, ^
Γordre maximum et βo Γunite fondamentale. Cette unite est positive
ou de norme egale a 1 et directe 0 < βo < 1 Chaque unite de <T est
de la forme ±εg, avec n el. Nous considerons la relation

(2.1.1) ω 3 = εNorm(ω).

ou ε et ω sont des entiers primitifs de 3£. L'entier rationnel N =
Norm(ω) designe Norm^/Q(ω) = ωfω"ω, N est different de ± 1 . Dans
le paragraphe (2.2) N est fixe et dans (2.3) Γunite a est fixee.

Sαns perte de generαlite, nous pouvons supposer que N est un entier
positif et sαns fαcteurs cubiques: N = α2b, oil les entiers α et b sont
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positifs, sansfacteurs canes et premiers entre eux, avec ab > 2. Posons
a = ab/ω et ~N — ab1. Les relations ω3 = Nε et a3 = ~Nε~ι etant
equivalentes, nous pouvons supposer que Γunite ε est dίrecte (ε = ε$
pour un certain entier positifk).

Dans la relation (2.1.1) fixons Γentier positif N = Norm(ω). Si k
est de la forme 3/, 3/ + 1 ou 31 + 2 alors ω = ει

Qp, avec p3 = N, Nε0

ou Nε% respectivement. Les entiers ω et p sont associes. Dans le cas
particulier oύ Γentier ω est de trace nulle, Delaunay et Faddeev ont
obtenu les resultats suivants:

(1) Si Γunite ε est un cube alors

et x3 + N(y/a)3 = 1.

Lorsque XQ + ^ o v ^ est Γunite fondamentale directe et positive de
Γordre 1[^N], cette equation admet deux solutions: x = 1, y = 0 ou
x = xo,y = ay0 (voir [10, p. 351] [21, p. 43]).

(2) Si Γunite ε n'est pas un cube alors il existe au plus une unite de
la forme ω3/N, sauf dans deux cas:

(i) εo = p3/2 = -p+l,ει

o

3 = ω3/2,
(ii) εQ = p3/4 = -p+\,εl = ω3/2.

Cette unite, quand elle existe, est alors de la forme a* ou ε^Λt a un
nombre fini d'exceptions pres et elle est obtenue en un nombre fini
detapes t < {Ad + 8)/3, d'etant le nombre de diviseurs premiers de
iV ([10, p. 367]). Pour des travaux plus recents en relation avec ces
corps, voir Scarowsky [25].

Nous supposons desormαis que Γunite ε n'est pas un cube et dans le
paragraphe (2.3) que Γentier ω n'est pas de trace nulle.

(2.2) Soient q et s des entiers rationnels non nuls simultanement,
posons:

Δ = (s - aq2)(q + bs2) - qs et D = 4abA + 3(3 + abqs)2.

(2.2.1) PROPOSITION. Si ε et ω verifient les conditions (2.1) avec
N = a2b fixe alors il existe des entiers rationnels q et s tels que:

(i) ω est defini par ω3 = absω2 + a2bqω + a2b.
(ii) Uordre & — Z[l,ω,α] a pour discriminant -{ab)2D, a (resp.

Δ) est Γindice de Γordre l[ω] (resp. l[ε]) dans Γordre @.
(iii) Vexpression de ε comme fraction lineaire de ω est la suivante

__ ω(s - aq2) - aq

ωs - a(q + bs2) *
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Demonstration. Posons ω 3 = Sω2 + Qω + N et ε3 =S\ε2

La relation (2.1.1) se traduit par

NS{ = 3(ΛΓ + QS) + S3 et iV 2^ = -3N(N + QS) + Q\

oil N = a2b et a, b verifient les conditions (2.1). Nous en deduisons
les congruences 5 = 0 (mod ab) et Q = 0 (mod a2b).

Soit & Γordre Z[l,ω,a] oύ α = ab/ω. Designons par fω = (a2b,
-a2bq,abs, 1) la forme cubique binaire definie par ω. Les proprietes
des determinants et la formule du discriminant entrainent les egalites
suivantes

Disc(/ω) = | l , ω , ω 2 | 2 = a2\l,ω,a\2 = a2Disc(<?).

L'ecriture de ε sous la form ε = (1 + abqs) + (g + bs2)ω + sa mon-
tre que ε appartient a 0. L'indice Δ de ε dans Γordre (9 est defini
par les egalites Disc(ε) = | l ,ε,e 2 | 2 = Δ2Disc(^), avec Δ de la forme
indiquee. α

COROLLAIRE. Uindice de & dans ΐordre maximum est premier avec
ab.

Demonstration. Posons λ2 = Disc(^)/Disc(^)3 λ est l'indice de &
dans Γordre maximum. Soit π un diviseur premier de b, pour b Φ 1.
Nous avons: pour π = 3, 33 (resp. 34, 35) ||Disc(^f) suivant que 3 \ q
(resp. 3|ήf et 3 \ s, 7>\q et 3|s) et pour π Φ 3, π2||Disc(^))) d'apres les
formules de la Proposition (2.2.1).

Supposons qu'il existe un ordre ff\ contenant Z[ω], avec Disc(ω) =
π2 Disc(^i). D'apres [10, p. 111], une base de ff\ serait de la forme

{1, ω - t, (ω2 + (t - abs)ω + (t2 - abst - a2bq))/π},

oύ t veriίie les congruences: f(t) = 0 (mod π2) et f'(t) = 0 (mod π)
avec — π/2 <t< nil, f designe le polynόme minimal de ω. Comme
/ est un polynόme d'Eisenstein relatif a π, nous obtenons une contra-
diction. Si b = 1 alors a Φ 1 d'apres (2.1), dans ce cas on echange b
et a, ω e t α . D

Le lemme suivant fournit sous certaines conditions, une unite
binomiale non triviale γ > 1 (ou δ > 1) solution de Γequation
Norm(xε4->7) = 1. Ce resultat est utilise dans la suite pour demontrer
la Proposition Principale (3.6).
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(2.2.2) LEMME. SOUS les hypotheses et avec les notations de (2.2.1):

(i) Si q = 0 alors s = - 1 , ab — 2 ou b = 1 ^ α G { 3 , 5 , 6 } ;

ί #
(ii) Si s Φ 0 et A = ±a alors γ = (s/a)ε + q2 — s/a est une unite

inverse positive.
(iii) Si q Φ 0, q Φ -bs2 et A = ±b alors δ = (s2 +

umίe inverse positive.

Demonstration, (i) Par hypothese, le discriminant de 3£ est negatif
et Γunite ε directe et positive, ce qui entraίne D > 0 et 5Ί + Qi < 0
avecSι+Qι = ab(bs3 + aq3) ouSι+Qι = ab(s(bs2 + q) + q(aq2 -s)).
Si q = 0 alors s < 0 et D = 27 + 4ab2s3, d'oϋ le resultat.

Supposons maintenant que q est non nul, si q > 0 alors 5 < 0.
Posons t = -abqs, d'apres (2.1) nous avons: ab > 2, aq3 - bs1 > 3 et
t > 2. La condition D > 0 implique

0 > t2 + 18ί - 27 + 4αό(α#3 - fo3) > ^2 + 18ί - 3,

ce qui est impossible pour ί > 2. Ainsi q < 0.
Supposons que s > Λ^ 2 . La condition S\ + Q\ < 0 implique

s(bs2 + q) < q(s - aq2) avec q < 0 et s > 0. Nous en deduisons
que όs2 < -q et α6 2s 4 < aq2 < s. L'inegalite ab2s3 < 1 est en contra-
diction avec ab > 2. Ainsi s < aq2.

(ii) Soit γ = (s/a)ε + q2 - s/a et Norm(y) = fε(s/a,q2 - s/a) =
(A/a)2. Supposons que Δ = ±a et s Φ 0. Par definition de Δ nous
avons: s = 0 (mod α) et <? ̂  0 d'apres (2.1). L'entier <?2 - s/a est
positif et non nul d'apres (i). Montrons que Γunite positive γ de 2[ε]
verifie γ > 1. Par hypothese, Γunite ε est directe, la condition 0 < ε <
1 entraϊne que (s/a)ε > 0 pour s > 0 ou (s/a)(ε - 1) > 0 pour s < 0;
par consequent, (s/a)ε-\-q2-s/a > 1 pours > Oou (s/a)(ε-\)-\-q2 > 1
pour s < 0. La demonstration de (iii) est analogue. D

(2.3) II existe, dans Γordre maximum ^V, au plus τ(N)3 classes
d'entiers non associes de norme ±N, oΐi τ(N) est le nombre de di-
viseurs premiers de iV [7, pp. 100 et 244]. D'apres (2.1), parmi les
associes d'un entier p tel que p3 = Nεo ou p3 = Nε^, il existe au plus
un entier de trace nulle, avec deux exceptions. Nous fixons maintenant
Γunite ε dans la relation (2.1.1).

(2.3.1) THEORfeME. Soient Jf un corps cubique et ε une unite verifiant
les conditions de (2.1). Le nombre des entiers ω de 3? tels que ω3 =
ε Norm(ω) est au plus egal a un lorsque 3? n'est pas un corps cubique
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pur. Ce nombre est egal a zero ou a trois lorsque 5? est un corps cubique
pur {voir table (4.5)).

Demonstration. Soient ω et θ deux entiers de 3£ verifiant la relation
(2.1.1)

θ3 = eN', Nf = (a')2bf, W = a'(b')2,

θβ = a'bf et {βω)3 W

D'apres (2.1), NNf est un cube uniquement si a = af et b = bf, dans
ce cas ω = 0, le corps 3ί etant reel. Si N Φ N', le corps X est cubique
pur, de la forme

X = Q U/NW) avec Disc(JΓ) = -3d 2 .

D'apres la Proposition (2.2.1), les entiers rationnels α, &, #, s determi-
nent ω et z = α£<?£ verifie l'equation

(2.3.2) z 3 + 9z2 - 3(5! - Qx - 6)z - (Sx - 3)(Qi + 3) = 0,

dont le discriminant est egal a -27Disc(ε). Ce discriminant est un
carre uniquement lorsque le corps 3£ est cubique pur. L'equation
(2.3.2) possede alors zero ou trois racines dans Z. Soit z = abqs =
a'b'q's*, z s'annule lorsque qs = 0 avec s φθ (voir (2.1)).

Dans le cas oύ q = 0, nous obtenons 3£ = Q(v^2) d'apres (2.2.2),
les solutions de l'equation ω3 = Nε$ sont:

ω
3 _= - 6 ω 2 + 36, ω 3 = 3ω2 - 9ω + 9 ou ω 3 = 6ω2 - 18ω + 18.

Dans le cas oύ qq1 Φ 0, d'apres (2.2.1) nous avons Nq3 = Q\ +
3(1 + z) = N'q13, puis NWq3 = {a'b'q')3, ce qui est impossible pour
N Φ N'. Chaque solution de l'equation (2.3.2) caracterise un seul
entier ω.

Les coefficients S\ et Q\ etant donnes ainsi que Γindice Δo de ε = εo
dans Γordre maximum ^ , nous determinons a, b, q, s de la faςon
suivante:

(1) z\ = abqs d'apres (2.3.2); sgn(zθ = sgn(-5); q < 0.
(2) z2 = abΔ = Si - Q\ + 3 - \z\ + 3)2; sgn(z2) = sgn(Δ). Nous pou-

vons aussi utiliser la relation (abA)2(abA+3(Sι~Qι + 3)) = -Disc(ε).
(3) Δ divise ΔQ, ab divise (S\+Q\) et z 2 = abA oύ a et b verifient les

conditions (2.1); nous en deduisons par essais successifs: Δ, z 3 = ab
et qs.

(4) bs3 = (SΊ - 3 - 3 Z 0 / Z 3 ; α^3 = (& + 3 + 3z0/z 3 avec (α,6) = 1.
Le lemme (2.3.3) permet de reduire le nombre des essais. D
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(2.3.3) LEMME. Soit π un dίviseur premier de Γindice Δ de ε dans
Γordre <f,

π\(q, s) si et seulement si 7Γ3|Δ.

Demonstration. D'apres [10, p. I l l ] , si Δ = n3A\ alors il existe un
ordre ff\ contenant 1 et ε, d'indice Δi dans Pordre (9 et admettant
pour base d'entiers

ou t, - π / 2 < t < π/2, verifie les congruences: g(t) = 0 (mod π 3 ),
g'(t) = 0 (mod π 2), g"(t)/2 = 0 (mod π), g designe le polynόme
minimal de ε. D'apres la Proposition (2.2.1), la relation ε =
(1 + abqs) + (q + bs2)ω + sa entraine que π divise t - 1, s et q.
L'expression de Δ = bs3 - aq3 - ab(qs)2 donne la reciproque. D

3. Nombre maximum de zeros des fonctions symetriques completes
reliees aux corps ^.

(3.1) Hypotheses. Le corps cubique 3ί et Γunite ε etant donnes,
soit ω un entier de X verifiant les conditions de (2.1): ω3 = Λ̂ ε
avec N = a2b. La suite (Un) est la fonction symetrique complete des
racines du polynόme minimal de ω (voir Definition (1.3)).

Pour decrire les zeros de la suite (Un) nous definissons pour m > 0,
les suites: aU3m = XmNm, C/3m+1 = YmNm et C/3m+2 = ZmNm. Elles
verifient la formule (1.4) qui prend la forme

/'+2;+3A:=3m+r-2 '*''

oύ r = 0,1,2 et [r/2] designe la partie entiere de r/2.
Soit (U'n) la suite correspondant a a avec a3 = iVε"1 et N = ab2;

pour m > 0 nous definissons de meme les suites X'm9 Y^, Zf

m. Elles
verifient la formule deduite de (3.1.1) en echangeant a et b, s et -q.
Les suites Un+ι et C/ +̂2 sont les fonctions symetriques completes de
poids n correspondant a ω et α. Nous avons

la definition (1.3) s'etend aux entiers rationnels.

DέFiNiTiON. Pour n > 0, NU-n-\ est la fonction symetrique com-
plete de poids -n correspondant a Γentier ω de norme N.
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(3.2) PROPOSITION. SOUS Γhypothese (3.1), les zeros de la suite (Un)
pour n el sont determines par les unites binomiales de Γordre l[ω] si
n = 3m, de Γordre I[a] si n = 3m + 1, et Un Φ 0 si n = 3m + 2.

Demonstration. Soit ε Γunite directe telle que ω 3 = a2be, d'apres la
formule (1.5) pour m > 0 nous avons:

(3.2.1) εm = (a'ιXm)ω2 + (Ym - bsXm)ω

+ (Zm - absYm -

et par la relation aω — ab,

(3.2.2) εm = {b~xYm)a2 + (Xm + aqYm)a + Zm,

ε~m = (b-ιX'm)a2 + {Y'm + agX'Ja + (Z'm + abqY'm + absX'J.

Pour n G Z les zeros de la suite (Un) du type n = 3m sont exactement
les zeros de la suite (Xm) si m > 0, les zeros de la suite (YLm) si
m < 0, Γunite em etant de la forme xω + y. Le resultat est analogue
pour les zeros de la suite (Un) du type n = 3m + 1, Γunite εm etant de
la forme xa + y. Pour m > 0, nous deduisons de la formule (3.1.1)
les congruences: Zm = 1, Z'm = 1 (mod ab). Ainsi U^m+2 φ 0 pour
me 2. D

(3.3) Soient p un entier d'un corps cubique de discriminant negatif
et ε Γunite fondamentale de Γordre Ί[p], 0 < ε < 1. Toute solution de
Γequation fp(x,y) = Norm(xp + y) = 1 est une unite binomiale en p
de la forme εk = xp + y avec k E Z et reciproquement. Les theoremes
de Delaunay et de Nagell [10, p. 402], [21, p. 52] limitent le nombre
de ces unites binomiales. Une table d'unites binomiales [10, p. 417] a
ete obtenue pour les ordres cubiques de discriminant negatif superieur
a -300 (voir aussi les tables d'unites de Angell [1] et de Smadja [26]).

(3.3.1) Soient εk — Bp + D une unite binomiale en /?, ( £ £ )
une matrice a coefficients dans Z avec AD — BC = ±1 ct θ =
(Ap + C)/(Bp + D). Les ordres 2[p] et Z[θ] sont egaux, en d'autres
termes les formes cubiques binaires fp et fβ sont equivalentes,

(3.3.2) Πalgorithme de rehaussement de Delaunay [10, p. 386] [21, p.
48].
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Les unites binomiales d'un ordre cubique 2[p] de discriminant ne-
gatif sont determinees par Γalgorithme suivant. Soit ε Γunite fonda-
mentale, directe et positive de Γordre 2[p]9 ε = ap2 + bp + c. II s'agit
de trouver les exposants entiers rationnels n tels que

(*) εn=xp + y.

On peut supposer que n e N d'apres (3.3.1). Ces unites binomiales
verifient les egalites suivantes:

e'n - e"n = x(p'- p") et x = {-ap + b + as){είn - εm)/(εf - ε"),

oύ s designe la trace de p. Soit Kδ2 = Noτm{-ap + b + as) avec δ =
(a, b), alors K divise x et les solutions de Γequation (*) appartiennent
a Γordre T[Kp]. Posons x = Kx{ et p\ = Kp. Apres avoir calcule
Γunite ε\ = ευ oϋ v est le plus petit exposant entier positif tel que
εv G Z[/?i], le processus se repete alors dans Γordre Ί\p{\. L'equation
(*) s'ecrit alors sous la forme βj v — X\p\ +y.

Si K Φ ±1 et si l'equation (*) admet une solution non triviale (x Φ
0) alors Γalgorithme s'arrete apres epuisement des diviseurs de x. II y
a une seule solution non triviale d'apres [10, p. 385].

Si K = ±1 alors les ordres 2[p] et Z[ε] sont egaux et Γalgorithme ne
peut pas commencer. Les equations deduites de l'equation (*) suivant
la parite de n sont traitees suivant le meme principe. II y a au plus
deux solutions avec x Φ 0 sauf dans trois cas, lorsque Disc(/?) est egal
a -23, -31 ou -44 ([10, p. 398]).

Soit η = ε"1 Γunite inverse de ε, η e /[/?]. Nous remarquons
que les unites binomiales ηn = Xp + Y avec « G N , appartiennent a
Γordre 1[Kp] oϋ K est la constante precedente. En efFet, les egalites:
η'n _ η»n = χ{pι _ pη e t X = {-ap + b + as)e{η'n - η"n)/{η" - ηf)
montrent que K = Norm{-ap + b + as)δ~2 divise X.

Si l'equation (*) admet la seule solution triviale alors Γalgorithme
se poursuit indefiniment et ne peut etre utilise sans criteres d'arret.
Hemer [14], Gordon et Mohanty [13] ont etendu le champ d'applica-
tion du critere suivant de Delaunay [10, p. 410]:

Soit y une unite de l[p] qui admet un nombre premier π impair
comme "diviseur", c'est-ά-dire, y = Aπ2mp2 + Bπmp + C avec m > 0,
π\A et π\B. Si π\\A alors Γequation yn — xp + y rfa pas de solution
avec n > 0.

Soient π un nombre premier impair apparu a une certaine etape
de Γalgorithme (a la premiere etape par exemple, π\K) et μ la plus
petite puissance de ε telle que εμ admette π comme "diviseur". Si le
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critere precedent est verifie par π et εμ (π est appele un "diviseur" de
ε de la premiere sorte) alors Γequation (*) n'a pas de solution avec
n > 0. Le resultat de Hemer [voir 13, p. 409] s'applique dans le cas
oύ p = ε. L'efficacite de ce critere vient des determinants "Δ" et "V"
utilises par Delaunay et Faddeev [10, p. 411] pour calculer modulo π 2

le coefficient de p2 dans εμ, lorsque π ne divise pas le discriminant de
p. II suffit de calculer επ~ι ou gί^- 1 )^ 1 ) modulo π 2 , d'apres le petit
theoreme de Fermat dans le corps X.

Nous expliquons maintenant Γorigine π-adique de ces determinants.
Lorsque Γideal π^V est decompose, choisissons un plongement de X
dans Qπ le corps des nombres π-adiques [7, 8]. Le polynόme minimal
/ de p a trois racines distinctes dans lπ Γanneau des entiers de Qπ.
Posons: pour j e {1,2,3}, e7- = apj + bpj + c, avec f(pj) = 0 et
«A»= |( ε j-i . i)/π9pj9 l | 1 < y < 3 (mod πZπ).

Le calcul de ε7-~ι modulo π2lπ, via la formule de Taylor appliquee
a Γordre deux au polynόme /, donne Γexpression suivante:

"Δ" = \(e]-1 - l)/π + (2axj + b)ψ(Xj)/(ejf(Xj))9xj9 l | i<7 <3

oϋ f{X) = (X - xx){X - x2)(X - x3) + πψ{X) et Pj = xJ9 εj = βj
(mod πZπ), j e {1,2,3}. Lorsque Γideal πffjt a un diviseur premier
de degre 2, Γexpression de "V" est analogue. L'enonce du critere
d'arret de Γalgorithme devient alors:

Si UA"$ 0 (mod π), resp. "V"=έ 0 (mod π) alors π est un "diviseur
de ε de la premiere sorte.

Les methodes π-adiques, en particulier le theoreme de Strassmann
[voir 8, p. 62], permettent d'etendre les criteres d'arret de Gordon
et Mohanty (Deshommes [11]). Cette interpretation ne donne pas,
semble-t-il, de reponse a une question essentielle: Peut-on mettre en
oeuvre ces criteres d'arret a une certaine etape de Γalgorithme lorsque
Γequation (*) admet la seule solution triviale? Dans les conditions du
paragraphe 4 la reponse est positive.

(3.3.3) THEORέME de Nagell [voir 10, p. 398]. Parmi les puissances
entieres positives de Γunite fondamentale directe positive de Γordre l[ε]
avec Disc(β) < -44, // existe en dehors des unites triviales 1, ε, au plus
une unite binomiale en ε.

La demonstration de Nagell fait appel a des arguments geome-
triques, pour une demonstration π-adique se reporter a [11].
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(3.4) THέORfeME. Soit (Un) une suite verifiant Γhypothese (3.1). Le
nombre de zeros de la suite (Un) est compris entre deux et quatre,
saufdans deux cas oil ce nombre est egal a cinq ou a six. Le nombre
maximum de six zeros est obtenu par la suite de Berstel et Mignotte
{voir table (4.5)).

Demonstration. Un zero de la suite ({/„) est un entier rationnel n
tel que Un = 0. D'apres (3.2), l'unite εk avec k = (n - l)/3, resp.
k = fl/3, est solution de Γequation fa(x,y) = 1, resp. fω(x,y) = 1.
D'apres les theoremes de Delaunay et de Nagell, on distingue trois cas.

(1) Disc(ω) et Disc(α) sont strictement inferieurs a -44. Chacune
de ces equations possede au plus trois solutions et au moins une (C/Q =
0, U\ = 0 ) . La Proposition (3.6) limite dans ce cas le nombre de
solutions a cinq. En dehors du cas (i) de la Proposition (3.5.3) oύ il
y a cinq solutions, la reduction du nombre de solutions a quatre est
realisee au paragraphe 4.

(2) Disc(ω) ou Disc(α) est egal a -44. Le nombre de six solutions
est atteint dans le cas (iii) de la Proposition (3.5.2).

(3) Disc(ω) ou Disc(α) est egal a -23 ou - 3 1 . D'apres la Proposi-
tion (2.2.1), {ab)2 divise Disc(ω) et Disc(α) avec ab > 2, on obtient
une contradiction. D

(3.5) Les corps 3ΐ de discriminants -44 ou -76 ont la propriete
remarquable suivante: l[ε] = Z[α] et I[ε2] = 2[ω] oύ ε = ε0 est Γunite
fondamentale de 0%.

(3.5.1) PROPOSITION. SOUS Γhypothese (3.1), si k est le plus petit
entier positif tel que 2[εk] = l[ω] alors k = 1 ou k = 2. Pour k = 2, il
y a deux entiers ω verifiant cette condition, les suites correspondantes
ont cinq ou six zeros.

Demonstration. D'apres la Proposition (2.2.1), ε = ω3/(a2b) =
(s/a)ω2 + qω 4- 1 et si s = 0 (mod a) alors ε e Z[ω]. Le cas oύ
2[ε] = T[ω] etant traite par la suite, nous pouvons supposer que:
k > 2, s φ 0 (mod a) et a > 2. La condition 2[εk] = Z[ω] implique

^ ) = Disc(ω), ce qui se traduit par

(t) Norm(^ - Xkω/a) = fω{-Xkla, Yk) = ±1.

Nous deduisons de la formula (3.1.1) les congruences suivantes

Xk = ks (mod a) et Yk = kq + k(k + l)bs2/2 (modα).
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Comme Γhypothese εk e 2[ω] implique I ^ Ξ O (mod α), nous avons
ks = 0 (mod α). Posons: d = (.s,α), Λ = rfα', s = dfs' avec {s',a!) =
(d,af) - 1. Le plus petit entier positif tel que εk e l[ω] est alors
k = α'. Pour α' > 2, la formule (f) est en contradiction avec la
congruence fω(-Xa'/a, Yar) = 0 (mod α'2), ainsi α' = 2.

Pour determiner les unites ε verifiant les conditions 0 < ε < 1,
ε2 e 2[ω] et Disc(ε2) = Disc(ω), nous disposons des formules du
paragraphe (2.2)

Disc(ω) = (2/Δ')2Disc(ε) et Disc(ε2) = / β ( - l , S Ί ) 2 D i s φ ) ,

en posant Δ = dAr. La condition (f) pour k = 2 est de la forme
Δ ;/ f i(-l,5i) = ±2 oύ /e(-l,*Si) = -(5ΊQi + 1). Nous obtenons deux
solutions:

S{ = Q{ = - 1 : ε3 = -ε1 - ε 4- 1, Disc(ε) = -44, voir (3.5.2.iii).

Sι = \ et Qx = - 3 : ε 3 - ε 2 - 3 ε + l , Disc(ε) - - 7 6 ,

voir (3.5.3-i). D

COROLLAIRE. Sous Γhypothese (3.1), si k est le plus petit entier posi-
tif tel que l[εk] = l[a] alors k = 1.

(3.5.2) PROPOSITION. SOUS Γhypothese (3.1), il y a exactement cinq
entiers ω tels que Disc(ω) ou Disc(α) soit egal a —44. Les suites
correspondantes ont de deux a quatre zeros, saufdans un cas ou la suite
a six zeros: ω3 - 2ω2 - 4ω + 4 et Un = 0 pour n e {0,1,4,6,13, 52},
(Un) est la suite de Berstel et Mignotte.

Demonstration. L'ordre maximum du corps cubique 3t de discrimi-
nant -44 a une base de puissances ^ = Z[ε0]. L'unite εo definie par
e3 = -εl - εo + 1 est l'unite fondamentale de Jf. II y a quatre unites
binomiales en εo: 1, εo, ε$ = 2εo — 1, ε^1 = — lO3εo + 56 et deux unites
binomiales triviales en ε%, [10, table p. 417]. D'apres (3.3.1), il y a
quatre classes d'entiers de discriminant —44 definies par la formule

(t) θ = (Aεo + C)/{Bεo + D)9

oύAD-BC = ±l eXBεo + D = εk avec k = {0,1,4,17}.
Si ω est un entier de X verifiant Γhypothese (3.1) et tel que Disc(ω)

= -44 alors d'apres (2.2), ω est defini par les entiers rationnels a = 1,
b = 2, q, s. La formule (f) donne un systeme de trois equations et il
y a deux solutions:

(i) s = - l , q = 0: ω = - 1 + ε " 1 , α = - l + ε ~ 2 , ε = εg.

(ii) ^ = 2, ^ = - 3 : ω = 1 - ε0, a = 1 + ε̂  2, ε = ε^.
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Cette methode appliquee a a avec a e && et Disc(α) = -44, donne
trois solutions. Nous echangeons a et b, s et — q, ainsi a = 2 et b = 1.

( i i i ) 5 = 1 , q = —I: ω = I + ε l , α = 1 + ε o , ε = SQ.

( iv) 5 = 2, # = - 2 : ω = l - β Q , α ^ l + β ^ 1 , ε = ε$.

(v) s = - 3 , 0 = - 2 : ω = - 3 + ε" 2, α = (1 - εo)/(2εo - 1), ε = eΊ

0.

Chacune des unites ε^m+\ resp. ε ^ , ε^, εQW+1

5 ε^m + 4 est une unite
binomiale en εo si respectivement,

(i) m = 0,8 (ii) m = 0 (iii) m = 0,1,4,17 (iv) m = 0,4
(v) m = 0.

Chacune des unites ( ε 2 ) m + 1 , resp. (ε2)^5™/2, (ε2)^/2, (ε 2 ) 2 m ,
^2^i+7m/2 e s t ^ e m g m e u n e u n i t e binomiale en ε$ si respectivement,

(i) m = -1,0 (ii) m = 0 (iii) m = 0,2 (iv) m = 0 (v) m = 0.

D'apres la Proposition (3.2), les suites (ί/rt) correspondantes ont pour
zeros:

(i) n = -2,0,1,24 (ii) n = 0,1 (iii) π = 0,1,4,6,13, 52
(iv) w = 0,1,13 (v)n = 0,l. D

(3.5.3) PROPOSITION. SOUS Γhypothese (3.1), //y a exactement trois
entiers ω tels que Disc(ω) ou Disc(α) soit egal a -76. Les suites (Un)
correspondantes ont cinq, quatre ou deux zeros.

Demonstration. L'ordre maximum du corps cubique 3? de discrimi-
nant -76 a une base de puissances @χ = Z[βo] L'unite ε0 definie
par εg = εQ - 3εo + 1 est l'unite fondamentale de X. II y a trois
unites binomiales en ε 0: 1, βo et ε|j = -36εo + 13, [10, table p. 417].
Nous verifions par Γalgorithme (3.3.2) qu'il y a deux unites binomiales
triviales en ε$. La methode utilisee dans la preuve de la Proposition
(3.5.2) donne les resultats suivants:

(i) ε = ε 0 , ω = εl+l, a = ε^ι + 1.
(ii) ε = ε^, ω = - ε 0 + 1, a = ε^ + 3.

(iii) ε = ε%9 ω = -ε^"1 + 3 , a = ε^2 + 1.

D'apres la Proposition (3.2), les suites (Un) correspondantes ont pour
zeros:

(i) n = -2,0,1,6,22 (ii) Λ = 0,1,4,12 (iii)/ι = 0,1. α
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(3.6) PROPOSITION PRINCIPALE. SOUS Γhypothese (3.1), si le discrimi-
nant de Γordre Z[ε] est inferieur a -44 alors le nombre de zeros de
la suite (Un) correspondante est au plus egal a cinq.

Demonstration. Nous supposons que la suite (Un) a trois zeros du
type n = 3m. D'apres la Proposition (3.2), il y a trois unites binomi-
ales de la forme εm = xω+y. Nous sommes dans le cas oύ Γalgorithme
(3.3.2) ne peut pas commencer, c'est-a-dire, lorsque 2[εk] = Z[ω].
D'apres la Proposition (3.5.1) nous pouvons supposer que k = 1 et
deduire de la Proposition (2.2.1) que Δ = ±a. Par definition de Δ,
q = -1 si s = 0.

Si Δ = ±a et s Φ 0 alors d'apres le Lemme (2.2.2.U), Γequation
fe(x,y) = 1 a trois solutions 1, e et γ qui se deduisent par (3.3.1) des
unites binomiales: 1, εi et ε\ = uβ\ + v avec λ > 3, oύ εi est Γunite
fondamentale de Γordre l[ε] et 0 < ε\ < 1, voir (3.3.3). Puisque
0 < ε < 1 et γ > 1, il y a un seul choix, a savoir, γ = ε^1 et ε = ε j " 1 .
Apres identification, puis substitution dans Δ = ±a, nous obtenons:
e = u + υγ9 s = ±a et q3 ± 1 = ±a2b(l =p q2). D'apres la Proposition
(2.2.1), Γentier ω est defini par s = 1, q = -2, a = 1,6 = 3. II y a trois
unites binomiales en εi: 1, ε\, εj = -3εj + 1 avec Disc(εi) = -135.
L'equation fε(x,y) — 1 admet trois solutions mais une seule unite
binomiale en ε = ε\ est solution. Nous verifions par Γalgorithme
(3.3.2) que la suite (Un) possede deux zeros U§ = U\ — 0.

Nous supposons maintenant que la suite (Un) possede trois zeros du
type n = 3m + 1. Nous montrons de meme que Z[ε] = Z[α] et d'apres
la Proposition (2.2.1) que Δ = ±b. Par definition de Δ, s = ±1 si
q = -bs2 et de meme, s = - 1 si q = 0.

Si Δ = ±b, q Φ 0 et q φ -bs2 alors d'apres le Lemme (2.2.2.iii),
nous obtenons: δ — ε\x et ε = ε\~x, puis ε = u + vδ, s2 + (q/b) = ±1
et s3 ± 1 = ±ab2(l T^ 2 ) 2 . Nous constatons qu'il n'y a pas de solution.

Vu les conditions (2.1) sur a et b, les egalites Z[ε] = l[ω] et Z[ε] =
Z[α] ne sont pas verifiees simultanement. D

(3.6.1) COROLLAIRE. Sous les hypotheses de la Proposition (3.6),
Tune des conditions suivantes est necessaire pour que la suite (Un)
possede cinq zeros:

(q = - l et s = 0) ou (q = 0ets = -ϊ) ou (q = -b et s = ±1).

4. Reduction du nombre de zeros et table. Les hypotheses, notations
et definitions sont celles du paragraphe (3.1). Nous etablissons qu'une
suite (Un) possede de deux a quatre zeros, avec deux exceptions les
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suites a cinq ou six zeros etudiees dans §(3.5). Les zeros d'une suite
(Un) sont determines par des unites binomiales et en theorie ces unites
sont obtenues au moyen de Γalgorithme de Delaunay. Les criteres
d'arret evoques dans §(3.3.2) nous permettent de conclure lorsque q =
-bs2 ou qs = 0. Nous traitons a la fin du paragraphe diίferents cas ou
Γalgorithme ne commence pas. La table (4.5) donne une illustration
de la methode utilisee.

(4.1) Dans la recherche des unites binomiales de Γordre l[ω] (ou de
Γordre Z[α]) nous allons appliquer Γun des criteres d'arret de Γalgo-
rithme a Γunite εm, pour un certain entier positif m multiple d'un
nombre premier determine. Cette demarche impose de connaϊtre les
valuations des coordonnees a~ιXm et Ym - bsXm de Γunite εm dans
la base (ω 2 ,ω, 1). La somme suivante, deduite de la formule (3.1.1),
represente Ym - mq - (m2l)bs2 pour r = 1 ou Xm - ms pour r = 0

(4.1.1) £ a1

\<l<m-\
k+l=m-\

Γechange de a et b, s et -q donne les expressions de Y^ et de X'm.
Le nombre premier π etant fixe, nous rappelons que pour tout entier

rationnel R different de zero, oπ(R) designe la plus grande puissance
de π divisant R. L'egalite oπ(R\) = [R/π] + [R/π2] + [R/π3] +
ou [ ] est la partie entiere, implique la majoration oπ(R\) <
R/(π — 1). La fonction oπ verifie Γinegalite ultrametrique:
υπ(Rι + R2) > Min(Όπ(Rι)9υπ(R2)) et il y a egalite lorsque oπ(R{) φ

Dπ(Rl)

(4.1.2) LEMME. Soit π un diviseur premier dun entier positif m fixe,
π > 5. Pour tous les entiers positifs ou nuls i, j , k, I tels que i + 2j =
3/ + 1 + r, k + I = m - 1 et I > 1, avec r = 0 ou r = 1, nous avons les
relations suivantes:

(i) υπ(πι(i + j + k)\/{i\j\k\)) > 1 - r + oπ(m);
(ii) ϋπ(π/ +;-(/ + 1>(/ + j + k)\/(i\βk!)) > r + oπ(m).

Demonstration. Dans les conditions de Γenonce nous pouvons ecrire
(/ + j + k)\/{i\j\k\) sous la forme:

m ( 2l + r - j ) \ I ) ( + r ~~ * ; ) !/ ( ; ! ( 3 / + 1 + r ~

La valuation de cette expression est superieure a
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(i) Posons E = πι{i + j + k)\/(i\j\k\). Pour π > 5, la valuation de
E est superieure a oπ(m) + 1 - (3/ + 1 + r - j)/4. Nous en deduisons
que pour tous les entiers j \ I tels que j > 0 et / > 1, oπ(E) > oπ(m)
pour r = 0 ou oπ(E) > υπ(m) - 1/4 pour r = 1.

(ii) Posons F = πi+J-V+ι\i + j + k)\/(ilj\k\). Pour π > 5, la valua-
tion de F est superieure a oπ(m) + (/ + 7 — / — 1) — (3/ + ί + r — ./)/4.
Lorsque i + 2j = 3/ + 1 + r, la plus petite valeur de / + j est at-
teinte pour / = 0 ou / = 1 suivant que / + r est impair ou pair, avec
/ > 1. Nous en deduisons que oπ(F) > vπ(m) + (/ + 3r — 5)/8 si
/ + r est impair, oπ(F) > oπ(m) + (/ + 3r — 2)/8 si / + r est pair. Nous
obtenons ainsi, pour r = 0 £>π(F) > vπ(m)-l/2 ou pour r = 1 Dτr(F) >
υπ(m). a

(4.1.3) PROPOSITION. So/ί v le plus petit entier positiftel que zv e
l[ω]. Si v & {1,2,3,6} alors Γ equation (εv)k = xω + y avec k el, a
une seule solution k = 0.

Demonstration. L'expression de εu est donnee par la formule (3.2.1):

^ = (a-
χXv)ω2 + {Yv - bsXv)ω + {Zv - absYv - abqXv).

Pour v > 2, les ordres ϊ[εv] et 2[ω] ne sont pas egaux d'apres la Propo-
sition (3.5.1). Nous utilisons Γalgorithme (3.3.2) pour determiner les
unites binomiales verifiant Γequation, notee (*), (εv)k = xω + y avec
k el. Ces unites appartiennent a Γordre l[pω] ou p est un diviseur
premier de la constante K apparue a la premiere etape de Γalgorithme
et definie par

Kδ1 = Norm(-α-%ω + Yv) avec δ = {a~xXv, Yv - bsXv).

Soit λ le plus petit entier positif tel que ελ e Z[pω], λ est un multiple
de v et Γequation (*) se met sous la forme (eλ)1 = xω + y avec / e 2.
Nous allons montrer que cette equation a une seule solution / = 0,
lorsque v & {1,2,3,6}, en appliquant un critere d'arret de Γalgorithme
a Γunite eλ pour un choix convenable du nombre premier p.

D'apres la Proposition (2.2.1), ε = (s/a)ω2 + qω + 1. L'hypothese
ε g 2[ω] implique (s/a) £ 2 et {aId) > 1, en appelant d le pgcd de s
et de a. Soit m e 2 tel que εm e Z[ω], nous deduisons des formules
(3.2.1) pour εm et (4.1.1) pour Xm et Y^ que ms = 0 (mod a),m = 0
(mod a/d) prouvant ainsi que v = a/d. Soient π un diviseur premier
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de v et μ un entier positif tel que εμ e Z[ω], d'apres ce qui precede μ =
0 (mod v) et par hypothese, π > 5. Posons v = oπ(μ) et appliquons
Γinegalite ultrametrique et le Lemme (4.1.2.i) aux coordonnees a~ιXμ

et Yμ - bsXμ de εμ donnees par (4.1.1). Nous obtenons les relations
suivantes:

υπ(a~ιXμ) = υπ(a~ιμs) = υ - 1, υπ(Yμ) > υ, υπ(Yμ - bsXμ) > v,

et nous pouvons ecrire eμ sous la forme εμ = πv~ιAμω
2 + πvBμω + Cμ

avec (Aμ9π) = 1. En particulier, eμ e l[πω] des que v > 3. Pour
μ = v nous avons: υ = 1, π { δ et, par definition de # , AΓίJ2 =
-a2bAl + πa2bqAlBv - π2absAuBl + π3B%, avec π\\a et π f b d'apres
(2.1), done π2\\K. Nous choisissons p = π et λ = 0 (mod π2*/) dans
ce cas. Lorsque v > 2, nous deduisons d'un critere de Gordon et
Mohanty [13, p. 399] que pour / e Z, Γequation (εμ)1 = xω + y a,
une seule solution / = 0. La conclusion subsiste a fortiori lorsque
μ = λ. D

La demonstration est similaire pour Γordre Z[α]: dans ce cas v =
b/d oύ c/ est le pged de # et de b, π est un diviseur premier de
v avec π > 5 par hypothese et nous appliquons le Lemme (4.1.2.U)
aux coordonnees b~ιYμ et Xμ + αqYμ de Γunite εμ lorsque εμ e Z[α],
e'est-a-dire pour μ = 0 (mod v).

(4.1.4) COROLLAIRE. Soit v le plus petit entier positif tel que εv e
Z[α]. Si v £ {1,2,3,6} αlors Γ equation (εu)k = xa + y avec k el, a
une seule solution k = 0.

(4.2) Nous etudions maintenant le cas oiiv e {1,2,3,6} en ajoutant
les hypotheses Disc(ε) < -44, q = -bs2 ou qs — 0.

(4.2.1) La matrice jf(ε, ω), representant la multiplication par Γunite
ε dans la base (ω 2, ω, 1) du corps 3F, est utilisee pour calculer les co-
ordonnees de Γunite εv dans Γordre Z[ω]. La matrice J?(ε,a)9 re-
lative a la base (α 2,α, 1) du corps 3ί, verifie la relation J?(ε9a) =
{ab)~22JJί{ε, ω)3r, oύ les matrices Jt(ε9 co) et 3 sont definies respec-
tivement par

/ abs(bs2 + q) + abqs + 1 bs2 + q s/a\ /0 0 1
1 a2bq(bs2 + q) + abs abqs 4-1 q et I 0 ab 0
\a2b(bs2 + q) abs 1 J \(ab)2 0 0,

Lorsque q = -bs2, d'apres (2.2.1) Γunite ε est de la forme (s/a)ω2 -
bs2ω + 1 (resp. sa + 1 - ab2s3). Le plus petit entier positif v tel que
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εv e l[ω] est egal a a/d oϋ d est le pgcd de s et de a. La formule
(4.1.1) se simplifie et Pexpression de Ym - (™)bs2 pour r = 1 ou celle
de Xm - ms pour r = 0 est donnee par la formule

1 ι+2./=3/+l+r

De meme dans le cas oύ s = 0 Γunite ε est de la forme (q/b)a2 +
aq2a+ 1 (resp. qω + 1). Le plus petit entier positif v tel que ε^ e Z[α]
est egal hb/d oxxd est le pgα/ de 9 et de b. L'expression de Ym pour
r = 1 ou celle de Xw pour r = 0 est donnee par la formule

0</<(m-2+r)/2

Les formules sont analogues dans le cas oϋ q = 0.

(4.2.2) PROPOSITION. NOUS supposons que q = -bs2 et Disc(ε) <
-44. Soit v le plus petit entier positif tel que εv e I[ω], Si v e
{1,2,3,6} alors ΐequation [εv)k = xω + y avec k e Z, a une seule
solution k = 0, saufdans deux cas ou ily a une solution supplementaire:
k = 4 pour v = 1 et ω3 — 2(ω - I ) 2 ou k = 1 /?owr u = 3 et ω3 =
3ω2 - 9ω + 9.

Demonstration. Pour 1/ £ {1,2,3,6}, nous determinons les coor-
donnees de Γunite εv dans Γordre l[ω] et la constante Kv definie
par δ2Kv = Norm(-α~ IX i /ω + ί^) avec δv = {a~xXv,Yv - bsXv),
au moyen des formules de la section (4.2.1). Nous en deduisons
les resultats suivants: Kv = 0 (mod bd2s'), en posant s = ds\ avec
(v,bdsf) = 1 d'apres (2.1); \KU\ = 1 uniquement si Disc(ε) = -44,
ce qui est exclu par hypothese; K$ et K$ sont des multiples de 3, K2

est impair et K\ = -a2bs'. Nous utilisons Γalgorithme (3.3.2) pour
resoudre Γequation {εu)k = xω + y avec k el. Cette equation a une
seule solution k = 0, s'il existe un nombre premier π divisant Kv et
un entier positif μ multiple de v tels que Γunite εμ admette π comme
"diviseur" et verifie Γun des criteres de Gordon et Mohanty [13, p.
399].

Dans chacun des cas suivants nous indiquons les valeurs de π et de
εμ realisant ces conditions.

(1) \bd2s'\ > 2. Soit π un diviseur premier de bds'. Lorsque π > 3,
εv convient si π\s\ εvπ sinon d'apres (4.2.1). Si 2 est le seul diviseur
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premier de bds1 alors v = 3 ou v = 1, nous prenons π = 2 et εu si
4|s', ε2" si 2||y ou ε4z/ si 2 t sf.

(2) |fo/V| = 2. Si \s'\ = 2 alors a = 3, b = l9 \s\ = 2 et q = -4,
π = 2 et ε6 conviennent. Si | j ; | = 1 alors α = 3 ou a = 1, b = 2, |s| = 1
et q = - 2 , nous choisissons: π = 2 et ε 1 2 lorsque <z = 3 et s = 1, π = 3
et ε9 lorsque a = 3 et s = — 1. Pour a = 1 et 5 = — 1, nous appliquons
[10, p. 411]: "Δ"=έ 0 (mod 17). Enfin dans le cas oϋ a = 1 et s = 1,
nous avons ε4 = 36ω - 23 et Γequation (ε4)z = xω + y a exactement
deux solutions / = 0 ou / = 1, d'apres [13, p. 405] et [10, p. 385].

(3) \bd2sί\ = 1. Nous avons a = v avec v Φ 1, b = 1, \s\ = 1 et
q = - 1 . Nous choisissons: π = 19 et ε6 pour α = 6 et $ = 1, π = 37 et
ε6 pour a = 6 et s = - 1 . Lorsque α = 3 et 5 = - 1 , nous prenons π = 3
et ε9. Pour a = 3 et s = 1, nous avons ε3 = - 3 ω + 4 et Γequation
(e3)k = xω + y a exactement deux solutions k = 0 ou A: = 1 (voir cas
(2)). Le cas oύ(2 = 2 et s = 1 est exclu par Γhypothese Disc(ε) < -44
(voir (3.5)). Enfin, le choix de π = 3 et ε4 convient lorsque a = 2 et
s = - l . •

(4.2.3) COROLLAIRE. Λbws supposons que s = 0. SΌ/ί ̂  /e
entier positif tel que εv e l[a]. Si v e {1,2,3,6} alors Γequation
(su)k = xa + y avec k el, a une seule solution k = 0, saufdans un cas
oil ily a une solution supplemental: k = 1 pour v = 3 et a3 = 3α2 + 9.

Demonstration. De faςon similaire lorsque 5 = 0, nous obtenons
Kv = 0 (mod ad2q') en posant # = d#', avec (y.adq1) = 1 et |Λ^| ^ 1.
L'equation (ε*)* = xa + y avec A: e Z, a une seule solution k = 0, s'il
existe un nombre premier π divisant Kv et un entier positif μ multiple
de v tels que Γunite εμ admette π comme "diviseur" et verifie Fun des
criteres de Gordon et Mohanty. Ces conditions sont realisees dans
chacun des cas suivants:

(1) ~ad2qf > 2. Se reporter au cas (1) de (4.2.2).

(2) -ad2qf = 2. Si qf = - 2 alors a = 1, b = 3 et q = -2, π = 2 et
ε6 conviennent. Si #' = - 1 alors b = 3o\xb=l9a = 2etq = —1,
nous choisissons: π = 3 et ε3 pour ό = 3, π = 5 et ε8 pour b = 1.

(3) -ad2q' = 1. Nous avons α = 1, # = —1 et ft = i/ avec i/ ^ 1.
Nous choisissons: π = 13 et ε 1 2 lorsque 6 = 6, π = 7 e t ε 1 4 lorsque
& = 2. Enfin dans le cas oil b = 3, nous avons ε3 = 3α-11 et Γequation
(ε3)^ = xa + y a, exactement deux solutions k = 0 ou k = 1, pour les
raisons evoquees dans le cas (2) de (4.2.2). D
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(4.3) Les conditions (3.6.1), qui sont nέcessaires pour qiΐune suite
(Un) ait cinq zeros, sont comprises dans les hypotheses Disc(ε) < -44
et q = -bs2 ou qs = 0.

(4.3.1) THEORέME. Soit une suite (Un) verifiant Γhypothese (3.1),
nous supposons que q = -bs2 et Disc(ε) < -44. Dans ces conditions,
la suite (Un) possede trois zeros n = 0,1,4 et dans deux cas seulement,
la suite admet un zero supplemental: n = 12 si ω3 = 2(ω-1)2, n = 9
si ω3 = 3ω2 - 9ω + 9.

Demonstration. Les zeros de la suite (Un) du type n = 3m + 1 sont
determines par les unites binomiales εm = xa + y d'apres (3.2), avec
e = sa+1 -ab2s3 d'apres (4.2.1). Ces unites sont directes, c'est-a-dire
m e N, d'apres [13, p. 405]. II y a deux unites binomiales triviales
pour m = 0 ou m = 1, nous allons montrer que ce sont les seules.
Nous distinguons trois cas.

(1) \s\ > 1. Nous appliquons [10, p. 385].
(2) \s\ = 1 et b > 1. Soit π un diviseur premier de b. La definition

de α, α3 = α2b(s2α2 - sα + 1), implique α3 = 0 (mod π 2 ) . Nous
appliquons [13, p. 403].

(3) \s\ = 1 et b = 1. D'apres (3.2.1), nous cherchons les solutions
m e N d e Γequation Ym = 0, Γexpression de Ym etant donnee dans la
section (4.2.1). Soit π un diviseur premier de α, π divise (^) lorsque
Ym = 0. Appliquons Γinegalite ultrametrique et le Lemme (4.3.3.i)
a Ym. Pour π > 7, la relation oπ(Ym) = M i ? ) ) implique (^) = 0,
done m = 0 ou m = 1. Si tout diviseur premier de α est inferieur a
7 alors α e {2,3,5,6,10,15,30}. Pour π = 5, nous deduisons de la
congruence

Ym = (1 + 2αs(m + l)(m - 2)(m - 13)/(5!))m(m - l)/2 (mod 5^+1),

oϋ v = t) 5 ((^)), que pour m > 1, Ym Φ 0 lorsque α ^ 10 et α Φ 15.
Les cas particuliers s = ±1, 6 = 1, q = - 1 et <z G {2,3,6,10,15} sont
traites dans la section (4.4.3).

Les zeros de la suite (Un) du type n = 3m sont determines par les
unites binomiales em = xω+y d'apres (3.2) et ε = (s/α)ω2-bs2ω+ 1
d'apres (4.2.1). Dans la preuve de (4.1.3) nous avons etabli que m =
vk ou v = α/d et d est le pged de s et de α. L'equation (εu)k = xω+y
avec k e Z, est resolue dans les Propositions (4.1.3) et (4.2.2). D

(4.3.2) THέORfeME. Soit (Un) une suite verifiant Γhypothese (3.1). Si
Γentier ω a une trace nulle alors la suite (Un) possede trois zeros n =
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0,1,3 et dans deux cas seulement la suite admet un zero supplementaire

n = 10 siω3 = -3ω + 3 ou n — \2 siω3 = -6ω + 6.

Les cinq entiers ω tels que Γentier a ait une trace nulle sont dέfinis par
(i) ω 3 = _2ω 2 + 2, (ii) ω3 = -2ω2 + 4, (iii) ω 3 = -3ω2 + 9, (iv)
ω3 = - 5 ω 2 + 25, (v) ω3 = - 6 ω 2 + 36. Les suites (Un) correspondantes
ont trois zeros n = -2,0,1 et les zeros supplementaires (i) n = 24, (ii)
n = 6 ou 22, (iii) n = 7.

Demonstration. Nous supposons que Γentier ω a une trace nulle:
s = 0.

Les zeros de la suite (Un) du type n = 3m + 1 sont determines
par les unites binomiales εm = xa + y avec ε = {q/b)a2 + aq2a + 1,
d'apres (3.2) et (4.2.1). Dans la preuve de (4.1.4) nous avons etabli
que m = vk ou v = b/d et d est le pgrtf? de q et de 6. L'equation
(βV)k = χa+y avec k el, est resolue dans les Corollaires (4.1.4) et
(4.2.3).

Les zeros de la suite (Un) du type n = 3m sont determines par
les unites binomiales εm = xω + y, avec ε = qω + I, d'apres (3.2)
et (4.2.1). Nous reprenons les arguments utilises dans la preuve du
Theoreme (4.3.1) dans le cas ou n = 3m + 1 , —q joue le role de \s\ dans
la discussion, a et b sont echanges et le Lemme (4.3.3.U) s'applique a
Xm. Les cas particuliers s = 0, q = - 1 , a = 1 et & e {2,3,6,10,15}
sont traites dans la section (4.4.2). Nous montrons ainsi qu'il y a
seulement deux unites binomiales triviales pour m = 0 ou m = 1, a
Γexception de ε4 = 26ω - 23, lorsque ω3 = -6ω + 6.

Nous supposons maintenant que Γentier α a une trace nulle. II y a
cinq entiers de cette sorte definis par s = -1, q = 0, ab = 2 ou b = 1 et
a G {3,5,6}, d'apres le Lemme (2.2.2.i). Les deux cas correspondant
a ab = 2 sont traites dans la section (3.5) et les trois autres cas dans
la section (4.4.1). α

(4.3.3) LEMME. Soient meN et π un diviseur premier de (™), avec
π > 5 .

(i) Pour tous les entierspositifs ou nuls i, j , k, I tels que i+2j = 3/-f2
et k + / = m - 1 avec I > 1 lorsque π>lou bien / > 2 lorsque π = 5,
nous avons vπ(πι(i + j + k)l/(ttj\k\)) > M i ? ) ) .

(ii) Pour tout entier I tel que I > 1 lorsque π > 7 ou I > 2 lorsque
π = 5, nous avons vπ(πι(™+ι

2)) > υπ((™)).

Demonstration. Par hypothese π | raouπ |(ra- l) . Lorsque m est un
multiple de π, nous deduisons les resultats de la preuve du Lemme



40 BERNADETTE DESHOMMES

(4.1.2) dans le cas (i) avec r = 1, dans le cas (ii) avec / = r = 0 et en
remplaςant / par 2/ + 1. Maintenant nous supposons que m - 1 est un
multiple de π.

(i) Posons E = πι(i + j + k)\/(iljlk\)9 nous pouvons ecrire E sous
la forme

27 + 2-7
La valuation de E est alors superieure a oπ(m—1)+/—(3/+2—7')/(π—1)
et aussi pour tout j > 0, a ι> π (m-l)+/-(3/+2)/(π-l) . Lorsqueπ > 7,
nous en deduisons que pour tout / > 1, oπ(E) > oπ(m - 1) + \. Dans
le cas oύ π = 5, nous obtenons pour tout / > 2, ϋs(JF) > t>s(m - 1).

(ii) Posons F = nl(™£2), avec

2 /

La valuation de cette expression est superieure a oπ(m — 1) + / -
(3/ + 2)/(π - 1), nous deduisons les resultats du cas (i). D

(4.4) Les cas particuliers. Rappelons que d'apres la Proposition
(3.2), les zeros de la suite (Un) du type n = 3m, resp. du type n =
3m + 1, avec m e Z, sont determines par les unites binomiales εm =
xω + y, resp. εm = xa + y.

(4.4.1) Les trois entiers a de trace nulle sont definis dapres (4.3.2),
par q = 0, s = - 1 , b = 1 et a e {3,5,6}. Nous avons ε3 = (3 - a)ε2 -
3ε + 1, Disc(ε) = -(27 - 4α)α2.

L'equation εm = xω + y avec ε = -(ω2/a) + 1, a une seule solution
m = 0: Γalgorithme (3.3.2) commence avec εa et 2[ω] s'arrete en
appliquant Pun des criteres [13, p. 399], a ε9 avec π = 3 pour a = 3,
a ε 1 5 avec π = 19 pour α = 5 ou a ε6 avec π = 3 pour a = 6.

L'equation εm = xα + y se met sous la forme εm+ι = (y - x)ε + x,
via la relation ε" 1 = a+1, D'apres la table [10, p. 417], m e {-1,0,2}
lorsque a = 3, m e {-1,0} lorsque α = 5 ou # = 6.

(4.4.2) Les cinq entiers ω de trace nulle sont definis d'apres (4.3.2),
par s = 0, q = - 1 , a = 1 et b e {2,3,6,10,15}. Λfows αvcws1 αu&s7
ε3 = 3ε2 - (3 + b)ε + 1 rt Disc(ε) = -b2(Π + 4b).

Les unites binomiales εm = xω + y sont de la forme (ε2)ml2 =
-xε + (x+y) si m est pair ou de la forme ( ε 2 ) ( m - 1 ) / 2 = (x+y)ε~ι —x
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si m est impair, via la relation ω = 1 - ε. D'apres (3.3.2), ces unites
appartiennent a Γordre l[πε] ou a Γordre 2[πε~ι] suivant la parite de
m, π etant un diviseur premier de la constante K' definie par K! =
Norm(3 - ε) = 8 + 3b.

Dans le cas oύ b = 6, il y a trois unites binomiales pour m = 0,
m = 1 ou m = 4 et ce sont les seules, d'apres la Proposition (3.6).

Lorsque b Φ 6, nous obtenons deux unites binomiales triviales:
pour b = 2, en appliquant le critere de Hemer [14] a ε 1 4 avec π = 7;
pour £ = 3, d'apres [13, pp. 403 et 405]; pour b = 10, en appliquant
[13, p. 399] a ε6 avec π = 19 si m est pair, a ε 1 2 avec π = 37 si m est
impair; pour 6 = 15, en appliquant le critere [10, p. 411] a ε2 dans
Z[ε] puis dans Z[ε~ι], ce qui donne "V"^ 0 (mod 53).

(4.4.3) Les neufentiers ω verifiant les conditions q = -bs2 et Disc(ε)
< -44 sont definis d'apres (4.3.1), par b = 1, q = - 1 , s = ±1 et
a e {3,6,10,15} ou s = - 1 et a = 2. Nous avons ε3 = (3 - 2&s)β2 -
(α2 - 3as + 3)ε + 1, Disc(ε) = -(3a2 - 1405 + 27)α2.

L'equation εm = xa + >> se met sous la forme ε m = uε + v9 via
la relation ε = sα + 1 - as. D'apres (3.3.2), ces unites binomiales
appartiennent a Γordre Z[πε] ou a Γordre 2[πε~ι] suivant la parite de
m, π etant un diviseur premier de la constante K! definie par K' =
Norm(SΊ — ε) = (1 — as)(2a2 - las + 8). Nous obtenons deux unites
binomiales triviales dans tous les cas consideres.

Lorsque a = 3, le resultat se deduit de [13, pp. 403 et 405],
Lorsque m est pair, nous appliquons [13, p. 399] a ε4, le nombre

premier π est egal respectivement a 5, 7, 11, 2 lorsque s = - 1 et
a G {2,6,10,15} ou bien π est egal respectivement a 5, 3, 7 lorsque
s= 1 e tα e{6,10,15}.

Lorsque m est impair, nous appliquons encore [13, p. 399] dans les
quatre cas suivants: pour α = 2 e t s = - l , a ε 8 avec π = 5; pour a = 6
et s = 1, a ε6 avec π = 19; pour a = 6 et s = - 1 , a ε 2 0 avec π = 61;
pour a = 10 et s = 1, a ε4 avec π = 3. Les trois cas restants relevent
des criteres "Δ" ou "V" [10, p. 411], nous obtenons pour a = 15 et
5 = 1 , "V"=έ 0 (mod 353); pour a = 15 et s = - 1 , "V"^ 0 (mod 563);
enfin pour α = 10 et s = - 1 , "Δ"=έ 0 (mod 139).

(4.5) Table des zeros. La table donne les zeros d'une suite (Un)
verifiant Γhypothese (3.1), avec les conditions initiales Uo = U\ = 0,
E/2 = l.

= absUn+2 + a2bqUn+χ +
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L'unite ε3 — S\ε2 + Q\ε + 1 est designee par (S\9Q\,1). Pour chaque
ordre maximum considere, ε est l'unite fondamentale ε0, sauf dans le
cas de Γordre de discriminant -44 oύ l'unite ε represente ε0, ε^ ou
eft et pour les ordres de discriminant -76, -108, -204, ou -300 oϋ
ε represente εo o u εo- Les suites correspondant a £Q et qui ont deux
zeros ne sont pas mentionnees.

- 4 4

- 7 6

- 108

- 135

- 140

- 172

- 175

- 2 0 0

- 2 0 4

- 2 1 6

- 2 6 8

- 3 0 0

- 3 2 4

- 3 5 1

- 3 6 4

a

2
1
2

2
1

3
3
6

1
2

3

1

2

5

5

1
2

3

2

1
2
5

2

1

1

1

b s q

1 1 - 1
2 - 1 0
1 2 - 2

1 - 1 0
2 1 - 2

1 1 - 1
2 1 - 1
1 - 1 0

3 - 1 - 1
3 0 - 1

1 - 1 0

2 0 - 1

1 0 - 1

1 - 1 0

1 1 - 1

2 - 1 - 1
1 0 - 3

1 - 1 - 1

1 - 1 - 1

5 - 1 - 1
1 1 - 2
2 1 - 1

5 0 - 3

3 1 - 3

3 0 - 1

2 0 - 2

Δ

1
— 2
- 8

- 1
2

1
- 1
_ j

- 5
2

- 1

1

2

- 1

1

- 3
54

- 1

- 1

- 9
9

- 3

54

3

1

8

e(Sι,Qι,l)

(-1,-1,1)
(-U-3,1)
(-5,-11,1)

(1,-3,1)
(-5,-7,1)

(-3,-3,1)

(3,-15,1)

(0,-3,1)

(3,-5,1)

(3,-7,1)

(-2,-3,1)

(-7,-13,1)

(5,-11,1)
(3,-111,1)

(9,-21,1)

(7,-13,1)

(-7,-23,1)

(3,-543,1)

(-15,-57,1)

(3,-6,1)

(3,-19,1)

ZEROS

0,1,4,6,13,52
- 2 , 0 , 1 , 2 4

0,1,13

- 2 , 0 , 1 , 6 , 2 2
0,1,4,12

0,1,4,9
0,1,4

- 2 , 0 , 1

0,1,4
0,1,3

- 2 , 0 , 1 , 7

0,1,3

0,1,3

- 2 , 0 , 1

0,1,4

0,1
0,1,3

0,1,4

0,1,4

0,1
0,1,6
0,1

0,1,3

0,1,4

0,1,3,10

0,1,3

#

6
4
3

5
4

4
3
3

3
3

4

3

3

3

3

2
3

3

3

2
3
2

3

3

4

3

Compte-tenu des resultats de Lewis et Turk [17, pp. 30 et 32], on
peut se demander si toutes les suites (Un)9 a quatre zeros et veriίiant
Γhypothese (3.1), sont obtenues dans le paragraphe 4. Ceci est con-
firme dans un travail recent [11], oύ les criteres de Gordon et Mo-
hanty sont etendus par des methodes π-adiques. Dans [23b, §(5.3)],
van der Poorten evoque la multiplicite des recurrences lineaires.
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