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SUR LES ZEROS DES FONCTIONS SYMETRIQUES
COMPLETES DES CORPS CUBIQUES

BERNADETTE DESHOMMES

Let 7 be a real cubic field of negative discriminant, defined by
the relation w® = ¢ Norm o ,@(@), where @ is an integer of % and
the unit ¢ is not a cube. The complete symmetric function with weight
n of the roots of the minimal polynomial of w satisfies a cubic linear
recurrence relation. We show that the zeros of this sequence are
connected to the binomial units of 7" and further, that the number
of zeros is between two and four, except in two cases, when there
are five or six zeros (the sequence of Berstel and Mignotte). As an
illustration, a table of zeros is obtained for fields .%Z of discriminant
superior to —400.

Soit .7 un corps cubique réel de discriminant négatif, défini par
1a relation w* = ¢ Norm o /@(@), ol @ est un entier de Z et Punité
€ n’est pas un cube. La fonction symétrique complete de poids 7, des
racines du polynéme minimal de w, vérifie une relation de récurrence
linéaire cubique. Nous montrons que les zéros de cette suite sont
reliés aux unités binomiales de .7 et aussi, que le nombre de zéros
est compris entre deux et quatre, sauf dans deux cas, ou il y a cinq
ou six zéros (suite de Berstel et Mignotte). A titre d’illustration, une
table de zéros est calculée pour les corps .7 de discriminant supérieur
a —400.

1. Introduction. Soient f(z) = z3 —Sz2—-Qz - N, N # 0, un
polyndme a coefficients dans Z et (u,) une solution dans Z, non tri-
viale, de la récurrence

(R) Uns3 = SUpy2 + Qunyy + Ny (n €N).

(H) Nous supposons que le rapport de deux quelconques des racines
du polynéme f n’est pas une racine de Punité. D’apres un théoreme de
Mahler [19] la suite (u,) est dans ce cas non dégénérée, elle possede
un nombre fini de zéros (i.e. le nombre de 7 tels que u, = 0 est fini).

Ward (1959) [30] est "auteur d’une conjecture limitant ce nombre
a cing, lorsque le polyndme f a des racines complexes et N # +1. La
suite de Berstel et Mignotte (1973) [3, 20] montre que cette limite est
au moins six et d’aprés Kubota [15, p. 99]: “It can be shown that non
degenerate rational integer cubic recurrences can have no more than
six zeros”. Le cas ol f(z) = (z — a)(z% — Lz + M) a été résolu par les

17



18 BERNADETTE DESHOMMES

travaux de Kubota (1977) [15], précisés par Beukers (1980) [4]. Dans
le cas ou le polyndme f est irréductible, des résultats partiels sont dus
a Picon (1974) [22]. Sous ces hypotheses, la relation u,, = 0 implique
I’équation

(E) vy =Ad" +1a" =1,

ou 1 et @ désignent les nombres complexes conjugués de A et o (cf.
(1.2)). 1l s’agit alors d’estimer la multiplicité d’une récurrence binaire
de nombres algébriques (i.e. le nombre maximum de termes de la suite
prenant une valeur donnée). Les résultats généraux de Lewis et Turk
(1985) [17], de Beukers et Tijdeman (1984) [5] fournissent respective-
ment: une borne effective (non calculée) pour la taille des solutions
de ’équation v,, = v,; une borne absolue lorsque f est irréductible et
par ailleurs, Beukers annonce le nombre maximum de sept zé€ros (non
publié).

Une question reliée est I’existence d’un algorithme déterminant 1’en-
semble des zéros d’une récurrence linéaire d’ordre k, k > 3. Sila
multiplicité de la suite est infinie la question est résolue par le résultat
suivant (voir [8]).

THEOREME de Lech-Mahler-Skolem. Soient K un corps de caractéris-
tique nulle, ¢ € K, (u,) une suite dans K vérifiant une relation de
récurrence; alors ou bien u, = ¢ pour un nombre fini de n, ou bien
U, = ¢ pour tous les n de certaines progressions arithmétiques.

La question est ouverte si la suite a un nombre fini de zéros. Veresh-
chagin [27] donne la borne supérieure la plus récente de ce nombre,
lorsque K est un corps de nombres; la formule de Barsky et Robba
[24] est cependant plus générale. Le théoréme de Strassmann per-
met de calculer les zéros dans certains cas particuliers (voir [8, 9]).
L’application pragmatique des méthodes locales aux récurrences liné-
aires est exposée dans le livre de Cassels [8]. Cerlienco, Mignotte et
Piras [9] traitent dans un article synthétique des propriétés, des
méthodes spécifiques et du vaste champ d’application des récur-
rences linéaires. Van der Poorten [23a, 23b] analyse en expert les
principaux problémes ouverts et les progrés réalisés.

L’étude des propriétés de la suite de Berstel et Mignotte [20] se
trouve a I'origine de ce travail. Cette suite vérifie la relation

Uns3 =2Upyp —dUpyy +4Un (Uo=u; =0, up=1).

Le corps cubique %, engendré par la racine réelle du polyndéme ca-
ractéristique de la récurrence, est défini par I'unité fondamentale
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€ = w3/4 = w?/2 — w+ 1. Les six zéros de cette suite 0, 1, 4, 6,
13, 52 sont déterminés par les quatre unités binomiales, resp. deux,
solutions des équations de Thue de degré trois: Normz g(xe+y) = 1,
resp. Normy q(xe2 +y) = 1 (cf. (3.5.2)).

Nous décrivons d’une fagon analogue (cf. Proposition (3.2)) les
zéros des fonctions symétriques completes (cf. Définition (1.3)) reliées
aux corps % (cf. §2). Ces corps cubiques, réels et de discriminant
négatif, sont définis par la relation ¢ = w3/Norm, /g(w) ou I'unité
¢ n’est pas un cube, d’aprés (H). Nagell [21], Delaunay et Faddeev
[10, §71-73] ont déterminé ces unités, lorsque w est un entier de
trace nulle. Ward (1934) [28] utilise le théoréme principal de Na-
gell et de Delaunay [10, p. 402] pour majorer le nombre de zéros d’une
récurrence cubique entiére (R), dans le cas particulier ot N = £1. Ce
théoréme appliqué a deux équations de Thue, comme dans I’exemple
qui vient d’étre mentionné, donne généralement plus d’unités binomi-
ales que la suite correspondante n’a de zéros. Nous limitons dans un
premier temps a cinq, le nombre de zéros des fonctions symétriques
completes reliées aux corps % (cf. Proposition (3.6)), a I’exception de
deux cas particuliers (cf. (3.5)), la réduction du nombre de zéros a
quatre est réalisée dans le paragraphe 4. Nous déterminons les zéros
de ces fonctions au moyen de I’algorithme de Delaunay [10, p. 386],
en utilisant des critéres d’arrét de cet algorithme établis par Gordon et
Mohanty [13]. Une bibliographie plus importante figure dans I’exposé
de Deshommes [Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique, 1986/87].

Notations et définitions. La série génératrice d’une suite (#,) solu-
tion de (R) est une fraction rationnelle a coefficients dans C
P(T)
.1 T =
(1.1) D un I-on(l -1 -wo'T)

0<n

P(T) = (uy—Suy—Qug) T?+(uy; —Sug) T +ug et @', @", w désignent les
racines de f. La décomposition en éléments simples de cette fraction
conduit a I’expression

(1.2) Uy = Ao" + B(o')" + C(@")"  (n eN),

o 4 = g(w)/f'(w), g(z) = P(1/z)z* et B, C ont des expressions
analogues. L’équation u, = 0 se transforme en I’équation (E) via (1.2).
Les suites (U,), (V,) et (W,) désignent les solutions de (R) avec les
conditions initiales respectives (uq, Uy, u3) = (0,0, 1),(0,1,0),(1,0,0).
Nous avons la relation

un+r=ur+2Un+ur+lV;1+urWn (n)rGN)‘
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(1.3) DEFINITION. Pour n €N, s0it Upiy = X 4=y @' (@) (@")*
la fonction symétrique compléte de poids » des racines du polyndme
minimal f de w.

Cette expression se déduit du produit des séries géométriques fi-
gurant dans la second membre de (1.1) lorsque la suite (U,) est dans
le premier membre. Ward [29] appelle cette fonction une somme de
produits homogenes, la suite (U, ,) est a I’ordre trois ce que la fonc-
tion de Lucas de la premiére sorte est a 'ordre deux. L’expression de
U,,, en termes des fonctions symétriques élémentaires est classique.
Posons: eg =1, =S,e;,=—-Q, e3= N et ¢; = 0 pour i > 4, la fonc-
tion U, est égale au déterminant de (e;_;;;)1<i j<n (voir Lascoux
[16] et Macdonald [18]). Il s’en déduit une formule combinatoire

i+j+k) qini
(1.4) Upa= 3. (—l.!j.!k—!—)S’Qka.
i+2j+3k=n

Bell [2] donne I’expression suivante de w” (resp. (@')", (w")")
(1.5) 0" =U? + Voo + W,  (neN).

Supposons le polynéme f irréductible. Lorsque U, = 0, la norme des
deux membres de (1.5) détermine une équation de Thue de degré trois

N" = NOI‘H‘IQ(w)/Q(XCO +y) = Nx3 - ny2 + S-Xyz +y3'

Les méthodes de résolution en S-unité de Evertse, Gyory, Stewart
et Tijdeman [12] ou de résolution p-adique de Bombieri et Schmidt
[6] font espérer un progres dans la conjecture des six z€ros, via les
équations de Thue.

2. Détermination des corps .7

(2.1) Soient .Z un corps cubique réel de discriminant négatif, @5
I’ordre maximum et &g I'unité fondamentale. Cette unité est positive
ou de norme égale a 1 et directe 0 < gy < 1. Chaque unité de .7 est
de la forme +¢j, avec n € Z. Nous considérons la relation

(2.1.1) * = ¢ Norm(w).

ou ¢ et w sont des entiers primitifs de .#. L’entier rationnel N =
Norm(w) désigne Norm z (@) = &'w"w, N est différent de £1. Dans
le paragraphe (2.2) N est fixé et dans (2.3) I'unité ¢ est fixée.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que N est un entier
positif et sans facteurs cubiques: N = a’b, ou les entiers a et b sont
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DOSItifs, sans facteurs carrés et premiers entre eux, avec ab > 2. Posons
a = abj/w et N = ab?. Les relations @® = Ne et o = Ne~! étant
équivalentes, nous pouvons supposer que lPunité ¢ est directe (¢ = 86‘
pour un certain entier positif k).

Dans la relation (2.1.1) fixons I’entier positif N = Norm(w). Si k
est de la forme 3/, 3/ + 1 ou 31 + 2 alors w = &) p, avec p* = N, Ngg
ou N. 85 respectivement. Les entiers w et p sont associés. Dans le cas
particulier ou I’entier w est de trace nulle, Delaunay et Faddeev ont
obtenu les résultats suivants:

(1) Si I'unité ¢ est un cube alors
w=xVN+yVN et x3+Nyja)=1.

Lorsque Xy + yov'N est I'unité fondamentale directe et positive de
’ordre Z[v/N], cette équation admet deux solutions: x = 1, y = 0 ou
X = Xp, ¥ = ayo (voir [10, p. 351] [21, p. 43)).

(2) Si I'unité ¢ n’est pas un cube alors il existe au plus une unité de
la forme w3 /N, sauf dans deux cas:

(i) 0= p/2=~p+1, 6 = &*/2,

(i) eo=p3/4=—-p+1, el = w?/2.
Cette unité, quand elle existe, est alors de la forme &f' ou &2 a un
nombre fini d’exceptions prés et elle est obtenue en un nombre fini
détapes ¢t < (4d + 8)/3, d’étant le nombre de diviseurs premiers de
N ([10, p. 367]). Pour des travaux plus récents en relation avec ces
corps, voir Scarowsky [25].

Nous supposons désormais que l'unité ¢ n’est pas un cube et dans le
paragraphe (2.3) que Pentier @ n’est pas de trace nulle.

(2.2) Soient g et s des entiers rationnels non nuls simultanément,
posons:

A= (s—aq®)(q+bs’)—qs et D =4abA+ 3(3+ abgs)’.

(2.2.1) ProPOSITION. Si ¢ et w vérifient les conditions (2.1) avec
N = a?b fixé alors il existe des entiers rationnels q et s tels que:
(i) w est défini par w3 = absw? + a’bqw + a?b.
(il) L’ordre @ = Z[1,w,a] a pour discriminant —(ab)?D, a (resp.
A) est I’indice de I’ordre Z[w] (resp. Z[¢]) dans Iordre &.
(ii1) L’expression de € comme fraction linéaire de w est la suivante

_w(s—aq®) —aq
~ ws —a(g + bs?)’
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Démonstration. Posons @? = Sw?+ Qw+ N et &3 = S1e2+ Qe+ 1.
La relation (2.1.1) se traduit par

NS, =3(N+QS)+S? et N2Q,=-3N(N+0QS)+ 0>,

ot N = a?b et a, b vérifient les conditions (2.1). Nous en déduisons
les congruences S = 0 (mod ab) et Q =0 (mod a?b).

Soit & I’ordre Z[1,w,a] o a = ab/w. Désignons par f, = (a?b,
—a?bq, abs, 1) la forme cubique binaire définie par w. Les propriétés
des déterminants et la formule du discriminant entrainent les égalités
suivantes

Disc(f,,) = |1, 0, @** = @?|1, w, af* = a® Disc(&).

L’écriture de ¢ sous la form ¢ = (1 + abgs) + (¢ + bs*)w + sa mon-
tre que ¢ appartient a @. L’indice A de ¢ dans l'ordre & est défini
par les égalités Disc(¢) = |1,¢,&2|> = A’ Disc(¢#), avec A de la forme
indiquée. m}

COROLLAIRE. L’indice de @ dans I'ordre maximum est premier avec
ab.

Démonstration. Posons A2 = Disc(®@)/Disc(@), A est I'indice de &
dans ’ordre maximum. Soit 7 un diviseur premier de b, pour b # 1.
Nous avons: pour n = 3, 33 (resp. 34, 3°) ||Disc(¢#) suivant que 3 1 ¢
(resp. 3|g et 3 t s, 3|g et 3|s) et pour 7 # 3, n?||Disc(@), d’apres les
formules de la Proposition (2.2.1).

Supposons qu’il existe un ordre &, contenant Z[w], avec Disc(w) =
n? Disc(#;). D’apres [10, p. 111], une base de &, serait de la forme

{1,w —t,(0? + (t — abs)w + (> — abst — a*bq))/n},

ou ¢ vérifie les congruences: f(¢) = 0 (mod #?) et f'(¢) = 0 (mod =)
avec —m/2 <t < /2, f désigne le polyndme minimal de . Comme
f est un polynéme d’Eisenstein relatif a 7, nous obtenons une contra-
diction. Si b = 1 alors a # 1 d’aprés (2.1), dans ce cas on échange b
eta, w et a. ]

Le lemme suivant fournit sous certaines conditions, une unité
binomiale non triviale y > 1 (ou > 1) solution de I’équation
Norm(xe+y) = 1. Ce résultat est utilisé dans la suite pour démontrer
la Proposition Principale (3.6).
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(2.2.2) LEMME. Sous les hypotheses et avec les notations de (2.2.1):
(i) Sig=0alorss=—-1,ab=2o0ub=1etac{3,5,6} sinon
g<0ets<aqg?
(ii) Sis # 0 et A = +a alors y = (s/a)e + q° — s/a est une unité
inverse positive.
(ili) Siqg#0, g # —bs> et A= +b alors § = (s> +q/b)e — q/b est
une unité inverse positive.

Démonstration. (i) Par hypothése, le discriminant de .# est négatif
et 'unité ¢ directe et positive, ce qui entraine D > 0et S; +Q; <0
avec S +Q, = ab(bs3+aq3) ou S|+ Q| = ab(s(bs*>+q) +q(aq?* —s)).
Sig=0alorss <0etD=27+4ab?s3, d’ou le résultat.

Supposons maintenant que ¢ est non nul, si ¢ > 0 alors s < 0.
Posons t = —abgs, d’apres (2.1) nous avons: ab > 2, ag® — bs® > 3 et
t > 2. La condition D > 0 implique

0> 1>+ 18t — 27 +4ab(aq® — bs®) > > + 18t — 3,

ce qui est impossible pour ¢ > 2. Ainsi g < 0.

Supposons que s > ag?. La condition S; + Q; < 0 implique
s(bs? + q) < q(s —aq?) avec ¢ < 0 et s > 0. Nous en déduisons
que bs? < —q et ab%s* < ag? < s. L’inégalité ab?s3 < 1 est en contra-
diction avec ab > 2. Ainsi s < ag?.

(ii) Soit y = (s/a)e + ¢* — s/a et Norm(y) = f.(s/a,q*> —s/a) =
(A/a)?. Supposons que A = +a et s # 0. Par définition de A nous
avons: s = 0 (mod a) et ¢ # 0 d’aprés (2.1). L’entier g> — s/a est
positif et non nul d’aprés (i). Montrons que 'unité positive y de Z[e]
vérifie y > 1. Par hypothése, I'unité ¢ est directe, la condition 0 < & <
1 entraine que (s/a)e > 0 pour s > 0 ou (s/a)(¢ — 1) > 0 pour s < 0;
par conséquent, (s/a)e+q>—s/a > 1 pours > Oou (s/a)(e—1)+q* > 1
pour s < 0. La démonstration de (ii1) est analogue. |

(2.3) 11 existe, dans I'ordre maximum &5, au plus t(N)3 classes
d’entiers non associés de norme +N, ol t(N) est le nombre de di-
viseurs premiers de N [7, pp. 100 et 244]. D’apres (2.1), parmi les
associés d’un entier p tel que p3 = Ngg ou p3 = NeZ, il existe au plus
un entier de trace nulle, avec deux exceptions. Nous fixons maintenant
I'unité ¢ dans la relation (2.1.1).

(2.3.1) THEOREME. Soient % un corps cubique et € une unité vérifiant
les conditions de (2.1). Le nombre des entiers w de % tels que o’ =
e Norm(w) est au plus égal a un lorsque % n’est pas un corps cubique
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pur. Ce nombre est égal a zéro ou a trois lorsque % est un corps cubique
pur (voir table (4.5)).

Démonstration. Soient w et § deux entiers de .# vérifiant la relation
(2.1.1)

6 =eN', N =(a")?b', N =d(b')?,
08 =a'b et (Bw)>=NN.

Drapres (2.1), NN’ est un cube uniquement si a = @' et b = b, dans
ce cas w = 0, le corps .# étant réel. Si N # N, le corps .# est cubique
pur, de la forme

X =Q ( y N_N_’) avec Disc(#) = —3d>.

D’apres la Proposition (2.2.1), les entiers rationnels a, b, g, s détermi-
nent w et z = abgqs vérifie I’équation

(2.3.2) 23 4+922 - 3(S; - Q) — 6)z — (S; — 3)(Q +3) =0,

dont le discriminant est égal 2 —27 Disc(¢). Ce discriminant est un
carré uniquement lorsque le corps .# est cubique pur. L’équation
(2.3.2) possede alors zéro ou trois racines dans Z. Soit z = abgs =
a'b'q's’, z s’annule lorsque ¢gs = 0 avec s # 0 (voir (2.1)).

Dans le cas ou ¢ = 0, nous obtenons .¥ = Q(v/2) d’apres (2.2.2),
les solutions de I’équation w? = Ng, sont:

w3 = —6w?+36, 0 =3w?-9w+9 ou w =6w?— 18w+ 18.

Dans le cas ou gq' # 0, d’aprés (2.2.1) nous avons Ng3 = Q; +
3(1 + z) = N'g"3, puis NN'gq3 = (a'b'q’)3, ce qui est impossible pour
N # N'. Chaque solution de I’équation (2.3.2) caractérise un seul
entier .

Les coefficients S| et Q; étant donnés ainsi que 'indice Ay de ¢ = &,
dans 'ordre maximum @5, nous déterminons a, b, g, s de la facon
suivante:

(1) z; = abgs d’apres (2.3.2); sgn(z;) = sgn(—s); g < 0.

(2) z; = abA = S — Q1+ 3 —(z; + 3)%; sgn(z,) = sgn(A). Nous pou-
vons aussi utiliser la relation (abA)?(abA+3(S; —Q; +3)) = —Disc(e).

(3) A divise A, ab divise (S;+Q;) et z = abA ol a et b vérifient les
conditions (2.1); nous en déduisons par essais successifs: A, z3 = ab
et gs.

(4) bs3 = (81 —3-3z)/z3; aq® = (Q1+3+3z,)/z3 avec (a,b) = 1.
Le lemme (2.3.3) permet de réduire le nombre des essais. O
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(2.3.3) LEMME. Soit m un diviseur premier de lindice A de ¢ dans
Pordre @,
n|(q, s) si et seulement si m3|A.

Démonstration. D’apres [10, p. 111], si A = n3A, alors il existe un
ordre @, contenant 1 et ¢, d’indice A; dans 'ordre & et admettant
pour base d’entiers

{L(e=1)/m, (& + (t = Sp)e + (£ = Sit ~ Q))/n},

ol t, —m/2 < t < m/2, vérifie les congruences: g(¢) = 0 (mod 73),
g'(t) = 0 (mod n2), g"(¢)/2 = 0 (mod n), g désigne le polyndome
minimal de e. D’aprés la Proposition (2.2.1), la relation ¢ =
(1 + abgs) + (q + bs*)w + sa entraine que = divise f — 1, s et q.
L’expression de A = bs? — aq® — ab(qs)? donne la réciproque. 0

3. Nombre maximum de zéros des fonctions symétriques completes
reliées aux corps .%7.

(3.1) Hypotheses. Le corps cubique .7 et I'unité ¢ étant donnés,
soit @ un entier de .# vérifiant les conditions de (2.1): @3 = Ne
avec N = a?b. La suite (U,) est la fonction symétrique complete des
racines du polyndme minimal de w (voir Définition (1.3)).

Pour décrire les zéros de la suite (U,) nous définissons pour m > 0,
les suites: aUsy, = Xy N™, Uspyp1 = Yy N™ et Uspyn = Z,, N™. Elles
vérifient la formule (1.4) qui prend la forme

(3.1.1) Z %Z!—Wsiqui’r“k‘mam'1“k+[’/2],
i+2j+3k=3m+r-2
our=0,1,2 et [r/2] désigne la partie entiere de r/2.

Soit (U}) la suite correspondant 2 a avec o® = Ne~! et N = ab?;
pour m > 0 nous définissons de méme les suites X},, Y,,, Z,,. Elles
vérifient la formule déduite de (3.1.1) en échangeant a et b, s et —q.
Les suites Uy, et U, , sont les fonctions symétriques completes de
poids n correspondant 2 w et a. Nous avons

NY(NNU_,_y = Uy =y(NN) Y 07 (@) (") 7k,
i+j+k=n
la définition (1.3) s’étend aux entiers rationnels.

DEFINITION. Pour n > 0, NU_,_, est la fonction symétrique com-
plete de poids —n correspondant a I’entier w de norme N.
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(3.2) PROPOSITION. Sous Ihypothese (3.1), les zéros de la suite (Uy,)
pour n € 1 sont déterminés par les unités binomiales de 'ordre Z[w] si
n=13m,delordreZ[a] sin=3m+1, et U, #0 si n = 3m + 2.

Démonstration. Soit ¢ 'unité directe telle que w? = a%be, d’apres la
formule (1.5) pour m > 0 nous avons:

(3.2.1) e™ = (a" ' Xp)w? + (Y — bsXm)w
+(Zm — absY,, —abqgXy,),
e = (a”'Y))w? + (X!, — bsY))w + Z);

et par la relation aw = ab,
(3.2.2) e" = (b"'Yp)a? + (X + aq¥m)a + Z,,,
e =(b"'X)a? + (Y, +agX!)o+ (Z, + abqY! + absX},).

Pour n € Z les zéros de la suite (U,) du type n = 3m sont exactement
les zéros de la suite (X,,) si m > 0, les zéros de la suite (Y’,,) si
m < 0, I'unité &¢” étant de la forme xw + y. Le résultat est analogue
pour les zéros de la suite (U,) du type n = 3m + 1, I'unité ¢” étant de
la forme xa + y. Pour m > 0, nous déduisons de la formule (3.1.1)
les congruences: Z,, = 1, Z), = 1 (mod ab). Ainsi Us,,,, # 0 pour
mel. O

(3.3) Soient p un entier d’un corps cubique de discriminant négatif
et ¢ I'unité fondamentale de ’ordre Z[p], 0 < ¢ < 1. Toute solution de
I’équation f,(x,y) = Norm(xp + y) = 1 est une unité binomiale en p
de la forme ek = xp +y avec k € Z et réciproquement. Les théoremes
de Delaunay et de Nagell [10, p. 402], [21, p. 52] limitent le nombre
de ces unités binomiales. Une table d’unités binomiales [10, p. 417] a
été obtenue pour les ordres cubiques de discriminant négatif supérieur
a —300 (voir aussi les tables d’unités de Angell [1] et de Smadja [26]).

(3.3.1) Soient & = Bp + D une unité binomiale en p, (&%)
une matrice a coefficients dans Z avec AD — BC = +l et § =
(Ap + C)/(Bp + D). Les ordres Z[p] et Z[6] sont égaux, en d’autres
termes les formes cubiques binaires f, et f, sont équivalentes,

g (& B)=naror e ()=(2 8) ()

(3.3.2) L’algorithme de rehaussement de Delaunay [10, p. 386] [21, p.
48].
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Les unités binomiales d’un ordre cubique Z[p] de discriminant né-
gatif sont déterminées par I’algorithme suivant. Soit ¢ 'unité fonda-
mentale, directe et positive de I’ordre Z[p], ¢ = ap? + bp + c. 1l s’agit
de trouver les exposants entiers rationnels » tels que

(*) "=xp+y.

On peut supposer que n € N d’aprés (3.3.1). Ces unités binomiales
vérifient les égalités suivantes:

sln _ 8”" — x(pl _ pll) et x = (__ap + b + as)(gln _ 8//)1)/(8/ _ 8"),

ol s désigne la trace de p. Soit K62 = Norm(—ap + b + as) avec § =
(a,b), alors K divise x et les solutions de I’équation (x) appartiennent
a Pordre Z[K p]. Posons x = Kx; et p; = Kp. Apres avoir calculé
I'unité &; = &” ou v est le plus petit exposant entier positif tel que
e¥ € Z[p1], le processus se répete alors dans ’ordre Z[p,]. L’équation
(%) s’écrit alors sous la forme e;’/” =Xx1p1 + ).

Si K # %1 et si ’équation (x) admet une solution non triviale (x #
0) alors I’algorithme s’arréte aprées épuisement des diviseurs de x. Il'y
a une seule solution non triviale d’apres [10, p. 385].

Si K = +1 alors les ordres Z[p] et Z[¢] sont égaux et I’algorithme ne
peut pas commencer. Les équations déduites de ’équation (*) suivant
la parité de n sont traitées suivant le méme principe. Il y a au plus
deux solutions avec x # 0 sauf dans trois cas, lorsque Disc(p) est égal
a —23, =31 ou —44 ([10, p. 398)).

Soit 7 = &~! l'unité inverse de ¢, n € Z[p]. Nous remarquons
que les unités binomiales n” = Xp + Y avec n € N, appartiennent a
I’'ordre Z[K p] ou K est la constante précédente. En effet, les égalités:
" —n"=X(p' - p") et X = (—ap +b+as)e(n” —n")/(n" —n')
montrent que K = Norm(—ap + b + as)d 2 divise X.

Si I’équation () admet la seule solution triviale alors I’algorithme
se poursuit indéfiniment et ne peut étre utilisé sans criteres d’arrét.
Hemer [14], Gordon et Mohanty [13] ont étendu le champ d’applica-
tion du critére suivant de Delaunay [10, p. 410]:

Soit y une unité de Z[p] qui admet un nombre premier m impair
comme “diviseur”, c’est-a-dire, y = An*"p? + Bn™p + C avec m > 0,
n|A et n|B. Si n||A alors P'équation y" = xp +y n’a pas de solution
avec n > 0.

Soient 7 un nombre premier impair apparu a une certaine étape
de I’algorithme (a la premiére étape par exemple, 7|K) et u la plus
petite puissance de ¢ telle que ¢# admette 7 comme “diviseur”. Si le
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critére précédent est vérifié par n et ¢# (m est appelé un “diviseur” de
¢ de la premiére sorte) alors I’équation (*) n’a pas de solution avec
n > 0. Le résultat de Hemer [voir 13, p. 409] s’applique dans le cas
ol p = ¢. Lefficacité de ce critere vient des déterminants “A” et “V”
utilisés par Delaunay et Faddeev [10, p. 411] pour calculer modulo 72
le coefficient de p? dans &*, lorsque 7 ne divise pas le discriminant de
p. 1l suffit de calculer £”~! ou ¢*~D(m+1) modulo 72, d’apres le petit
théoréeme de Fermat dans le corps .7

Nous expliquons maintenant I’origine n-adique de ces déterminants.
Lorsque I'idéal 7@ est décomposé, choisissons un plongement de .7
dans Q; le corps des nombres z-adiques [7, 8]. Le polyndme minimal
f de p a trois racines distinctes dans Z, I’anneau des entiers de Q.
Posons: pour j € {1,2,3}, ¢; = ap} + bp; + c, avec f(p;) = O et
“A”= |(e] ' = 1)/7, pj, 1< j<3 (mod 7Zy).

Le calcul de s}‘“‘ modulo n2Z,, via la formule de Taylor appliquée
a ’ordre deux au polynome f, donne I’expression suivante:

“A” = |(eF™! = 1)/m + (2ax; + b)w(x;)/(e; /' (x})), Xj» Ui<j<3

ol f(X) =X —x))(X =x2)(X —x3) +ny(X) et p; = Xj, & = ¢
(mod nZ,), j € {1,2,3}. Lorsque I'idéal 7@ a un diviseur premier
de degré 2, I’expression de “V” est analogue. L’énoncé du critere
d’arrét de I’algorithme devient alors:

Si“A”# 0 (mod n), resp. “V”# 0 (mod n) alors n est un “diviseur”
de ¢ de la premiere sorte.

Les méthodes m-adiques, en particulier le théoréme de Strassmann
[voir 8, p. 62], permettent d’étendre les criteres d’arrét de Gordon
et Mohanty (Deshommes [11]). Cette interprétation ne donne pas,
semble-t-il, de réponse a une question essentielle: Peut-on mettre en
oeuvre ces critéres d’arrét a une certaine étape de I’algorithme lorsque
I’équation (x) admet la seule solution triviale? Dans les conditions du
paragraphe 4 la réponse est positive.

(3.3.3) THEOREME de Nagell [voir 10, p. 398]. Parmi les puissances
entieres positives de Cunité fondamentale directe positive de l'ordre Z[¢]
avec Disc(e) < —44, il existe en dehors des unités triviales 1, ¢, au plus
une unité binomiale en e.

La démonstration de Nagell fait appel a des arguments géomé-
triques, pour une démonstration n-adique se reporter a [11].
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(3.4) THEOREME. Soit (U,) une suite vérifiant I'hypothese (3.1). Le
nombre de zéros de la suite (U,) est compris entre deux et quatre,
sauf dans deux cas oit ce nombre est égal a cing ou a six. Le nombre
maximum de six zéros est obtenu par la suite de Berstel et Mignotte
(voir table (4.5)).

Démonstration. Un zéro de la suite (U,) est un entier rationnel n
tel que U, = 0. D’aprés (3.2), 'unité ¢k avec k = (n — 1)/3, resp.
k = n/3, est solution de I’équation f,(x,y) = 1, resp. fo(x,») = 1.
D’apreés les théorémes de Delaunay et de Nagell, on distingue trois cas.

(1) Disc(w) et Disc(a) sont strictement inférieurs & —44. Chacune
de ces équations posseéde au plus trois solutions et au moins une (Uy =
0,U; = 0). La Proposition (3.6) limite dans ce cas le nombre de
solutions a cinq. En dehors du cas (i) de la Proposition (3.5.3) ot il
y a cinq solutions, la réduction du nombre de solutions a quatre est
réalisée au paragraphe 4.

(2) Disc(w) ou Disc(a) est égal a —44. Le nombre de six solutions
est atteint dans le cas (iii) de la Proposition (3.5.2).

(3) Disc(w) ou Disc(c) est égal a —23 ou —31. D’apres la Proposi-
tion (2.2.1), (ab)? divise Disc(w) et Disc(a) avec ab > 2, on obtient
une contradiction. o

(3.5) Les corps .# de discriminants —44 ou —76 ont la propriété
remarquable suivante: Z[e] = Z[a] et Z[e?] = Z[w] oi1 & = &; est 'unité
fondamentale de @5 .

(3.5.1) ProPoOSITION. Sous Ihypothese (3.1), si k est le plus petit
entier positif tel que Z[eK] = Z[w] alors k = 1 ou k = 2. Pour k =2, il
y a deux entiers w vérifiant cette condition, les suites correspondantes
ont cing ou Six zéros.

Démonstration. D’apres la Proposition (2.2.1), ¢ = w3/(a*h) =
(s/a)w? + qw + 1 et si s = 0 (mod a) alors ¢ € Z[w]. Le cas ou
Z[e] = Z[w] étant traité par la suite, nous pouvons supposer que:
k>2,5#0 (moda)eta>2. Lacondition Z[¢k] = Z[w] implique
Disc(e¥) = Disc(w), ce qui se traduit par

(1) Norm(Y; — X,w/a) = fu(~X¢/a, Y;) = £1.
Nous déduisons de la formula (3.1.1) les congruences suivantes

Xy =ks (moda) et Y,=kqg+k(k+1)bs?/2 (moda).
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Comme I’hypothese ek Z[w] implique X; = 0 (mod a), nous avons
ks = 0 (mod a). Posons: d = (s,a), a =da', s = ds' avec (s',d') =
(d,a') = 1. Le plus petit entier positif tel que e € Z[w] est alors
k = a. Pour a > 2, la formule (1) est en contradiction avec la
congruence fy,(—X, /a, Yy) =0 (mod a'?), ainsi a’ = 2.

Pour déterminer les unités ¢ vérifiant les conditions 0 < ¢ < 1,
¢2 € Z[w] et Disc(e?) = Disc(w), nous disposons des formules du
paragraphe (2.2)

Disc(w) = (2/A')? Disc(¢) et Disc(e?) = f;(—1,S;)? Disc(e),

en posant A = dA’. La condition (1) pour k = 2 est de la forme
Af.(-1,8)) = £2 ou f,(—1,8;) = —(5:0; + 1). Nous obtenons deux
solutions:

S =0,=-1:8>=—-e2—e+1, Disc(e) =—44, voir (3.5.2.iii).
Si=1 et Q =-3:=¢>-3e+1, Disc(e)=—
voir (3.5.3.1). O

COROLLAIRE. Sous I'hypothese (3.1), si k est le plus petit entier posi-
tif tel que Z[e¥] = Z[a] alors k = 1.

(3.5.2) ProrosiTiON. Sous hypothese (3.1), il y a exactement cing
entiers w tels que Disc(w) ou Disc(a) soit égal a —44. Les suites
correspondantes ont de deux a quatre zéros, sauf dans un cas o la suite
a six zéros: @3 =2w? —4w +4 et U, =0 pour n € {0,1,4,6,13,52},
(Uy) est la suite de Berstel et Mignotte.

Démonstration. L’ordre maximum du corps cubique .#” de discrimi-
nant —44 a une base de puissances @3 = Z[gg]. L’unité ¢y définie par
€3 = —&} — &0 + 1 est 'unité fondamentale de 7. Il y a quatre unités
binomiales en &: 1, &, &§ = 2ep— 1, )7 = —103¢p+ 56 et deux unités
binomiales triviales en 88, [10, table p. 417]. D’apres (3.3.1), 11y a
quatre classes d’entiers de discriminant —44 définies par la formule
(1) 6 = (Aeg + C)/(Beo + D),
ou AD — BC = *1 et Beg + D = &k avec k = {0,1,4,17}.

Si w est un entier de .#" vérifiant ’hypothese (3.1) et tel que Disc(w)
= —44 alors d’apres (2.2), w est défini par les entiers rationnels a = 1,
b =2, q,s. La formule (1) donne un systéme de trois équations et il
y a deux solutions:

i) s=-1, g=0:w=-1+¢"', a=-1+¢g? e=¢k

(i) s=2, g=-3:w=1-¢, a:1+£62, 8=88.
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Cette méthode appliquée a a avec a € @5 et Disc(a) = —44, donne
trois solutions. Nous échangeons a et b, s et —q, ainsia=2et b = 1.

(iii) s=1, g=-l:w=1+4+¢, a=1+¢, &=c¢.
(iv) s=2, g=-2:w=1-¢€}, a=1+¢g', e=¢}
(v) s=-3,g=-2:w=-3+¢7% a=(1—-¢&)/(2e—1),e=¢].

N

Tm+4

4m+1, 80

Chacune des unités e2”*!, resp. 3™, &7, €]
binomiale en g si respectivement,

est une unité

(i) m=0,8 (ii))ym=0 (ii)m=0,1,4,17 (iv) m=0,4
(v) m=0.

Chacune des unités (&)"*!, resp. (&3)'*3™/2, (e})™/2, (&3)*™,

(3)!1+7m/2 est de méme une unité binomiale en &3 si respectivement,

(i) m=-1,0 (i)m=0 (ii)m=0,2 (ivym=0 (v)m=0.
D’apres la Proposition (3.2), les suites (U,) correspondantes ont pour
z€ros:

(i) n=-2,0,1,24 (ii)n=0,1 (ii)n=0,1,4,6,13,52

(ivyn=0,1,13 (v)n=0,1. O

(3.5.3) ProrosiTION. Sous Fhypothese (3.1), il y a exactement trois
entiers w tels que Disc(w) ou Disc(a) soit égal a —76. Les suites (Uy)
correspondantes ont cing, quatre ou deux zeros.

Démonstration. L’ordre maximum du corps cubique .%# de discrimi-
nant —76 a une base de puissances @y = Z[gy]. L’unité ¢y définie
par 88 = 8(2) — 3¢9 + 1 est 'unité fondamentale de .#. Il y a trois
unités binomiales en &: 1, &y et e§ = —36¢y + 13, [10, table p. 417].
Nous vérifions par ’algorithme (3.3.2) qu’il y a deux unités binomiales
triviales en 8(2,. La méthode utilisée dans la preuve de la Proposition
(3.5.2) donne les résultats suivants:

(i) e=¢, w=e+1, a=¢'+1.

(i) e=¢€}, w=-¢+1, a=¢+3.

(i) e =€), w=-¢'+3, a=¢g+1.

D’apres la Proposition (3.2), les suites (U,) correspondantes ont pour
Z€ros:

(i) n=-2,0,1,6,22 (ii)n=0,1,4,12 (iii) n =0, I. 0
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(3.6) PROPOSITION PRINCIPALE. Sous hypothese (3.1), si le discrimi-
nant de Pordre Z[¢] est inférieur a —44 alors le nombre de zéros de
la suite (U,) correspondante est au plus égal a cing.

Démonstration. Nous supposons que la suite (U,) a trois zéros du
type n = 3m. D’apres la Proposition (3.2), il y a trois unités binomi-
ales de la forme ¢” = xw+y. Nous sommes dans le cas ou I’algorithme
(3.3.2) ne peut pas commencer, c’est-a-dire, lorsque Z[eX] = Z[w].
D’apres la Proposition (3.5.1) nous pouvons supposer que kK = 1 et
déduire de la Proposition (2.2.1) que A = +a. Par définition de A,
g=-1si5s=0.

Si A = +a et s # 0 alors d’apres le Lemme (2.2.2.i1), I’équation
f:(x,y) =1 a trois solutions 1, ¢ et y qui se déduisent par (3.3.1) des
unités binomiales: 1, &; et 8’} = ue; +v avec 4 > 3, ou ¢; est I'unité
fondamentale de I’ordre Z[e] et 0 < ¢, < 1, voir (3.3.3). Puisque
0<ée<1lety>1,ilyaun seul choix, a savoir, y = & ! et £ = &/ .
Apres identification, puis substitution dans A = +a, nous obtenons:
e=u+vy, s==aetqg’+1==2a’b(1Fq?. Dapres la Proposition
(2.2.1), 'entier west définipars = 1,g = -2,a=1,b = 3. Il ya trois
unités binomiales en ¢;: 1, ¢, 8? = —3¢; + 1 avec Disc(e;) = —135.
L’équation f;(x,y) = 1 admet trois solutions mais une seule unité
binomiale en ¢ = ¢&? est solution. Nous vérifions par I'algorithme
(3.3.2) que la suite (U,) possede deux zéros Uy = U; = 0.

Nous supposons maintenant que la suite (U,) possede trois zéros du
type n = 3m + 1. Nous montrons de méme que Z[¢] = Z[a] et d’apres
la Proposition (2.2.1) que A = +b. Par définition de A, s = +1 si
q=—bs? etde méme, s=—1sig=0.

Si A=+b,q# 0etq# —bs? alors d’aprés le Lemme (2.2.2.iii),
nous obtenons: § = &' et & =¢&'~!, puis & = u +v4, 52 + (q/b) = %1
et s>+ 1 = +ab?(1 ¥52)2. Nous constatons qu’il n’y a pas de solution.

Vu les conditions (2.1) sur a et b, les égalités Z[e] = Z[w] et Z[e] =
Z[a] ne sont pas vérifiées simultanément. O

(3.6.1) CoROLLAIRE. Sous les hypotheses de la Proposition (3.6),
Pune des conditions suivantes est nécessaire pour que la suite (U,)
possede cing zéros:

(g=-lets=0) ou (g=0ets=-1) ou (g=-bets==l).
4. Réduction du nombre de zéros et table. Les hypotheses, notations

et définitions sont celles du paragraphe (3.1). Nous établissons qu’une
suite (U,) possede de deux a quatre zéros, avec deux exceptions les
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suites a cing ou six zéros étudiées dans §(3.5). Les zéros d’une suite
(Uy,) sont déterminés par des unités binomiales et en théorie ces unités
sont obtenues au moyen de l’algorithme de Delaunay. Les critéres
d’arrét évoqués dans §(3.3.2) nous permettent de conclure lorsque g =
—bs? ou gs = 0. Nous traitons a la fin du paragraphe différents cas ot
Palgorithme ne commence pas. La table (4.5) donne une illustration
de la méthode utilisée.

(4.1) Dans la recherche des unités binomiales de I’ordre Z[w] (ou de
P’ordre Z[«]) nous allons appliquer I'un des critéres d’arrét de ’algo-
rithme a I'unité &”, pour un certain entier positif » multiple d’un
nombre premier déterminé. Cette démarche impose de connaitre les
valuations des coordonnées a~! X,, et Y,, — bsX,, de 'unité ¢” dans
la base (w?,w,1). La somme suivante, déduite de la formule (3.1.1),
représente Yy, — mg — ("3')bs? pour r = 1 ou X,, — ms pour r = 0

E+T+K) i ivjgrn)
(4.1.1) E a Z S hLLRY ,
I<i<m—1  i+2j=3+14r ijlk!
k+l=m—1

I’échange de a et b, s et —g donne les expressions de Y,, et de X;,.

Le nombre premier 7 étant fixé, nous rappelons que pour tout entier
rationnel R différent de zéro, v,(R) désigne la plus grande puissance
de n divisant R. L’égalité v,(R!) = [R/n] + [R/7?] + [R/m3] + ---
ou [ ] est la partie entiere, implique la majoration v,(R!) <
R/(m — 1). La fonction v, vérifie I'inégalité ultramétrique:
vr(Ry + R3) > Min(v(R}),v:(R,)) et il y a égalité lorsque v,(R;) #
Vz(R2).

(4.1.2) LEMME. Soit m un diviseur premier dun entier positif m fixé,
7 > 5. Pour tous les entiers positifs ou nuls i, j, k, | tels que i +2j =
3l+1+r,k+l=m-1etl>1, avecr =0 our =1, nous avons les
relations suivantes:
G) v+ +K)/EK)) > 1 =7 +v(m);
(ii) v (R =EEDG 4+ K GKY) > 1 4 g (m).

Démonstration. Dans les conditions de I’énoncé nous pouvons écrire
(i+j+k)/(i'jk!) sous la forme:

m+2l+r—j\ (m-1 v PPN
m( AUtr—j )( ] )l!(21+r DYGBEL+1T+r=2)5)).

La valuation de cette expression est supérieure a
Va(m)—Bl+1+r—j)/(n-1).
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(i) Posons E = n!(i + j + k)!/(i!j!k!). Pour m > 5, la valuation de
E est supérieure a v,(m) + 1 — (3/+ 1 +r — j)/4. Nous en déduisons
que pour tous les entiers j, [ tels que j > 0 et/ > 1, v (E) > vz(m)
pour r = 0 ou vz (E) > vg(m)—1/4 pour r = 1.

(ii) Posons F = mi+/=(U+V(j + j + k)!/(i!j'k!). Pour # > 5, la valua-
tion de F est supérieure a v,(m)+ (i+j—1—-1)— GBI+ 1+r—j)/4.
Lorsque i + 2j = 3/ + 1 + r, la plus petite valeur de i + j est at-
teinte pour i = 0 ou { = 1 suivant que / + r est impair ou pair, avec
/| > 1. Nous en déduisons que v,(F) > v,(m) + (I + 3r — 5)/8 si
[ + r est impair, 0z (F) > vz(m)+ (I +3r—2)/8 si [ + r est pair. Nous
obtenons ainsi, pour r = Q0 v;(F) > vz(m)—1/2oupourr =1 v, (F) >
Or(m). O

(4.1.3) ProposITION. Soit v le plus petit entier positif tel que € €
Z[w). Siv ¢ {1,2,3,6} alors Péquation (e*)* = xw +y aveck €7, a
une seule solution k = 0.

Démonstration. L’expression de ¢” est donnée par la formule (3.2.1):

Pour v > 2, les ordres Z[¢"] et Z[w] ne sont pas égaux d’apres la Propo-
sition (3.5.1). Nous utilisons I’algorithme (3.3.2) pour déterminer les
unités binomiales vérifiant I’équation, notée (*), (¢”)* = xw + y avec
k € Z. Ces unités appartiennent a ’ordre Z[pw] ol p est un diviseur
premier de la constante K apparue a la premiére étape de ’algorithme
et définie par

Ké* =Norm(-a~'X,w+Y,) avecd = (a"'X,,Y, — bsX,).

Soit A le plus petit entier positif tel que e* € Z[pw], A est un multiple
de v et I’équation (%) se met sous la forme (&%) = xw + y avec / € Z.
Nous allons montrer que cette équation a une seule solution / = 0,
lorsque v ¢ {1, 2, 3, 6}, en appliquant un critére d’arrét de I’algorithme
a I'unité &* pour un choix convenable du nombre premier p.

D’apres la Proposition (2.2.1), ¢ = (s/a)w? + gw + 1. L’hypothese
¢ ¢ Z[w] implique (s/a) ¢ Z et (a/d) > 1, en appelant d le pgcd de s
et de a. Soit m € Z tel que ¢ € Z[w], nous déduisons des formules
(3.2.1) pour ¢™ et (4.1.1) pour X,, et Y, que ms =0 (mod a), m =0
(mod a/d) prouvant ainsi que ¥ = a/d. Soient © un diviseur premier
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de v et u un entier positif tel que ¢# € Z[w], d’apres ce qui précede u =
0 (mod v) et par hypothése, 7 > 5. Posons v = v,(u) et appliquons
P'inégalité ultramétrique et le Lemme (4.1.2.i) aux coordonnées a~! X,
et Y, — bsX, de ¢# données par (4.1.1). Nous obtenons les relations
suivantes:

0@ ' X)) =va(@atus) =v -1, (Y >v, v.(Y,—bsX,)>wv,
u u u u

et nous pouvons écrire &* sous la forme e* = 7°~'4,w* + n°B,w+C,
avec (Ay,m) = 1. En particulier, e € Z[nw] dés que v > 3. Pour
4 = v nous avons: v = 1, m ¢ J et, par définition de K, Kd? =
—a’bA3 +na’bqA2B, — n*absA,B% +n3B}, avec n||a et  + b d’apres
(2.1), donc n?||K. Nous choisissons p = 7 et 4 = 0 (mod n%v) dans
ce cas. Lorsque v > 2, nous déduisons d’un critere de Gordon et
Mohanty [13, p. 399] que pour / € Z, ’équation (e#)! = xw +y a
une seule solution / = 0. La conclusion subsiste a fortiori lorsque
u=A o

La démonstration est similaire pour I’ordre Z[a]: dans ce cas v =
b/d ou d est le pgcd de g et de b, m est un diviseur premier de
v avec m > 5 par hypothése et nous appliquons le Lemme (4.1.2.1i)
aux coordonnées b~'Y, et X, + aqY, de l'unité ¢* lorsque e € Z[a],
c’est-a-dire pour 4 =0 (mod v).

(4.1.4) CorROLLAIRE. Soit v le plus petit entier positif tel que &’ €
Z[e). Siv ¢ {1,2,3,6} alors Péquation (e')* = xa+y aveck €7, a
une seule solution k = 0.

(4.2) Nous étudions maintenant le cas ou v € {1, 2, 3,6} en ajoutant
les hypotheses Disc(e) < —44, ¢ = —bs? ou gs = 0.

(4.2.1) La matrice .# (¢, w), représentant la multiplication par I'unité
¢ dans la base (w2, w, 1) du corps .%, est utilisée pour calculer les co-
ordonnées de I'unité ¢” dans l'ordre Z[w]. La matrice .#(¢,a), re-
lative a la base (a?,a, 1) du corps .%, vérifie la relation .#Z(¢,a) =
(ab) 224 (¢, w)Z, ou les matrices .# (¢, ) et & sont définies respec-
tivement par

abs(bs®> +q) +abgs+1 bs’+q s/a 0 0 1
(azbq(bs2 +q) + abs abgs +1 ¢ ) et (0 ab O) .
a’b(bs? + q) abs 1 (@b)? 0 0

Lorsque g = —bs?, d’apres (2.2.1) I'unité ¢ est de la forme (s/a)w? —
bs?w + 1 (resp. sa + 1 — ab?s3). Le plus petit entier positif v tel que
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e € Z[w] est égal a2 a/d ou d est le pgcd de s et de a. La formule
(4.1.1) se simplifie et expression de Y, — (' )bs? pour r = 1 ou celle
de X,,, — ms pour r = 0 est donnée par la formule

i+j+k) .
S(bS)r Z (ab253)1 Z (_l'_]'—k')(—l)j
1<I<m-1 i+2j=31+1+r
k+l=m—1
De méme dans le cas ot s = 0 'unité ¢ est de la forme (g/b)a? +
aq?a+1 (resp. gw+ 1). Le plus petit entier positif v tel que & € Z[a]
est égal a b/d ou d estle pgcd de q et de b. L’expression de Y,, pour
r =1 ou celle de X,, pour r = 0 est donnée par la formule

—r +1
aaq)'™ 3, (@b} (31ﬁz—r>'
0<I<(m—2+7)/2

Les formules sont analogues dans le cas out ¢ = 0.

(4.2.2) PROPOSITION. Nous supposons que q = —bs? et Disc(e) <
—44. Soit v le plus petit entier positif tel que ¢ € Z[w]. Si v €
{1,2,3,6} alors Péquation (") = xw +y avec k € 1, a une seule
solution k = 0, saufdans deux cas oi1 il y a une solution supplémentaire:
k=4pourv=1etw =2w-1)2?ouk=1pourv =23etw?=
3w? - 9w + 9.

Démonstration. Pour v € {1,2,3,6}, nous déterminons les coor-
données de l'unité ¢” dans 'ordre Z[w] et la constante K, définie
par 62K, = Norm(-a~'X,w + Y,) avec 6, = (a"'X,,Y, — bsX,),
au moyen des formules de la section (4.2.1). Nous en déduisons
les résultats suivants: K, = 0 (mod bd2s'), en posant s = ds’, avec
(v,bds') = 1 d’apres (2.1); |K,| = 1 uniquement si Disc(e) = —44,
ce qui est exclu par hypothése; K3 et K¢ sont des multiples de 3, K,
est impair et K; = —a?bs’. Nous utilisons I’algorithme (3.3.2) pour
résoudre ’équation (&”)k = xw + y avec k € Z. Cette équation a une
seule solution k£ = 0, s’il existe un nombre premier 7 divisant K, et
un entier positif £ multiple de v tels que I'unité ¢# admette 7 comme
“diviseur” et vérifie I'un des criteres de Gordon et Mohanty [13, p.
399].

Dans chacun des cas suivants nous indiquons les valeurs de 7 et de
eH réalisant ces conditions.

(1) |bd?s'| > 2. Soit © un diviseur premier de bds’. Lorsque 7 > 3,
€Y convient si z|s’, V™ sinon d’apres (4.2.1). Si 2 est le seul diviseur
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premier de bds’ alors ¥ = 3 ou v = 1, nous prenons 7 = 2 et &” si
4|s’, €% si 2||s’ ou &% si 2 t 5.

(2) |bd?s'| =2. Si|s'| =2alorsa=3,b=1,]|s|]=2¢etqg=—4,
n =2 et €% conviennent. Si |s'| = 1 alorsa=3oua=1,b=2,|s| =1
et ¢ = —2, nous choisissons: 7 =2 ete!2lorsquea=3ets=1,n1=3
et ¢ lorsque a =3 et s = —1. Pour a = 1 et s = —1, nous appliquons
[10, p. 411]: “A”# 0 (mod 17). Enfin danslecasola=1ets =1,
nous avons &* = 36w — 23 et I’équation (&*)! = xw + y a exactement
deux solutions / = 0 ou / = 1, d’apres [13, p. 405] et [10, p. 385].

(3) |bd%s'| = 1. Nousavonsa =v avecv # 1, b =1, |s| = 1 et
g = —1. Nous choisissons: 7 = 19ete® poura=6ets=1,n=237et
e poura =6ets=—1. Lorsque a = 3 et s = —1, nous prenons © = 3
et ¢2. Pour a = 3 et s = 1, nous avons &3 = —3w + 4 et ’équation
(e3)k = xw + y a exactement deux solutions k = 0 ou k = 1 (voir cas
(2)). Lecas ou a = 2 et s = 1 est exclu par I’hypothese Disc(e) < —44
(voir (3.5)). Enfin, le choix de 7= = 3 et &* convient lorsque a = 2 et
s=-1. O

(4.2.3) COROLLAIRE. Nous supposons que s = 0. Soit v le plus petit
entier positif tel que ¢ € Z[o]. Siv € {1,2,3,6} alors Iéquation
(e¥)* = xa+y avec k € Z, a une seule solution k = 0, sauf dans un cas
ot il y a une solution supplémentaire: k = 1 pour v = 3 et a® = 3a%+9.

Démonstration. De fagon similaire lorsque s = 0, nous obtenons
K, =0 (mod ad?q’) en posant ¢ = dq’, avec (v,adq’) = 1 et |[K,| # 1.
L’équation (¢”)k = xa +y avec k € Z, a une seule solution k = 0, s’il
existe un nombre premier 7 divisant K, et un entier positif x4 multiple
de v tels que 'unité ¢# admette # comme “diviseur” et vérifie I’'un des
criteres de Gordon et Mohanty. Ces conditions sont réalisées dans
chacun des cas suivants:

(1) —ad?q' > 2. Se reporter au cas (1) de (4.2.2).

(2) —ad?q' =2. Siq'=-2alorsa=1,b=3etqg=-2, n=2e¢t
€% conviennent. Si¢' = —lalorsb=3oub=1,a=2etq=—1,
nous choisissons: 7 =3 et &3 pour b =3, 7 =5 et e pour b = 1.

(3) —ad?*q’ = 1. Nousavonsa=1,g=—1et b =v avec v # 1.
Nous choisissons: 7 = 13 et ¢!2 lorsque b = 6, 7 = 7 et £!* lorsque
b = 2. Enfin dans le cas ou b = 3, nous avons &3 = 3a—11 et I’équation
(e3)k = xa + y a exactement deux solutions k = 0 ou k = 1, pour les
raisons évoquées dans le cas (2) de (4.2.2). 0
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(4.3) Les conditions (3.6.1), qui sont nécessaires pour qu’une suite
(Uy) ait cing zéros, sont comprises dans les hypotheses Disc(e) < —44
et g =—bs? ougs=0.

(4.3.1) THEOREME. Soit une suite (Uy,) vérifiant ['hypothese (3.1),
nous supposons que q = —bs? et Disc(e) < —44. Dans ces conditions,
la suite (U,) possede trois zéros n = 0, 1,4 et dans deux cas seulement,
la suite admet un zéro supplémentaire: n = 12 si @® =2(w—1)2, n =9
si w3 =3w?-9w +9.

Démonstration. Les zéros de la suite (U,) du type n = 3m + 1 sont
déterminés par les unités binomiales ¢” = xa + y d’apres (3.2), avec
e = sa+1—ab?s3 d’aprés (4.2.1). Ces unités sont directes, c’est-a-dire
m € N, d’apres [13, p. 405]. Il y a deux unités binomiales triviales
pour m = 0 ou m = 1, nous allons montrer que ce sont les seules.
Nous distinguons trois cas.

(1) |s| > 1. Nous appliquons [10, p. 385].

(2) |s] =1 et b > 1. Soit # un diviseur premier de b. La définition
de a, a3 = a?b(s’a? — sa + 1), implique o® = 0 (mod n2). Nous
appliquons [13, p. 403].

(3) |s|] = 1 et b = 1. D’apres (3.2.1), nous cherchons les solutions
m € N de I’équation Y,, = 0, I’expression de Y,,, étant donnée dans la
section (4.2.1). Soit 7 un diviseur premier de a, n divise (’}) lorsque
Y,» = 0. Appliquons I'inégalité ultramétrique et le Lemme (4.3.3.i)
a Y. Pour m > 7, la relation v,(Y,,) = vz((")) implique () =0,
donc m = 0 ou m = 1. Si tout diviseur premier de a est inférieur a
7 alors a € {2,3,5,6,10,15,30}. Pour # = 5, nous déduisons de la
congruence

Yim = (1 +2as(m + 1)(m — 2)(m — 13)/(3))m(m — 1)/2 (mod 5°*1),

ou v =vs(("})), que pour m > 1, Y, # 0 lorsque a # 10 et a # 15.
Les cas particuliers s = +1,b=1,g=—-1eta € {2,3,6,10, 15} sont
traités dans la section (4.4.3).

Les zéros de la suite (U,) du type n = 3m sont déterminés par les
unités binomiales ¢” = xw+y d’apres (3.2) et & = (s/a)w? —bs’w+1
d’apres (4.2.1). Dans la preuve de (4.1.3) nous avons établi que m =
vkouv =a/detdestle pged de s et de a. L’équation (&* )k = xw+y
avec k € Z, est résolue dans les Propositions (4.1.3) et (4.2.2). O

(4.3.2) THEOREME. Soit (U,) une suite vérifiant I’ hypothese (3.1). Si
Pentier w a une trace nulle alors la suite (U,) possede trois zéros n =
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0, 1, 3 et dans deux cas seulement la suite admet un zéro supplémentaire
n=10 siw*=-3w+3 ou n=12 siw®=—-6w+6.

Les cing entiers w tels que lentier a ait une trace nulle sont définis par
(i) w? = 2w? + 2, (ii) @® = —20? + 4, (iii)) @ = -3w? +9, (iv)
w3 = =5w?+25, (v) w3 = —6w? +36. Les suites (U,) correspondantes
ont trois zéros n = —2,0, 1 et les zéros supplémentaires (i) n = 24, (ii)
n==6ou?22 (ii)n="7.

Démonstration. Nous supposons que ’entier w a une trace nulle:
s=0.

Les zéros de la suite (U,) du type n = 3m + 1 sont déterminés
par les unités binomiales ¢” = xa + y avec ¢ = (¢/b)o? + aq’a + 1,
d’apres (3.2) et (4.2.1). Dans la preuve de (4.1.4) nous avons établi
que m = vk ouv = b/d et d est le pgcd de g et de b. L’équation
(e¥)k = xa 4+ y avec k € Z, est résolue dans les Corollaires (4.1.4) et
(4.2.3).

Les zéros de la suite (U,) du type n = 3m sont déterminés par
les unités binomiales ¢” = xw + y, avec ¢ = qw + 1, d’apres (3.2)
et (4.2.1). Nous reprenons les arguments utilisés dans la preuve du
Théoreme (4.3.1) dans le cas oi n = 3m+1, —q joue le role de |s| dans
la discussion, a et b sont échangés et le Lemme (4.3.3.ii) s’applique a
Xm. Les cas particuliers s =0, g =—-1,a=1et b€ {2,3,6,10,15}
sont traités dans la section (4.4.2). Nous montrons ainsi qu’il y a
seulement deux unités binomiales triviales pour m = Qoum =1, a
I’exception de &* = 26w — 23, lorsque w? = —6w + 6.

Nous supposons maintenant que ’entier a a une trace nulle. Il y a
cinq entiers de cette sorte définispars = -1, g =0,ab=2oub=1et
a € {3,5,6}, d’apres le Lemme (2.2.2.i). Les deux cas correspondant
a ab = 2 sont traités dans la section (3.5) et les trois autres cas dans
la section (4.4.1). o

(4.3.3) LEMME. Soient m € N et nt un diviseur premier de (7} ), avec
n>5.

(i) Pour tous les entiers positifs ou nuls i, j, k, [ tels que i+2j = 31+2
etk+Il=m-1avecl > 1 lorsque m > 7 ou bien | > 2 lorsque n =5,
nous avons v (n!(i + j + k)!/(i'j1k!)) > vz ((3)).

(i1) Pour tout entier | tel que | > 1 lorsque © > 7 ou | > 2 lorsque
n = 5, nous avons vy (' (574)) > v=((7))-

Démonstration. Par hypothese n|m ou n|(m — 1). Lorsque m est un
multiple de 7, nous déduisons les résultats de la preuve du Lemme
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(4.1.2) dans le cas (i) avec r = 1, dans le cas (ii) avec i =r = 0 et en
remplagant / par 2/ + 1. Maintenant nous supposons que 7 — 1 est un
multiple de 7.

(i) Posons E = /(i + j + k)!/(i!j'k!), nous pouvons écrire E sous
la forme

al(m = 1) (m+21+ 1 —j) (m—2> (=112l +2-))
21+2—j [-1 J'(31+2-2j5 -
La valuation de E est alors supérieure a v, (m—1)+/—(31+2—j)/(n—1)
et aussi pour tout j > 0, a v,(m—1)+I—(31+2)/(n—1). Lorsque # > 7,
nous en déduisons que pour tout / > 1, v, (E) > v,(m—1) + %. Dans
le cas ol © = 5, nous obtenons pour tout / > 2, v5(E) > vs(m — 1).
(ii) Posons F = /(57+1), avec

_ m+1\ (m-=2\ (+1)2])!
P (1) (") Trean

La valuation de cette expression est supérieure a v,(m — 1) + [ —
(3/ +2)/(m — 1), nous déduisons les résultats du cas (i). O

(4.4) Les cas particuliers. Rappelons que d’aprés la Proposition
(3.2), les zéros de la suite (U,) du type n = 3m, resp. du type n =
3m + 1, avec m € Z, sont déterminés par les unités binomiales &” =
Xw+y, resp. " = xa+y.

(4.4.1) Les trois entiers o de trace nulle sont définis & apres (4.3.2),
parq=0,s=—1,b=1etaec{3,56} Nousavonse’=(3-a)e* -
3¢ + 1, Disc(e) = —(27 — 4a)a>.

L’équation ¢” = xw + y avec € = —(w?/a) + 1, a une seule solution
m = 0: Palgorithme (3.3.2) commencé avec ¢? et Z[w] s’arréte en
appliquant 1’un des criteres [13, p. 399], a ¢° avec = = 3 pour a = 3,
a el avec 7 = 19 pour a = 5 ou a &° avec m = 3 pour a = 6.

L’équation &” = xa + y se met sous la forme e+ = (y — x)e + x,
via la relation ¢! = a+ 1, D’apres la table [10, p. 417], m € {-1,0, 2}
lorsque a = 3, m € {—1,0} lorsque a = 5 ou a = 6.

(4.4.2) Les cing entiers w de trace nulle sont définis d apres (4.3.2),
pars =0, g=—-l,a=1et b e {2,3,6,10,15}. Nous avons aussi
g3 =3e2 — (3+b)e+ 1 et Disc(e) = —b2(27 + 4b).

Les unités binomiales ¢” = xw + y sont de la forme (¢2)"/2 =
—x&+(x+y) si m est pair ou de la forme (&2)("~1/2 = (x+y)e~ ! —x
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si m est impair, via la relation w = 1 —¢. D’apres (3.3.2), ces unités
appartiennent a I’ordre Z[n¢] ou 4 ’ordre Z[ne~!] suivant la parité de
m, 7 étant un diviseur premier de la constante K’ définie par K’ =
Norm(3 — &) = 8 + 3b.

Dans le cas ou b = 6, il y a trois unités binomiales pour m = 0,
m =1 ou m = 4 et ce sont les seules, d’apres la Proposition (3.6).

Lorsque b # 6, nous obtenons deux unités binomiales triviales:
pour b = 2, en appliquant le critere de Hemer [14] a ¢4 avec n = 7;
pour b = 3, d’aprés [13, pp. 403 et 405]; pour b = 10, en appliquant
[13, p. 399] 4 €% avec m = 19 si m est pair, a ¢!2 avec = 37 si m est
impair; pour b = 15, en appliquant le critere [10, p. 411] a &% dans
Z[e] puis dans Z[¢~!], ce qui donne “V”# 0 (mod 53).

(4.4.3) Les neuf entiers w vérifiant les conditions q = —bs?* et Disc(e)
< —44 sont définis dapres (4.3.1), par b = 1, g = -1, s = £1 et
a€{3,6,10,15} ous = —1 et a = 2. Nous avons &3 = (3 — 2as)e> —
(% - 3as + 3)e + 1, Disc(e) = —(3a? — 14as + 27)a>.

L’équation &¢” = xa + y se met sous la forme ¢” = ue + v, via
la relation ¢ = sa + 1 — as. D’apres (3.3.2), ces unités binomiales
appartiennent a I’ordre Z[n¢] ou a I’ordre Z[ne~!] suivant la parité de
m, 7 étant un diviseur premier de la constante K’ définie par K' =
Norm(S; — &) = (1 — as)(2a? — 7as + 8). Nous obtenons deux unités
binomiales triviales dans tous les cas considérés.

Lorsque a = 3, le résultat se déduit de [13, pp. 403 et 405].

Lorsque m est pair, nous appliquons [13, p. 399] a &%, le nombre
premier n est égal respectivement a 5, 7, 11, 2 lorsque s = —1 et
a € {2,6,10,15} ou bien 7 est égal respectivement a 5, 3, 7 lorsque
s=1letaec{6,10,15}.

Lorsque m est impair, nous appliquons encore [13, p. 399] dans les
quatre cas suivants: poura =2ets=—1,a ¢ avecm = 5; poura =6
ets=1,ae0avecm =19;poura=6c¢ets=—1,2a¢e0 avec n = 61;
pour a = 10 et s = 1, & &* avec = = 3. Les trois cas restants relevent
des critéres “A” ou “V” [10, p. 411], nous obtenons pour a = 15 et
s=1,“V”#0 (mod 353); poura =15ets = -1, “V”# 0 (mod 563);
enfin pour a =10 et s = —1, “A”# 0 (mod 139).

(4.5) Table des zéros. La table donne les zéros d’une suite (U,)
vérifiant ’hypothese (3.1), avec les conditions initiales Uy = U; = 0,
U,=1.

Upys = absUy,,o + a’bqUy, 1 + a*bU,.
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L’unité &3 = S1e2 + Q& + 1 est désignée par (S,,Q;, 1). Pour chaque
ordre maximum considéré, ¢ est I'unité fondamentale &g, sauf dans le
cas de P'ordre de discriminant —44 ou l'unité ¢ représente &y, ¢} ou
88 et pour les ordres de discriminant —76, —108, —204, ou —300 ol
€ représente &y ou 30 Les suites correspondant a &3 et qui ont deux

z€éros ne sont pas mentionnées.

a b s ¢ Al e(S1,01,1) ZEROS #
21 1 -1 1| (-1,-1,1) 0,1,4,6,13,52 6
-44]11 2 -1 0|-2](-1,- 31) -2,0,1,24 4
2 1 2 -2(-8|( 5, 11,1) 0,1,13 3
-7612 1 -1 O0f—-1](,- ) -2,0,1,6,22 5
1 2 1 =2 21 (- 5, 1) 0,1,4,1 4
31 1 -1 1 0,1,4,9 4
32 1 -1]-1](=3,-3,1 0,1,4 3
—-10816 1 -1 0]-1 -2,0,1 3
1 3—-1-11]-5 0,1,4 3
2 3 0-1 21 (3,—-15,1) 0,1,3 3
—-135(3 1 -1 0|-1}(0,-3,1) -2,0,1,7 4
—-14011 2 0 -1 1{(3,-5,1) 0,1,3 3
-17212 1 0 -1 2((3,-7,1) 0,1,3 3
—175{5 1 =1 0O {|—-1{(-2,-31) -2,0,1 3
-200]15 1 1 -1 1| (=7,-13,1) 0,1,4 3
—-204]11 2 -1 -1]-=-3|(,-11,1) 0,1 2
2 1 0-31| 54{(3,-111,1) 0,1,3 3
-21613 1 -1 —-1|-1](9,-21,1) 0,1,4 3
—-26812 1 -1 —1|-1{(7,-13,1) 0,1,4 3
1 5-1-1]-9 0,1 2
21 1 =2 91 (-7,-23,1) 0,1,6 3
-300(5 2 1 -11]-3 0,1 2
2 5 0-3] 54/((3,-543,1) 0,1,3 3
-324)11 3 1 -3 31 (-15,-57,1) 0,1,4 3
-35111 3 0 -1 11(3,-6,1) 0,1,3,10 4
—36411 2 0 -2 81 (3,-19,1) 0,1,3 3

Compte-tenu des résultats de Lewis et Turk [17, pp. 30 et 32], on
peut se demander si toutes les suites (U,), a quatre zéros et vérifiant
I’hypothese (3.1), sont obtenues dans le paragraphe 4. Ceci est con-
firmé dans un travail récent [11], ou les criteres de Gordon et Mo-
hanty sont étendus par des méthodes m-adiques. Dans [23b, §(5.3)],
van der Poorten évoque la multiplicité des récurrences linéaires.
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