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CALCUL DU NOMBRE DE CLASSES DES CORPS DE
NOMBRES

STEPHANE LOUBOUTIN

Soit K/k une extension de corps de nombres telle que le
quotient (x/{; de la fonction zéta de Dedekind (x de K par
celle (i de k soit holomorphe dans tout le plan complexe (ce
qui est par exemple le cas lorsque ’extension K/k est galoisi-
enne). Nous développons un moyen de calcul numérique de la
valeur au point 1 de ce quotient (x /(. Une application essen-
tielle de cette évaluation est le calcul numérique du nombre
de classes relatif d’un corps K a multiplication complexe, en
choisissant pour k le sous-corps totalement réel maximal de K.
En particulier, nous illustrons notre méthode sur ’exemple de
corps a multiplication complexe, quartiques et non galoisiens.

1. Notations. Soit N un corps de nombres de degré n = r; + 2ry, ou 7,
désigne bien évidemment le nombre de plongements réels et 2r, le nombre
de plongements complexes deux & deux conjugués de N. Nous notons (y
sa fonction zéta de Dedekind, d(N) la valeur absolue de son discriminant,
Reg(N) son régulateur et posons

AN — 2—-1‘2d(N)1/2ﬂ_- (7‘1+2r2) /2,

_ 2" h(N)Reg(N)

A W)

ou w(N) est le nombre de racines de I'unité de N,

Fu(s) = AT (5) T)26n(s)

de sorte que Fy(s) a un pole simple en s = 1 de résidu Ay.

Soit K/k une extension de corps de nombres. Nous ne nous plagons que
dans des situations pour lesquelles la fonction @/ & Ck /Ck est holomorphe
dans tout le plan complexe. Nous voulons un moyen de calcul numérique de
la valeur ®/x(1). Les applications que nous visons étant alors :
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456 STEPHANE LOUBOUTIN

(i). Par le choix k =Q, nous désirons pouvoir calculer le produit du régulateur
Reg(K) par le nombre de classes d’idéaux h(K) de K, de sorte que le calcul
de ce régulateur par d’autres méthodes nous donnera le nombre de classes
de K. Notons par exemple que si k = Q et si K = Q(&m), m > 2 est

un corps pur de degré premier, alors @k, est bien holomorphe dans tout le
p—1 .
plan complexe (et ce parce que (Px/g)° = Pn/k est holomorphe puisque

N/K est abélienne, ot N = Q((,, ¢/m) est la cléture normale de K).

(ii). Par le choix k = le sous-corps totalement réel maximal d’un corps
a multiplication complexe K, nous désirons pouvoir calculer le nombre de
classes relatif h*(K) de K.

Nous posons ¥k, = Fk/F}, de sorte que s — Wg/(s) est invariante
par s = 1 — s et holomorphe dans tout le plan complexe si @/ lest.
Remarquons que :

(a). Dans la situation (i) nous avons Wg/x(1) = Ax/Ag = Ak
(b). Dans la situation (ii) nous avons :
Ak h*(K)

(1) Ugi(l) = - Orw(®)

ol Qx = 1 ou 2 est un indice d’unités (voir [Wa, Th. 4.12]).

2. Expression de Vg/.(1) comme somme d’une série absolument
convergente et & convergence rapide. Il s’agit de généraliser la méthode
développée dans [BLW]. Définissons les coefficients ¢,, par :

Bice(s) = E(5) = 3 dan™, R(s) > 1.

Notons que si K est un corps & multiplication complexe de sous-corps totale-
ment réel maximal k et si xx  est le caractere quadratique de 'extension

quadratique K /k, alors (Ck /Cx)(s) = L(s, Xx/x), de sorte que nous avons

(2) n = Z XK/k(I)

NijoI)=n

ol cette sommation porte sur les idéaux entiers I de norme n du corps k.

Puisque
2571 _ /s s+1
=—TI(=|T
v =7 (5)r (57)

pour ckyk, Ax/x des réels et pour a, b et ¢ des entiers positifs ou nuls, nous
pouvons écrire

a + 1 b
Uk/i(s) = cx/k Ayl (g) r (S 5 > L(s)°@k/k(s).



CALCUL DU NOMBRE DE CLASSES 457

Notons que si K est un corps & multiplication complexe de degré 2N de
sous-corps totalement réel maximal k alors de degré N, nous avons :

d(K) 1
a,b,c) = (0,N,0), Ag; =4/ ——~ et = .
(@,b:0) = (O N,0), Ay =\ TRgrey o oxi = gy

Notons également que nous pourrions de plus imposer a ¢ d’étre nul, ce
qui permettrait de ne considérer des fonctions H4.) ne dépendant ue de
deux indices. Si nous ne le faisons pas, c’est parce qu’il est maladroit de
par exemple vouloir imposer ¢ = 0 puisque dans la situation k=Q et K=un
corps pur de degré premier p, cela impliquerait de faire intervenir la fonction
H((p-1)/2,(p-1)/2,0) au lieu de la plus simp}e Ho,0,(p-1)/2)-

Définissons la transformée de Mellin W/ de Uy, :

1 a+ioo
Ugyi(z) = —/ Uk/e(s)z™°ds, a>1,
[¢3

2im —ico

de sorte que

R nT
\I/K/k(fl') = Ck/k E PnHab,c) (AK/k> , x>0

n>1

oll nous posons :

a+ico a b
Higp.0)(z) = -L/ r (-S-> r (s ; 1) I(s)’z™°ds, £ >0 et a > 0.

207 Jo—ioo 2

Puisque Wk, (s) = Uk, (1 — s) et puisque ¥/ est (supposée étre) holo-
morphe dans tout le plan complexe, par déplacement paralléle de 'axe ver-
tical d’intégration d’abscisse a jusqu’a I’axe vertical d’intégration d’abscisse
1 — «, puis par utilisation de cette équation fonctionnelle pour revenir sur
Paxe vertical d’intégration d’abscisse a, nous en déduisons 1’équation fonc-
tionnelle suivante :

l'\i/K/k(.'L') = \i/K/k(l/.fL'), x> 0.

La formule d’inversion de Mellin implique alors :

\I’K/k / \IJK/k / \I’K/k ! +£L‘_s} dx.

Il en résulte :

d
3) V() = [ Biplo)da + [ Bien(@)
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Pour utiliser cette formule (3), il reste encore a calculer les deux intégrales
suivantes :

€. e dx
I(abc)(A df/ H(abc)(x)dx et '](abc) df/ H(abC)( )_

qui en posant
(4) K(as.0(4) ¥ Liap.0(A) + A(ape)(4)

donnent en tenant compte de (3) :

n
1 = .
(5) k/k(1) = e/ Ak Z K(a b.c) (AK/k>

n>1

Nous n’allons pas montrer en toute généralité que cette série est absolu-
ment convergente, & convergence rapide et parfaitement adaptée au calcul
numérique de Wg (1), mais allons uniquement prouver ces résultats dans
le cas qui nous intéresse le plus : celui o K est un corps & multiplication
complexe de sous-corps totalement réel maximal k.

3. Calcul numérique du nombre de classes relatif des corps a mul-
tiplication complexe. Dans la situation particuliére ou K est un corps a
multiplication complexe de degré 2N et de sous-corps totalement réel max-
imal k, (5) s’écrit en tenant compte de (1) :

o ww- S A0 st ().

ou nous avons posé Ky = Ko n,). Le changement de variables s — 2s —
1 donne Hig n,0)(z) = 2zHo0,n)(z°), et une inversion d’intégrales dans (4)
donne alors :

(1) Kn(4) = 2 /a+i°°2r( )NA"“( LI )ds (a>1)
N % 00 5 2s—1  2s5s—2 ’

La proposition suivante assurera ’absolue convergence et la convergence
rapide de la série (6) :

Proposition 1. Pour x > 0 et N > 1, nous avons :
1/N
(a)' 0< H(O,O,N)(m) < 2N—le-—a: / /CEI_(I/N)-
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(b). 0 < Kn(A) < N2Ve 4" A > 0.

Preuve. Nous ne prouvons que ces majorations, et ce par récurrence sur V.
En effet,

. 0 .t
Hpon(z) =€ et Hponi)(z) = / Hoo,n)(t)e /tT-
0

En faisant le changement de variable ¢ — z™/+UTN on en déduit par
récurrence sur IV

N2N-1 oo . 1\ dT
/(N+1) R
Hoonn(@) < Zprmm) /0 P <_x (T - TN) ) TN

En scindant cette intégrale entre 0 et I'infini en une somme d’une intégrale
entre 1 et l'infini et une intégrale entre 0 et 1, puis en faisant le changement
de variable T+ 1/T dans cette seconde intégrale nous obtenons :

N2N-1 (oo X 1\\ dT
/(N+1) - it
H(O,O,N+1)(x) .’11'1—(2/(N+1)) {\/1 €Xp (_x (T + TN)) TN

e 1
_1/(N+1) TN il TN—2 T}
+/1 exp( T ( +T)> d

N2N-1 oo . dT
AL _ /v ) ¢4
S J=@/(N+) {/1 eXp( z T)

IN

+/ exp (—a:l/(N“)TN) TN*ldT} .
1

Pour N > 0 posons

© _ _dT
IN(Ol) :/1 € T]"_N'

Nous avons pour N > 1 :

In(0) < In-a(@) = == — (N = 1)In(e)

(intégration par parties), qui pour N > 1 implique

e
< —, a>0.
_Na’

In(a)
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D’ou :
g1/ (N+D)

N
H(o,o,N+1)(93) <2 Z1-(1/(N+1))

et le (a) est prouvé.
La majoration de Ky(A) résulte alors de

Kn(A) < 2[on0)(4) = 2//1 2¢H o0 n)(2%)dzx

oo

= [ 2Hoom @)z
A2

< oo21\’8_“”1”:1:1/]\’(—ZE

— Jaz iy
o0

= N2VNe=?dg = N2VNe

JA2/N

_A2/N

O

Proposition 2. Pour N > 2 et A > 1 fizés, |h*(K) — h},.ox (K)| tend vers 0

lorsque d(K) tend vers Uinfini, ot h}, .. (K) est le réel obtenu en stoppant
la sommation de (6) auz indices n majorés par Ay i (\log AK/k)N/z.

Preuve. Nous remarquons que |¢,| est d’aprés (2) majoré par dy(n) ou dy(n)
désigne le nombre de factorisations de n en produit de N entiers strictement
positifs. Nous remarquons ensuite que

N
Sw(a) = 30 2 (Z 1/n> < log" (ea).

n<lz n<lz

Lemme 3. Pour M > 1 entier vérifiant M > A(N?/2)N/? nous avons

Ry=Y, @T—E’—Qe*"ﬁ‘)”“ < (log(eM) + (N?/2))" e~ (M/A™,
n>M

Preuve du Lemme. Une transformation d’Abel donne
Ry < Z Sn(n) (e‘("/A)z/N — e“(("+1)/’4)2/~)

n>M

n+1 2 u (2/N)-1 2/N
= SN(n)/ —(——) e~ WA dy
s [ 1 (5
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Posons eA = oV/? et remarquons que

w (2/N)-1 2N
u f(u) = (Z) e (W7 1og" (eu)

est décroissante sur [A(N?/2)"/2, +o0o[. Nous obtenons :

2 * 2/N dx
Ru < _/ A)2N o=@/ AN 10N () OF
v < 2 [Tlapape e g (o) &
= (N/2) e Vlog" (aU)dU (poser z = AUN/?).
(M/A)2IN

Maintenant, en posant Iy (z) = [*°log" (aU)e~VdU, nous avons I;(z) = e~*
et

vt (N>1)

In(z) = e~ log" (az) +/ Nlog"*(az)e i >

< e *log"(az) + NIy_i(z) (pour z >1)

qui conduit par récurrence sur N & la majoration Iy(z) < (log(az) +
N)Ne“’” pour £ > 1 et N > 0. D’oui le Lemme puisque o(M/A)*" =
(eM)?/N, a

Fin de la preuve de la Proposition 2. D’apreés (6) et la Proposition 1, en
posant A = A/ (qui tend vers I'infini lorsque d(K') tend vers I’infini puisque
on a d(K) > (d(k))?), nous obtenons :

Qkxwg [d(K) [n n 2Nwg
e | ) 2 (Am> = s Al

qui pour M > A(Alog A)™/? donne d’aprés le Lemme 3 :

)N

" (K) — b (K)| < 2Nwg (log(eM) + (N?/2)

approx = N2 Ar-1
O

Remarque. Notons que si K/Q est abélienne non quadratique de con-
ducteur f et a régulateur de taille petite par rapport au discriminant de K, il
est sans intérét d’appliquer notre méthode puisque I'identité (5) nous dit qu’il
nous faudrait sommer au moins de I'ordre de Ag/; termes, donc de 'ordre
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de f §(IxQ1-1)+e termes, alors que le calcul du nombre de classes & partir
des développements des fonctions L au point 1 (voir [ScW] et [SeWW]) ne
nécessite des sommations que de ordre de fZ+¢ termes, et que son calcul &
partir des expressions explicites de sommes finies de ces valeurs au point 1
ne nécessite que des sommations de 'ordre de f termes.

4. Calcul numérique des nombres de classes relatifs des corps quar-
tiques totalement imaginaires non galoisiens. Nous montrons sur cet
exemple que la Proposition 2 est particulierement bien adaptée au calcul des
nombres de classes relatifs des corps a multiplication complexe K. En parti-
culier, notre méthode conduit & un calcul numérique des nombres de classes
de ces corps nettement plus efficient que celui développé dans [Oka]. Nous
venons de voir ou arréter la sommation de la série (6) de sorte que la somme
finie ainsi définie conduise & une bonne approximation du nombre de classes
relatif de K. Nous expliquons maintenant comment déterminer une valeur
numérique approchée de chacun des termes de la série (6) et expliquerons
finalement sur un exemple comment calculer les valeurs numériques des co-
efficients ¢, (nous renvoyons & [Lou 2], [Lou 3] et [LOO] pour d’autres
exemples de tels calculs).

Calcul numérique des fonctions intégrales apparaissant dans la formule
analytigue. Nous illustrons sur le cas particulier N = 2 qui nous occupe
maintenant une méthode générale de calcul des développements en séries
entiéres des fonctions Ky apparaissant & 'identité (6). On trouvera dans
[Lou 3] un algorithme général de leur calcul valable pour tout N > 1. Noter
une faute d’impression au Lemme de la page 322 de [Lou 3]. Il faut y lire

n A‘2n ] A2n
= —(=1)V L (au lieu de = —(n!)N) .

Proposition 4. Pour A > 0 et avec la convention 22:1 ;10- =0, nous avons
le développement suivant (ou y = 0.577215664901532--- est la constante
d’Euler) :

1 1 A2nt2

Ky(A) =14 1A +4(Log(A)+7)§(2n+1+2n+ ;) .
1 1 1 1 n 1) A2n+2
~E (e e e )
gg((znﬂ)z n+22 \2n+1 2n+2 lgk (nl)?

Preuve. On remarque que

1
s> f(s) = 2% (s)A%7% (23{_ 1t os- 2)
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posséde un pdle simple en s = 1 de résidu Res;(f) = 1, posséde un pole
simple en s = % de résidu Res;/»(f) = 7A, et possede un pole double en
chaque s = —n, (n > 0) de résidu

Res_,(f) = 4/(1::;22 ((2711-!- 1t 2n1+2>

I’ 1 1
- {log(4) — = 1)) - - .
(Og( ) -t )) @n+ 1) (2n+2)2)
De (7) et par déplacement vers la gauche de P’axe d’intégration, nous en
déduisons aisément

1 a+1ico
Kn(A) = 5;—7;/  f(s)ds = Res; (f) + Resy5(f) + > Res_,(f).
a—1i00 n>0
Le résultat s’en déduit en remarquant que le produit infini de la fonction
Gamma donne : L(n+1) = —y+ ¢, L pour n > 0. 0

Calcul des coefficients ¢,,. Puisque n — ¢, est multiplicative, elle est
déterminée par ses valeurs sur les puissances des nombres premiers, valeurs
que nous donnons maintenant.

(i). Sil est inerte dans k/Q et non ramifié dans K/Q, alors
_1)* k/2
Py = ﬂ_ILXK/k (@™

2
(ii). Sil est inerte dans k/Q et ramifié dans K/Q), alors ¢, = 0.
(iii). Si ! est ramifié en () = L? dans k/Q, alors ¢ = x,(L)"-

(iv). Sil est totalement décomposé en (I) = LL' dans k/Q et non ramifié
dans K/Q, alors

k
by = Z XK/k (Lk_lez)

1=0

k
k ni
= XK/k (L) Z XK/k (LL )

=0

koo
(k+ Dxusp(L)”  sixg(LL) =1,

Ly si x5 (LL?) = —1.

2
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(v). Sil est totalement décomposé en (I) = LL' dans k/Q et ramifié dans
K/Q, de sorte que l'on peut supposer L ramifié dans K/k, alors ¢, =
Xiy (D)

Nous nous plagons maintenant dans la situation considérée dans [Lou 4]
et [LO], et expliquons comment nous avons calculé les nombres de classes
relatifs des corps quartiques & multiplication complexe qui apparaissent dans
ces deux articles. Soit donc p =1 (mod 4) premier tel que k = Q(,/p) soit
principal. Nous nous intéressons maintenant uniquement aux corps quar-
tiques non galoisiens totalement imaginaires K de sous-corps quadratique
réel k et de discriminants relatifs premiers dans k. Il est aisé de voir que
ce sont précisément les K, o = k(\/—a,) ol o, = (z, + y4/D)/2 un entier
algébrique totalement positif, primaire (c’est & dire congru & un carré mod-
ulo l'idéal (4) de k) et de norme q avec ¢ = 1 (mod 4) un nombre premier
donc totalement décomposé dans k. Imposer & un tel o, d’étre primaire
est équivalent & demander que 'on ait z, = 1 (mod 4) lorsque z, est im-
pair, et z, = y, + 6 (mod 8) lorsque z, est pair. Notons que K(,, est de
discriminant d(K, 4) = p’q.

Si L = (A) est un idéal premier principal de k, ol A est choisi totalement
positif (ce qui est toujours possible), d’apres les lois de réciprocité (voir
[Hec]), nous avons :

xinll) = |72 = [(oi,)] '

Puisque () est un idéal premier totalement décomposé de k de norme
g donc premiére et congrue & 1 modulo 4, les résultats de [Lou 1] (plus
précisément, [Lou 1, Th. 5(b)]) dont la validité reste acquise dans ce cadre
donnent :

9) [%] — (Trk/Q(aq)i;rk/Q(an')>

ou Z' désigne le conjugué dans k d’un entier algébrique Z de k, ou T'ry /g (Z) =
Z + Z' désigne la trace de z, et ou (e/q) désigne le symbole de Legendre.
D’ou :

(vi). xg/x(L) = (1/q) lorsque L = (I) est premier inerte dans k.

(vii). Xg/i(L) = (224 (2a2g — PYAYe) /9) = (2(22Yq — YaTq)/q) (car 2§ = py;+
4q et (p/q) = +1 et (y,/q) = +1) lorsque L = (X) avec [ = A\’ premier non
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inerte dans k et avec A = (z, +y,Vv/d)/2 totalement positif. De plus, d’aprés
(9) nous avons alors :

ottt = |5 (] = 7] = [l = ()

Nous avons alors les formules compléetement explicites suivantes :

k/2
(viii). Sil# p, g est inerte dans k, alors ¢, = 4(D° (5) ,

2 q

(ix). Sil # p, q est totalement décomposé en (I) = LL' dans k et si L = (\)
ot X = (2, +yxy/P)/2 avec x5 > 1 et y) > 1 tels que 23 — py} = 4l alors

Z(xxyq - ykxq)

(k+ Dxgu (@) si(l/g) =1,
7 ) et ¢lk =

XK/k(L) = (
(=t si (I/q) = —1.

2

(x). Sil = g, alors ¢, = (—”(—I‘l)k

(car xg /(@) = (47Yq/q)
Yo/P)/2).

(z,/q) puisque @' = (A) avec A = (x4 —

(xi). Sil=p,alors ¢, = (2—”—)

p

(car Xy (P) = [=g/ (VB)] = [~day/ (VB)] = [~22,/(yB)] = (~2a,/p) =
(2z4/p) puisque —4a, = -2z, — 2y,/p = 2z, (mod P). On peut de plus
montrer que (2z,/p) = —(z,/q)).

Nous donnons au tableau suivant les nombres de classes relatifs de tous
les K(,,) possibles tels que 5 < p < g < 229 (noter que 229 est le plus
petit nombre premier p = 1 (mod 4) tel que le corps quadratique réel
Q(y/p) ne soit pas principal). Notons que l'on peut montrer (voir [LO])
que h*(K(p,q) = h*(K(4p)- Nous avons utilisé cette relation comme moyen
de vérification de la justesse de 'implémentation de notre méthode, mais
limitons évidemment notre tableau de valeurs de ces nombres de classes re-
latifs aux couples (p, q) tels que p < gq.
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(p,q) h*(Kp.q) (p,9) h(Kp.q) (p,q) h* (Kp.g)
(5,41) 1 (37,181) 7 (101,181) 9
(5,61) 1 (41,73) 11 (101,193) 11
(5,109) 1 (41,113) 13 (101,197) 5
(5,149) 1 (53,89) h) (109,113) 11
(13,17) 1 (53,97) 5 (109,173) 7
(13,29) 1 (53,113) ) (109,193) )

(13,113) 3 (53,197) 5 (113,157) 11
(13,157) 1 (61,73) 3 (113,173) 7
(13,181) 1 (61,97) 11 (137,193) 29
(17,89) 7 (61,137) 7 (137,197) 15
(17,101) 3 (61,197) 5 (149,173) 7
(17,137) 1 (73,97) 1 (157,173) 7
(29,53) 1 (73,149) 9 (157,193) 7
(29,149) ) (73,181) 17 (157,197) 9
(29,173) 3 (89,97) 3 (181,193) 29
(37,41) 3 (89,109) 11 (181,197) 11
(37,53) 3 (89,157) 9

(37,73) 7 (97,109) 15

(37,101) 3 (97,193) 7

(37,137) ) (101,137) 9

Nous concluons cet article en donnant, pour £ = Q(,/p) fixé, la distribu-
tion des nombres de classes relatifs des 1500 premieres extensions quadra-
tiques de k du type précédent. Dans ce tableau, ¢; désignent le nombre de
nombres de classes relatifs divisibles par [ (premier) et S désigne la somme

de ces nombres de classes relatifs.

Q(ﬁ) C3 Cs C7 C11 C13 C17 Imax S

Q(V5) | 581 | 339 | 263 | 140 | 131 | 115 | 129001 | 45608
Q(V13) | 606 | 328 | 253 | 143 | 114 | 99 | 129061 | 87654
Q(V17) | 594 | 360 | 209 | 139 | 115 | 94 | 127649 | 133836
Q(V29) | 599 | 344 | 258 | 136 | 128 | 93 | 128941 | 117444
Q(V37) | 614 | 337 | 232 | 142 | 157 | 99 | 129097 | 155192
Q(v41) | 595 | 368 | 236 | 135 | 133 | 101 | 129769 | 223394

Notons que pour les 1500 premiers corps quadratiques imaginaires de dis-
criminant —¢ = 1 (mod 4) premier nous avons les distributions suivantes de
nombres de classes:
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C3

Cs cr i1 €13 | €17 | Gmax S

590

339 | 238 | 133 | 127 | 94 | 27367 | 81624

Il est intéressant de relier ces résultats numériques aux heuristiques de Cohen-
Lenstra-Martinet ainsi qu’aux résultats de B.A. Datskovsky.

[BLW]

(CM]
(D]
[Hec]

[Lou 1]

[Lou 2]

[Lou 3]
[Lou 4]

(LO]

[LOO]
[Oka]
[ScW]

[SeWW]

[Wal
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