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PARAGROUPE D'ADRIAN OCNEANU ET ALGEBRE DE
KAC

MARIE-CLAUDE DAVID

Dans ces quelques pages, nous reprenons Γessentiel des notes manuscrites
d'Adrian Ocneanu intitulees "A Galois theory for operator algebras" (1986).
Nous en precisons les definitions et demontrons les theoremes essentiels: les
proprietes fondamentales du paragroupe, le resultat de classification qui est
un corollaire du theoreme de classification de S. Popa et la caracterisation de
Γinclusion d'un facteur dans son produit croise par une algebre de Kac de di-
mension finie. II nous a paru important que le paragroupe soit explicitement
defini et que ces resultats admis par tous et souvent cites par F. Goodman,
P. de la Harpe, V. Jones dans leur livre [GHJ] et par S. Popa dans ses
article de classification [Popa, 1 et 2] reςoivent enfin une demonstraion ex-
haustive. Je me suis attachee a rediger les demonstrations qui auraient pu
etre donnees a Γepoque a deux exception pres:

Le caractere d'invariant complet du paragroupe est demontre grace aux
carres commutatifs de S. Popa.

La coassociativite du coproduit de Γalgebre de Kac (§5) etait verifiee
directement dans ma premiere version (Publications de ΓUniversite Paris-
Sud #93-06). Claire Anantharaman a attire mon attention sur Γarticle de
W. Szymanski [S], je Γen remercie: la dualite qu'il definit me permet de
donner une demonstration plus algebrique.

Parmi les developpements de la theorie qui pourraient fournir d'autres
demonstrations a ces resultats, on peut citer, par exemple, la theorie des
bimodules d'A. Ocneanu [O], la theorie des secteurs [LI, L2], [II, 12]...

Je remercie particulierement Vaughan Jones qui m'a encouragee a en-
treprendre ce travail et m'a guidee lors de nombreuses discussions. Je re-
mercie aussi Michel Enock pour ses conseils qui m'ont aidee a achever cet
article.

0. Introduction.

Soit N un sous-facteur d'indice fini dans M, un facteur de type 1^ dont tr est
la trace finie fidele normalisee. Soit Mi Γalgebre oblenue par construction de
base: Mλ est Γalgebre de von Neumann sur L2{M, tr) engendree par M et eN

la projection sur L2(N, tr) [VJ1]. Si J est Γinvolution standard de L2(M, tr),
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Mi est egal a JN'J. J permet done de definir un anti-automorphisme 70 de
ΛΓ'nAfi:

7o(a;) = Jx*J (xeN'ΠMJ.

Plus generalement, comme M. Pimsner et S. Popa ont montre que

N C Mn C M 2 n + 1

est isomorphe a la construction de base, on sera tente de definir, pour x
element de N' Π M2n+i, 7n(#) par Jnx*Jn oύ Jn est Γinvolution standard
de L2(Mn,tr). La premiere partie de cet article contient les verifications
necessaires a une definition coherente de 7n.

La deuxieme partie donne la definition et les proprietes fondamentales des

La troisieme partie contient la demonstration de ces proprietes et une
expression de 7n(y) quand y est un element de N' Π M2 n+i.

La quatrieme partie montre que le paragroupe (la tour derivee munie des
anti-automorphismes) est un invariant complet pour Γinclusion d'un sous-
facteur de profondeur finie dans le facteur hyperfini de type IIχ equivalent
a Γinvariant defini par S. Popa dans [Popal], a savoir le carre commutatif
canonique.

On rappelle que Γinclusion N C M est de profondeur finie si le graphe
principal est fini [GHJ, 4.1]; on obtient le graphe principal de N C M en
effaςant dans le diagramme de Bratteli de la tour derivee ce qui sObtient
par reflexion de l'etage precedent.

La cinquieme partie donne une caracterisation de Γinclusion d'un facteur
de type IIχ dans son produit croise par une algebre de Kac de dimension
finie:

Soient M un facteur de type Hi, tr sa trace normale finie fidele normalisee
et N un sous-facteur d'indice fini dans M. Les proposition suivantes sont
equivalentes:
(a) N est de profondeur au plus 2 dans M et N1 Π M est egal a C

(b) M est le produit croise de N par une action exterieure d'une algebre
de Kac de dimension finie K

(c) N est la sous-algebre des points fixes de M sous une action exterieure
d'une algebre de Kac de dimension finie K.

Une demonstration de ce resultat utilisant la methode des secteurs se
trouve dans [L2] (voir aussi [12]). Dans [II], on trouvera une caracterisation
d'une inclusion irreductible de profondeur 2 de facteurs proprement infinis.

Un resultat semblable dans le cas oύ l'indice est infini est montre dans
[EN]. D'autre part, si N'P\Mι est commutatif, Γalgebre de Kac est un groupe
fini.
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1. Representations des algebres de la tour obtenue en iterant la
construction de base.

1.1. Definitions [VJ1]. Soient M un facteur de type II l 5 tr sa trace nor-
male finie ίidele normalisee et N un sous-facteur d'indice fini dans M. On re-
garde M dans sa representation standard π0 sur L2(M, tr). L'esperance con-
ditionelle EN de M sur N definit le projecteur eN de L2(M, tr) sur L2(iV, tr):

Si ξ est le vecteur cyclique canonique donne par la trace, si x appartient
a M, on a:

) = EN(x)ξ.

La construction de base sur N C M est la definition de Γalgebre de von
Neumann Mx sur L2(M, tr) engendree par M et e^. On connaϊt done Mx

par sa representation fidele τr0 sur L2(M, tr) qui prolonge la representation
τr0 de M par multiplication a gauche, e'est-a-dire pour tout a de M et tout
x de M, on a:

πo(a)(xξ) = (ax)ξ et πo(eN)(xξ) = EN(x)ξ.

D'apres [VJ1, 3.1.7], la trace canonique Tr sur Mλ est une ([M : N]~ι,M)
trace, e'est-a-dire Tr etend tr et Ύr(eNx) est egal a [M : N]'1 tr(x) pour
tout x de M. On notera alors la trace sur Mi comme la trace sur M par tr.

1.2. La tour. D'apres [VJ1, 3.1.7], on peut recommencer la construction
de base a partir de Γinclusion M C Mλ et on obtient une algebre de von
Neumann M2 que Γon connait par sa representation TΓI sur L 2(M l 5tr). Les
restrictions de TΓI a Mλ ou M sont les representation de ces algebres qui
prolongent leur action par multiplication a gauche sur Miξi, oύ ξι est le
vecteur cyclique canonique.

La trace sur M2 prolonge celle de Mi et verifie la propriete de Markov,
on la notera encore tr et ainsi pour la trace de chaque algebre construite
par construction de base. En effet, en repetant la construction de base, on
obtient la tour d'algebres:

N C M C Mx C M2 C - - MnC Mn+1

On connait M n + 1 par sa representation πn sur L2(Mn, tr), M n + 1 est Γalgebre
de von Neumann engendree par Mn et en, la projection de L2(Mn, tr) sur
L2(Mn_!,tr).

1.3. La construction de base N C Mn C M2 n+i. Dans [PiPo2], M.
Pimsner et S. Popa remarquent qu'on peut definir abstraitement Γalgebre
de la construction de base sur N C M comme Γunique (a un isomorphisme
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pres) facteur fini M l 5 muni d'une trace r, qui contienne M et une projection
e et verifie

[Mi :M] = [M:N]

[e,y] = 0 (yGiV)

erre = EN{x)e (x G M)

r(ea ) - [Mx : M]" 1 tr(ar) (a; G M).

Us montrent alors que Γalgebre M 2 n + 1 est isomorphe a Γalgebre obtenue par
la construction de base sur N C Mn. II existe done une representation fidele
π n de M 2 n + 1 sur L2(Mn,tr). Le projecteur de la construction de base est
alors [PiPo2, 2.6].:

Z " 1 = [M : N ] Ί L J τ ± ~ ( e n e n - 1 . . . eo){en+1en . . . eλ)... ( e 2 n e 2 n - i - . . e n )

M 2 n + 1 est done le facteur engendre par Mn et Z^1.
Si ξn est le vecteur cyclique canonique de L2(Mn, tr) et xn un element de

Mn, on a:
πn{fnl)(Xnξn) = EN(xn)ξn

et la restriction de π n a Mn est la representation standard de Mn sur

1.4. D'autres representations. On pourrait aussi regarder la construc-
tion de base sur Mp C Mn, p < n, qui nous donne une representation τr£ de
M2n-P sur L2(Mn, tr); posons alors

fv = [M: N](n pK2 P 1 )(enen_1 ... ep +χ)(en + 1en ... e p + 2 ) . . . (e2n-P-i - - en).

M2 n_p est le facteur engendre par Mn et f% et, pour rcn dans Mn, ̂ (/nJί^n^n)
vaut EMp(α;n)^n.

La restriction de πn (definie en 3) a M2 n_p nous donne aussi une representa-
tion de M2n-P sur L2(Mn, t r ) . . . Nous allons voir dans le paragraphe suivant
que Έv

n et π n coincident sur M2n-P

1.5. Compatibilite des representations obtenues a partir de diffe-
rentes constructions de base. Nous commenςons par fixer les notations
et rappeler les regies de calcul dans les algebres de la tour.

1.5.1. Notations.

a) a = [M : TV], a est la partie entiere de a et a(n,p) = a 2 .

b) an est la partie entiere de αn, Γindice de Mn dans M 2 n.
c) 9n = enen«i...e fc+ie fc n G N,k £ N,n > A.
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d ) gk

n = e n e n + 1 . . . ek-λek neN.k E N, n <k
remarquons que g% = (g*)* pour tous n et A;.

e) f* = a(n,p)gPn+
1gp

nX
2

ι . . . ^ n _ p _ 1 n e N,p G N, n > p > - 1 .

1.5.2. Bases de Pimsner-Popa [PiPol, 1.3].
II existe une famille {λ ,̂ l < j < α + l} d'elements de M, appelee base de

Pimsner-Popa de M sur TV, telle que:
a) EN(λ*\k) = 0 si iφ k.

b) EN(λ*\j) — pj oύ Pj est un projecteur de TV de trace a — a si j = a + 1
et est Γidentite sinon.

Une telle famille verifie de plus:
c) λjβN est une isometrie partielle pour 1 < j < a + 1.

f) Tout y de M admet une unique decomposition y = Y^=\ ^jUj °ύ Vj e s ^

un element de pjN egal a EN(\*y). De meme y = Y^Zl EN(yλj)\*.

g) La famille {α1/2λ;eo, 1 < i < a + 1} est une base de Pimsner-Popa de
Mx sur M. Plus generalement, la famille { α ( p + 1 ) / 2 λ ^ , 1 < i < a + 1}
est une base de Pimsner-Popa de M p + 1 sur Mp. (Ceci resulte de la
demonstration de la proposition 1.5 de [PiPol].)

1.5.3. Regies de calcul. On rappelle que

a) ek appartient a Mk+λ.

b) ek commute avec les elements de Mk-i

c) ek commute avec eh si \k — h\ > 2.

d) ekek+ιek = a~ιek et ek+1ekek+1 = a~iek+1.

e) e^i^e^+i = EMk_1(x)ek+1 (x E M^).

f) EMk(ek)=a-\

g) /^ appartient a M2n-P et commute avec les elements de Mp.

h) π n ( / £ ) ( * n U = # M > n ) £ n

Lemme 1.5.4. fPf^=f-\

Demonstration. Pour montrer cette egalite, nous allons faire disparaitre un
a un les produits du type gζ^k

k de /£.

Voici un procede pour faire disparaitre un projecteur:

Lemme. gn

h

+k9k

n+k9nll+i = "-^ί+ife-iffr^^nΐUi «' h > n + k + 1 et
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k>0.

Demonstration.

en+k+ι en+k gk

n+k gk

nX\+1 (1.5.1c)

en+k+i en+k g ^ ^ en+k+1 ^ + 1 (1.5.1c)

en+k+1 en+k en+k+1 g ^ , gk

nXl+1 (1.5.2b)

gk

n

+

+\+1 (1.5.3d)

gk

nXl+1 (1.5.1c) et (1.5.3c)

— a 9n+k-l9h ff

Suite de la demonstration de 1.5.2.
Ce procede va nous premettre de faire disparaϊtre un a un les projecteurs de

92n-p-l

En appliquant le lemme une fois, nous obtenons d'abord:

En appliquant ce resultat (n — p — 2) fois de plus, nous faisons disparaϊtre

92n-p-l-

nn f-l _ / i\ ί -(n-p-2) 0 1 2

n—p—3 2n—p—2 n—p—2 λ n—p—1 n
92n-p-4 92n-p-l 92n-p-2 J 92n-p-l ' ' ' £/2n

= a(n, -1) (a-^-'-VgU g\... ̂ -V

= a(n, -1) ( α - ί - - 1 ^ β i . . . ί ^

Multiplions maintenant par g%n-P-2:

92n-p-292n-p-lJn ~ a\7h l ) a

(nn~λ n° n1

 Λ

n - P ~ 2 ^ ^ " P " 1

 π n
\92n-p-2 9n-\ 9n " * 92n-p-3J 92n-p-l ί/2n

Par le procede precedent applique (n — p — 2) fois, nous avons:

nn-l nn r-1 _ ( _Λ\rv-{n-p-l)
92n-p-292n-p-lJn ~ αVn? J-Ĵ

/ -(n-p-2) 0 /7n-P"3

 Λ2n-p-3 n-p-2 \ n-p~l n
^« yn_2 y2n-p-5 92n-p-2 92n-p-3 J 92n-p-\ ' ' ' 92n'

nn-l nn f-l __ ( _Λ\n/-(n-p-l)-(n-p-2)
92n-p-292n-p-lJn ~ αVn> l ) a

( 0 1 n—p—3 λ n—p—2 n—p—1 n

9n-29n-l ' ' 92n-p-δJ 92n-p-2 #2n-p-l 92n'
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Apres la disparition de gζX2

Xi c'est-a-dire apres (n—p — 1) absorptions, nous
obtenons

fUn1 = a(niP)a(n, - ^ - ( - ^ M - ^ ) . . . - ! ^

Comme (n - p - 1) + (n - p - 2). . . + 1 = ^ ^ ^ et gζ+1go

p+1 = g°n,
Γegalite est demontree.

Nous allons verifier maintenant que les representations πn, τr£, π^ coincident
sur M2n-P'

Proposition 1.5.5. Aυec les notations precedentes, πn/M2n-P

 = πn

Corollaire 1.5.6. Toutes representations de la meme algebre sur le meme
espace obtenues a partir de differentes constructions de base sont les memes.
Plus prέcisement, si p < k <n, alors les representations πn, πζ, τr£ coinci-
dent sur M2n-P

Demonstration de la proposition. On sait que πζ et π n ont meme restriction
a Mn, c'est la representation standard de Mn sur L2(Mn,tr); il reste done a
comparer <(/^) et πn{fp.

Si x, y et z sont des elements quelconques de Mn, xEN(yz) appartient Mn

et on peut ecrire:

= EMp(xEN(yz))ξn.

DΌύ:

<(fϋπn(xf^y)(zξn) = EMp(x)EN(yz)ξn = πn{EMp{x)f^y){zξn).

Nous avons done obtenu:

<(/ίK(*/»*y) = πn{EMv{χ)f^y) (x eMn,ye Mn).

D'autre part, calculons fζxf~ιy:

FnXfn'y = FnXfUn'y = EMp{x)rj-ιy = EMp(x)f^y (1.5.4).

De ces deux calculs, nous deduisons:

(*) KifZMxtfv) = vnif'xtfv) (x eMn,ye Mn).

L'egalite (*) nous permet d'ecrire:
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L'egalite des elements τr£(/£) et τrn(/£) decoule alors de la propriete de la
base de Pimsner-Popa (1.5.2d) qui donne Γexpression de l'identite de Mn:

La compatibility des differentes representations nous permet de definir
sans ambiguϊte les anti-automorphismes associes a la tour derivee.

2. Anti-automorphismes associes a la tour derivee.

2.1. Definitions et notations. On reprend ici [VJ1, 3] et on rappelle que
Jn est Γinvolution de Γespace de Hubert L 2(Mn,tr) deίinie par Jn(xnζn) —
x^ξn si xn est un element de Mn.

On notera Γn l'anti-automorphisme de Γalgebre Bn des operateurs bornes
de L 2(Mn, tr) defini par:

Γ » « n ) - Jnυ*Jn(xξn) (v EBn,xe Mn).

On sait que Γn(Mn) = M'n et Γn(πn(Λ/r)/) = τrn(M2 n +i) puisque N C Mn C

M 2 n + i est la construction de base; plus generalement, considerant Mp C

Mn C M2n_p, on obtient Γn(πn(Mp) ;) = π n (M 2 n _ p ) .

Definition. Soit Ak — N' Π M^, on note encore tr la restriction a Ak

de la trace de Mk. Γn envoie πn(A2 n+i) sur πn(A2rι+i) On appellera 7n

l'anti-automorphisme de A 2 n + 1 defini par:

ττn(7n(^)) = Γn(πn{x)) {x e A2n+ι).

Si 0 < p < n, 7n coincide sur M^ Π M2n-V avec Γanti-automorphisme con-
struit a partir de la tour Mp C Mn C M2n_p (1.5.6).

2.2. Proprietes fondamentales.

Theoreme 2.2.1. Pour tout n entier naturel, les anti-automorphismes 7n

satisfont les relations suivantes:

a) 7n+27n+lU2n+i = 7n+l7n

b) f-'jnix) = f-χχ (χeAn)

La demonstation de ce theoreme est Γobjet du paragraphe 3. Au cours
de cette demonstration, nous donnerons une formule pour jn(y) quand y
appartient a A2n+1.



PARAGROUPE ET ALGEBRE DE KAC 339

Proposition 2.2.2 ([Popa]). Si N est un sous-facteur de profondeur finie

dans un facteur M de type Π 1 ; les anti-automorphismes 7 n conservent la

trace tr de A2n+ι.

Demonstration. Soit . . . Np+1 C Np C . . . C Nλ C N C M un tunnel dans

N C M [GHJ, 4.7e]; en considerant la construction de base Np+λ C M C

M p + 2 , on peut definir 70 un anti-automorphisme de Np+1 Π Mp+2 par:

si x E Np+ι Π Mp+2 no(jo(x)) = Jo(πo(x)) Jo

oύ J o est Γinvolution canonique de L 2(M, Tr).

Comme TV est un sous-facteur de profondeur finie dans un facteur M de

type IIχ, on sait que

Grace a 4.5 de [PiPol], 3.1 et 3.2.ii de [PiPo2], cette derniere propriete est

suffisante pour affirmer que 70 conserve la trace de N^+ιΓ\M sur M ' Π M p + 2 .

La proposition annonce un resultat plus fort. S. Popa affirme que 70

conserve la trace de N'p+ι Π M p + 2 . Pour demontrer ce resultat, il utilise

Γhypotese de la profondeur finie. En effet, on va plonger N'p+1 Π M p + 2 dans

N'k+ι Π Mk+2 tel que k soit superieur a la profondeur du graphe principal. 70

s'etend a N'k+1 Π Mk+2 et conserve la trace de N'k+ι Π M sur M' Π Mk+2- Ce

choix de k permet d'affirmer que JV^+1nMi est Γespace vectoriel engendre par

7V~£+1 Π Me0N
f

k+ι Π M done 70 conserve la trace de Nk+1 Π Mλ sur N' Π M p + 2 ;

par recurrence, on montre ainsi que 70 conserve la trace de Λ^+1 Π Mp+2.

De la meme faςon, ηn conserve la trace sur A2n+X, il suffit, pour le de-

montrer, d'operer une translation des indices sur la suite d'algebres formee

du tunnel et de la tour derivee.

R e m a r q u e . La relation (a) du theoreme 2.2.1 permet de definir un iso-

morphisme T de la tour derivee de Γinclusion TV C M sur la tour derivee de

Mi C M 3 :

Soient Ap = N' Π Mp et Bp = M[Π Mp,

T est egal a 7 n + i7 n sur A2 n+i e t T(A2n+1) = B2n+1.

D'apres (2.2.1a), T est bien defini, c'est un isomorphisme des tours derivees

conservant la trace (2.2.2) et les anti-isomorphismes, c'est un isomorphisme

de paragroupe (voir 4) qui opere une translation de 2 sur les indices des

projecteurs de V. Jones.
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3. Demonstration du theoreme 2.2.1.

3.1. Lemmes.

Lemme 3.1.1.
a)

fZ = cx{n-p-1)gp

n

+1fζXl(gp

n

+1y et

^n+lUnJ — a 9n π n + l W n+1 J V#n )

(#n+X? Element de Mn+ι, agit par multiplication a gauche sur
L2(Mn+1,tτ)).

b) /^i=α»+

Demonstration.
a)

= a(n,p)gp

n

+1ep+1g
p

n+\ep+2 . . . gp

n

+

+

k

kt\ep+k ... g^lp^en.

Grace aux regies de commutation des projecteurs (1.5.3c), on obtient:

SI = a(n,p)gp

n

+1gp

nXl... gp

nXt+_\ ... g^l^e^e^ ... ep+k ...en.

Comme fiXl =
o(p,n) = α^-P-^αίn + l,p + 2), /» vaut
(a) est demontre.

b)

S~l, = α(n + 1, -l)g°n+1 g\+2 ... *£&

= α ( n + 1, -\)en+1g°n en+2 gι

n+1... e 2 n + 1 ί?2ne2n+2 p2τί+2 (1.5.1c)

= a{n + 1, -l)ff^t2 g°n gi+ι... g»n g^2 (1.5.3b)

— α flVι+1 /n

Lemme 3.1.2. (dit du tour de passe-passe)
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Demonstration.

9k+3

= (ek+3ek+2ek+3)ek+1 (1.5.3c)

= ek+3(aek+ι) (1.5.3e)

= ek+3(ek+1ek+2ek+i) (1.5.3e)

= ek+1(ek+3ek+2ek+1) (1.5.3c).

Lemme 3.1.3. Si 0 < k < n, e2n_rf~x = erf-1.

Demonstration.

e2n-kfή1 = e2n-kθt{n, - 1 ) # X + 1 . . . g2n

= α(n, - 1 ) 9 ^ . . . 9^k-2^n-k9^k-i - 9Ϊn (

Nous avons e2n-k devant g2~^klx et nous voudrions ek devant g^.

lέre etape: transformons e2n-k en e2n-fc-2 devant g%n-k-i- D'ctbord nous
faisons disparaίtre e2n_k:

_n—k — 1 n—k n—k — 1 n—k
e 2 n - k 9 2 n - k - l 9 2 n - k ~ e 2 ^ g e g

2n-fc 92n-k-l 92n-k ~ e2n-k €>2n-k-l ^2n-k 92n-k-2 92n-k-l

Comme e2n-/fc et g2n-k-2 commutent [(1.5.3a) et (1.5.3b)],

e2n_fc 92"-_\-! (1.5.3d)

Ensuite nous faisons apparaitre e2n_k-2:

92n-k
(1.5.3d)

2n-k 92n-k-l 92n-k = «e2n-A:-2 92n-k-3 92n-k

= e
2
n-fc-2ί/2n-fc-l?2n-fc (1.5.lc).

2 έ m e eίαpe; nous avons maintenant e2n_jfc_2 entre g2~*kl2 et gZΰ-k-n
a n — A; — 1 tours de passe-passe (3.1.2), nous allons obtenir ek devant g°:

l e r tour de passe-passe:

g2n-k-2 e2n-k-2 = ^2n-k-2 ^2n-k-3 ^2n-k-4 ^2n-k-2 g2n-k-5 (l 5.3c)

= C2n-k-4 ^2n-k-2 ^2n-k-3 ^2n-k-4 92n-k-5 (3.1.2)

__ n-k-2

eg
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Apres p tours de passe-passe, nous avons e2n-k-2{P+i) devant 9%n-k^)
apres n — k — 1 tours de passe-passe, nous obtenons ek devant g£ et la relation
annoncee est verifϊee.

Lemme 3.1.4. Si x E An,xn E Mn,πn(^n(x))(xnξn) = xnxξn.

Demonstration.

Comme x est un element de M n , τrn(7n(rr))(xnξn) est done egal a Jn(x*x^ξn)^
soit xnxξn. Ainsi 7 n(^), element de M'n, agit par multiplication a droite sur
L 2 (M,tr) .

L e m m e 3.1.5. Si la famille {mJ? 1 < j < an + 1} est une base de Pimsner-
Popa de Mn_χ sur N, alors la famille {α n / / 2 λ^Q~ l m ^ 1 ^ J ^ α n + 1,1 <
i < a + 1} es£ tme frα^e de Pimsner-Popa de Mn sur N.

Demonstration. Verifions (a) est (b) de (1.5.2):

EN

(l 5.1c,d et 3d)

Quand l'indice α de N dans M est entier, on peut facilement donner une

base de Pimsner-Popa de Mn sur N:

Proposition 3.1.6. On suppose que Vindice a de N dans M est entier.

On note Jn le produit de n copies de {0,1,2,... ,α} et si I = (i0, ii,
i2τ •> in) est un element de Jn+ι, on pose

m r — n/n^n+1)/4 \ nn~1\ nn~~2 \ n1 \ f> \
mj — a Λin9o Λin-i9o Λί29oΛiieoΛi0

Alors la famille {m/,/ E v7n+i} ^t une base de Pimsner-Popa de Mn sur
N.

Ceci resulte par recurrence de (1.5.2g) et du Lemme 3.1.5.

3.2. Une formule pour jn(y) quand y appartient a A2n+i Nous allons
maintenant donner Γexpression de 7n(y) quand y appartient a A2n+i Cette
formule nous permettra d'etablir 2.2.1 (a) et nous sera tres utile dans la
partie 5. Quand l'indice est entier, elle coincide, grace a la proposition 3.1.6,
avec celle annoncee par A. Ocneanu.
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Proposition 3.2.1. Si {m ί 71 < i < α n + i + l} est une base de Pimsner-Popa

de Mn sur N, alors pour tout y de A2n+i, on a:

k=l

Demonstration. D'apres 1.5.2, la famille {a^n+1^2rriif~ι ^ 1 < i < an+1 + 1}

est une base de Pimsner-Popa de M 2 n + i sur Mn et

Si EN(m*hmh) — qh, tout element de Mn s'ecrit Σ ^ 1 + zhV^κ °^ zh e s ^
un element de Nqh, il suffit done de connaϊtre πn(7n(y)) sur les vecteurs
de L 2 (M n , tr) de la forme zm*hξn ou z appartient a Nqh. J'omets π n quand
Γelement de Mn agit par multiplication a gauche.

ίrn(j/ )Jn(zm*hξn) = an+ι "

= an+1 Σ ^Mn(i/*m i/-1)EJV(m:m fc)(ir'en). (1.5.3h)

Or

EN(m*mh)z* = (Ji.fĉ ^* = (5i>h2* (1.5.2a,b),

d'oύ

πn(ί/

et

7r n (

Comme z commute a EMn et f~ι et que zrrCh se decompose en

Jfe = l

on obtient:

7rn(ln(y))(zmlξn) = an+1
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Comme Γelement y de A2n+i commute a EN(m*kzm*h), on obtient:

= an+1

αn+i+l

= an+1 ]Γ EuMή^kVfrΛfn^rnUzmlξn). (1.5.3h)
k=l

Et la for mule est demontree.

3.3. 7n+27n+l U2»+i = 7n+l7n

Lemme 3.3.1. Si x G M n ; EMl(g?xgl

n) = a~nEM(x).

Demonstration.

. . . e n xe n . . . e2eλ)

. . . en_ιEMn_1 (x)enen^1... e2e1).

Comme EMι est egal a EMlEMni Γegalite devient:

EMi (9Ϊ^9n) = θί~ιEMl (e1e2 . . . en^1EMn_1 (x)en^1 . . . e2ex).

Apres n — 1 manoeuvres de ce type, on obtient:

P r o p o s i t i o n 3.3.2. 5^ p o w l < f c < α + l , μ j b = Q f ( 2 n + 2 ) / 2 λ A ; ^
n + 1 et si y

est un element de A2n+ij olors 7n +i(y) est Γelement Σ Λ =

deM[ΠM2n+3.

Demonstration. Comme {α(n+1^/2λi^Q, i = 1,... , n} est une base de Pimsner-

Popa de M n + i sur Mn (1.5.2), il suffit de calculer πn+ι{yn+ι(y)) sur les

vecteurs de L 2(Mn + 1, tr) de la forme \jgQzξn+ι oύ Pj est le projecteur

EN(X^XJ) et z un element de PjMn.

π n + 1 (y*) J n

Comme Z"1 = αn^/,t+ 1(gn)* et π n + 1(/^+ 1) = E M l (1.5.3h), on a:

αn+i + 1
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Done

+

= a2n+1 Σ EMl (Xj9Zzmig

0

n) gZEMn {f^m'y) ξn+1
2 = 1

= a2n+1 nΣ
2 = 1

Appliquons le lemme 3.3.1 a zrrii et nous obtenons:

7Γn+l(7nH

2 = 1

2 = 1

Comme EN(zrrii) commute a g£, a jBMn et a Z^1 et que Σ^ϊ" 1 + 1 EN(zrrii)m*
vaut 2, on peut ecrire:

On utilise maintenant la decomposition de ξ sur la base rrii (1.5.2f):

pour faire commuter z avec y, element de A2n+i et le sortir de EMn:

=an+1

δkd\kgϊEMΛ (f-'rmy) EN{m*Pjz)ξn+1.
i=l,jfc=l

Comme ^^p^ = α(n+1)£MJ#nλfcλ7#o)> 7Γn+i(7n+i(y))(λ^o^n+i) est egal a

l

λfc5o"EMn (f-'rmy) EN {m*EMn{9lK\9o)z) ί»+i
i=l,Jb=l

SEMn (f-'rmy) EN {m\go

n\\\jg^z) ξn+1.
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Or πn+Λfn+i)(x)ξn+i = EN(x)ξn+1 si x G M n + 1 (1.5.3h), done

i=l,Jfe=l

Comme /"+! est egal a α ^ ^ ^ f / n " 1 ? ? ^ (3.1.1), en utilisant les regies de
commutation, on ecrit:

α+l

Λ2n+2

o u Tn+lVy; — α 2̂ Jfc=:

Si, pour 1 < A; < α + 1, on note μk Γelement α 2 ( n + 1 ) / 2 λ ^ o + 1 de la base de
M 2 n + 2 sur M 2 n + i , ce resultat s'ecrit:

α+l

7n+i(y) =

Corollaire 3.3.3. Si, pour 1 < k < a + 1, μk = α^ 2 n + 2 )/ 2 λ f c ^ n + 1 eί si y

?/n element de ̂ 2n+ii alors

α+l

7n+l(7n(y)) = Σ
fc=l

Proposition 3.3.4. 7n+27n+i U 2 n + 1 = 7n+i7n (n G N).

Demonstration. Ecrivons la formule du corollaire 3.3.3 pour n + 1: Si y est

un element de A2n+3,

α+l

Mais si, de plus, y est dans i42n+ij la formule se simplifie car

2) = ΊJ

On obtient alors:

7n+2(7n+l(y)) = 7n+l(7n(y))
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3.4. f~l/yn(x) et f~λ sont egaux si x est un element de An.

Proposition 3.4. Pour tout x de An, /77
17n(^;) — fΰlχ

Demonstration. II suffit de demontrer la relation pour les unitaires de An.
Soient u un unitaire de An et z un element de Mn,

^n{f-lΊn(u)){zin) = πn{f-ι){zuξn) (3.1.4).

Alors par definition de /~\ πn{f~ιηn(u)){zξn) = EN(zu)ξn. Comme u
normalise TV, pour tout x de Mn, EN(uxu*) — uEN(x)u*, on obtient done:

πn{fnlΊn{u))(zξn) = EN(zu)ξn = u*EN(uz)uξn = EN(uz)ξn

car u commute a N. Cela s'ecrit aussi:

La relation est demontree.

3.5. Si 0 < k < n, Γimage de ek par l'anti-automorphisme 7n est
e2n-k-

Proposition 3.5. jn(ek) = e2n-λ; (0 < fc < n).

l e r cas: k — n.

en est la projection de L2(Mn, tr) sur L2(Mn_u tr), aussi J n et en commutent
et 7n(en) = en.
2 έ m e cαs: 0 < k < n.

Soient x,y,z des elements de Mn. Calculons d'abord ^(e^xf^y:

^n(ln{ek)xf~ly)(zξn) = Kn{jn(ek)) {xEN(yz)ξn) = xEN(yz)ekξn (3.1.4).

Comme ek commute a Mk_ι done a TV,

^n(ln(ek)xf~1y)(zξn) = xekEN(yz)ξn.

On obtient done ηn{ek)xS~ιy = xekf~
ιy.

Calculons maintenant e2n-k%fn1y:

Comme A: < n, e2n_fc commute a Mn, done

e2n-kxfή1y = xe2n-kf~
ιy = xekf~

ιy (3.1.3).

Soient α n + i la partie entiere de α n + 1 , Γindice de iV dans Mn et

{πijj = l , . . .α n + i +1}
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une base de Pimsner-Popa de Mn sur N. Comme Σ*ZV+1 mjfnlrnj e s t

Γidentite (1.5.2d) et, pour tous x et y elements de Mn, Ίn{e>k)xfΰly e t

e2n^kxf~1y coincident, on peut ecrire:

c'est-a-dire 7n(e*) = e2n-*.

4. Le paragroupe, invariant complet pour Γinclusion d'un
sous-facteur de profondeur finie dans le facteur hyperfini de

type Hi.

4.1. Paragroupe ou carre commutatif. Popa a montre que Γinclusion
d'un sous-facteur de profondeur finie dans le facteur hyperfini de type IIχ est
determinee par son carre commutatif canonique [Popal, 6.6]. Le paragroupe
est une autre version de cet invariant.

Definition. Le paragroupe de Γinclusion N C M est la tour derivee
(Ak)k>o de N C M munie de ses anti-automorphismes canoniques ηk.

Remarque. La donnee du graphe principal equivaut a celle de la tour
derivee [GHJ, 4.6.5].

Theoreme 4.1.1. Soient N (resp. N) un sous-facteur de profondeur finie
dans lejacteur hyperfini de type ϊlx M (resp. M). Si les couples N C M et
N C M ont meme paragroupe, Us sont isomorphes.

Demonstration. On suppose qu'il existe un isomorphisme β des tours derivees
conservant la trace tel que β(Ak) — Ak et ηk — β~1;γkβ.

Si N C M est de profondeur finie p, Nι C N est de profondeur finie pi,
alors si 2j est superieur k p — 1 et pi, le carre commutatif

M'ΠM2j C N'ΠM2j

(C) n n
M' n M 2 j + 1 cN'n M2j+i

est le carre canonique de JVΊ C N. Pour montrer que les^leux couples sont
isomorphes, il suίfit de montrer que Nλ C N et Nx C N ont meme carre
canonique [Popal, 6.6].

Montrons que (C) et (C) sont isomorphes: _ ^
Nous savons deja que Γisomorphime β envoie N' Π M2j sur N' Π M2j et
N' Π M2j+ι sur N* Π M 2 j +i en conservant la trace.
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Comme M' Γ\M2j est Γintersection de (N'Γ\M2j) et ( M Ί Ί M 2 j + 1 ) , il nous
suffit de demontrer que

β(M' ΓΊ M2j+1) = M'Γ) M2j+1.

Or

M'ΠM2j+1=Ίj(N'ΠM2j),

done _____

M1 n M2j+1 = 7,-(Ar' n M2j) = ^ ( W n M2j)

et comme 7̂  = β-1ηjβ,

M n M 2 i + 1 - βΊj{N' n M2 i) = β(M' n M 2 j + 1 ) .

Les deux carres sont isomorphes.

5. Produit croise par une algebre de Kac de dimension finie.

Dans cette partie, nous donnons une caracterisation de Γinclusion d'un fac-

teur de type IIχ dans son produit croise par une algebre de Kac de dimension

finie:

Theoreme 5.0. Soient M un facteur de type Π 1 ; tr sa trace normale finie

fidele normalisee et N un sous-facteur d'indice fini dans M. Les propositions

suivantes sont equivalentes:

(a) N est de profondeur au plus 2 dans M et N' Π M est έgal a C.

(b) M est le produit croise de N par une action extέrieure d'une algebre

de Kac de dimension finie K.

(c) N est la sous-algebre des point fixes de M sous une action exterieure

d'une algebre de Kac de dimension finie K.

Inequivalence entre (b) est (c) est un resultat de M. Enock et J.-M.

Schwartz [ES2]; dans [EN], on trouvera la demonstration de (b)=Φ-(a) dans

le cas le plus general. Nous nous attacherons ici a construire une algebre

de Kac de dimension finie a partir de Γinclusion d'un sous-facteur dans un

facteur de type II 1 ? e'est-a-dire a montrer (a)=^(c).

Soient M un facteur de type IIχ, tr sa trace normale finie fidele normalisee

et N un sous-facteur d'indice fini n et de profondeur 2 dans M. Par con-

struction de base, on obtient la tour de facteurs

N C M c Mi C M2 c . . . Mp C M p + 1

la suite des projecteurs de V. Jones et les anti-automorphismes j p definie en

2.2.1. On s'interessera plus particulierement a la tour derivee de Γinclusion

M C Mi, aussi on notera Bp — M' Π Mp. On supposera, de plus, que

N'ΠM = C.
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5.1. La tour derivee de l'inclusion M C Mλ. Comme N' Π M = C,

Comme Γinclusion de N dans M est de profondeur 2, JV7 ΠM2 est obtenue
par construction de base sur Γinclusion Nf Π M C N' Π Mλ [GHJ, 2.4.1 ou
4.6.3], done N'ΠM2 est un facteur de dimension finie puisque [M : N] est fini,
soit Mn(C) oh n = [M : N] qui est done entier. Alors i?3 = 7i(iV Π M2) est
aussi isomorphe au facteur Mn(C), plus precisement e'est le facteur B(Hφ),
si (B2,Hφ,Jφ,φ) est la forme standard de 2?2

Alors B2 est une algebre de dimension finie n, soit I?2 = Θig/Mn. (C) oύ /
est un ensemble fini et Σ i € / n? = n. On notera Mni (C) le sous-facteur Cβi
de 5 2 (done nx = 1) et pi le projecteur central de B2 tel que B2p{ = Mn. (C).
La trace de Markov normalisee sur B2, notee φ, est la restriction de la trace
de M2, sa valeur sur le projecteur minimal du facteur B2pι est ̂ ±.

Nous allons montrer que (^25727i,7i,^^) est une algebre de Kac qui agit
sur M en laissant fixes les elements de N.

Nous utiliserons seulement deux reflexions de la tour derivee:
i) 7<p, Γanti-automorphisme de l'algebre J53 defini par

Jφ(a) = Jφa*Jφ (a £ B3)

ηφ envoie B2 dans B2.

ϋ) ΊHΨ defini de la meme faςon a partir de JHφ Γinvolution standard de
i?3, e'est un anti-automorphisme de l'algebre B^OB^ qui envoie B2Γ\Bs
sur B'3 ΠB4.

Comme nous ne considerons que des constructions de base a un etage,
il n'y a aucun probleme de compatibilite de representations, de plus les
formules de la partie 3 sont encore valables; on peut verifier directement que
ces reflexions conservent le trace de Markov de la tour derivee.
5.2. Bases de Pimsner-Popa et unites matricielles. Pour appliquer les
formules de 3, nous allons choisir des bases de Pimsner-Popa particulieres.
La proposition suivante motive ce choix.

Proposition 5.2.1. Soit N un sous-facteur d'indice fini n du facteur M,
tr la trace normale finie fidele normalisee sur M et N C M C Mx la con-
struction de base.

Si N est de profondeur au plus 2 dans M et que Nf DM est egal a C, on
pose:

N'ΠMx = θiG/Mni(C) et J = {K = (k,kuk2),k e /, 1 <kuk2 <nk}-

Soit \fklyk2 — fκ->K E j \ une famille d'unites matricielles de N' Π M1 ? oύ

fi,i — /o — eo; o>lors la famille I *P^fκ,K G J > est une base de Pimsner-
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Popa de Mx sur M ainsi qu'une base de Pimsner-Popa de Nf Π Mλ sur C;

de meme pour < *Γ^-(fκy,K G J \.

Demonstration. On verifie facilement les proprieties de 3.1.5 car, comme

Nf Π M = C, sur Nf Π Mu Γesperance conditionelle sur M est la trace.

Definitions.
1. On choisira pour base de Pimsner-Popa de Mλ sur M la base de

Pimsner-Popa associee a une famille d'unites matricielles de N' Π Mλ

comme dans la proposition 5.2.1 et on la notera pour simplifier {λ5,1 <
s < n}, oύ λi = e0. On ne souviendra que Σ™=1 tr(λ r)λ* = 1 et que
{λ*, 1 < s < n} est aussi une base de Pimsner-Popa de Mλ sur M.

On rappelle que {n1//2λ sei, 1 < s < n} est alors une base de M2 sur
Mi (1.5.2g).

2. Si B2 = ΘιeIMnι(C) et J = {K = (k,kuΛ2),k E /, 1 <kuk2 <nk},

on choisit une famille d'unites matricielles de J525 \ fkuk2 ~ fκ->K ^ j \

oύ f®λ — βi. La proposition 5.2.1 permet alors d'affirmer que la famille

i v^"/^5 K ^ ^ ί e s ^ u n e ^ a s e ̂ e P i m s n e r ~ P ° P a de M 2 sur C ainsi

qui une base de Pimsner-Popa de B2 sur C; de meme pour la famille

On voudrait voir 7271 comme un co-produit sur J52, or 7271 est un iso-
morphisme de B2 sur M2 Π M 4 qui est contenu dans B2 Π B 4; il reste a
mettre Γalgebre B'2 Π J54 dans le produit tensoriel B2 ® i?2, c'est l'objet de
la proposition suivante qui fixe les notations.

Proposition et Definitions 5.2.2.
a) L 'application 7^71 es£ un isomorphisme de B2 sur B'2 Π .83 qui conserve
la trace.

Posons f'κ =Ύφηfi{fκ)'
La famille {f'KlK G J} est une famille d'unites matricielles de B'2 Π B3.

b) L 'application j H φ est un isomorphisme de B2 sur B'3 Π J34 qui conserve

la trace.

Posons Fκ = ΊHφΊφ{fκ).
La famille {FK,K G J} est une famille d'unites matricielles de B'3Π B4.

c) La famille {f'HFκ,H G J,K E J} est une base de Br

2Π B4. L'algebre
B2 Π J34 est isomorphe a B2® B2 par I'isomorphisme θ:

θ(fΉFκ) = fH® fκ

d) L'application 7271 est un isomorphisme de B2 sur M2 Π M 4 qui envoie

B2 dans B2 Π 5 4 en conservant la trace.
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Posons gκ =
Alors gκ — Σ P J Q G J Zp&fpFQ oύ les XpQ sont des nombres complexes.

On posera Γ = Θj27i

La demonstration de cette proposition est laissee au lecteur.

On peut appliquer les resultats du 3 et obtenir les formules suivantes:

Proposition 5.2.3.

VK 6 J, 7i(/x) =n
s=l

9κ =

Demonstration.
a) C'est la formule (3.2.1) pour jι l'anti-automorphisme de B2.

b) C'est la formule (3.2.1) pour j φ l'anti-automorphisme de B2 qui se
simplifie:

PEJ

(c) et (d) cf. formule (3.3.3).

5.3. Definition d'un coproduit sur 5 2 . Nous allons preciser les com-
posantes de gκ sur la base {f'HFK,H G J,K E <7}, connaisant Γexpression
de Γ(fκ), nous pourrons verifier que Γ est un co-produit co-associatif.

Proposition 5.3.1. gκ = Σp,Qejxp.QfpFQ> c'est-ά-dire

Γ(fκ)=

ou
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En particulier e3 = Γ(ei) = ΣPeJ ~Ίι{fp) ® fp-

Demonstration.

S i P = (p;pi,p2) et Q = (g;gi,g2),

et en passant a la trace, on obtient XpQ — ~~- tr (gκf'pFQ)

Calculons done tΐ(gκf'pFQ).

'£«
car < χfiffc, C e J \ est une base de Pimsner-Popa [1.5.2a]. Done

tΐ(gκf'pFQ) =

= n3tr

n2tr

*,, —fBJi(fp)) e2

—fBΊι{fp) e2fQe3e2J—fBnb J V nb

— fBJi{fp))
nb J

—fB .n J

Utilisons la propriete de commutation de la trace et sa propriete de Markov
[VJ1, 3.1.7]: on a

ntr ί Ϋ] e 2 ί \ — fβχsei ) e2fκEMl (e1X*sJ—fB'y1(fp)) fQ
Vβ€7ί=i ^ n b ' \ Ίnb J J

= ntr EMl (^ΓBXseλ e2fκE
Ml

fQ

= tr ^fBKeλ fκEMl
n y
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Ecrivons EMl sur la base {λr,r = 1 a n}:

= ΣEM (EMI ^K^JBΊIUP

E
Mι

Comme fκ commute a M, on en deduit:

tr (gκfpFQ) =

= tr
iBeJ,r,s=l

= tr
i

Comme on a:

on en deduit:

Et comme ^fB = n (1.5.3e), on peut ecrire:

tτ(9κf'PFQ) = tr

Simplifions EMl (7i(/p)λrβi) en remplaςant 71 (/P) par

On obtient alors
-.2

K

) SKKSQ

K (l 5.2f),

X p /~t — tr
npnq

pnq

tr KrP) fκKfo
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On notera jκ{fp) — n Σr=i ^MΎ ieiKfp) fκK (Cette notation est coherente
puisque 71 (/p) = ^ Σ s = i EMι {eiλsfp)e1\*s). On peut alors ecrire

n

En particulier:

n

Comme < χΓ^-fBlB £ j \ est une base de Pimsner-Popa de B2 sur C et que

I V n b J
71 conserve la trace, on peut ecrire

PG^ ^ PG^ ^

5.4. Dualite entre Ai et B2. Dans [S], W. Szymanski definit une dualite

entre les espaces vectoriels Aλ etB2.

Definition et Proposition 5.4.1. (W. Szymanski) La forme lineaire

definie sur Aλ x B2 par

(α,6) = n 2 tr(ae1eob) (a e A1,b G B2)

etablit une dualite entre Aλ et B2.

Demonstration.

Rappelons d'abord que A1e0 = Ce0 et exB2 = Ce x. Alors si, pour b donne

dans B2, n2 tΐ(aeιeob) est nul pour tout a de A1: n2 tr(αeiα/e06) est nul pour

tous a et a' de Aλ.

Comme A2 — A1e1Aϊ et que eob est un element de A2, nous concluons a

la nullite de tr(eoW>*eo).

Or comme EMl(bb*) appartient a Γalgebre M' Π Mx qui vaut C, on peut

ecrire:

0 - tr{eobb*eo) = ti{bb*e0) - tr(£;Ml(66*)eo) - n~1tr(66*).

La fidelite de la trace permet de conclure a la nullite de b.

Nous demontrons de meme que, pour a donne dans A l 5 la nullite de (α, b)

pour tout b de B2 implique la nullite de a.
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La proposition suivante nous assure la co-associativite de Γ.

Proposition 5.4.2. Γ, le coproduit de B2, est le dual du produit de Valgebre
Ax.

Demonstration.
L'algebre A\ (resp. B2) est engendree par {λ5,1 < s < n} (resp.
{fκ,K e J}). Nous allons done calculer (λ^ ® λs, ,Γ(/^)). D'apres 5.4.1 et
5.3.1, nous avons

(λΛ ® λ5J, Γ(fκ)) = n4 Σ x$i

Lemme 1.

e0EMl (eiλr/p) = ne0EM (eoeiλr/p) = ne0 tr

Demonstration.
La premiere egalite est une application directe de [PiPol, lemma 1.2].
Comme eoeiλr/p appartient a A2, EM (βoβiλr/p) appartient a N1 Π M

done vaut tr (eoeiλr/p).

Lemme 2. L'element Jκ(fp) = n Σ r = i EMλ (eiKfp) SKK appartient a B2

Demonstration.
Soit y un element de M, X*y = Σr=i ^M(A^A 5 )A*, alors comme /^, fp

et ei commutent a M, on peut ecrire:

r = l

r = l

r = l

r = l

donc-yκ(fP) €M'ΠM2.
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Lemme 3.

QeJ nP r=i

Demonstration.

Σ XP,Q t r(λ sei6
QeJ 'O/Q) wh

tr [ t r

Puisque < Λ/^/A r est une base de B2 sur C, le Lemme 2 nous permet
^ y nq v j

d'affirmer:

On simplifie alors l'expression:

Σ ^pQtr(λ5eie0/Q) = — tr

En remplaςant jxifp) par son expression, on obtient:

XP,Q tr(λseieo/Q) = — ̂  tr {e0EMl {e1λrfp
nP,Q
nP r=ι

Le l̂ emrne 1 nous permet d'ecrire:

2 n

n
= — ̂  tr (e0

n
r = i

On en deduit Γacilement le resultat annonce.

5wiίe de demonstration de la proposition. D'apres le Lemme 3, on peut

ecrire:

r = l

3n3

— tr(neotr(eoeiλr/p)/pλ/ιei)
n

r=i PeJ
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Comme < . / ^ / P , P G J \ est une base de Pimsner-Popa de M2 sur M1 (5.2),

on peut simplifier Γexpression:

n

= n 2
(λΛ ® λs, T(fκ)) = n2 2^(A*AS, fκ) tr

Grace a 1.5.2a et b et a definition de λs (5,2), on arrive au resultat espere.

(λh ® λs, T(fκ)) = n2(λh\s, fκ) tr(eoei) = (λΛλβ, fκ).

Corollaire 5.4.3. Γ = #7271 est un coproduit co-associatif sur B2.

5.5. 71 est une co-involution sur (£?2,Γ). ηλ est, par definition, une in-
volution sur j?2> pour montrer qu'avec Γ, elle munit B2 d'une structure
d'algebre de Hopf-Von Neumann co-involutive, nous avons besoin d'en savoir
plus sur ηHφ.

Lemme 5.5.1.

a)

VP G 3\VQ G 3-)θ^fHφθ
 1(/p ® /Q) — 7 I ( / Q ) ® 7i(/p)5

c'est-ά-dire que modulo Γidentification θ entre B2 Π B± et B2 ® B2,

oώ σ esί Γautomorphisme de B2 ® .62 de/ϊm par σ(# ® y) = σ(y ® x)

[ESI, 1.2.5].

b) Ίs{a) =-γHφ(a) (aeBf

2ΠB4).

Demonstration.

a) 7 ^ ( / ^ Q ) =

= ΊHΨ {ΊHΨΊΨUQ)) ΊHΨ (ΊφΊΛfp)) = 7̂ 71 (7I(/Q)) 7/fv7v (7I(/P))

b) D'apres la formule 3.2.1, | - ^ = / P e 2 , P E J^j etant une base de Pimsner-

Popa de M3 sur M2, si a G 5^ Π B4,

73 (a) =nΣ EM3 [e3——fPe2a\ e3e2——fp.
n J n

Comme (es~^=fpe2a) appartient a B4, EM3 [e3-ϊ=fpe2a) commute a M

done vaut EB* [e3-^=fpe2oΛ^ on a alors
V v n p /

73(α) = n Σ EB3 I e3——fPe2 a I e 3 e 2 — = / p .
n J VU
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C'est la formule 3.2.1 pour ηHφ defini sur B'2P\BA, ainsi 73 et j H coincident
sm B'2ΠB4.

Proposition 5.5.2. Le triplet (J92,Γ,7]) est une algebre de Hopf-Von Neu-
mann co-involutive.

Demonstration.

D'apres 5.5.1a, (j± <8> jijσΓ^ = θjHφj2\B2- Comme 72(£?2) est contenu

dans B'2 Π β 4 , d'apres 5.5.1b, 7# V ,7 2 | J B 2 = 7372|#2- La propriete (2.2.1a) des

anti-automorphismes nous permet alors d'ecrire:

(71 ® 7i)σΓ7i = 6>727! - Γ.

Le triplet (# 2 ,Γ,7i) est une algebre de Hopf-Von Neumann co-involutive

[ESI, 1.2.5].

R e m a r q u e . On peut verifier facilement que 71 est la co-involution definie

par la dualite entre Aλ et B2

Proposition 5.5.3. 71 ? la co-involution sur B2, est le dual de I'involution

de Ax.

Demonstration.

Pour λ r dans Ax et fκ dans I?2, on a

= n 3 ] Γ tr [\rEM {e0EMl

s=l

Comme eo^Mi(eiλs/i<:) appartient a Nf Π Λίi, on a

5=1
n

3= n 3 Σ t r (χreι tr (/^eoe!Ae) λ*)

Comme {λs, 1 < s < n} est une base de Pimsner-Popa de Aλ sur C, on peut

ecrire:

= n2tΐ{XrEMl

On en deduit que

(λΓ j 7 l(6)) =n2tτ(fκe0e1\r) = (λ*rJ*κ)
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5.6. (J?2,Γ,7i,n^) est une algebre de Kac. Nous allons montrer que nφ
est un poids de Haar sur (52,Γ,7i) en utilisant le theoreme 6.3.5 de [ES2].

Lemme 5.6.1. VK G J', gκ^\ — eιFκ, c'est-ά-dire

Vα G B2, T(a)(eι ® 1) = eλ ® α.

Nous utilisons la formule de la Proposition 5.3.1 et la notation deja utilisee
Ίκ(fp) = nΣr=i EM1 {eArfp) fκK> e n particulier

r = l

Comme gκ =

Lemme 5.6.2. VϋΓ G <7, θ(gκ)(l ® ex) = /^ ® e1 ; c'est-ά-dire

Mae 5 2 , Γ(α)(l®ei) = α®βi-

Comme β(fflf) = ΣP,Q 6 I 7 i t r (Σr=i ^ (eiλP/^) /*λ /5) fP ® / 0 , on a:

P€J
 nP \ r=l

Or, puisque {n1//2λre!, 1 < r < n} est une base de Pimsner-Popa de M2 sur
Mi,

* = fκ
r=l r=l

Alors,

Σ -trfnΣJ5M1(/ιrλ;e1)e1λr/;>)/p= Σ -ti(fKft) fP = fκ
n \ /r = l

et l'egalite est demontree.

Proposition 5.6.3. (B2yT,jι,nφ) est une algebre de Kac de dimension
finie.
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Demonstration.

On a vu dans la Proposition 5.3.1 que le projecteur central de B2, βi, verifier

Le Theoreme 6.3.5. de [ES2] et les Lemmes 5.6.1 et 2 permettent de conclure.

Remarque. L'algebre Aλ munie du co-produit dual du produit de Γalgebre

J32, de la co-involution duale de Γinvolution de B2 et du poids n t r est

l'algebre de Kac duale de l'algebre (B2,Γ,<yunφ) [ESI, 6.9.9].

5.7. Une action de (B2, Γ, 71, nφ) sur M. II nous reste a faire agir l'algebre

de Kac sur M.

Proposition 5.7.1.
a) Si Nι est la premiere algebre d'un tunnel construit dans N C M, c'est-

ά-dire que N\ C N C M est la construction de base, soit v = 7o7i

Visomorphisme de B2 sur N[ Π M, {u(fκ)^K G J} est une famille

d'unites matricielles de N[ΠM et, a une constante multiplicative pres,

une base de Pimsner-Popa de M sur N.

b) Soit β le morphisme de M dans M ® B2 defini par:

siyeN etKeJ, β(y u(fκ)) = (y ® 1)(^ ® i)Γ(fκ)

β est une action de B2 sur M dont Valgebre des point fixes est N'.

c) v se prolonge en un morphisme normal de B2 dans M qui verifie:

i/(l) = 1 et βv= (ί/®i)Γ.

Demonstration.

a) C'est la Proposition 5.2.1.

b) β est une action car c'est un morphisme injective de M dans M ® B2

qui verifie

= 1 et (β ® ϊ)β = (i ® Γ)β. [El, 1.1]

En effet si y E N,

(i ® T)β{yv(ίκ)) - (y ® 1 ® l)(ϊ ® Γ)(

= (y ® 1 ® l)(i/ ® i ®

= (y ® 1 ® l)(i/ 0 i ®
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= Σ

Comme 1 = ΣKeJ /K, β laisse fixe les elements de N. D'autre part, comme
[M : N] = n = [M : N% Γinclusion Nβ C N implique Γegalite.

c) resulte de la definition de v et β.
La Proposition 5.7.1 et le Theoreme 5.2 de [ES2] permettent de conclure:

Theoreme 5.7.2. Soient M un facteur de type Πi7 tr sa trace normale
finie fidele normalisee et N un sous-facteur d'indice fini dans M. Si N est
de profondeur au plus 2 dans M et N' Π M est έgal a C, N est la sous-
algebre des points fixes de M sous Vaction exterieure β de Valgebre de Kac
de dimension finie (Mf Π M2, #7271,7i, nφ).

L'action β est exterieure puisque Nf Π M = C.

5.8. Remarque: cas d'un groupe fini. Le cas oύ N'ΠM1 est abelien peut
se traiter directement, en effet le groupe G apparaίt comme le quotient du
normalisateur de N par le groupe unitaire de N. Un resultat de Sutherland
repris dans la these de V. Jones permet de conclure [these VJ, 4.1.7].
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