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Introducton

L’objet principal de la théorie classique du potentiel dans I’espace euclidien
R™3a m dimensions est I’étude du probleme de I’équilibre et du probléme du
balayage.

PROBLEME DE L’EQUILIBRE : Etant donné un compact C dans R™, y-a-t’il
toujours une distribution de masse positive A portée par C dont le potentiel

UM (M) = | @ (M,0) dr Q)
est égal 4 une constante sur C?
PROBLEME DU BALAYAGE: Etant donnée une distribution de masse positive
w dans R™, y-a-t’il toujours sur un compact arbitraire C une distribution de masse
positive p” portée par C dont le potentiel

v )= o (1, Q) 4y (©)
est égal au potentiel de x sur C?
Ici, la fonction fondamentale @ (appelée noyau) est

@ (M,Q) =M  (sim=3),

=—log MQ (sim=2).

Dépuis que ces problémes ont été résolus en toute généralité par C de La
Vallée-Poussin ([18]) en 1932, les recherches du potentiel pris par rapport & un
noyau généralisé montaient sur la scéne de la théorie du potentiel. En 1935, O.
Frostman ([10]) a complété dans sa theése célebre la théorie générale du potentiel
pris par rapport au noyau d’ordre «

@ (M, Q)= MQ=" (0<ax2),
dans laquelle il a résolu le probléme de I’équilibre pour le noyau d’ordre «. Sa
théorie est fondée sur un théoréme du maximum qui est une conséquence du fait
que le potentiel d’une distribution de masse positive pris par rapport au noyau
d’ordre o est sousharmonique dans tout domaine ne contenant aucune masse
positive. Récemment, K. Kunugui {[13]) et N. Ninomiya ([14]) ont étendu la
théorie de O. Frostman au cas ot le noyau @ (M,Q) est positif, fonction décroissante
de la seule distance M’T) et convexe de MQ-* (sim=3) ou —log MQ (sim=2). En
1938, M. Riesz ([19]) a résolu le probléme du balayage pour le noyau d’ordre «



148 Nobuyuki NINnomIvA

en s’appuyant sur la théorie de O. Frostman.

Mais, la méthode du balayage n’était jamais simple méme dans le cas du
noyau newtonien dans l’espace ordinaire. Il est donc un travail remarquable
dans la théorie récente du potentiel que H. Cartan ([1], [2]) a complété la théorie
générale du balayage pour le noyau newtonien

o (M, Q) ="  (m=3).
En démontrant son théoréme du maximum pour les potentiels newtoniens et son
théoréme fondamental sur le fait que I’ensemble € des distributions positives d’
énergie finie est complet pour la norme-énergie, il a étudié systématiquement le
balayage des distributions positives sur les ensembles quelconques et la notion
des points réguliers ou irréguliers des ensembles quelconques. Son théoréme
fondamental est le point de départ des recherches de J. Deny ([7]). Il a construit
I’espace hilbertien complet dans lequel l’espace linéaire % de € ayant I’énergie
mutuelle comme produit scalaire est partout dense. Alors, les éléments ajoutés
A 9 ne sont plus des distributions usuelles de masses (mesures de Radon), mais
des distributions au sens de L. Schwartz. Il a donc défini le potentiel comme
produit de composition de deux distributions K et 7 au sens de L. Schwartz

UT=K=T,

et fait le développement de la théorie de H. Cartan pour le potentiel de ce type
en faisant des hypothéses convenables sur le noyau K.

Les recherches les plus nouvelles et les plus générales sur les problémes de
I’équilibre et du balayage progressent surtout par I’effort de quelques mathéma-
ticiens en France. H. Cartan et J. Deny ([31]) ont démontré en collaboration
quil y a identité entre les noyaux satisfaisant aux théoré¢mes du maximum et les
noyaux pour lesquel les probleémes de 1’équilibre et du balayage sont solubles.
Mais, il me semble qu’ils s’appuient trop sur ’hypothése de I’énergie. J. Deny
(18], [9]) a encore étudié les problemes de 1’équilibre et du balayage pour les noyaux
s’appelés noyaux élémentaires. Le probleme fondamental de la théorie du
potentiel consiste & la détermination effective des noyaux pour lesquels les
problémes de I’équilibre et du balayage sont solubles. Sous ce point de vue,
ses résultats nous donnent satisfaction. Il me semble que les recherches de M.
Riesz ([19]) ont inspiré son idée de noyau élémentaire.

Le travail présent est consacré a profondir les recherches de H. Cartan et J.
Deny, c’est-a-dire, a envisager les relations entre les théorémes du maximum et
les problémes de I’équilibre et du balayage. Dans I’espace euclidien R™ & m (=1)
dimension ou plus généralement I’espace localement compact topologique &£,
soit K(x, y) une fonction positive, continue, et symétrique en x et en y de £, K
(x,x) pouvant étre +-co. Le potentiel et I’énergie d’une mesure yx dans £ (distribu-
tion de masse) pris par rapport au noyau K sont définis comme

U (#) = | K (5, 9) dyu (5)
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et

1) = {{ K (3 ) @ () du (#)
respectivement. On doit naturellement admettre ’hypothése que tout ensemble
ouvert dans £ porte des mesures positives (£0) dont les potentiels sont bornés
sur tout compact dans 2. Le potentiel U*(x) d’une mesure positive u & support
compact S, est semi-continu inférieurement en tout point » de £ et continu en
tout point x du complémentaire de S,. Le noyau K étant symétrique, on a
toujours la relation réciproque

‘U“du=§U"d,u,

J
pour tout couple (u, ) de deux mesures quelconques p et v. Comme cette rela-
tion évidente joue un rdle trés utile au cours du raisonnement, I’hypothése que
le noyau K est symétrique est indispensable dans ce travail.

Dans le premier paragraphe, on étudiera la quantité
G(p.v)= —I[( fb sz_d—{/(]z)
définie pour tout couple (u, v) de deux mesures positives u et » portées par chacun
de deux ensembles boréliens et disjoints. Elle est le point de départ de ce
travail. Un couple (u, v) pour lequel G (u, v) est minimum, s’il existe, jouit de
la propriété caractéristique. On sait que, étant donnés un compact C et une
mesure positive u, la variation de Gauss

G) = I(v) — zg Uk dp

définie pour des mesures positives » portées par C fournit un outil trés important
dans la théorie classique du potentiel, et encore que K. Kunugui ([13]) et S.
Kametani ([12]) ont obtenu des résultats sur la forme plus générale de la variation
de Gauss. Mais je signalerai que la quantité G(u, ») est un outil plus utile que
la variation classique de Gauss dans la théorie du potentiel pris par rapport au
noyau positif et symétrique. Dans le second paragraphe, on étudiera la condition
nécessaire et suffisante pour qu’un noyau K soit de type positif ou satisfasse au
principe d’énergie. Il en résulte qu'un noyau satisfaisant au théoréme du maximum
au sens de O. Frostman ou au sens de H. Cartan est nécessairement de type positif.
Dans le 3-iéme paragraphe, on démontrera que, pour que le probléme de I’équilibre
(resp. du balayage )soit soluble pour un noyau, il faut et il suffit qu’il satisfasse
au théoréme du maximum au sens de O. Frostman [resp. de H. Cartan]. Il en
résulte que, si le probléme de ’équilibre ou du balayage est soluble pour un noyau,
il est nécessairement de type positif. Dans le 4-iéme paragraphe, on étudiera la
relation entre le théoréme du maximum au sens de O. Frostman et le théorénie du

1) Il est connu que, pour cela, si le noyau est de type K(x, y)=K(x—v) dans R™,
il faut et il suffit que K(#) soit sommable dans un voisinage de l'origine 0. Voir K. Kunugui
[13], p. 69.
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maximum au sens de H. Cartan. On verra que le théoréme du maximum au sens
de H. Cartan entraine le théoréme de maximum au sens de O. Frostman toutes les
fois qu’un noyau K est une fonction décroissante de la seule distance | x—y | dans
R™. Mais, inversement, sous quelles conditions posées au noyau K le théoréme
du maximum au sens de O. Frostman entraine-t’il le théoréme du maximum aun
sens de H. Cartan? Au grand regret, j’en ne peux donner aucune réponse. Il
me semble que la recherche de M. Riesz ([19]) fait une référence a ce probléme, mais
son raisonnement n’est valide qu’au noyau d’ordre . Dans le 5-i¢éme paragraphe,
on étudiera la condition nécessaire et suffisante pour qu'un noyau satisfasse au
principe d’unicité. Il n’y a guére les résultats sur I'unicité des mesures produisant
un potentiel donné pris par rapport au noyau généralisé. Au cas ou le noyau
satisfait au théoréme du maximum au sens de H. Cartan on donne un résultat, ce
qui a été obtenu toutefois, je me confesse, par suggestion d’un résultat de J. Deny
([18]).

Jai publié autrefois ([15], [16]) les résultats de la premiére partie de ce
travail. Je veux les reprendre pour y apporter quelques précisions et compléments.
Ce travail se borne aux recherches des potentiels pris par rapport aux noyaux
symétriques. Mais, je signale que quelques mathématiciens en France progres-
sent dans les recherches sur les potentiels pris par rapport aux noyaux quelconques
(symétriques ou non) ([4], [5]).

1. La quantité G(u,v) définie pour tout couple de deux mesures
positives

Soient E, et E, deux ensembles boréliens et disjoints contenus dans un com-

pact fixé. On pose
o=

pour tout couple (u, ») de deux mesures positives u et » (s 0) portées par E; et
par E,respectivement. Elle a le sens seulement au cas ol il y a des couples (u,
v) telles que I(u), I(v) et § U* dv ensemble soient positifs et finis. On appelle
couple minimal sur E, et E, tout couple (uo, »,) pour lequel G (u, v) est minimum
parmi tous les couples (u, ») de deux mesures positives u et v portées par E,
et par E, respectivement. Alors, on a

LEMME 1. S’il existe un couple minimal (uo, vy) sur Ey et E,, en posant

a=1I(u), b=1I(vy), G=S Ut dv,
et
g1 (%) =c U (x) —a U’ (%), g:(%)=cU (x) —b Ut (x)
dans la supposition 0<a,b,c< + oo, g,(x) [resp. go(x)] joust des propriétés suivantes :

(1) gu(x) [resp. gy ()] < O sur E, [resp. E,)| presque partout pour u, [resp. vy,
(2)  gu(x) [resp. g, (%)] = O sur Ey [resp. E,] presque partout pour toute mesure
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positive dont le potentiel est borné suv tout compact?, en particulier, si E, et E, sont
des compacts, g,(x) [vesp. g.(%)] =0 sur E, [resp. E,] presque partout pour toute
mesure positive d’énergie finie®.
En effet, la relation
G(,u,o—l-O', DO)ZG(/"Ov Vo)

a lieu pour toute mesure o (signe quelconque) portée par E; telle que p-+o soit
positive, d’énergie finie et § Ut do<+oo. En tenant compte de la relation
réciproque entre deux mesures quelconques, elle entraine ’inégalité

0§2Sg1d¢r LI (o) —a( g U do)?) .
Drabord, supposons qu’'un compact quelconque 4 contenu dans ’ensemble des
points de E, tels que g;(x) >8>0 est de mesure positive pour p, Alors, si on
prend pour o la mesure —&u’y, (0<E< 1) en désignant par p’, la restriction de
uoa A, on a l’inégalité
0<—-2¢ Sgl o + €2 [T (1) — af g Uvo dy’y)?)

<28 )+l o ],
Puisque le coefficient de &2 est fini en vertu de I'hypothése 0 < a,b,c <-+oo, c’est
contradictoire pour tout nombre positif assez petit €. & étant arbitraire, I’
ensemble des points de E, tels que g,(x¥)>0 est d’ailleurs de mesure nulle pour
uo- Ensuite, supposons qu’'un compact A contenu dans I’ensemble des points
de E, tels que g; () <--38<0 est de mesure positive pour une certaine mesure
positive + dont le potentiel est borné sur tout compact. Alors, si on prend pour
o la mesure €+ (0<E<1) en désignant par ¢ la restriction de + 4 4, on a
I’inégalité

0=<2e- SgldTJrez[czI(T')-aS U dr'?]

<—-2e8 -7 (A)+e] ]

Le coefficient de €2 est fini, car U™ est borné sur tout compact et le support de
vy est un compact. C’est contradictoire pour tout nombre positif assez petit €.
8 étant arbitraire, I’ensemble des points de E, tels que g; (¥) <0 est d’ailleurs de
mesure nulle pour toute mesure positive dont le potentiel est borné sur tout
compact. En particulier, soient E, et E, les compacts. Supposons qu’un compact
A contenu dans I’ensemble des points de E, tels que g, (¥) £—8<0 est de mesure
positive pour une certain mesure positive 7 d’énergie finie. Alors, si on prend
pour o la mesure £+ (0<E<1) en désignant par 7’ la restriction de « & 4, yo+&7
est d’énergie finie et le coefficient de €2 est fini, car on a

2) Dans la théorie usuelle du potentiel, ’énoncé ‘‘de mesure nulle pour toute mesure
positive dont le potentiel est borné sur tout compact’ signifie ‘“de capacité nulle”, et
I’énoncé ‘‘de mesure nulle pour toute mesure positive d’énergie finie”’ signifie ‘de
diametre transfini nul”. Les deux ne sont pas toujours équivalents. On dira désormais
qu’iine propriété a lieu ‘a4 peu prés partout (& p p.p.)”’, si elle ne tombe en défaut qu’aux
points d’un ensemble de mesure nulle pour toute mesure positive d’énergie finie.
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I(po) < + o0, I(T)< + o0
et
SUﬂodT'gﬂﬂ]ﬁid—r'=LSU*'dyo—ig dr < + oo
c c 4 A

v

du fait que U™ est fini et continu sur le support de »,. 1l en résulte que I’ensemble
des points de E, tels que g; (¥) <0 est de mesure nulle pour toute mesure positive
d’énergie finie.
REMARQUE 1. Si E, et E, sont les compacts disjoints qui portent des mesures
positives d’énergie finie, il y a toujours un couple minimal sur E, et E,.
En effect, posons
Go =inf G (y,, I/) y
ou inf est pris par rapport a tous les couples (u, ») de deux mesures positives u
et v portées par E; et par E, respectivement. Alors, il existe une suite de couples
(84, v,) de deux mesures positives pu, et v, portées par E, et par E, respectivement,
tels que
G (pns va) | Go -
G, et les masses totales de u, et de v, étant finies, posons

Vn

0= Hn et n —_
d Vu fdv, ’

" .“ o
alors on a

G(/"S) ’ 7’9) ) =G (> 1) 1 G -
A partir de chacune des suites {x{"} et {#{'}, on peut extraire des suites par-

tielles { ()} et {»{)} qui convergent (vaguement) vers des mesures positives y,

et v, de masse totale un portées par E, et par E, respectivement. Alors, comme
il est bien connu, on a
I () SHMT (), T (wg)=<lim I (512)

i— 00 1—>00

et
i R 2,0
S Utodvy = lim g Ukni dv{})
1—>00
en vertu de la convergence uniforme de Uu{}} (x) vers U*o (x) sur E,. On a donc
. 1
G (or o) Slim G (und, 1)) =Gy

71— 00
Drautre part, on a naturellement
G (1o, vo) Z Go-
Ainsi, le couple (u,, 7o) posséde les propriétés requises.
En fixant dans G (u, ) une mesure positive g portée par E;, posons

I(v)
* =
C* () = 1rp g
pour toute mesure positive » (s 0) portée par E,. Elle a un sens seulement au cas
oltil y a des mesures v telles que I (v) et § U* dv soient positifs et finis. La mesure
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1 peut donc étre d’énergie infinie. Alors, on a, de la méme fagon que le lemme 1,
LEMME 1*. 5’4l existe une mesure positive v, pour laquelle G (v) est minimum
parmi toutes les mesures positives portées par E,, en posant b=1(v,), c=FU" dy et
g(x)=cU" (x) —bU™x)
dans Uhypothése 0<b, c< + oo, g(x) jouit des propriélés suivantes :

(1) g(x)=<0 sur E, presque partout pour v,,

(2) g¥)=0 sur E, presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel
est bovné sur tout compact ; en particulier, si Ey et E, sont des compacts, g (x)=0 p.p.p.
sur E,.

REMARQUE 1*. Soient E, et E, des compacts disjoints et p une mesure
positive (50) quelconque portée par E,. Si E, porte des mesures positives d’énergie
finie, il existe toujours une mesure positive pour laquelle G* (v) est minimum
parmi toutes les mesures positives (=£0) portées par E,.

REMARQUE 2. Soient E, et E, des compacts disjoints et y une mesure positive
(#£0) quelconque portée par E,. Si E, porte des mesures positives d’énergie
finie, on peut trouver d’aprés le lemme 1 une mesure positive u’ portée par E,
telle que

(1) U" (%)< U*"(x) sur E, presque partout pour u’,
(2) U¥(%)=U"(%)p.p.p. sur E, .
Mais, pour cela, on peut aussi utiliser au lieu de G*(») la variation de Gauss

G'(v):I(v)—2SUﬁ*dw.

Comme il est bien connu ([10], p. 65), il existe une mesure positive x~ pour laquelle
G’(v) est minimum parmi toutes les mesures positives » de masse totale un portées
par E,, et il existe une constante ¢ telle que

(1) U* (%) <U*(x)+c¢ sur E, presque partout pour ',

(2) U¥(x)=U*(x)+c¢ p.p.p.- sur E, .
On ne peut ici placer toujours ¢=0. S. Kametani ([12]) a démontré qu’il existe
une mesure p’ pour laquelle G'(v) est minimum parmi toutes les mesures non-
négatives » portées par E,, et que cette p’ jouit des prepriétés suivantes :

(1) U () S U*(%) sur E, presque partout pour u’,

(2) U¥(%)=U*(%) p-p-p. sur E, .
Il signale que cette u’ s’annule seulement au cas ot E, est de mesure nulle pour
toute mesure positive d’énergie finie. Sa démonstration de l’existence de u’
n’est pas simple. Toutefois, ’existence d’une mesure positive pour laquelle G*
(») est minimum parmi toutes les mesures positives portées par E, est presque
évidente, car on peut se borner aux mesures positives de masse totale un portées
par E; comme plus haut. De ce point de vue, G*(») est plus utile que G’ (»).

Ensuite, supposons qu’on a toujours
G v)21

pour tout couple (u, ») de deux mesures positives y et » portées par chacun de
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deux ensembles boréliens et disjoints contenus dans un compact. Alors, on a

LEMME 2. Soient E, et E, deux ensembles borvéliens et disjoints contenus dans
un compact fixé. Si G(uo, vo)=1 pour un couple (u,, v,) de deux mesures positives
1o €t v (£0) d'énergie finie portées pav E, et par E, respectivement, on a

£1(%) =g (%) =0

dans tout Uespace R presque pariout pour toute mesure positive dont le polentiel est
borné sur tout compact, g,(x) et g, (%) désignant les fonctions définies dans le lemme
1.

En effet, le couple (u,, »,) est un couple minimal sur E, et E,. Soit Ej
I’ensemble des points de E, tels que g;(¥) <0. Alors, comme y, est portée par
E en vertu du lemme 1, le couple (u,, »,) est aussi un couple minimal sur E; et

E,+ (E,—E}), ce que entraine
g2 (%) =0
sur E,+ (E,—E}) presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel

est borné sur tout compact. En particulier, il en est ainsi sur E,—E;. D’aprés
Iégalité
cg1 (%) +ags (%) =0,
on a
g1(%) =0
sur E,—FE’, presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel est borné
sur tout compact. D’autre part, comme on a

g1 (%) >0

sur E;—E;, E;—E; est de mesure nulle pour toute telle mesure. On a d’ailleurs
g1 (%) =0

sur £; presque partout pour toute telle mesure. D’autre part, on a de méme
g2(%) =0

sur E, presque partout pour toute telle mesure. Par suite, on a
81(%) =g (#) =0
sur I, et sur E, presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel est
borné sur tout compact. Ensuite, soit E un ensemble borélien quelconque, con-
tenu dans un compact, tel que E-E,=E-E,=0. Alors, puisque le couple (u,,
v,) est un couple minimal sur E-+E et E, ou E, et E,+E, on a
6(®) 20 et g(#) =0
sur E presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel est borné sur
tout compact. En tenant compte de
g (%) + aga (¥) =0
on a d’ailleurs
g1(%) =g (%) =0
sur E presque partout pour toute telle mesure.
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2. Principe d’énergie

Dans ce paragraphe, on va caractériser les noyaux de type positif ou satis-
faisant au principe d’énergie. Un noyau K est dit de type positif dans £ si
I’intégrale d’énergie

I(o)= || K (5 y)do(y)do (x)
de toute mesure o (signe quelconque), lorsqu’elle existe, est toujours =0. Un
noyau K est dit satisfaire au principe d’énergie dans £, si I’intégrale d’énergie I
(o) de toute mesure o (signe quelconque) portée par un compact, lorsqu’elle existe,
est toujours =0 et I’égalité n’a lieu qu’au cas de =0. Ce principe signifie qu'un
noyau est strictement de type positif. L’étude sur le principe d’énergie est
trés important, car il conduisait & 1’unicité des mesures dans les théoremes de la
théorie usuelle du potentiel. Comme bien connu, le noyau
K(x, y)=|x—y|*" (0<a< m)

satisfait au principe d’énergie dans R™ ([10], p. 28). Plus généralement, T. Ugaheri
(120], p. 174) a démontré qu'un noyau K satisfait au principe d’énergie dans R™
(m=3) s’il est une fonction de la seule distance 7r=|x—y]| telle que »"—*K(7)
soit décroissante de r.

On peut montrer qu’il y a identité entre les noyaux de type positif ou satisfai-
sant au principe d’énergie et les noyaux satisfaisant a une sorte de principe du
maximum. On a

TufiorEME 1. Pour quwun noyau K soit de type positif dans 2, il faut et il
suffit qu’il juisse de la propriété suivante :

[Pyl Soient w et v des mesures positives d’énergie finie @ support compact.

Si on a
U (x) U (%)
sur le support S, de w, on a la méme inégalité anw moins en un point du support S,
de v.

TakoREME 2. Pour qu'un noyauw K satisfasse aw principe d’énergic dons L,
il faut et 1l suffit quil juisse de la propriéié suivante :

[P,] Soient u et v des mesures positives distinctes (ukv) d’énergie finie & suppori

compact. St on a
U* (x) S U™ ()
sur le support S, de u, on a
Ut (x) < U” (%)
sur un ensemble de mesure positive pour v.
On les démontre ensemble pour plus de commodité.
Démonstration. Les conditions sont évidemment nécessaires. En effet, on a

I(,L_y)=1(,b)_2SU»dy+z(y)
= —v)au+ [ (U —U9av .
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Si le noyau K est de type positif, I(u—») =0 et §(U*—U") du=0 entrainent
naturellement § (U’—U%) dv=0. Si le noyau K satisfait au principe d’énerige,
I(u—v) >0 et §(Ur—U")du=0 entralnent naturellement §(U*—U*) dv>0. Il
s'agit donc de démontrer que les conditions sont suffisantes. Etant donnée une
mesure o (£0) de signe variable, on peut trouver deux ensembles boréliens et
disjoints E, et E, tels que o soit représentée comme différence de deux mesures
positives (£0) u et v portées par E, et par E, respectivement. Pour démontrer
I(o) =0 [resp. >0], il suffit de démontrer G(u, v) =1 [resp. >1]. Supposons
que le noyau K jouit de la propriété (P,). D’abord, si E, et E, sont les compacts
disjoints, il existe d’aprés la remarque 1 un couple (u,, vo) pour lequel G(u, ») est
minimum parmi tous les couples (u, ») de deux mesures positives p et v portées
par E; et par E, respectivement. On a en vertu du lemme 1
cUt (%) <a U (%)

sur E, presque partout pour p,. Comme tout potentiel d’une mesure positive
4 support compact est semi-continu inférieurement dans tout 1’espace et continu
dans le complémentaire du support, on a

(1) ¢U (x) <aU(x) sur le support de u,,
et similairement

(2) ¢U% (%) £bU™ (%) sur le support de v, .
Alors, puisque le novau K jouit de la propriété (P,), ces relations ont lieu en méme
temps au moins en un point £ du support de »,. On a donc

y . b e
—Z—Uo(E)gUO(f)é—C—UD(E),

ce qui entraine
ab

c?

v

G (por o) =
Par suite, on a
G v) 21,
pour tout couple (u, ») de mesures positives portées 'une par E,, ’autre par E,.
Ensuite, supposons que E; et E, ne sont pas les compacts. On peut trouver des
suites {F} et {Fi2'} de compacts tels que

1) FPcFPcFPc....cF%c....CcE,,
lim o (F) = () (S + o)
2) FPcFPcFPc....cFPc....CE,,

limp (F®) =v (E,) (£ + ) .

n—>00

Soient p, et v, les restrictions de p et de » & F{Y et & F{¥ respectivement, alors
on a d’apres ce qui précéde

G(pi, ) =1 .
On a donc
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G (u, v) =lim G (u,, v,) =1 .

o0
Enfin, supposons que le noyau K jouisse de la propriété [P,]. Alors, on a

G(pv) 21
pour tout couple (u, ») de mesures positives portées par deux ensembles boréliens
et disjoints E, et E, contenus dans un compact. Par suite, si on avait

G (110, o) =1
pour un certain couple (u,, 7), ce serait un couple minimal sur £, et E,. Soient

a=1(u), b=1I(v,), ¢= S Urody, ,

g1 (%) =cUto(x) —a U (%) et go(x) =c U (%) — b Uk () .
Alors, on a en vertu du lemme 1
g:(%)=0
sur E, presque partout pour »,. On a encore
cg1 (%) + ag, (%) =0
partout dans tout I’espace £ en vertu de

G o vo) =2 =1.

Par conséquent, on a
g1(%) =0
sur E, presque partout pour »,. D’autre part, comme on a en vertu de lemme 1
g1 (%) =0
sur E; presque partout pour p,, on a d'aprés la propriété [P,]
g1 (%) <0
sur un ensemble de mesure positive pour v, ce qui est contradictoire. Ainsi, ona
G (s v)>1
pour tout couple (u, ») de mesures positives portées par deux ensembles boréliens
et disjoints contenus dans un compact. C.Q.E.D.
Considérons les noyaux K satisfaisant au principe du maximum au sens de
O. Frostman ou de H. Cartan.
PREMIER PRINCIPE DU MAXIMUM (O. Frostman): Soit A une mesure positive
a support compact. Si on a
U (#) =1
sur le support S, de A, on a la méme inégalité partout dans tout I’espace 2.
SECOND PRINCIPE DU MAXIMUM (H. Cartan): Soient p une mesure positive

A

d’énergie finie & support compact et » une mesure positive quelconque. Si on
Uk (x) < U (%)
sur le support S, de x, on a la méme inégalité partout dans tout I’espace 2.
Alors, on a
TukorEME 3. S7 wun noyau K satisfait au premier ou second principe du
maximum dans R, il est nécessaivement de type positif dans Q.
Démonstration. Un noyau K satisfaisant au second principe du maximum
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est évidemment de type positif en vertu du théoréme 1. Il s’agit donc de démon-
trer quun noyau K satisfaisant au premier principe du maximum est de type
positif. Pour cela, comme il a été dit dans la démonstration des théorémes anté-
rieurs, il suffit de démontrer
G (,u,, v) =1

pour tout couple (4, ) de deux mesures positives y et » portées par chacun de
deux ensembles boréliens et disjoints E, et F,. 11 suffit de le démontrer dans le cas
oit E, et E, sont tous deux des compacts. En effet, s’il en est ainsi, {F"} et

{F{P} étant des suites des compacts tels que
(1) FPcFPcF{c....cF{c....cE,,
lim (F)) = a (B2) (S + o)
2) FPcFRcFPc....cFPc....CE,,
limy (F@) = » (E2) (S + ) -
et u, et v, désignant les restrictions de p et de » & F{P et & F{» respectivement,

on a
G, v) =1mG (uy, v,) 21 .

00
Lorsque E, et E, sont des compacts, il existe un couple minimal (z,, »,) sur E, et
E, en vertu de la remarque 1. Alors, on a en vertu du lemme 1
c Uk (%) Za U0 (x)

sur E, presque partout pour p,. Comme tout potentiel d’une mesure positive a
support compact est semi-continu inferieurement dans tout l'espace £ et continu
dans le complémentaire du support, on a

(1) cU* (%) =<aU (%) sur le support F, de p,,
et similairement

(2) ¢U (x) ZbU* (x) sur le support F, de v, .
Si le noyau K satisfait au premier principe du maximum, on a

2 sup Uto (%) < sup U (x) <sup U0 (%)
Fy zEF) xeFy

a ze
b b

< ——sup Ut (x) = ——sup Ut (),

S o sepUte ) =—-supUh ()
ce qui entraine

G(ﬂo, vy) = dcli =1.

Ainsi, on a

G(prv)z=1

pour tout couple (u, ») de deux mesures positives u et » portées par E, et par
E, respectivement. C.Q.F.D.
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3. Principe d’équilibre et principe du balayage

Les recherches concernant les principes d’équilibre et du balayage occupent
la place la plus importante dans la théorie du potentiel. Un noyau K est dit
satisfaire au principe d’équilibre dans £, lorsque, étant donné un compact quelcon-
que F, il existe au moins une mesure positive A portée par F telle que

(1) UMx)=1  p.p.p.sur F,

(2) U*wx)=<1  partout dans tout l’espace £ .
Cette A (peut-étre nulle) s’appelle une mesure d’équilibre sur F et U* (x) un
potentiel d’équilibre sur F. Un noyau K est dit satifaire au principe du balayage
dans &, lorsque, étant donné un compact quelconque F, on peut associer & toute
mesure positive x au moins une mesure positive u’ portée par F telle que

(1) U¥(x)=U*"(x) p.p.p.surF,

(2) U*(x)=U*(x) partout dans tout I’espace 2,

(3) S U¥dv= S Utdv’ pour toute mesure positive v d’énergie finie.

Cette N’ (peut-étre nulle) s’appelle une mesure balayée de p sur F. La relation
de réciprocité (3) était utilisée pour construire la mesure balayée d’une mesure
positive d’énergie infinie sur F ([2], § 18, [11]), mais on I’ajoute & la définition du
balayage pour plus de commodité. Comme bien connu, le noyau
K(5y)=|z—yl*" (0<us2)
satisfait aux principes d’équilibre et du balayage ensemble dans R™ ([10], [9]).
Drautre part, un noyau K satisfait au principe d’équilibre dans R™ s’il est une
fonction de la seule distance »=|x—y | telle que K (*) =K («, y) soit convexe de
7~1 (si m=3) ou — log » (si m=2) ([13], [14]).

Les relations entre le principe d’équilibre ou du balayage et le principe du
maximum sont trés importantes. H. Cartan et J. Deny ([3]) les ont recherchés
en collaboration pour un noyau K qui n’est pas nécessairement une fonction,
mais qui est une mesure de type positif (naturellement symétrique) dont la
transformée de Fourier est une fonction positive a croissance lente ainsi que son
inverse. En s’appuyant sur le fait qu'un tel noyau K satisfait a deux principes
d’énergie —’un au sens cité plus haut et I’autre concernant le fait que I’ensemble
des mesures positives d’énergie finie est complet pour la norme-énergie —, ils ont
démontré qu’il y a dans R™ identité entre le principe du balayage et le second
principe du maximum et qu’il y a dans R™ identité entre les principes d’équilibre
et du balayage ensemble et les premier et second principes du maximum ensemble.
Dans ces études, une mesure d’équilibre sur tout compact et une mesure balayée
d’une mesure positive sur tout compact sont évidemment uniques respectivement.

Dans ce paragraphe, on étudie ces problémes sans aucune hypothése sur
I’énergie au cas oll un noyau K est une fonction positive et symétrique. On a
besoin de trois lemmes. Un noyau K est dit satisfaire au principe de continuité
dans &, si le potentiel d’une mesure positive quelconque A est continu considéré
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comme fonction dans tout I'espace £ toutes les fois qu’il est continu considéré
comme fonction sur le support de A. T. Ugaheri ([20], § 2) a démontré quun
noyau K satisfait au principe de continuité dans R™s’il est une fonction décroissante
de la seule distance |x—y|, en s’appuyant sur son principe du maximum dilaté :
si le potentiel d’une mesure positive A est <M sur le support de A, il est <k-M
partout dans tout I’espace R™, k étant une constante. Au moyen de son idée, on a

LeMME 3. Si un noyau K (symétrique ouw non) satisfait au premier ou second
principe du maximum dans , il satisfait auw principe de continuité dans L.

En effet, supposons que le potentiel d’une mesure positive A & support compact
F soit fini et continu en un point £ de F' comme fonction sur F. Alors, étant
donné un nombre positif quelconque &, on peut trouver un voisinage ¥ de & tel
que 0< UM (§)< € et UM (x) soit continu en £ comme fonction sur F, A" désignant
la restriction de A & V. Par suite, on peut encore trouver un voisinage W de &
contenu dans ¥ tel que 0<U" (x)=<¢ en tout point ¥ de F contenu dans W. En
désignant par A" la restriction de A" & W, on a

0< UM (%) <&
en tout point x de F contenu dans W. Par conséquent, sile noyau K satisfait au
principe du maximum dilaté, on a
U () <lim U (x) <1im U™ (%) gTir-? UM (%) + LHim U (%)
Ak z-E x>

X x—E
Ske+UMNV(E)Y<k-c+UMNE) .

Dong, il s’agit de démontrer que, si un noyau XK satisfait au premier ou second
principe du maximum, il satisfait au principe du maximum dilaté au sens local :
si le potentiel d’une mesure positive A est <M sur le support F de A, il est <k-M
partout sur un ensemble ouvert 0 contenant F, ot 0 et K dépendent seulement
de F. Evidemment, il en est ainsi pour des noyaux satisfaisant au premier
principe du maximum. Supposons qu’un noyau K satisfasse au second principe
du maximum. Etant donnée une mesure positive x & support compact telle que
Ur (v) = M sur le support F de u, on peut trouver une mesure positive », 4 support
compact, contenu dans le complémentaire de F, telle que 1=U” (%) < k< o0 sur
F. On a en vertu de second principe du maximum

Ut () = UM (%)
dans tout J’espace £. Soit 0 un ensemble ouvert contenant F dans lequel U”(x)
<k' partout. Alors, on a partout sur 0.

Ut (x) < kM .

LEMME 4. Soit K un noyau (Symétrique ou non) satisfaisant auw principe de
continuité dans 2. St un ensemble E est de mesure nulle pour toute mesure positive
dont le potentiel est borné sur tout compact, il est aussi de mesure nulle pour toute
mesuve positive d’énergie finte.

En effet, étant donnée une mesure positive p d’énergie finie & support compact,
on peut trouver une restriction » de p telle que U* () soit continu comme fonction
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sur le support de ». U*(x) étant la somme de deux fonctions positives et semi-con-
tinuesinférieurement (i.e. U*=U"+U"""), U*(x) et U*~"(x) sont tous deux continus
comme fonction surle support de . Comme lenoyau K satisfait au principe de con-
tinuité dans £, UY (x) est continu dans tout I’espace £, d’ou il est borné sur tout
compact. E est donc de mesure nulle pour », donc ainsi pour u.

LEMME 5. Soit K un noyaw satisfassant aw principe de continuité dans 9.
Si une suite de mesures positives {u,} portées par un compact F converge (vaguement)

vers une mesure positive p, on a
U™ () =lim Ut» (x)
7—>00
p.p.p. dans toul Despace L.
En effet, on a, comme il est bien connu,

U* (x) =lim U*n ()

partout dans £. Si I’ensemble des points tels que
U* () < lim U» (x)

porte une mesure positive » (£0) d’énergie finie, on peut trouver une restriction
v’ de » telle que la masse totale de »—»’ soit arbitrairement petite et telle que
U¥ (x) soit continu comme fonction sur le support de »’. Puisque le noyau K
satisfait au principe de continuité dans £, U” (x) est continu comme fonction dans
tout I’espace 2. Alors, on a

[ Urdv <lim | Utnay —lim ( 0, = [ U7 du= [ 04,

n—00 7n—>00
ce qui est contradictoire.

THEOREME 4. Pour qu'un noyau K satisfasse au principe d’équilibre dans
2, il faut et 1l suffit qu’il satisfasse au premier principe du maximum dans 2. Alors,
tous les potentiels d’équilibre sur un compact quelconque coincident dewx & deux p.p.p.
dans tout Uespace 9.

Démonstration. D’abord, supposons qu'un noyau K satisfasse au premier
principe du maximum dans £. Si un compact donné F ne porte aucune mesure
positive d’énergie finie, on peut prendre A=0 comme une mesure d’équilibre sur
F. Siun compact donné I porte des mesures positive d’énergie finie, on peut
trouver une mesure positive pu, pour laquelle 'intégrale d’énergie I () est minimum
parmi toutes les mesures positives y portées par I de masse totale un. Sion pose

o
A= —Fr——
° I (llo)
on a comme il est bien connu

(1) Uho(x)=1 sur F presque partout pour toute mesure positive dont le
potentiel est borné sur tout compact,

(2) Uho(x) <1 sur le support de .
Alors, on a, en vertu du premier principe du maximum et les lemmes 3 et 4,

(1) U (x)=1 p.p.p. sur F.



162 Nobuyuki NINOMIYA

(2) U™ (x)<1 partout dans tout l’espace £.

Ainsi, Ay est ce qu'on demande. Ensuite, supposons qu’un noyau K satisfasse
au principe d’équilibre dans £. Soit A une mesure positive & support compact
dont le potentiel est <M (une constante positive) sur son support F. Sil’ensemble
des points tels que U*(x) >M n’est pas vide, on peut trouver un compact C,
contenu dans cet ensemble ouvert, qui porte une mesure positive u d’énergie
finie de masse totale un. Soit v, une mesure positive de masse totale un pour
laquelle

I(v
6* () = iy
est minimum parmi toutes les mesures positives » portées par F. Alors, on a
en vertu du lemme 1*
g(x)=cU%(x)—bU*(%) =0
p.p.p. sur F,ou b=1(v,) et c=§U*dy,. Par suite, on a

O§Sg(x)dx(x)=cSU“odx—bSU’*dx

=cSU"dv0—bS’U"d,u< (c—b)M .

Drautre part, comme on a g(x)=<O0 sur le support F, de »,, on a pour une mesure A,
d’équilibre sur F,,

Oggg (%) Ao (%) =cSU”odxo— bSU"dho
=cSU'\odv0—bSU*odMgc-—b

car Ut (x) =1 p.p.p. sur F, et <1 partout dans tout I’espace 2. C’est contradi-
ctoire. Par suite, on a partout dans tout I’espace £

Urx) =M .
Enfin, soient A, et A, deux mesures d’équilibre sur un compact donné F. Si F
ne porte aucune mesure positive (z£0) d’énergie finie, A, et A, sont tous deux
identiquement nulles. Par suite, soit F un compact portant des mesures positives
(£0)d’énergie finie. SiA;ZEN,, on peut trouver deux ensembles boréliens et disjoints
E et E, tels que E;+E,=F et \y—Ay=po—vo. po et v, étant des mesures positives
d’énergie finie portées par E; et par E, respectivement. Puisque le noyau K sati-
sfait au premier principe du maximum, il est de type positif d’aprés le théoréme
3. D’autre part, comme on a

G (o, 7o) =1
moyennant 'hypothése UM (x) =U?2 (x) p.p.p. sur F, on a en vertu du lemme 2

c Ut (x) =a U0 ()

dans tout I’espace £ presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel
est borné sur tout compact, ot

c=SU"od/10=I(,uo)=a .

Par suite, on a
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Uto (1) = U (x)
dans tout I’espace £ presque partout pour toute telle mesure. Puisque le noyau
K satisfait au premier principe du maximum dans £, on a d’ailleurs en vertu des
lemmes 3 et 4

Ut (%) = U0 (%)
p-p-p. dans tout I’espace £. Ainsi, on a

Ui (%) = U (%)
p-p-p- dans tout l’espace £. C.Q.F.D.

THEOREME 5. Pour qu'un noyau K satisfasse au principe du balayage dans 2,
2l faut et il suffit qu'il satisfasse au second principe du maximum dans Q. Alors, tous
les potentiels des mesures balayées d’une mesure positive sur un compact quelcongue
coincident deux & deux p.p.p. dans tout Uespace 9.

Démonstration. Supposons qu'un noyau K satisfasse au principe du balayage
dans £. Etant données une mesure positive u d’énergie finie & support compac{
et une mesure positive quelconque » telles que

Ut (%) = U (%)
sur le support F de p, si on désigne par € la mesure balayée de la masse ponctuelle
& placée en un point x sur F, on a

S Urde = 5 Usdp= S U dy = S Utde’

<fvae—{vrav={va=[va
Par suite, on a
Ut () <U” (1)

partout dans tout l’espace £. Supposons qu'un noyau K satisfasse au second
principe du maximum dans £. Siun compact donné F ne porte aucune mesure
positive (5£0) d’énergie finie, une mesure associée & une mesure positive quelconque
sur I se réduit 4 une mesure identiquement nulle.  Par suite, soit ¥ un compact
qui porte des mesures positives d’énergie finie. Soient {21} et {2{»} des suites
d’ensembles ouverts tels que ,

!29):)!2(21)3!29)3 352511)3 RR—
et
MN=00c 0PcoPc....celc....>»

2,V et 242 étant tous deux compacts. D’abord, 4 une mesure positive quel-
conque p portée par £—F, on associe la mesure positive y’ portée par F obtenue
de la maniére suivante. Pour la restriction u,, (d’énergie finie ou non) de p 2
Q0 — 2, , il existe d’aprés la remarque 1* une mesure positive vy, pour
laquelle

G ()= AL

[§Umndv]?
est minimum parmi toutes les mesures positives » portées par F. Si on pose
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’ SU*ndy,,

= " .y
1 in
Kn I (v1) ’
on a en vertu du lemme 1%

(1) Uk (*) =U*a(¥)  p.p.p. sur F,
2) Uk (¥) <U*n(x)  sur le support de ui, .
On a en vertu du second principe du maximum,

(1) U”;n(x) =Utm(x¥) p.p.p. sur I,
2) Uk () <U*a(x)  partout dans tout I’espace £ .

Pour la restriction u,, (d’énergie finie ou non) de ux 3 £2'2,— £'2, on a de méme une
M2 M n+1

mesure positive p2» portée par F comme ci-dessus. Ce qu’on fait associer a
est

W= pnt X e
Naturellement, cette mesure p’ jouit de la propriété suivante:
(1) U¥(x)=U*(»)  p.p.p.sur F,
(2) U*(x)<U*(x) partout dans tout I’espace 2 .
Encore, & une mesure positive » d’énergie finie, on associe

’
vV=v,4v,

v, et v, désignant les restrictions de v & 2—F et a I respectivement. Puisque
U#in (x) est borné sur F, uy, et 27, sont d’énergie finie. Par suite, on a

[vndy = [ Ursndn (= Urin d')

pour toute mesure positive » d’énergie finie. Comme il en est ainsi pour pu,y,,
on a d’ailleurs

[orar={vrar (= S U™ dv')
pour toute mesure positive » d’énergie finie et pour toute mesure positive quel-
conque p portée par 2—F. Ensuite, & une mesure positive quelconque u (d'-
énergie finie ou non) portée par F, on associe la mesure positive u’ portée par
F obtenue de la maniére suivante. Soit E, 'ensemble (ouvert) des points tels
que U* () >n. Comme bien connu ([10], p, 81), I'ensemble E= ;\OIE,, est de
mesure nulle pour toute mesure positive dont le potentiel est borné gzr tout com-
pact. Comme le noyau K satisfait au second principe du maximum, E est d’-
aprés les lemmes 3 et 4 de mesure nulle pour toute mesure positive d’énergie finie.
Soient uy, et py, les restrictions de 4 4 E, et & F—E, respectivement, et puy, la
mesure associeé de uy, sur F—E,. La mesure positive

/L; = ,u'm + pon
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est d’énergie finie et de masse totale uniformément borné, car on a

(1) Ubs(x)=U*(x) (<n) p.p.p.sur F—E,,
(2) Ubn (%) S Ux (%) partout dans tout I’espace 2 .

A partir de {u,}, on peut extraire une suite partielle {u;} convergante (vaguement)

vers une mesure positive p’ portée par F. Alors, {-U’L;' (%)} étant la suite crois
sante avec ¢, on a
U™ (%) < lim Utn (%) = lim U% (x) ,
) 100

I’égalité ayant lieu p.p.p. dans 2 d’apres le lemme 5. Cette mesure p” jouit des
propriétés suivantes :

() U*(%)=U*(x)  p.p.p.sur F,

(2) U* () =U*(x)  partout dans tout ’espace 2 .
Encore, p; étant d’énergie finie, on a

f Uy =1im [ U dy = tim | Uvid = [ Uw o = [ Umanr

00 i—00

pour toute mesure positive v d’énergie finie et sa mesure associée »” sur F. Enfin,
A une mesure positive quelconque p (d’énergie finie ou non), on fait associer

wo=p1+ e
w1 et p, étant les restrictions de p a 2—F et a F respectivement. Le balayage

d’une mesure positive sur F est ainsi achévé. Alors, si u’ et u” ensemble sont
deux mesures balayées d’une mesure positive x sur un compact F, on a

S‘U“'dy = S Urdy' = S U*" dy

pour toute mesure positive » d’énergie finie. Donc, on a
U (3) = UM (x)
p-p-p. dans tout ’espace £. C.Q.F.D.

REMARQUE 3. L’unicité des mesures d’équilibre sur un compact ou des mesures
balayées d’une mz=sure positive sur un compact n’est pas toujours assurée, comme
un noyau K (»,y) =1 la montre. On la recherchera dans le paragraphe 5.

COROLLAIRE. Uwn noyau K satisfaisant au principe d’équilibre ou du balayage
est nécessaivement de type positif.

4. Principes du maximum

Dans le paragraphe antérieur, on a recherché l’identité entre le principe
d’équilibre [resp. du balavage] et le premier [resp. second] principe du maximum.
La détermination effective des noyaux satisfaisant au premier ou second principe
du maximum est donc le probléme fondamental de la théorie du potentiel. Mais,
elle n’est pas facile. D’autre part, on pense que la relation entre le principe d’-
équilibreﬂet le principe du balayage — c’est-a-dire, la relation entre les premier
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et second principes du maximum — est trés importante.
Considérons dans R™ le noyau d’ordre «
K(#xy)=ls—y|*" (0<a=s2).

M. Riesz ([19], § 15) a construit la mesure balayée de la masse ponctuelle placée en
I’origine 0 sur un compact quelconque F, en faisant la transformation de Lord-
Kelvin 4 la mesure d’équilibre sur le compact distinct F’. En associant au noyau
d’ordre o la famille des mesures balayées (appelée famille fondamentale) de la
masse ponctuelle placée en l'origine 0 sur lextérieur des sphéres centrées en
l'origine 0, J.Deny ([8], §9) a démontré que le novau d’ordre o« satisfait au
second principe du maximum. Ainsi, le résultat de Frostman que le noyau d’-
ordre a (0< «<2) satisfait au principe d’équilibre, c’est-a-dire, au premier principe
du maximum dans R™ (m=3) entraine le résultat de Riesz-Deny qu’il satisfait
aussi au principe du balayage, c’est-a-dire, au second principe du maximum dans
R™m=3). Mais, son raisonnement (l'utilisation de la transformation de Lord-
Kelvin) n’est valable que dans le cas du noyau d’ordre « (0< «<2) dans R™ (m=3).

Dans ce paragraphe, on donne un énoncé plus simple équivalent au premier
ou second principe du maximum, et on en conclut que le second principe du
maximum entraine le premier principe du maximum toutes les fois qu’un noyau
K est dans R™ de type K (x—y) et satisfait & une condition supplémentaire & I’-
infini. On a

THEOREME 6. Pour qu'un noyau K satisfasse au premier principe du maximum
dans 8, il faut et il suffit qu’il jouisse de la propriété suivante :

[Q4] Sotent & un point quelconque et A une mesure positive & support compact

ne contenant pas §. Si on a
UM (%) =K(% &)
sur le support Sy de N, la masse totale de ) est <1.

Démonstration. D’abord, supposons qu'un noyau K satisfait au premier
principe du maximum dans £. FEtant donnés un point quelconque & et une
mesure positive A & support compact ne contenant pas £ telle que UMx) <K
(x, E) sur le support S, de A, une mesure d’équilibre A4 sur S, n’est pas nulle, car
S\ porte la mesure positive A d’énergie finie. Alors, puisque Ub(x) =1 p.p.p.
sur S, et =1 partout dans tout ’espace £, on a

de: S Uhod, = S T ing < UM(E) <1 .
Ensuite, supposons qu'un noyau K jouisse de la propriété [Q,]. Soit u une mesure
positive a support compact telle que U (¥) <1 sur le support S, de p. Sily a
un point & tel que U* (§)>1, posons
b=1I(n), o=SK(x,E)dvo(x)

et
g(x)=cU»(x)—bK(x &),

v, étant une mesure positive (s0) pour laquelle
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I (v)
[§ K (% &)dv (%))

est minimum parmi toutes les mesures positives » portées par S,. Alors, on a

G*(v) =

en vertu du lemme 1*
g(x)=0
sur S, presque partout pour »,. Comme g (%) est semi-continue inférieurement,
on a
g(%) <0 ie cU%(x)<bK (% &)
sur le support de »,. On a
c<b
en vertu de la propriété [Q,]. D’autre part, g(x) étant =0 p.p.p. sur S,, on a

0= (e () du(x) = o[ Undu—b [ K (58 du ()
=c{Urdn,—bUm(8) <o—b,

ce qui est contradictoire. Ainsi, on a
U*(x)£1
partout dans tout l'espace £. C.Q.F.D.

THEOREME 7. Pour qu'un noyau K satisfasse an second principe du maximum
dans 2, 1l faul et 11 suffit quw'il jouisse de la propriété suivante :

[Q,] Soient & un point quelconque et N une mesure positive & supporl compact

ne contenant pas E. Si on a
UM (x) <K (%, E)
sur le support S, de N, on a la méme inégalité dans tout I’espace Q.

Démonstration. Si un noyau K satisfait au second principe du maximum
dans £, il jouit de la propriété [Q,], car K (¥, £) est lui-méme un potentiel de la
masse ponctuelle placée en E. Inversement, supposons qu'un noyau K jouisse
de la propriété [Q,]. Soient x une mesure positive a support compact d'énergie
finie et » une mesure positive quelconque telle que U*(x) <U¥(x) sur le support
S, de p. S’ily a un point £ tel que U+ (§) > U" (§), posons

b=1(v), o=§K(x, E) dv, (%)

et
g(x)=cU%(x)-bK (%, &),

vy étant une mesure positive (& 0) pour laquelle

I(v)
O =R E Har WP

est minimum parmi toutes les mesures positives portées par S,. Alors, comme
on a

g(x) =0
sur le support de »,, on a la méme inégalité dans tout 'espace £. D’autre part,
comme on a
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p.p.p. sur S,, on a
0= (g () du(x) =c[Undu—b K (%5 du(x)

=cSU*‘duo~bU"(£)<cSU"dyo—bU“(’g‘)

=oSU”ody—bSK(x,E)du=Sg(x)dv(x)§0.

ce qui est contradictoire. Ainsi, on a
U* (%) < U (%)
partout dans tout I’espace 2. C.Q.F.D.
Dans I’espace euclidien R™ (m =1), soit K(x) une fonction positive, continue,
symétrique et sommable dans tout voisinage de I’origine 0 telle que K (0) =lim

z-0

K(x)<+ . Considérons le potentiel
U () = [ K (3—9) du (3)

d’une mesure positive y pris par repport au noyau K (x). Pour les potentiels
de ce type, on étudie la relation entre les premier et second principes du maximum.
Remarquons que, pour les potentiels de ce type, les théorémes 6 et 7 s’expriment
sous les formes suivantes. '
THEOREME 6*. Pour quw’un noyau K (x) satisfasse au premier principe du mazxi-
mum dans R™, il faut et il suffit qu’il jouisse de la propriété suivante :
[Q*,] Soit N une mesure positive & support compact ne contenant pas I’origine
0. Siona
U (x) < K (%)
sur le support Sy de \, la masse totale de \ est <1.
THEOREME 7.% Pour qu'un noyau K (x) satisfasse au second principe du
maximum dans R™, il faut et 1l suffit qu’il jouisse de la propriété susvante :
[Q*,] Soit N\ une mesure positive & support compact ne contenant pas I’origine
0. Si on a
UMMx)=Z K (%)
sur le support Sy de N, on a la méme inégalité dans tout I’espace R™.
Alors, on a
TutoREME 8. Si un novau K (x) satisfait auw second principe du maximum
dans R™ et a la condition :

5 )K (%) dx
[R] lim 2% =1
P oo B(o"_f){ (%) dx

pour tout nombre positif ¢, B (a, p) désignant la boule de rayon p centrée en le point a,
il satisfait aw premier principe du maximum dans R™.

Démonstration. Soit A une mesure positive i support compact ne contenant
pas Vorigine 0 telle que U*(x) < K (x) sur le noyau S, de A. Il s’agit de démontrer
fan=<1. Comme le noyan K () satisfait au second principe du maximum, on a
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U* () =K (%)
partout dans R”. On a donc
[0r (x) aw < (K (%) da
B(0, 1) B(0, 1)
pour tout nombre positif ». Comme, pour tout nombre assez grand 7 et la plus
grande distance ¢ de ’origine 0 aux points de S,, toute boule de rayon 7—c contrée
en tout point de S, est contenue dans la boule B (0, 7), on a

[ Wdx={ax | K (x—y)an(y)

B(0, 7) B (0,7) Sa
(o) [Ke—yaez[an ) [K @y ax
Sa B(0,7) Sx  Bly,r—o)

= ([ ([ K@ a
Sa B (0, r—c)
par suite, on a

K (x)dx
[ans 200, CrC
Sa B (0, r—c)
Comme #—+ o0, la condition [R] entraine § dA < 1. Ainsi, le noyau K (x) satisfait
au premier principe du maximum dans R™. C.Q.F.D.

" COROLLAIRE. Si un noyau K (x), sommable dans tout Pespace R™, satisfait au
second. principe du maximum dans R™, il satisfait aw premier principe du maximum
aans R™.

En effet, on a pour tout nombre positif ¢

§ K(x)dx JK (x)dx
lim 291 — R% =1
AR S K@ = (K@ ds :

B(0,r—c)

COROLLAIRE. S7 un noyau K (x), fonction décroissante de la seule distance |x],
satisfait au second principe du maximum dans R™, il satisfait aw premier principe du
maximum dans R™.

En effet, on a pour tout nombre positif ¢ et tout nombre assez grand 7

§ K (x)dx { K (%) dw
lim %zlim [1+B(O”)_B(Oﬁ"°) - -
e B('(‘;,r—c)(x) e B(O,}Y—o) (x) dx ]

: K (r—¢) - mes[B (0,7) — B (0, r—c)]
%ﬁ.}[l * K)(r——c) - mes [B) ©, 710)] ) ]

. mes[B(0,7)] .. 7 \"_
:11_1,2 mes [B (0, 7—c¢)] —,Er_foo( r—cC ) =1.

5. Principe d’unicité

Dans ce paragraphe, on recherche les noyaux satisfaisant au principe d’unicité :
si on a
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U* () = U” (x)

p-p-p. dans £ pour deux mesures quelconques p et v & support compact, on a
nécessairement y=w. La recherche de ce principe, simple au premier abord,
est trés importante dans la théorie du potentiel. Le résultat classique montre
que le noyau newtonien :
K(x,y) =[x —y]*"

satisfait au principe d’uncité dans R™ (m=3). On souligne qu'ily a des démon-
strations nouvelles dues a H. Delange ([6]) et A. Pfluger ([17]). Plus généralement,
un résultat récent de J. Deny ([8], § 5) montre qu'un noyau K satisfait au principe
d’unicité si on peut lui associer une famille fondamentale (c’est-a-dire, la famille
des mesures balayées de la masse ponctuelle placée en l’origine sur les complémen-
taires de tous les voisinages de l’origine). Il en résulte que le noyau d’ordrea

K#y) =lg—yl*" (0<a=x2)

satisfait au principe d’unicité dans R™ (m =3). Mais, comme il est dificile d’-
exprimer en toute généralité un critére pour les noyaux satisfaisant au principe
d’unicité, on le recherche dans le cas ot un noyau K satisfait au second principe
du maximum et & une condition supplémentaire.

Un noyau K est dit régulier lorsque, pour tout point & et un voisinage
quelconque V (E) de &, il existe une constante A (seulement dépendant de &) et
une mesure positive A portée par V (§) d’énergie finie et de masse totale un telle
que

Ur(x) =4 - K(x )
dans tout l'espace. Lorsqu’un noyau K est régulier et symétrique, le résultat obtenu
est ce qui améliore un peu le résultat de J. Deny cité dessus, car un noyau associé
a une famille fondamentale satisfait au second principe du maximum. D’abord,
on a besoin d’un lemme.

LEMME 6. Si un noyau K satisfait dans £ au premier ou second principe du
maximum et ausst auw principe d'unicitié, il satisfait au principe d’énergie dans Q.

En effet, puisque le noyau K satisfait au premier ou second principe du max-
imum dans £, il est de type positif dans £. On a donc

G, v) = I_[(ﬁ*%%(l)_ =1

pour tout couple (u, ») de deux mesures positives u et v portées par chacun de
deux ensembles boréliens et disjoints E, et E, contenus dans un compact, comme
on I'a déja dit. Ici, soulignons que I’égalité n'a lieu jamais. S’il n’en était pas
ainsi pour un certain couple (u, »), on aurait en vertu du lemme 2

cU* (x) =a U’ (x)
dans £ presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel est borné sur
tout compact, ot a=1(u), b=1(v) et c=§Urdv. Par suite, on a encore en vertu
du lemme 4

cU* (x) =a U’ (x)
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p-p-p- dans £, ce qui est en contradiction avec le principe d'unicité. Donc, on a
G (u, v) >1
pour tout couple (u, »), ce qui montre que le noyau K satisfait au principe d’-
énergie dans £.
Alors, on a
THEOREME 9. Soit K un noyaw végulier satisfaisant aw second principe du
maximum dans . Pouwr qu'il satisfasse au principe d'unicité dans 2, il faut et il
suffit qu'il jouisse de la propriété suivante :
[S1 Sotent & un point quelconque et N une mesure positive @ support compact
ne contenant pas . St on a
U* (x) <K (%, E)
sur le support S\ de N, on a
U*(#) < K (%, E)
dans un voisinage V (E) de E.
Démonstration. D’abord, supposons qu'un noyau K satisfasse au principe
d’unicité dans £. Si K (§, £) =+, on a
Ux)< K(x,8)
dans un voisinage V (€) de &, car U* (x) est fini et continu en & Si K (€, §) <+ oo,
la masse ponctuelle € placée en £ est d’énergie finie. Comme le noyau K satisfait
dans £ au second principe du maximum (donc est de type positif) et aussi au
principe d’uncité, il satisfait au principe d'énergie en vertu du lemme 6. Sion a
UMz) <K (% &)
sur le support S, de A, on a en vertu du théoréme 2
Ur%) < K (%, &)
sur un ensemble de masse positive pour €, c’est-a-dire, en x=§£. On a donc
U* (%) < K (%, &)
dans un voisinage V () de . Ensuite, supposons qu’un noyau K jouisse de la
propriété [S]. Soient u et » deux mesures positives 4 support compact telles que
Ut (%) = U (%)
p-p.p- dans £. Soient w un ensemble ouvert contenant les supports de u et de
v tel que w soit un compact, et + une mesure positive & support o dont le potentiel
est borné sur tout compact. En chaque point £ de o, prenons une suite {D,}
d’ensembles ouverts tels que
D,oD,oD;,D----DD,D---->E.
On pose
V, (5 8) = UM (),
M\, désignant la mesure balayée de la masse ponctuelle placée en sur @—D,. Alors,
on a

(1) V.(x &) <Kx, & partout dans £,
(2) Vi 8 < K(x, & dans un voisinage de & contenu dans D, ,
B) V.x & =K(x8 p-p-p.- sur ®— D, .
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On va démontrer qu’on a, pour tout nombre assez grand # et pour tout point
arbitrairement fixé x de o,

(1) Vax&=K(x¥ pour tout £,

2 V.8 < K8 pour tout & d’'un certaine voisinage W(x) de
% (réduisant vers x avec # — + o),

(8) V,(w, &) pour tout £ de & — W, (#) .
Etant donnés un nombre quelconque # et un point quelconque x de ®, soient G
un voisinage quelconque de ¥ et {G;} une suite de voisinages de x tels que

GG DG, D DG D>
Le noyau K étant régulier, on peut trouver une mesure positive «; portée par G;
d’énergie finie et de masse totale un telle que
U%(y)=A4-K (%)
pour tout point v de £. Alors, on a
U (1) = lim [ Uiax
i—4-00
pour toute mesure positive \ telle que U* (%) < +o0. Prenons un point quelconque
£ de » tel qu'on ait
G-D,=0
pour I'ensemble ouvert D, de la suite {D,} réduisant vers £&. Comme on a
UM (y) = K (3, )
p-p-p- dans @—D,, on a
Vo (5 8) = U (3) = lim S Utnda; = lim U% (§) = K (% 8) .
Encore, on peut trouver un voisinage G'(cG) de x tel qu’on ait
G'cD,

pour tous les ensembles ouverts D, des suites {D,} réduisant vers chaque point
£ de G'. Soient &, et &} les mesures balayées (d’énergie finie) des mesures pon-
ctuelles €, et & placées en x et en & sur @ —G” respectivement. Comme on a

Ues (x) < K (%, %)
en vertu de la propriété [S], on a

U (E) < K (5 8)
en tout point & d’un voisinage G* (CG) de . Alors, on a en tout point & de G*

K (x, ) > U (E) =SUs;de£ =SUE:§d6x - g Ust () ,
ce qui est encore
= UM (x) =V, (% )

en vertu de G'cD,. On a donc

V(% &) < K (%8

en tout point £ de G*. G étant un voisinage quelconque de %, ’ensemble W (x)

des points £ tels que
V(% 8 < K (% )
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réduit vers x avec n—>-oo. Alors, on a
1) V,® 8 <K(x 8 pour tout & de W, (x),
@) Vo & =K(x &  pour tous les autres £ de @ .
Si on pose
4, =K (5.8 =V, (& ) dr ) >0,

les mesures positives

K (5 8= V. )17 )
convergent (vaguement) vers la masse ponctuelle €, placée en x. On a donc, pour
toute fonction positive et continue f () & support compact,

lim S%ﬁf) (K (%,8) — V(% §)1dr(§) = f (%) .

n—>00 n
D’autre part, en tout point £ de @ (4 l'exception de masse nulle pour toute
mesure positive d’énergie finie), on a

K (6. 8) = Vs, Bdp (5) = U (&) — (U an,
— U (B) — S U” da, =S (K (%, 8) — V, (% 8)] dv (x) .
Donc, on a

S_fjgi_)_ ir (5)5 K (%, 8) — V(% &) dpu(x)
=SJA£)_5ZT (E)S[K (# &) — Vo (x, &) dv (%)

"

En altérant 1'ordre d’intégration, on a

[ ) [ -LEL (K (1,8~ V., 81 dr (8)

n

&
=de(x)5l/%)_ (K (%, E) — V, (x, E)l dr (E) -

Comme # — + oo, on a

[ rwan = rmam .
Ainsi, on a

ReEMARQUE 4. Evidemment, I'hypothése qu'un noyau K satisfait au second
principe du maximum dans £ n'est pas indispensable dans la démonsfration de
la condition nécessaire, mais indispensable dans la démonstration de la condition
suffisante. Peut-on remplacer par une hypothése plus faible—par exemple, d'étre
de type positif ?

REMARQUE 5. Si un noyau K satisfait au principe d’unicité dans £, la mesure
d’équilibre sur tout compact (ou la mesure balayée d'une mesure positive quelconque
sur tout compact) est toujours unique. En effet, comme on I’a déja dit, les
potentiels d’équilibre sur tout compact (ou les potentiels der mesures balayées
d’une mesure positive quelconque sur tout compact) coincident deux a deux p.p.p.
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dans tout 1’espace £,

COROLLAIRE. Soit K un noyau régulier satisfaisant a la fois aux premier et
second principe du maximum dans Q. Pour qu’il satisfasse au principe d’unicité
dans 2, il suffit que K (%, y)<K (%, x) (S+o0) pour tout point x=+y; en particulier,
elle est nécessaive lovsque K (x, x) = K (y,y) (S+00) pour tout point x= 1.

En effet, pour un point quelconque £ et une mesure positive A & support
compact ne contenant pas £, si on a

UM (%) <K (%, §)
sur le support S, de A, on a f dA <1 en vertu du théoréme 7. Alors, comme on a

UM() = (K (£ 5) a0 (9) <K (£ 8) - [an

SK(EE) (=+ ),
on a
U* (%) < K (%, &)
dans un voisinage V (£) de £&. Donc, le noyau K satisfait au principe d’unicité
dans £. Ensuite, supposons K (x, x) =K (v, y) pour tout point x=+=y. Comme le
noyau K satisfait au premier ou second principe du maximum et aussi au principe
d’'unicité dans £, il satisfait au principe d’énergie dans £ en vertu du lemme 6. 11
en résulte
(K (%, 5)F<K(%%) - K(y,5) (S+ )
pour tout point #3y. On a donc
K(x,v) <K@ % (Z+ o)
pour tout point x==1y. C.Q.F.D.

Dans R™, soit K(x) une fonction positive, continue, symétrique, et sommable
dans tout voisinage de l'origine 0 telle que K(0) =1ing K(x)(=+ ). Considérons
le potentiel ‘ "

U* () = K (v~ 5) dpu ()

d’une mesure positive y pris par rapport au noyau K (x), Le noyau K (v) est
régulier lorsque, pour la mesure positive A de masse totale un avec la densité
uniforme dans toute boule assez petite centrée en I’origine 0, il existe une constante
A telle que

U*(x)<A-K(x)
dans tout I’espace R”, Ie noyau ‘d’ordre o

Ky =lzr—yl* (0<ax2)

est régulier dans R™, car on peut poser toujours 4 =m/ o ([10], p. 28), Plus générale-
ment, le noyau K(x) est régulier dans R™ s’il existe un nombre hZ<m tel que

K (x)<2". K (2%)
pour tout point x d’un voisinage de Porigine 0 ([3], § 6). Pour les potentiels de ce
type, remarquons que le théoréme 9 et son corollaire s’expriment sous les formes
suivantes. :

THEOREME 9*. Soit K(x) un noyau végulier satisfaisant au second principe du



Etude sur la théovie du potentiel pris par vapport au noyau symétviique 175

maximum dans R™.  Pour qu'il satisfasse au principe d'unicité dans R™, il faut et
il suffit qu’il jouisse de la propriété suivante :
[S*]  Pour toute mesure positive N & support compact ne contenant pas I'ovigine
0, st on a
U (x) <K (x)
sur le support Sy de N, on a
U* (%) < K (%)
dans un voisinage de l'origine 0.

COROLLAIRE. Sout K(x) un noyau régulier satisfaisant a la fois aux premier et
second principes du maxymum dans R™. Pour qu’il sabisfasse au principe d’ uncité
aans R™, 1l faut et il suffit que K(x) < K(0) (Z+o0) pour tout point x=0.

COROLLAIRE. Sott K{(x) un noyau régulier décroissant de la seule distance |x|
(ou plus généralement, aya;it la condition [R] du théoréme 8) et satisfaisant an second
principe du maximum. Pouwr qu'il satisfasse auw principe d’unicite dans R™, il
Jaut et il suffit que K(x) <K(0) (=+o0) pour tout point %=+ 0.

6. Potentiels pris par rapport 3 un noyau symetrlque de signe
variable

Dans les paragraphes antérieurs on étudiait quelques problémes fondamentaux
dans la théorie du potentiel pris par rapport au noyau positif et symétrique, en
sortant & partir de la quantité G (u, v) définie par tout couple (u, ») de deux
mesures positives portées par chacun de deux ensembles boréliens et disjoints.
G (u, v) n’a pas toujours de sens pour des noyaux de signe variable. Mais, les
résultats obtenus dans les paragraphes antérieures ont lieu, en modifiant un peu
I’énoncé, au cas ol un noyau K (x,y) est une fonction continue et symétrique de
signe variable dans 2, K (¥, ) pouvant étre 4. Comme il est bien connu ([10],
p- 61), le noyau logarithmique

K (% y)= —log|x — |
satisfait au principe (restreint) d'énergie dans R™(m=2,3) : Soit ¢ une mesure

A

de masse totale nulle a
I(a)=SSlog T de () de (%),

lorsqu’elle existe, est toujours =0, I'égalité n’ayant lieu que si o=0. Confor-

support compact alors I'intégrale d’énergie

mément A cet exemple, lorsqu’un noyau K est de signe Varlable il est dit de type
positif dans £ si Uintégrale d'énergie

1(o) =[[& (5, ) dor (y)do(x)
de toute mesure o de masse totale nulle, lorqu’elle existe, est toujours =0.
Encore, il est dit satisfaire au principe d’énergie dans £ si l'intégrale d'énergie
I(o) de toute mesure o de masse totale nulle & support compact, lorsqu’elle existe,
est toujours =0 et I’égalité n’a lieu qu'au cas de o=0.
Pour tout couple (u, ») de deux mesures positives de masse totale un portées
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par chacun de deux ensembles boréliens et disjoints E, et E, contenus dans un
compact, posons

G(,L,y)=f(u)—2gU"dy+I(v) .

Naturellement, elle a un sens seulement au cas ot il y a deux mesures p et v telles
que I(u), I(v) et § U*dv sont tous finies. On souligne que G (u, v) revient a la
variation de Gauss

G(p)zI(v)—ZgU"dv

si on fixe une mesure u portée par E;. On appelle couple minimal sur E, et %,
un couple (uy, #,) pour lequell G (u, ») est minimum parmi tous les couples (u, v)
comime ci-dessus. Alors, on a de maniére analogue au lemme 1

LeMME 1'.  S’il existe un couple minimal (g, vo) sur E, et E,, en posant

g1 (%) = U™ (x) — Uk (%), g (%) = — g1 (%)

Vi= Sgl (%) dpo (%) et ps = ng (%) dw, (%)
g (x) joust des propriétés suivanies :

(1) g1 (%) Zyy [resp g, (%) Zys] sur E, [vesp. E,] presque partout pour p, [vesp.
vol,

(2) g1 (%)= vy [vesp. g, (%) = yq] sur Ey [resp. E,] presque partout pour toute
mesure positive dont le botentiel est borné sur tout compact; en particulier, si E, et
E, sont les compacts, g, (x) =y, [vesp. 8o (%) = y,] p.p.p. sur E, [resp. E,).

Ensuite, supposons

G(nv)20
pour tout couple (u, v) de deux mesures positives de masse totale un portées par
deux ensembles boréliens et disjoints E, et E, contenus dans un compact, Alors,
on a de la maniére analogue au lemme 2

LEMME 2. S7 G (uy, 7o) =0 pour un couple (uy, v,) de deux mesures positives

de masse lotale un portées par chacun de E, et E,, on a

Uto (%) = U (%)
dans £ presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel est borné sur tout
compact.

Au cas ol des noyaux sont de signe variable, on pose quelques principes fon-
damentaux dans la théorie du potentiel sous les formes suivantes.

PREMIER PRINCIPE DU MAXIMUM : Soit A une mesure positive de masse totale
un A support compact. Sion a

U(x)<M  (M: une constante =0)
sur le support Sy de X, on a la méme inégalité partout dans tout l'espace 2.

SECOND PRINCIPE DU MAXIMUM : Soient @ une mesure positive d'énergie finie,
de masse totale un et a support compact et » une mesure positive quelconqde de
masse totale un. Pour une constante y (=0), si on a’

Ut (5) S U” (x) + y
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sur le support S, de u, on a la méme inégalité partout dans tout ’espace L.

PRINCIPE D’fQUILIBRE : Etant donné dans &2 un compact F (portant des
mesures positives d’énergie finie), il existe au moins une mesure positive A de
masse totale un portée par F telle que

(1) U*(x)=M (M: une constante =0) p.p.p. sur F,

(2) UM (w) =M partout dans tout V’espace 2.

PrinciPE DU BALAYVAGE: Etant donné dans £ un compact I (portant des
mesures positives d’énergie finie), on peut faire associer & toute mesure positive
4 de masse totale un au moins une mesure positive p’, de masse totale un, portée
par F telle que, pour une constante y (=0)

() U¥ (x)=U"(x)+y  p.p.p.sur F,

(2) U (x=U*(x) +y  partout dans tout l'espace £,

3) SU‘” dr=\U"ds pour toute mesure o et 7 de masse totale nulle,

T+ étant d’énergie finie.
PriNcIPE D’UNICITE: Si on a
Ur (%)= U’ (x)
p-p.p. dans £ pour deux mesures quelconques x et » de masse totale un a support
compact, on a nécessairement pu=v.
Alors, en s’appuyant sur les lemmes 1’ et 2/, on a
THEORBME 1. Pour quwun noyau K soit de type positif dans 2, il faut et il
suffit qu'il jouisse de la propriété suivante :
[Py'] Sotent y et v des mesures d’énergie finie, de masse totale un et & support
compact.
Pour une constanie y (20), si on a
U () U (3) +»
sur le support S, de p, on a lz méme inégalité an moins en un point du support S,
de v.
THEOREME 2. .Pour qu'un novau K satisfasse au principe d’énergie dans £,
1l faut et il suffit qu'il jouisse de la propriété suivante :
[P,’] Soient u et v des mesures positives differentes (uEv) d’énergic finie,
de masse totale un & support compact.
Pour une constante y (£0), si on a
U (#) = U (%) +y
sur le support S, de p, on a
Ut (x) < U (%) +y
sur un ensemble de masse positive pour v.
THEOREME 3’. (le méme énoncé que le théoréme 3)
THEOREME 4. ( " " " 4)
THEOREME 5. ( " g ! 5)
CoROLLAIRE. Un noyau K satisfaisant aw principe d'équilibre ow du balayage
est néoessairement de tvpe positif dans 8.
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TukoREME 6'. Pour qu'un noyau K satisfasse au premier principe du maximum
dans £, 1 faut et 1l suffit quw'il jouisse de la propriété suivanie :

[0, Soient & un point quelconque et £ une mesure positive de masse totale un

a support compact ne contenant pas .
Pour une constante v, st on a
UM#) S K (%, E) + 7
sur le support Sy de N, on a nécessatrement y=0.

THEOREME 7'.  Pour quw'un novaw K satisfasse au second principe du maximum
dans 2, il faut et il suffit qwil jouisse de la propriété suivante :

[Q2"] Soient & un point quelconque et N une mesure positive de masse totale un

d support compact ne contenant pas E.
Pour une constante y, si on a
U%) =K (% E)+y
sur le support Sy de N, on a la méme inégalité dans tout I’espace L.

THEOREME 9'. Soit K un noyau régulier satisfaisant aw second principe du
maximum dans Q. Pour qu'il satisfasse au principe d’unicité dans 2, il faut et il
suffit qu'il jowisse de la propriété suivanite :

[S'1 Soient & un point queiconque et N une mesure positive de masse totale un

a support compact ne contenant pas £.
Pour une constante y, si on a
U (%) <K (%,) + 7
sur le support S, de A, on a
Ur%) <K (% &) +7y
dans un vorsinage V (§) de &.

On abrége les démonstration de ces théorémes, car elles sont analogues aux
démonstrations des théorémes correspondants dans les paragraphes antérieurs.
On n’a pas d’énoncé analogue au théoréme 8. Mais, il est facile de démontrer que,
le potentiel du type

U* () = K (5~ y) dpu ()
pris par rapport au noyau symétrique K(x) sommable dans tout ’espace R™ (m = 1),
le second principe du maximum entraine le premier principe du maximum. En
effet, soit A une mesure positive de masse totale un & support compact ne contenant
pas Porigine O telle que, pour une constante , on ait

UM #) <K (x) + 7
sur le support S, de A. Alors ,on a
S UAdxgsK(x)dx + y - mes. [B(0, 7)]
B (0, 1) B (0, 7)
i.e.

de(y) mes. [B (0, 1’)]3 gK(x—y)dx
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1
mes. [B (0, 7)]3 (S),f () dx + y

Comme 7—+oo, K (x) étant sommable dans tout ’espace R™, on a y =0.
Enfin, soulignons que les théorémes 6’ et 7" entrainent facilement les résultats
bien connus que le noyaun logarithmique
K (% y)=—1log|x—y]|
satisfait aux premier et second principes du maximum tous deux dans R2.

IA
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