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L'objet principal de la tMorie classique du potentiel dans l'espace euclidien 
Rm am dimensions est l'etude du probleme de l'equilibre et du probleme du 
balayage. 

PROBLEME DE L'EQUILIBRE: Etant donne un compact C dans Rm, y-a-t'il 
toujours une distribution de masse positive A. portee par C dont le potentiel 

u)\ (M) = ) cp (M, Q) dA. (Q) 

est eg-al a une constante sur c ? 
PROBLEME DU BALA Y AGE : Etant donnee une distribution de masse positive 

p. dans Rm, y-a-t'il toujours sur un compact arbitraire C une distribution de masse 

positive p.' portee par C dont le potentiel 

U~'-'(M)= J cp (M, Q) dp.' (Q) 

est egal au potentiel de p. sur c ? 
lei, la fonction fondamentale cp (appelee noyau) est 

cp (M, Q) = MQ-1 (si m = 3), 

= -log MQ (si m = 2) . 

Depuis que ces problemes ont ete resolus en toute generalite par C de La 
Vallee-Poussin ([18]) en 1932, les recherches du potentiel pris par rapport a un 

noyau generalise montaient sur la scene de la tMorie du potentiel. En 1935, 0. 
Frostman ([10]) a complete dans sa these celebre la tMorie generale du potentiel 

pris par rapport au noya.u d'ordre oc 

cp (M, Q) = KIQ~t-m (0 < oc < 2)' 
dans la.quelle il a resolu le probleme de l'equilibre pour le noyau d'ordre oc. Sa 
theorie est fondee sur un tMoreme du maximum qui est une consequence du fait 
que le potentiel d'une distribution de masse positive pris par rapport au noyau 
d'ordre oc est sousharmonique dans tout domaine ne contenant aucune masse 
positive. Recemment, K. Kunugui ([13]) et N. Ninomiya ([14]) ont etendu la 
tMorie de 0. Frostman au cas ou le noyau cp (M,Q) est positif, fonction decroissante 

de la seule distance MQ et convexe de MQ-1 (si m=3) ou -log MQ (si m=2). En 
1938, M. Riesz ([19]) a resolu le probleme du balayage pour le noyau d'ordre oc 
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en s'appuyant sur la tMorie de 0. Frostman. 

Mais, la methode du balayage n'etait jamais simple meme dans le cas du 
noyau newtonien dans l'espace ordinaire. Il est done un travail remarquable 
dans la theorie recente du potentiel que H. Cartan ([1], [2]) a complete la tMorie 

generale du balayage pour le noyau newtonien 

cp (M, Q) = MQa-m (m 2;; 3) 
En demontrant son theoreme du maximum pour les potentiels newtoniens et son 
theoreme fundamental sur le fait que !'ensemble ~ des distributions positives d' 
energie finie est complet pour la norme-energie, il a etudie systematiquement le 
balayage des distributions positives sur les ensembles quelconques et la notion 
des points reguliers ou irreguliers des ensembles quelconques. Son tMoreme 
fundamental est le point de depart des recherches de J. Deny ([7]). Il a construit 
l'espace hilbertien complet dans lequel l'espace lineaire m de ~ ayant l'energie 
mutuellP- comme produit scalaire est partout dense. Alors, les elements ajoutes 

a m ne sont plus des distributions usuelles de masses (mesures de Radon), mais 
des distributions au sens de L. Schwartz. Il a done defini le potentiel comme 

produit de compo3ition de deux distributions K et T au sens de L. Schwartz 

UT= K.:r. T, 

et fait le developpement de la tMorie de H. Cartan pour le potentiel de ce type 
en faisant des hypotheses convenables sur le noyau K. 

Les recherches les plus nouvelles et les plus generales sur les problemes de 

l'equilibre et du balayage progressent surtout par !'effort de quelques mathema­
ticiens en France. H. Cartan et J. Deny ([31]) ont demontre en collaboration 
qu'il y a identite entre les noyaux satisfaisant aux tMoremes du maximum et les 
noyaux pour lesquel les problemes de l'equilibre et du balayage sont solubles. 
Mais, il me semble qu'ils s'appuient trop sur !'hypothese de l'energie. J. Deny 

([8], [9]) a encore etudie les problemes de l'equilibre et du balayage pour les noyaux 
s'appeles noyaux elementaires. Le probleme fundamental de la tMorie du 
potentiel consiste a la determination effective des noyaux pour lesquels les 
problemes de l'equilibre et du balayage sont solubles. Sous ce point de vue, 
ses resultats nous donnent satisfaction. Il me semble que les recherches de M. 
Riesz ([19]) ont inspire son idee de noyau elementaire. 

Le travail pre3ent est consacre a profondir les recherches de H. Cartan et J. 
Deny, c'est-a-dire, a envisager les relations entre les theoremes du maximum et 
les problemes de l'equilibre et du balayage. Dans l'espace euclidien Rm am (2;;1) 
dimension ou plus generalement l'espace localement compact topologique !J, 

soit K(x, y) une fonction positive, continue, et symetrique en x et en y de !J, K 

(x,x) pouvant etre +co, Le potentiel et l'energie d'une mesure ft dans Q (distribu­
tion de masse) pris par rapport au noyau K sont definis comme 

U~" (x) = ~ K (x, y) ilft (y) 
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et 

I(f.L) = H K (x, y) dfL (y) dfL (x) 

respectivement. On doit naturellement admettrc !'hypothese que tout ensemble 

ouvert dans Q porte des mesures positives ( $0) dont les potentiels sont bornes 

sur tout compact dans Qll. Le potentiel U~-'(x) d'une mesure positive fL a support 

compact S~-' est semi-continu inferieurement en tout point x de Q et continu en 

tout point X du complementaire de sf'" Le noyau K etant symetrique, on a 
toujours la relation reciproque 

~ U~'- dv = ~ U' dfL 

pour tout couple (f.L, v) de deux mesures quelconques fL et v. Comme cette rela­
tion evidente joue un role tres utile au cours du raisonnement, !'hypothese que 

le noyau K est symetrique est indispensable dans ce travail. 
Dans le premier paragraphe, on etudiera la quantite 

G (f.L· v) = 

definie pour tout couple (f.L, v) de deux mesures positives fL et v portees par chacun 
de deux ensembles boreliens et disjoints. Elle est le point de depart de ce 

travail. Un couple (f.L, 1') pour lequel G (f.L, v) est minimum, s'il existe, jouit de 
la propriete caracteristique. On sait que, etant donnes un compact C et une 
mesure positive fL• la variation de Gauss 

G(v) = I(v) - 2 ~ U~-' dv 

definie pour des mesures positives v portees par C fournit un outil tres important 
dans la theorie classique du potentiel, et encore que K. Kunugui ([13]) et S. 

Kametani ([12]) ont obtenu des resultats sur la forme plus generale de la variation 
de Gauss. Mais je signalerai que la quantite G(fL, v) est un outil plus utile que 

la variation classique de Gauss dans la theorie du potentiel pris par rapport au 
noyau positif et symetrique. Dans le second paragraphe, on etudiera la condition 
necessaire et suffisante pour qu'un noyau K soit de type positif on satisfasse au 

principe d'energie. I1 en resulte qu'un noyau satisfaisant au theoreme du maximum 
au sens de 0. Frostman ou au sens de H. Cartan est necessairement de type positif. 

Dans le 3-ieme paragraphe, on demontrera que, pour que le probleme de l'equilibre 
(resp. du balayage )soit soluble pour un noyau, il faut et il suffit qu'il satisfasse 
au theoreme du m1.ximum au sens de 0. Frostman [resp. de H. Cartan]. Il en 

resulte que, si le probleme de l'equilibre on du balayage est soluble pour un noyau, 

il est necessairement de type positif. Dans le 4-ieme paragraphe, on etudiera la 
relation entre le theoreme du maximum au sens de 0. Frostman et le theoreme du 

1) Il est connu que, pour cela, si le noyau est de type K(x, y) =K(x- v) dans Rm, 
il faut et il suffit que K(x) soit sommable dans un voisinage de l'origine 0. 'Voir K. Kunugui 
[13], p. 69. 
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m1-ximum au sens de H. Cartan. On verra que le theoreme du maximum au sens 

de H. Cartan entraine le theoreme de maximum au sens de 0. Frostman toutes les 

fois qu'un noyau K est une fonction decroissante de la seule distance I x-y I dans 

Rm. Mais, inversement, sous quelles conditions posees au noyau K le theoreme 

du maximum au sens de 0. Frostman entraine-t'il le theoreme du maximum au 

sens de H. Cartan? Au grand regret, j'en ne peux donner aucune reponse. Il 

me semble que la recherche de M. Riesz ([19]) fait une reference ace probleme, mais 

son raisonnement n'est valide qu'au noyau d'ordre tt.. Dans le 5-ieme paragraphe, 

on etudiera la condition necessaire et suffisante pour qu'un noyau satisfasse au 
principe d'unicite. Il n'y a guere les resultats sur l'unicitf. des mesures produisant 

un potentiel donne pris par rapport au noyau generalise. Au cas ou le noyau 

satisfait au theoreme du maximum au sens de H. Cartan on donne un resultat, ce 
qui a ete obtenn toutefois, je me confesse, par suggestion d'un resultat de J. Deny 

([18]). 

J'ai publie autrefois ([IS], [16]) Jes resultats de la premiere partie de ce 

travail. Je veux les reprendre pour y apporter quelques precisions et complements. 
Ce travail se borne aux recherches des potentiels pris par rapport aux noyaux 

symetriques. Mais, je signale que quelques mathematiciens en France progres­

sent dans les recherches sur les potentiels pris par rapport aux noyaux quelconques 

(symetriques ou non) ([4], [5]). 

1. La quantite G(JL, v) detinie pour tout couple de deux mesures 
positives 

Soient E 1 et E 2 deux ensembles boreliens et disjoints contenus dans un com­

pact fixe. On pose 

I(ft) X I(v) 
[J U~'- dv)2 

pour tout couple (ft. v) de deux mesures positives ft et v ( $ 0) portees par E 1 et 

par E 2 respectivement. Elle a le sens seulement au cas ou il y a des couples (ft, 

v) telles que I(ft), I(v) et J U~" dv ensemble soient positifs et finis. On appelle 

couple minimal sur E 1 et E 2 tout couple (fto• v0) pour lequel G (ft. v) est minimum 
parmi tons les couples (p,, v) de deux mesures positives ft et v portees par E 1 

et par E 2 respectivement. Alors, on a 

et 

LEMME 1. S'il existe un couple minimal (p. 0 , v0 ) sur E 1 et E 2 , en posant 

r a = I (p. 0) , b = I (v0) , c = ) U~'o dv 0 

g1 (x) = c U~"o (x) -a U"o (x), g2 (x) = c U"o (x) - b U~'o (x) 

dans la supposition O<a, b, c < + oo, g1 (x) [resp. g2 (x)] jouit des proprietes suivantes: 

(1) g1 (x) [resp. g2 (x)] ;;;;; 0 sur E 1 [resp. E 2] presque partout pour f-lo [resp. v0], 

(2) g1 (x) [resp. g2 (x)] 2'; 0 sur E 1 [resp. E 2] presque partout pour toute mesMe 
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positive dont le potentiel est borne sttr tout compact2 J, en particulier, si E 1 et E 2 sont 

des compacts, g1 (x) [resp. g2(x)] 2:0 sur E 1 [resp. E 2] presque partotd pour toute 

mesure positive cl'energie jinie2 '. 

En effet, la relation 

G ( P,o + u , Vo) 2: G ( P,o , vo) 

a lieu pour toute mesure u (signe quelconque) portee par E 1 telle que p,+u soit 

positive, d'energie finie et S U"c du< + oo. En tenant compte de la relation 

reciproque entre deux mesures quelconques, elle entraine l'inegalite 

0 ;:S 2 ~ g1 du + [c2 I (u) ~a ( ~ UVo du) 2]. 

D'abord, supposons qu'un compact quelconque A contenu dans ]'ensemble des 

points de E 1 tels que g1 (x) > o > 0 est de mesure positive pour flo· Alors, si on 

prend pour u la mesure -cp,'0 (O<c< 1) en designant par p,'0 la restriction de 

p,'0 a A, on a l'inegalite 

0 <- 2 E) g1 clp,0 + E2 [C2 I (p,'0)- a(~ U>o clp,' 0)2] 

;:S-2Eo·p0 (A)+E2 [ ]. 

Puisque le coefficient de E2 est fini en vertu de ]'hypothese 0 <a, b, c < + oo, c'est 
contradictoire pour tout nombre positif assez petit E. o etant arbitraire, 1' 

ensemble des points de E 1 tels que g1 (x) >0 est d'ailleurs de mesure nulle pour 
P,o· Ensuite, supposons qu'un compact A contenu dans ]'ensemble des points 

de E 1 tels que g1 (x) < -- o <0 est de mesure positive pour une certaine mesure 

positive T dont le potentiel est borne sur tout compact. Alors, si on prend pour 
u la mesure ET' (O<E<l) en designant par T' la restriction de T a A, on a 

1 'inegalite 

0;:;; 2E • J g1 clT + E2 [c2 I (T')- a) [JVo clT'2] 

:;;;;; ~ 2 E 0. T' (A) + E2 [ l . 
Le coefficient de E2 est fini, car U" est borne sur tout compact et le support de 
v 0 est un compact. C'est contradictoire pour tout nombre positif assez petit E. 

o etant arbitraire, l'ensemble des points de E 1 tels que g1 (x) <0 est d'ailleurs de 
mesure nulle pour toute mesure positive dont le potentiel est borne sur tout 

compact. En particulier, soient E 1 et E 2 les compacts. Supposons qu'un compact 

A contenu dans ]'ensemble des points de E 1 tels que g1 (x) :;;;;-o<O est de mesure 

positive pour une certain mesure positive T d'energie fmie. Alors, si on prend 

pour u la mesure ET' (0<£<1) en designant parT, la restriction de T a A, flo+ET' 

est d'Emergie finie et le coefficient de c2 est fini, car on a 

2) Dans la theorie usuelle du potentiel, l'enonce "de mesure nulle pour toute mesure 
positive dont le potentiel est borne sur tout compact" signifie "de capacite nulle", et 
l'enonce "de mesure nulle pour toute mesure positive d'energie finie" signifie "de 
diametre transfini nul". Les deux ne sont pas toujours equivalents. On dira desormais 
qu'ime propriete a lieu "a pen pres partout (a p p.p.)", si elle ne tombe en defaut qu'aux 
points d'un ensemble de mesure nulle pour toute mesure positive d'energie finie. 
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I(p,0) <+co, I(r') <+co 
et 

~U~-'odr'<~ aU"~-o dr'=--%--~W'dli0 -+Ldr< +co 

du fait que U 7 ' est fini et continu sur le support de ll0. Il en resulte que l'ensemble 
des points de E 1 tels que g1 (x) <0 est de mesure nulle pour toute mesure positive 
d'energie finie. 

REMARQUE 1. Si E 1 et E 2 ~ont les compacts disjoints qui portent des mesures 
positives d'energie finie, il y a toujours un couple minimal sur E 1 et E 2 • 

En effect, posons 
Gn = inf G (p,. ll) , 

ou inf est pris par rapport a tous les couples (p,, ll) de deux me<>ures positives "' 
et ll portees par E 1 et par E 2 respectivement. Alors, il existe nne suite de couples 

(p,no lin) de deux mesures positives"'" et lin portees par E 1 et par E 2 respectivement, 
tels que 

G (p,n, lin) ~ Go · 
G0 et les masses totales de fA>n et de lin etant finies, posons 

alors on a 

A partir de chacune des suites {p,~>} et {ll~l}, on peut extraire des suites par­

belles {p,~}} et {li~V} qui convergent (vaguement) vers des mesures positives flo 

et llo de masse totale un portees par E 1 et par E 2 respectivement. Alors, comme 
il est bien connu, on a 

et 

I (p. 0) ;;Slim! (p,~}), I (llo)<limi (ll~f) 
i-HJO i-oo 

~ U~-'o dll0 = lim ) U~-'~V dll(l) 
• n< •-oo 

en vertu de la convergence uniforme de U p,~~l (x) vers U~-'o (x) sur E 2 • On a done 

G ( ) . G (l) (I l ) G flo• Vo ::::; hm (p,n• , ll ni = o • 

D'autre part, on a naturellement 

G (flo• llo) ;;:;; Go. 
Ainsi, le couple (p.0 , llo) possede les proprietes requises. 

En fixant dans G (p,,·ll) une mesure positive fl portee par E 1, posons 

G*( )- l(ll) 
ll - [JU~-' dll] 2 

pour toute mesure positive ll ( $ 0) portee par E 2• Elle a un sens seulement au cas 
ou il y a des mesures ll telles que I (ll) et S UP. dll soient positifs et finis. La mesure 
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fL peut done etre d'cnergie infinie. Alors, on a, de la meme fa<;on que le lemme 1, 

LEMME 1 *. S'il existe une mest-tre positive Po pour laquelle G (v) est minimum 

parmi toutes les mesures positives parties par E2, en posant b=I(P0), c=JU"o dfL et 

g (x) = c U'o (x)- b U"'(x) 
dans l' hypothese 0 < b, c < + oo, g( -t:) jouit des proprietrls suivantes : 

(1) g(x)<O St-tr E 2 presque partout pour P0 , 

(2) g(x) 2;;0 sur E 2 presque partout pour toute mesl/tre positive dont le potentiel 
est borne sur tout compact; en particulier, si E 1 et E 2 sont des compacts, g(x)2;;0 p.p.p. 
sur E 2 • 

REMARQUE 1 *. Soient E 1 et E 2 des compacts disjoints et fL une mesure 

positive ($0) quelconque portee par E 1 • Si E 2 porte des mesures positives d'energie 
finie, il existe toujours nne mesure positive pour laquelle G* (v) est minimum 

parmi toutes les mesures positives ($0) portees parE~. 

REMARQUE 2. Soient E 1 et E 2 des compacts disjoints et fL nne mesure positive 

($0) quelconque portee par E 1 . Si E 2 porte des mesures positives d'energie 

finie, on pent trouver d'apres le lemme 1 une mesure positive tL' portee par E 2 

telle que 

(1) U~"'(x)-;£U0 (x) sur E 2 presque partout pour tL', 

(2) U~"'(x) 2;; U"'(x)p.p.p. sur E 2 • 

lVIais, pour cela, on peut aussi utiliser au lieu de G*(v) la variation de Gauss 

G'(P)=I(v)-2\U~"dv. 
J 

Comme il est bien connu ([10], p. 65), il existe une mesure positive fL' pour laquelle 
G'(v) est minimum parmi toutes les mesures positives v de masse totale un portees 
par E 2 , et il existe nne constante c telle que 

(1) uw (x) < U~"(x) + c sur E 2 presque partout pour tL', 

(2) U~"'(x) 2;; U~"(x) + c p.p.p. sur E 2 • 

On ne pent ici placer toujours c=O. S. Kametani ([12]) a demontre qu'il existe 

une mesure tL' pour laquelle G'(P) est minimum parmi toutes les mesures non­

negatives P portees par E 2 , et que cette tL' jouit des preprietes suivantes : 

(1) U~"'(x):;;:;,U~"(x) sur E 2 presque partout pour tL', 

(2) U~"'(x)2;;U0 (x) p.p.p. sur E 2 • 

Il signale que cette tL' s'annule seulement au cas ou E 2 est de mesure nulle pour 

toute mesure positive d'energie finie. Sa demonstration de !'existence de tL' 

n'est pas simple. Toutefois, !'existence d'une mesure positive pour laquelle G* 

(v) est minimum parmi toutes les mesures positives portees par E 2 est presque 

evidente, car on pent se horner aux mesures positives de masse totale un portees 

par Ez cmnme plus haut. De ce point de vue, G*(v) est plus utile que G'(P). 
Ensuite, supposons qu'on a toujours 

G(fL, P) 2;; 1 
pour tout couple (fL. P) de deux mesures positives fL et P portees par chacun de 
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deux ensembles bon§liens et disjoints contenus dans un compact. Alors, on a 
LEMME 2. Soient Er et E 2 deux ensembles boreliens et disjoints contenus dans 

un compact fixe. Si G(tLo• v0 ) = 1 pour ~m couple (fLo, v0 ) de deztx mesures positives 

fLo et v0 ($0) d'energie jinie portees parEr et par E 2 respectivement, on a 

gr(x) =g2(x) =0 
dans tout l' espace Q presqtte partout pour toute mesure positive dont le potentiel est 

borne sur tout compact, gr (x) et g2 (x) designant les fonctions dejinies dans le lemme 

1. 

En effet, le couple (fLo• v 0 ) est un couple minimal sur Er et E 2 • Soit E~ 

l'ensemble des points de Er tels que gr (x) ::;;;o. Alors, comme fLo est portee par 

E~ en vertu du lemme 1, le couple (fLo, v0 ) est aussi un couple minimal sur E~ et 

E 2 + (Er---E~), ce que entraine 

g 2 (x) 2;0 

sur E 2 + (Er-E~) presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel 

est borne sur tout compact. En particulier, il en est ainsi sur Er-E~. D'apres 

l'egalite 

cgr (x) + ag 2 (x) = 0, 
on a 

gr(x)::;;; 0 

sur Er-E~ presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel est borne 

sur tout compact. D'autre part, comme on a 

gr(x) > 0 

sur E1 -E~, E1 -E~ est de mesure nnlle pour toute tellf~ mesure. On a d'ailleurs 

gr(x) =0 
sur E 1 presque partout pour toute telle mesure. D'autre part, on a de meme 

g2(x)=0 
sur E 2 presque partout pour toute telle mesure. Par suite, on a 

gr(x)=g2(x)=0 

surEr et sur E 2 presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel est 
borne sur tout compact. Ensuite, soit E un ensemble borelien quelconque, con­

tenu dans un compact, tel que E·Er=E·E2 =0. Alors, puisque le couple (fLo, 
v0 ) est uncouple minimal sur Er+E et E 2 ou Er et E 2 +E, on a 

gr(x) 2;0 et g2 (x) 2;0 
sur E presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel est borne sur 

tout compact. En tenant compte de 

cgr(x) +ag2 (x)=0. 
on a d'ailleurs 

gr (x) = g2 (x) = 0 

sur E presque partout pour toute telle mesure. 
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2. Principe d'energie 

Dans ce paragraphe, on va caracteriser les noyaux de type positif ou satis­

faisant au principe d'energie. Un noyau K est dit de type positif dans S2 si 
l'integrale d'energie 

I(o-) = ~~ K(x,y)do-(y)do-(x) 

de toute mesure o- (signe quelconque), lorsqu'elle existe, est toujours 2:;0. Un 

noyau K est dit satisfaire au principe d'energie dans JJ, si l'integrale d'energie I 
(o-) de toute mesure o- (signe quelconque) portee par un compact, lorsqu'elle existe, 

e:;t toujours 2:;0 et l'egalite n'a lieu qu'au cas de o-=0. Ce principe signifie qu'un 

noyau est strictement de type positif. L'etude sur le principe d'<~nergie est 

tres important, car il conduisait a l'unicite des mesures dans les theoremes de la 

theorie usuelle du potentiel. Comme bien connu, le noyau 

K(x,y)=/x-yJ"'-"' (O<a;<m) 

satisfait au principe d'energie dans Rm ([10], p. 28). Plus generalement, T. Ugaheri 
([20], p. 174) a demontre qu'un noyau K satisfait au principe d'energie dans R"' 
(m2;;3) s'il est nne fonction de la seule distance r= Jx-y/ telle que r"'-2 K(r) 

soit decroissante de r. 
On pent montrer qu'il y a identite entre les noyaux de type positif on satisfai­

sant au principe d'energie et les noyaux satisfaisant a nne sorte de principe du 

maximum. On a 

THEOREME 1. Po~tr qu'un noyau K soit de type positij dans Q, il jattt et il 

suffit qu'il juisse de la propriete suivante : 

[P1] Soient fJ, et v des mesures positives d'energie finie a support compact. 

Si on a 

U~'- (x);;;;:; U" (x) 
sur le support SP. de f.J,, on a la meme inegalite au mains en un point du support s. 
de v. 

THEOREME 2. Pour qu'un noyau K satisjasse au principe d'energie dans Q, 

il jaut et il suffit qu'il juisse de la propriite suivante : 

[P2] Soient fJ, et v des mesures positives distinctes (t.L=!=v) d'energie finie a support 

comjJact. Si on a 

UP. (x);;;;:; U• (x) 

sur le support sp. de f.J,. on a 

UP. (x) < U• (x) 

sur un ensemble de mesure positive pour v. 

On les demontre ensemble pour plus de commodite. 

Demonstration. Les conditions sont evidemment necessaires. En effet, on a 

I (fl,- v) =I (fl,)- 2 ~ tJP. dv +I (v) 

= ~ (U~'-- U')dfl, +) (U"- U~'-)dv 
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Si le noyau K est de type positif, I(Ji,-v) 2:;0 et f (U~'- U") df.J,-::;;,_0 entrainent 

naturellement f (U'-U"-) dv2:;0. Si le noyau K satisfait au principe d'enerige, 

I(Ji,-v) >0 et I (U~'--U') df.J,-::;;,_0 entrainent naturellement f (U' -U"-) dv>O. Il 
s'agit done de demontrer que les conditions sont sufiisantes. Etant donnee nne 

mesure a" ($ 0) de signe variable, on pent trouver deux ensembles boreliens et 

disjoints E 1 et E 2 tels que a" soit representee comme difference de deux mesures 

positives ( $0) f.J, et v portees parE 1 et par E 2 respectivement. Pour demontrer 

l(a-) 2:;0 [resp. >0], il suffit de d.~montrer G (Ji,, v) 2:;1 [resp. > 1]. Supposons 

que le noyau K jouit de la propriete (P1). D'abord, si E 1 et E 2 sont les compacts 

disjoints, il existe d'apres la remarque 1 uncouple (Ji,o. v0) pour lequel G(Ji,, v) est 

minimum parmi tons les couples (Ji,, v) de deux mesures positives f.J, et v portees 

par E 1 et par E 2 re3pectivement. On a en vertu du lemme 1 
c U0 o (x)-:;;;;,_ a U"o (x) 

sur E 1 presque partout pour f.J,o· Comme tout potentiel d'une mesure positive 
a support compact est semi-continu inferieurement dans tout l'espace et continu 

dans lc complementaire du support, on a 

(1) cU0o(x)-:;;;_aU"o(x) sur le support de flo, 
et similairement 

(2) c U'o (x)-:;;;;,_ b U0 o (x) sur le support de v0 

Alors, puisque le noyau K jouit de la propriete (P1), ces relations ont lieu en meme 

temps au moins en un point i; du support de v0 • On a done 

+ U0 o (i;)-:;;;;,_ U'o (i;)-:;;;;,_ + U~'o (i;) , 

ce qui entraine 

) ab 
G(Ji,0 , v0 = C2 2:; 1 

Par suite, on a 
G(Ji,,v)2:;1, 

pour tout couple (Ji,, v) de mesures positives portees l'une par Ev l'autre par E 2 • 

Ensuite, supposons que E 1 et E 2 ne sont pas les compacts. On pent trouver des 

suites {F~1>} et {F~2>} de compacts tels que 

(1) pplc F&1l c F&1l c.··· c F~l c · · · · cE1 , 

limf.J, (F~l) = Ji, (E1) (-:;;;;_+co), 
n~oo 

limv(F~2l)=v(E.)(-;;;_+ co). 
n~oo 

Soient Ji,n et Vn les restrictions de f.J, et de v a F~l) et a F~2 ) respectivement, alors 

on a d'apres ce qui precede 

On a done 
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G(f.L, v) =limG(J.Ln• vn) ~ 1 . 
n~co 

Enfin, supposons que le noyau K jouisse de la propriete [P 1]. Alors, on a 

G(J.L,v)~I 

pour tout couple (J.L, v) de mesures positives portees par deux ensembles boreliens 
et disjoints E 1 et E 2 contenus dans un compact. Par suite, si on avait 

G(J.L0,v0)=1 
pour uncertain couple (J.Lo• v 0 ), ce serait uncouple minimal sur E 1 et E 2 • Soient 

a= I (flo) , b =I (v0 ) , c = ~ U~'-o dv0 , 

g1 (x) = c U~'-o (x)- a uvo (x) et g2 (x) = c uvo (x)- b U~'-o (x) 

Alors, on a en vertu du lemme 1 
g2 (x);;;:;O 

sur E 2 presque partout pour v0 • On a encore 

cg1 (x) + ag2 (x) = 0 
partout dans tout l'espace Q en vertu de 

Par consequent, on a 

) ab 
G (flo• Vo = -2- = 1 c 

g1 (x)~O 
sur E 2 presque partout pour v0 • D'autre part, comme on a en vertu O.e lemme 1 

gt(x) ;;;:;o 
sur E 1 presque partout pour J.Lo, on a d'apres la propriete [P 2] 

gt(x) < 0 
sur un ensemble de mesure positive pour v0 , ce qui est contradictoire. Ainsi, on a 

G(J.L,v)>l 
pour tout couple (p,, 11) de mesures positives portees par deux ensembles boreliens 
et disjoints contenus dans un compact. C.Q.E.D. 

Considerons les noyanx K satisfaisant au principe du maximum au sens de 
0. Frostman ou de H. Cartan. 

PREMIER PRINCIPE DU MAXIMUM (0. Frostman): Soit A. nne mesure positive 

a support compact. Si on a 
U;... (x);:;:; 1 

sur le support 51, de A., on ala meme inegalite partout dans tout l'espace Q. 

SECOND PRINCIPE DU MAXIMUM (H. Cartan) : Soient f.L nne mesure positive 

d'energie finie a support compact et v une mesure positive quelconque. Si on 

U~'- (x) ;;;:;uv (x) 
sur le support 5~'- de f.L, on ala meme inegalite partout dans tout l'espace Q. 

Alors, on a 

THEOREME 3. Si ttn noyau K satisja1:t au premier ou second pn:ncipe du 
maximttm clans Q, il est necessairement de type positij dans Q. 

Demonstration. Un noyau K satisfaisant au second principe du maximum 
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est evidemment de type po'iitif en vertu du theoreme 1. Il s'agit done de demon­

trer qu'un noyan K satisfaisant au premier principe dn maximum est de type 
positif. Pour cela, comme il a ete dit dans la demonstration des theoremes ante­

rieurs, il suffit de demontrer 
G (t-L, v) ;_=:;; 1 

pour tout couple (f-L, v) de deux mesures positives f-L et v portees par chacun de 
deux ensembles bon§liens et disjoints E 1 et E 2 • Il suffit dele demontrer dans le cas 

ou E 1 et E 2 sont tous deux des compacts. En effet, s'il en est ainsi, {F~11 } et 

{F~21 } etant des suites des compacts tels que 

(1) Fi1lc F~1l c F&1l c · · · · c F~l c · · · · c E1, 

limt-L(F~)) = t-L(E1) (~ + oo), 
n~oo 

(2) FFlc Flflc F&2lc · · · · cF~l c · · · · cE2 , 

limv(F~l)=v(E2)(~+oo). 
n~oo 

et f-Ln et Vn designant les restrictions de f-L et de v a F~l) et a F~21 respectivement, 

on a 

G (f-L, v) =lim G (t-Ln> v,) ;_=:;; 1 . 
n~oo 

Lorsque E 1 et E 2 sont des compacts, il existe un couple minimal (flo• P 0 ) sur E 1 et 
E 2 en vertu de la remarque 1. Alors, on a en vertu du lemme 1 

c a~'-o (x) ~a avo (x) 

sur E 1 presque partout pour f-Lo· Comme tout potentiel d'une mesure positive a 
support compact est semi-continu inferieurement dans tout l'espace Q et continu 

dans le complementaire du support, on a 
(1) c U~'-o (x) ~a avo (x) sur le support F 1 de flo, 

et similairement 
(2) c avo (x) ~ b U~'-o (x) sur le support F 2 de Po • 

Si le noyau K satisfait au premier principe du maximum, on a 

_c_ sup U~'-o (x) ~sup uvo (x) <sup avo (x) 
a .~EF1 xEF1 xEF2 

~ _b_ sup a~'-o (x) < _b_ sup a~'-o (x) , 
C xEF2 C xEFl 

ce qm entraine 

Ainsi, on a 
G(f-L, v);_=:;;I 

pour tout couple (f-L, v) de deux mesures positives 11- et P portees par E 1 et par 
E 2 respectivement. C.Q.F.D. 
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3. Principe d'equilibre et principe du balayage 

Les recherches concernant les principes d'equilibre et du balayage occupent 
la place la plus importante dans la theorie du potentiel. Un noyau K est dit 
satisfaire au principe d'equilibre dans SJ, lorsque, etant donne un compact quelcon­
que F, il existe au moins nne mesure positive A, portee par F telle que 

(I) U" (x) =I p.p.p. sur F, 

(2) U" (x) ~I partout dans tout l'espace Q • 

Cette A. (peut-etre nulle) s'appelle nne mesure d'equilibre sur .F et U" (x) un 
potentiel d'equilibre sur F. Un noyau K est dit satifaire au principe du balayage 
dans SJ, lorsque, etant donne un compact quelconque F, on pent associer a toute 
mesure positive fL au moins une mesure positive fL' portee par F telle que 

(I) U~"'(x)=U~-'(x) p.p.p.sur.F, 
(2) U~"' (.x) < U~-'(x) partout dans tout l'espace Q, 

(3) ~ U~"' dv = ~ U~-'dv' pour toute mesure positive v d'energie finie. 

Cette A,' (peut-etre nulle) s'appelle nne mesure balayee de fL sur .F. La relation 
de reciprocite (3) etait utilisee pour construire la mesure balayee d'une mesure 
pJsitive d'energie infinie sur .F ([2], § IS, [11]), mais on l'ajoute a la definition du 
balayage pour plus de commodite. Comme bien connu, le noyau 

K(x,y)=jx-yj"'-m (0<~~2) 

satisfait aux principes d'equilibre et du balayage ensemble dans Rm ([IO], [9]). 
D'autre part, un noyau K satisfait au principe d'equilibre dans Rm s'il est une 
fonction de la seule distance r= I x-y \ telle que K (r) =K (x, y) so it convexe de 
y-1 (si m=3) ou- log r (si m=2) ([I3], [14]). 

Les relations entre le principe d'equilibre ou du balayage et le principe du 
maximum sont tres importantes. H. Cartan et J. Deny ([3]) les ont recherches 

en collaboration pour un noyau K qui n'est pas necessairement nne fonction, 
mais qui est une mesure de type positif (naturellement symetrique) dont la 
transformee de Fourier est une fonction positive a croissance lente ainsi que son 
inverse. En s'appuyant sur le fait qu'un tel noyau K satisfait a deux principes 
d'energie -l'un au sens cite plus haut et l'autre concernant le fait que l'ensemble 
des mesures positives d'energie finie est complet pour la norme-energie -, ils ont 

demontre qn'il y a dans Rm identite entre le principe du balayage et le second 
principe du maximum et qu'il y a dans Rm identite entre les principes d'equilibre 
et dn balayage ensemble et les premier et second principes du maximum ensemble. 
Dans ce;;; etudes, une mesure d'equilibre sur tout compact et une mesure balayee 
d'une mesure positive sur tout compact sont evidemment uniques respectivement. 

Dans ce paragraphe, on etudie ces problemes sans aucune hypothese sur 
l'energie au cas ou un noyau K est une fonction positive et symetrique. On a 

besoin de trois lemmes. Un noyau K est dit satisfaire au principe de continuite 
dans SJ, si le potentiel d'une mesure positive quelconque A. est continu considere 
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comme fonction dans tout l'espace Q toutes les fois qu'il est continu considere 

comme fonction sur le support de A,. T. Ugaheri ([20], § 2) a demontre qu'un 

noyau K satisfait au principe de continuite dans Rm s'il est une fonction decroissante 

de la seule distance I x -y I, en s'appuyant sur son principe du maximum dilate : 

si le potentiel d'une mesure positive A est ~M sur le support de A, il est ~k·M 

partout dans tout l'espace Rm, k etant une constante. Au moyen de son idee, on a 

LEMME 3. Si un noyau K (symetrique au non) satisfait au premier au second 

principe du maxim~tm dans Q, il satisfait au princijJe de continuite dans Q. 

En effet, supposons que le potentiel d'une mesure positive A a support compact 

F soit fini et continu en un point l; de F comme fonction sur F. Alors, etant 

donne un nombre positif quelconque t:, on peut trouver un voisinage V de l; tel 

que O<U"-' (l;)<t: et U"-'(x) soit continu en l; comme fonction surF, A,' designant 

la restriction de A a V. Par suite, on peut encore trouver un voisinage W de l; 
contenu dans V tel que 0< U"-' (x) =<t: en tout point x de F contenu dans W. En 

designant par "A" la restriction de "A' a W, on a 

0 < U"-" (x) < t: 
en tout point x de F contenu dans W. Par consequent, si le noyau K satisfa:it au 
principe du maximum dilate, on a 

U~-. (x) ~lim U~-. (x) ~lim U~-. (x) ~lim U~>." (x) +lim U~>.-~>." (x) 
x::;y x-~~ x~~ x~g 

~ k · t: + U~>.-?.." ( l;) < k · t: + U" ( l;) . 
Done, il s'agit de demontrer que, si un noyau K satisfait au premier ou second 

principe du maximum, il satisfait au principe du maximum dilate au sens local: 

si le potentiel d'une mesure positive A est ~M sur le support F de A, il est <k·M 

partout sur un ensemble ouvert 0 contenant F, oil 0 et K dependent seulement 

de F. Evidemment, il en est ainsi pour des noyaux satisfaisant au premier 

principe du maximum. Supposons qu'un noyau K satisfasse au second principe 

du maximum. Etant donnee nne mesure positive 1£ a support compact telle que 

UM (x) < M sur le support F de f-£, on pent trouver une mesure positive v, a support 

compact, contenu dans le complementaire de F, telle que 1 < U" (x) < k < + oo sur 

F. On a en vertu de second principe du maximum 

U"" (x) ~ UMv (x) 
dans tout l'espace Q. Soit 0 un ensemble ouvert contenant F dans lequel U"(x) 
<k' partout. Alors, on a partout sur 0. 

U""(x) < kM. 

LEMME 4. Soit K un noyau (symetrique ou non) satisfaisant au principe de 

continuite dans Q. Si un ensemble E est de mesure nulle pour toute mesure positive 

dont le potentiel est borne sur tout compact, il est attssi de mesttre nulle pour toute 

mesure positive d'energie finie. 

En effet, etant donnee une mesure positive!-'-' d'energie finie a support compact, 

on pent trouver nne restriction v de 1£ telle que UM (x) soit continu comme fonction 
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sur le support de v. UP.(x) etant la somme de deux fonctions positives et semi-con­
tinuesinferieurement (i.e. U,.=U'+U"->), U>(x) et U"->(x) sont tous deux continus 

comme fonction sur le support de v. Comme le noyau K satisfait au principe de con­
tinuite dans !J, U> (x) est continu dans tout l'espace !J, d'ou il est borne sur tout 

compact. E est done de mesure nulle pour v, done ainsi pour Jl>· 

LEMME 5. Soit K un noyau satisfaisant au principe de continuite dans Q. 

Si une suite de mesures positives {Jl>n} parties par un compact F converge (vaguement) 

vers une mesure positive ""' on a 
UP. (x) =lim UP.n (x). 

n~oo 

p.p.p. dans tout l'espace Q. 

En effet, on a, comme il est bien connu, 

UP. (x) ~lim UP.n (x) 
n~oo 

partout dans Q. Si !'ensemble des points tels que 
UP. (x) <lim UP.n (x) 

n~oo 

porte une mesure positive v ($ 0) d'energie finie, on peut trouver une restriction 
v' de v telle que la masse totale de v-v' soit arbitrairement petite et telle que 

0>' (x) so it continu comme fonction sur le support de v'. Puisque le noyau K 
satisfait au principe de continuite dans Q, U>' (x) est continu comme fonction dans 
tout l'espace Q. Alors, on a 

) UP.dv' <lim~ UP.ndv'=lim ~ U''df-l>n= f U>'df-l>= l UP.dv', 
n-Hlo n-oo J J 

ce qui est contradictoire. 

TH::EoREME 4. Pour qu'un noyau K satisjasse au principe d'equilibre dans 

Q, il faut et il svffit qu'il satisjasse au premier principe du maximum dans Q. Alors, 
taus les potentiels d'equilibre sur un compact quelconque co'incident deux a deux p.p.p. 

dans tout l'espace Q. 

Demonstration. D'abord, supposons qu'un noyau K satisfasse au premier 

principe du maximum dans Q. Si un compact donne F ne porte aucune mesure 
positive d'energie finie, on peut prendre :\=0 comme une mesure d'equilibre sur 
F. Si un compact donne F porte des mesures positive d'energie finie, on peut 
trouver une mesure po3itive f-l>o pour laquelle l'integrale d'energie I (Jl>) est minimum 
parmi toutes les mesures positives Jl> portees par F de masse totale un. Si on pose 

-,. Jl>o 
"'o= I(f.lo) 

on a comme il est bien connu 
(1) u~-o.o (x) 2';1 sur F presque partout pour toute mesure positive dont le 

potentiel est borne sur tout compact, 
(2) u~-o.o (x) <1 sur le support de :\a. 

Alors, on a, en vertu du premier principe du maximum et les lemmes 3 et 4, 

(1) u~-o.o(x)=l p.p.p. sur F. 
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(2) U>..o (x) <1 partout dans tout l'espace !J. 

Ainsi, X0 est ce qu'on demande. Ensuite, supposons qu'un noyau K satisfasse 
au principe d'equilibre dans !J. Soit X une mesure positive a support compact 
dont le potentiel est <M (une constante positive) sur son support F. Si ]'ensemble 
des points tels que U>.. (x) >M n'est pas vide, on peut trouver un compact C, 

contenu dans cet ensemble ouvert, qui porte une mesure positive J.L d't'mergie 
finie de masse totale un. Soit v0 une mesure positive de masse totale un pour 
laquelle 

G* ( ) _ I (v) 
v- rru"'dv] 2 

e.:;t mm1mum parmi toutes les mesures positives v portees par F. Alors, on a 
en vertu du lemme 1 * 

g(x) = c u~o (x)- b U~'(x) ~0 

p.p.p. sur F,ou b=l(v0) et c=JU~'-dv0 • Par suite, on a 

0 < J g (x) dX (x) = c ~ u~o dx - b I U"' dX 

=c) U>..dv0 - b )u>..dp,< (c- b)M. 

D'autre part, comme on a g(x);;;;;O sur le support F 0 de v0 , on a pour une mesure Au 
d'equilibre sur F 0 , 

0 ~ ~g(x)dX0 (x) =c) u~odX0 - b) U"'dX0 

=c.~ U)..odvo- b) U"odp,~C- b 

car U>..o (x) =1 p.p.p. sur F 0 et ;:;;;; 1 partout dans tout l'espace !J. C'est contradi­

ctoire. Par suite, on a partout dans tout l'espace !J 

U>..(x) ;;;;;M . 
Enfin, soient X1 et X2 deux mesures d'equilibre sur un compact donne F. Si F 
ne porte aucune mesure positive ( $ 0) d'energie finie, X1 et A-2 sont tons deux 

identiquement nulles. Par suite, soit F un compact portant des mesures positives 
( $0) d'energie finie. Si X1 $X2, on peut trouver deux ensembles boreliens et disjoints 
E 1 et E 2 tels que E 1 +E2=F et X1-X2=J.L0-v0 , J.Lo et v 0 etant des mesures positives 
d'energie finie portees par E 1 et par E 2 respectivement. Puisque le noyau K sati­
sfait au premier principe du maximum, il est de type positif d'apres le theoreme 
3. D'autre part, comme on a 

G ((1 0 , v 0 ) = 1 
moyennant ]'hypothese UA.1 (x) =U"2 (x) p.p.p. surF, on a en vertu du lemme 2 

c U~'o (x) =a U,o (x) 

dans tout l'espace !J presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel 
est borne sur tout compact, oil 

c=)U~odf10 =l(p,0)=a. 
Par suite, on a 
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U~'-o (x) = uvo (x) 
dans tout l'espace Q presque partout pour toute telle mesure. Puisque le noyau 
K satisfait au premier principe du maximum dans Q, on a d'ailleurs en vertu des 

lemmes 3 et 4 

U~'-a (x) = uvo (x) 
p.p.p. dans tout l'espace Q. Ainsi, on a 

U"t (x) = U"2 (x) 
p.p.p. dans tout l'espace Q. C.Q.F.D. 

TI!EOREME 5. Pour qu'un noyau K satisfasse au principe d1~ balayage dans Q, 

il faut et il su.fjit qu'il satisfasse au second principe du maximum dans Q. Alors, tous 

les potentiels des mesures balayees d'une mest~re positive st~r 1m compact quelconq%e 

co'incident deux a deux p.p.p. dans tout l'espace Q. 

Demonstration. Supposons qu'un noyau K satisfasse au principe du balayage 
i·· 

dans Q. Etant donnees une mesnre positive f1- d'energie finie a support compact 
et une mesure positive quelconque v telles que 

uv- (x) ;S uv (x) 
sur le support F de f.L, si on de3igne pare' la mesure balayee de la masse ponctuelle 
e placee en un point x surF, on a 

) U~'-de =) u• df-£=) u•· dfl- =) Wde' 

;S J U" de'= ) U•' dv ;S ) u• dv = J U" de 

Par suite, on a 
uv- (x) ~ uv (x) 

partout dans tout l'espace Q. Supposons qu'un noyau K satisfasse au second 

principe du maximum dans Q. Si un compact donne F ne porte aucune mesure 

po>itive ( $0) d'energie finie, une mesure associee a une mesure positive quelconque 
sur F se reduit a une mesure identiquement nulle. Par suite, soit F un compact 

qui porte des mesures pJ>itives d'ene~gie finie. Soient {JJ~.11 } et {Q~/ 1 } des suites 

d'ensembles ouverts tels que 

fllll :::l SJhll :::lt2kll :::l .... :::l Q~Il :::l .... ~ F 

et 

Q~11 et Q~21 etant tous deux compacts. D'abord, a une mesure positive quel­

conque f1- portee par .!J-F, on assode la mesure positive f-£' portee par F obtenue 

de la maniere suivante. Pour la restriction /Lln (d'energie finie ou non) de f1- a 
Q~11 - Q~~\, il existe d'apres la remarque 1 * une mesure positive v1n pour 
laquelle 

G* ( ) _ I(v) 
v -ua'~~<t~n d~v~]~2 

est minimum parmi toutes les mesures positives v portees par F. Si on pose 
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on a en vertu du lemme 1 * 
' f.L1n= 

(1) U~'-1n (x) ~ U~''ln (x) 

(2) U~'-1n (x) < U~-'1n (x) 

p.p.p. surF, 

sur le support de JL~n • 

On a en vertu du second principe du maximum, 

p.p.p. sur F, 

' 
(2) Uhn (x) < U~'-1n (x) partout dans tout l'espace !J . 

Pour la restriction f.L 2n (d'energie finie ou non) de JL a !J~~1- !J~2l, on a de meme une 
' 

mesure positive f.Ls" portee par F comme ci-dessus. Ce qu'on fait associer a f.L 
• est 

00 00 

t-L' = ~ f.L~n + ~ f.L;,. 
n-1 n=l 

Naturellement, cette mesure t-L' jouit de la propriete suivante: 
(1) U~'-' (x) = U~'-(x) p.p.p. surF, 
(2) V~'-' (x)::::; U~'-(x) partout dans tout l'espace !J • 

Encore, a une mesure positive v d'energie finie, on assode 

v1 et v~ designant les restrictions de v a !J-F et a F respectivement. Puisque 

U·"'1n (x) est borne surF, f.Lln et !J~ .. sont d'energie finie. Par suite, on a 

) U~'-~n dv = ) U~'-ln dv' ( = ) U~'-~n dv') 

p::>ur toute mesure positive v d'energie finie. Comme il en est ainsi pour f.L211 , 

on a d'ailleurs 

) U~-'' dv =) U~'-dv' (=) V~'-' d1/) 

pour toute mcsure positive v d'energie finie et pour toute mesure positive quel­
conque f.L portee par !J-F. Emuite, a une mesure positive quelconque JL (d'­

energie finie ou non) portee par F, on asso.cie la mesure positive JL, portee par 
F obtenue de la maniere suivante. Soit E,. !'ensemble (ouvert) des points tels 

que U~'- (x) >n. Comme bien connu ([10], p, 81), !'ensemble E= A E,. est de 
n=l 

mesure nulle pour toute mesure positive dont le potentiel est borne sur tout com-

pact. Comme le noyau K sa tis fait au second principe du maximum, E est d'­
apres les lemmes 3 et 4 de mesure nulle pour toute mesure positive d'energie finie. 

S:>ient f.L 1 ,. et f.L2n les restrictions de f.L a En et a F--E,. respectivement. et f.L~n la 
mesure associee de f.Lln sur F-E,.. La mesure positive 

f.L~ = f.L~n + {L2n 
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est d'energie finie et de masse totale uniformement borne, car on a 

(I) U~'-n (x) = U~'-(x) (;Sn) p.p.p. surF -En, 

(2) U~'-n (x) < U~'- (x) partout dans tout l'espace Q • 

A partir de {J-t~}, on pent extraire une suite partielle {fl~} convergante (vaguement) 

vers une mesure positive !-t' portee par F. Alors, {U~'-i (x)} etant la suite crois 

sante avec i, on a 
' ' uw (x) ;S lim U~'-n (x) = ~im U~'-i (x) , 

i-oo ~~oo 

l'egalite ayant lieu p.p.p. dans Q d'apres le lemme 5. Cette mesure !-t' jouit des 
proprietes suivantes : 

(I) uw (x) = U~'-(x) 

(2) uw (x) < U~'- (x) 
p.p.p. surF, 
partout dans tout l'espace Q . 

Encore, J-ti etant d'energie finie, on a 

I uw dv =lim I U~'-i dv = ~im I wi dv' =I uw dv' = I U~'-dv' 
J i-HXl J $-H~ J J J 

pour toute mesure positive v d'energie finie et sa mesure associee v' sur F. Enfin, 

a une mesure positive quelconque J-t (d'energie finie ou non), on fait associer 

J-t1 et J-t 2 etant les restrictions de fL a Q- F et a F respectivement. Le balayage 
d'une mesure positive sur F est ainsi acheve. Alors, si fl' et J-t 11 ensemble sont 

deux mesures balayees d'une mesure positive J-t sur un compact F, on a 

~ uw dv =} U~'-dv' = ~ u~" dv 

pour toute mesure positive v d'energie finie. Done, on a 

uw (x) = U~'-" (x) 

p.p.p. dans tout l'espace Q. C.Q.F.D. 

REMARQUE 3. L'unicite des mesures d'equilibre sur un compact ou des mesures 

balayees d'une m~sure p');itive sur un compact n'est pas toujours assuree, comme 

un noyau K (x, y) = I la montre. On la recherchera dans le paragraphe 5. 

CoROLLAIRE. Un noyau K satisfaisant au principe d'equilibre au dtt balayage 

est nicessairement de type positij. 

4. Principes du maximum 

D:ms le paragraphe anterieur, on a recherche l'identite entre le principe 
d'equilibre [resp. du balayage] et le premier [resp. second] principe du maximum. 
La determination effective des noyaux satisfaisant au premier ou second principe 
du maximum est done le probleme fondamental de la theorie du potentiel. Mais, 

elle n'est pas facile. D'autre part, on pense que la relation entre le principe d'­

equilibre "et le principe du balayage - c'est-a-dire, la relation entre les premier 
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et second principes du maximum - est tres importante. 

Considerons dans Rm le noyan d' ordre rx 

K(x,y)=Jx-yJ"'-m (0<oc<2). 
M. Riesz ([19], § 15) a construit la mesure balayee de la masse ponctuelle placee en 

l'origine 0 sur un compact quelconque F, en faisant la transformation de Lord­
Kelvin ala mesure d'equilibre sur le compact distinct F'. En associant au noyau 

d'ordre oc la famille des mesures balayees (appelee famille fondamentale) de la 

masse ponctuelle placee en l'origine 0 sur l'exterieur des spheres centrees en 
l'origine 0, J. Deny ([8], § 9) a demontre que le noyau d'ordre oc satisfait au 
second principe du maximum. Ainsi, le resultat de Frostman que le noyau d'­

ordre rx (0< oc~2) satisfait au principe d'equilibre, c'est-a-dire, au premier principe 

du maximum dans Rm (m2:3) entraine le resultat de Riesz-Deny qu'il satisfait 

aussi au principe du balayage, c'est-a-dire, au second principe du maximum dans 

Rm(m2:3). Mais, son raisonnement (!'utilisation de la transformation de Lord­

Kelvin) n'est valable que dans le cas du noyau d'ordre rx (0< rx<2) dans Rm (m2:3). 

Dans ce paragraphe, on donne un enonce plus simple equivalent au premier 

ou second principe du maximum, et on en conclut que le second principe du 

maximum entraine le premier principe du maximum toutes les fois qu'un noyau 

K est dans Rm de type K (x-y) et satisfait a une condition supplementaire a 1'­
infini. On a 

TH.EOREME 6. Pour qu'un noyau K satisjasse au premier principe du maximum 

dans Q, il jaut et il sujjit qu'il jouisse de la propriete suivante : 

[Q1] Soient l; un point quelconque etA, une mesure positive a support compact 

ne contenant pas l;. Si on a 

U"(x)~K(x, l;) 
sur le support S;... de A., la masse totale de A, est ~1. 

Demonstration. D'abord, supposons qu'un noyau K satisfait au premier 
principe du maximum dans Q. Etant donnes un point quelconque l; et nne 

mesure positive A, a support compact ne contenant pas l; telle que U'-(x) < K 

(x, l;) sur le support S/\ de A., une mesure d'equilibre :\0 sur S/\ n'est pas nulle, car 

S;... porte la mesure positive A. d'energie finie. Alors, puisque U/\o(x) = 1 p.p.p. 
sur s/\ et ~1 partout dans tout l'espace Q, on a 

) dA. = ) U'-odA. = ) U'-dA-0 ~ u~o( l;) < 1 . 

Ensuite, supposons qu'un noyau K jouisse de la propriete [Q1]. Soit f-L nne mesure 

positive a support compact telle que U(J. (x) ;:Sl sur le support Sp. de f-L· S'il y a 
un point l; tel que UP. (!;) > 1, posons 

b =I (v0 ) , C= ~ K(x, l;)dv0 (x) 

et 
g (x) =C U>o (x)- bK(x, l;) , 

Vo etant nne mesure positive ($0) pour laquelle 
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I (v) 
G*(v)= [JK(x,~)dv(x)] 2 

est minimum parmi toutes les mesures positives v portees par Sw Alors, on a 

en vertu du lemme 1 * 
g (x) ;;:;:; 0 

sur SP. presque partout pour v0 • Comme g (x) est semi-continue inferieurement, 

on a 
g(x);;SO 1.e. cU"o(x)sbK(x,~) 

sur le support de v0 • On a 
c;;Sb 

en vertu de la propriete [Q1]. D'autre part, g(x) etant 2:;0 p.p.p. sur SP., on a 

0 s) g (x) dfL (x) =c) U'odf-L- b ~ K (x, ~) d1.t(x) 

= C ~ UP. dv0 - b U~-' ( ~) < c - b , 

ce qui est contradictoire. Ainsi, on a 
U~-' (X) ;;:;:; 1 

partout dans tout l'espace Q. C.Q.F.D. 
THEOREME 7. Pour qu'un no_yau K satisfasse au second principe du maximum 

dans Q, il faut et il suffit qu'il jouisse de la propriete suivante : 
[Q2] Soient l; un point quelconque ct A une mesure positive a support compact 

ne contenant pas ~. Si on a 
UA ( x) ;;:;:; K (x, !;) 

sur te support SA de A, 011 a la meme inegalite dans tout l'espace Q. 

Demonstraiion. Si un noyau K satisfait au second principe du maximnm 

dam Q, il jouit de la propriete [Q2], car K (x, ~) est lui-meme un potentiel de la 

masse p:Jnctuelle placee en f. Inversement, supposons qu'un noyau K jouisse 

de la propriete [Qzl· Soient 1.~, une mesure p03itive a support compact d'energie 
fmie et v nne mesure positive quelconque telle que UP.(x) ;;:;:; U"(x) snr le support 

S P. de J-L· S'il y a un point ~ tel que U~-' (~) > U" (~), posons 

b=l(v0 ), c=\K(x,~)dv0 (x) 
et 

g(x)=cU""(x)-bK(x,~), 

v0 etant une mesure positive ($ 0) pour laquelle 

G* ( ) I (v) 
v. = [J K (x, ~) dv (x)] 2 

est minimum parmi tontes les mesures positives portees par Sw Alors, comme 
on a 

g(x);;SO 
sur le support de v0 , on a la meme inegalite dans tout l'espace Q. D'autre part, 
comme on a 

g(x)2:;0 
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p.p.p. sur S~<, on a 

0 ~ ~ g ( x) df.L ( x) = c ~ uvo df.L- b ~ K (x, E) df.L ( x) 

= c ~ U~'-dv0 -b U~' (E)< c ~ U" dv0 - b uv (E) 

= c ~ uvodv- b ~ K (.x, E) dv= ~ g (x) dv (x) < o. 
ce qui est contradictoire. Ainsi, on a 

U~' (x) ~ uv (x) 
partout dans tout l'espace Q. C.Q.F.D. 

Dans l'espace euclidien Rm (m2: 1), soit K(x) une fonction positive, continue, 
symetrique et sommable dans tout voisinage de l'origine 0 telle que K (0) =lim 

x~o 

K(x)~+oo. Considerons le potentiel 

U~'- (x) = J K (x-y) df.L (y) 

d'une mesure positive JL pris par repport au noyau K (x). Pour les potentiels 
de ce type, on etudie la relation entre les premier et second principes du maximum. 
Remarquons que, pour les potentiels de ce type, les theon3mes 6 et 7 s'expriment 
sous les formes suivantes. 

THEORJl:ME 6*. Pour qu'un noyau K (x) satisfasse au premier Principe du maxi­
mum dans Rm, il faut et il sujjit qu'il jouisse de la propriiti suivante : 

[ Q* 1] Soit A. ttne mesure positive a support compact ne contenant pas l' origine 
0. Si on a 

Ut.. (x) ~ K (x) 

sur le supportS;~, de A., !a masse totale de A est ~1. 
THEORhiE 7.* Pour qu'un noyau K (x) satisfasse au second principe du 

maximum dans Rm, it faut et il suffit qu'il jouisse de la propriiti suivante : 
[Q* 2] Soit A une mesure positive a support compact ne contenant pas l'origine 

0. Si on a 
Ut.. (x) ~ K (x) 

sur le support St.. de A, on ala meme inigalite dans tout l'espace Rm. 
Alors, on a 
THEOREME 8. Si un noyau K (x) satisfait au second principe du maximum 

dans Rm et a la condition : 

[R] 

J K (x) dx 
1. B(O,r) 1 
Irn J K (x) dx = 

•~+oo B(O,r-c) 

p01,er tout nombre posittj c, B (a, p) disignant la boule de rayon p centrie en le point a, 
il satisfait au premier principe du maximum dans Rm. 

Demonstration. Soit A. une mesure positive a support compact ne contenant 

pas l'origine 0 telle que Ut..(x) ~ K (x) sur le noyau S;~, de A.. Il s'agit de demontrer 
J dA-::;, 1. Comme le noyan K (x) satisfait au second principe du maximum, on a 
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U" (x);;::; K (x) 
partout dans Rm. On a done 

'U"(x)dx;;::;~K(x)dx 
B(O, t) B(O, r) 

pour tout nombre positif r. Comme, pour tout nombre assez grand r et la plus 
grande distance c de l'origine 0 aux points de 5", toute boule de rayon r-c contree 
en tout point deS" est contenue dan:, la boule B (0, r), on a 

par suite, on a 

) U" (x) dx = \ dx \ K ( x- y) dA, (y) 
B(O, r) B (O,r) 5'-

= 'dA, (y) .\ K (x- y) dx ~ ~ dA, (y) ) K (x- y) dx 
5/<- B (0, r) 5)<, B (y, r-c) 

= ( \ dA,) · ( ) K (x) dx) 
5)<, B (0, r-c) 

j K (x) dx 
r a A :::; -=B_,(;;-o~, •.,;-) -.----c---.--
.1 - j K (x) dx 
5)<, B (0, r-c) 

Comme r-+ + oo, la condition [R] entra1ne j d!c < I. Ainsi, le noyau K (x) satisfait 

au premier principe du maximum dans Rm. C.Q.F.D. 

CoROLLAIRE. Si ~tn noyau K (x), sommable dans tout l'espace Rm, satisjait au 
second principe du maximum dans Rm, il ~atisjait au premier principe du maximum 
aans Rm. 

En effet, on a pour tout nombre positif c 
j K (x) dx J K (x) dx 

lim B(O,r) _ Rm 1 
•~+oo j K (x) dx - j K (x) dx = · 

B(O,r-c) Rm 

CoROLLAIRE. Si un noyau K (x), jonction decroissante de la seule distance I xI, 
satisjait au second principe du m:1ximum dans Rm, il satisjait au premier Principe du 
maximum dans Rm. 

En effet, on a pour tout nombre positif c et tout nombre assez grand r 
J K (x) dx J K (x) dx 

lim B(O,r) ____ lim [ 1 + B(O,r)-B(O,r-c) l 
,_.+ 00 j K (x) dx - •~+oo j K (x) dx j 

B(O,r-c) B(O,r-c) 

<lim[l+ K(r-c).mes[B(O,r)-B(O,r-c)] J 
•~+oo K (r-c) · mes [B (0, r-c)] 

=lim mes [B (0, r)] = lim (-r-)m = 1 . 
•~+oo mes [B (0, r-c)] r-+oo r-c 

5. Principe d'unicite 

Dans ce paragraphe, on recherche les noyaux satisfaisant au principe d'unicite: 
si on a 
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U~L (x) = U" (x) 
p.p.p. dans JJ pour deux mesures quelconques fL et 11 a support compact, on a 

necessairement fL=v. La recherche de ce principe, simple au premier abord, 

est tres importante dans la theorie du potentiel. Le resultat classique montre 
que le noyau newtonien 

K (x,y) =jx- yj2-m 

satisfait au principe d'uncite dans Rm (m2;;3). On souligne qu'il y a des demon­
strations nouvelles dues a H. Delange ([6]) et A. Pfluger ([17]). Plus generalement, 

un resultat recent de]. Deny ([8], § 5) montre qu'un noyau K satisfait au principe 

d'unicite si on peut lui associer nne famille fondamentale (c'est-a-dire, la famille 

des mesures balayees de la masse ponctuelle placee en l'origine sur les complemen­

taires de tous les voisinages de l'origine). Il en resulte que le noyau d'ordrea 

K(x,y) =lx-yj"-m (0 < ("l;;;:; 2) 
satisfait au principe d'unicite dans Rm (m;;;;; 3). Mais, comme il est dificile d'­

exprimer en toute generalite un critere pour les noyaux satisfaisant au principe 

d'unicite, on le recherche dans le cas oil un noyau K satisfait au second principe 

du maximum et a nne condition supplementaire. 
Un noyau K est dit regulier lorsque, pour tout point ~ et un voisinage 

quelconque V (~) de ~. il existe nne constante A (seulement dependant de ~) et 
une mesure positive A, portee par V (~) d'energie finie et de masse totale un telle 

que 
U" (x) ;SA· K (x, ~) 

dans tout l'espace. Lorsqu'un noyau K est regulier et symetrique, le resultat obtenu 

est ce qui ameliore un pen le resultat de J. Deny cite dessus, car un noyau associe 
a une famille fondamentale satisfait au second principe du maximum. D'abord, 

on a besoin d'un lemme. 
LEMME 6. Si un noyau K satisfait dans .Q au premier ou second principe du 

maximum ~t aussi au principe d'unicitie, il satisfait au principe d'energie dans JJ. 

En effet, puisque le noyau K satisfait au premier ou second principe du max­
imum dans .Q, il est de type positif dans .Q. On a done 

G ( ) = I (fL) X I (v) > 1 
fL, v [JUfL dv)2 = 

pour tout couple (fL. v) de deux mesures positives fL et v portees par chacun de 

deux ensembles boreliens et disjoints E 1 et E 2 contenus dans un compact, comme 

on l'a deja dit. lei, soulignons que l'egalite n'a lieu jamais. S'il n'en etait pas 
ainsi pour uncertain couple (fl,, v), on aurait en vertu du lemme 2 

c U~L (x) =a U' (x) 

dans .Q presque partout pour toute mesure positive dont le potentiel est borne sur 

tout compact, oil a=I(fL), b=I(v) et c=JU~Ldv. Par suite, on a encore en vertu 
du lemme 4 

c U~L (x) =aU" (x) 



Etude s~w la tMorie du potentiel pris par rapport au noyau symetrique 171 

p.p.p. dans Q, ce qui est en contradiction avec le principe d'unicite. Done, on a 

G (p.., v) > 1 
pour tout couple (p.., v), ce qui montre que le noyau K satisfait au principe d'­

energie dans Q. 

Alors, on a 

THEOREME 9. Soit K un noyau regulier satisfaisant at£ second principe du 

maximum dans Q. Pour qu'il satisfasse au Principe d'unicite dans Q, il jaut et il 

suffit qu' il jouisse de la propriete suivante : 

[S] Soient l; un point quelconque et A, zme mesure positive a support compact 

ne contenant pas !;. Si on a 

VA (x) :S K (x, !;) 
sur le support SA de :.\, on a 

dans un voisinage V (!;) de !;. 
Demonstration. 

d'unicite dans Q. 

D'abord, supposons qu'un noyau 

Si K (!;, !;) =+oo, on a 

VA (x) < K (x, !;) 

K satisfasse au principe 

dans un voisinage V (!;) de!;, car VA (x) est fini et continu en!;. Si K (!;, !;) < + oo, 

la masse ponctuelle c placee en i; e3t d'energie finie. Comme le noyau K satisfait 

dans Q au second principe du motximum (done est de type positif) et aussi au 

principe d'uncite, il satisfait au principe d'energie en vertu du lemme 6. Si on a 

VA ( x) :SK (x, !;) 
sur le support S~~, de:.\, on a en vertu du theoreme 2 

VA (x) < K (x, !;) 

sur un ensemble de masse po3itive pour c, c'est-a-dire, en x =!;. On a done 

VA (x) < K (x, !;) 
dans un voisinage V (!;) de !;. Ensuite, supposons qu'un noyau K jouisse de la 

propriete [S]. Soient p.. et v deux mesures positives a support compact telles que 

V"' (x) = v> (x) 
p.p.p. dans Q. Soient w un ensemble ouvert contenant les supports de p.. et de 
v tel que w soit un compact, et T nne mesure positive a support w dont le potentiel 
est borne sur tout compact. En chaque point l; de w, prenons nne suite {Dn} 

d'ensembles ouverts tels que 

D 1 ::) D 2 ::) D 3 ::) • • • • ::) Dn::) · · · · ~I; 
On pose 

Vn (x, i;) = Uio.n (x), 
A.n de3ignant la mesure balayee de la masse ponctuelle placee en sur w-D,.. Alors, 
on a 

(1) Vn (x, I;) < K(x, I;) 
(2) V n (X, I;) < K(x, I;) 
(3) V n (x, I;) = K(x, I;) 

partout dans Q , 

dans un voisinage de l; contenu dans Dn, 

p.p.p. sur w- Dn . 
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On va demontrer qu'on a, pour tout nombre assez grand n et pour tout point 
arbitrairement fixe x de w, 

(1) Vn (x, ~) ~ K (x, ~) 
(2) Vn (x, ~) < K (x, ~) 

pour tout ~, 
pour tout ~ d'un certaine voisinage W(x) de 

x (reduisant vers x avec n- + oo) , 
(3) Vn (x, ~) pour tout ~ dew- Wn (x) . 

Etant donnes un nombre quelconque n et un point quelconque x de w, soient G 
un voisinage quelconque de x et {G;} une suite de voisinages de x tels que 

G ::J Gl ::J G~ ::J .... ::JG; ::J .... -X . 

Le noyau K etant regulier, on pent trouver une mesure positive rx; portee par G; 
d'energie finie et de masse totale un telle que 

U"i(y) ~A· K(x,y) 

pour tout pointy de Q. Alors, on a 

U/\ (x) =.lim I U"i dA. 
~-+oo J 

pour toute mesure positive A. telle que U/\ (x) < + oo. Prenons un point quelconque 

~ de w tel qu'on ait 

G · Dn =0 
pour !'ensemble ouvert Dn de la suite {Dn} reduisant vers ~. Comme on a 

U/\n (y) = K (y, ~) 
p.p.p. dans w-Dn, on a 

Vn (x, ~) = U/\n (x) =_lim I U/\n drx; = .lim U"; (~) = K (x, ~) 
~-+oo J ~~+co 

Encore, on pent trouver un voisinage G'(cG) de x tel qu'on ait 
G'cDn 

pour tous les ensembles ouverts Dn des suites {Dn} reduisant vers chaque point 

f de G'. Soient E~ et E~ les mesures balayees (d'energie finie) des mesures pon­

ctuelles Ex et E~ placees en x et en f sur w-G' respectivement. Comme on a 

U•x (x) < K (x, x) 

en vertu de la propriete [5], on a 

U'x (~) < K (x, f) 

en tout point ~ d'un voisinage G* ( cG) de x. Alors, on a en tout point f de G* 

K (x, ~) > U•~ (~) =) U•:dE~ = ~ U•~dEx =) U•~ (x), 

ce qui est encore 
2; U/\n (x) = Vn (x, f) 

en vertu de G' cDn. On a done 

Vn (x, ~) < K (x, ~) 
en tout point ~ de G*. G etant un voisinage quelconque de x, !'ensemble W (x) 
des points ~ tels que 

V n (x, ~) < K (x, ~) 
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reduit vers X avec n-o>+oo. Alors, on a 

(1) V, (x, ~) < K (x, ~) 
(2) V,. (x, ~) = K (x, ~) 

Si on pose 

pour tout ~ de W, (x) , 

pour tous les autres ~ de w . 

A,=) [K (x, ~)- V, (x, ~)] dr (~) > 0, 

les mesures positives 

1 
---;1 [K (x, ~)- V, (x, t)] dr (~) 

n 

convergent (vaguement) vers la masse ponctuelle ex placee en x. On a done, pour 

toute fonction po:::;itive et continue f (~) a support compact, 

!~~~ fj_~ [K(x,t)-V,(x,t)]dr(~)=f(x). 
D'autre part, en tout point ~ de w (a !'exception de masse nulle pour toute 

mesure positive d'energie finie), on a 

) [K (x, ~)- Vn (x, ~)]dfL (x) = U~' (t)- ~ U~"dAn 

= U" (t)- ~ U" dA, =) [K (x, ~)- V, (x, ~)] dv (x) 

Done, on a 

) f J:l dr (~) ~ [K (x, E;)- V, (x, ~)] dfL (x) 

=) fj:l dr (~)) [K (x, ~)- V, (x, t)l dv (x) 

En alterant l'ordre d'integration, on a 

)afL (x)) fj:l [K (x, ~)- Vn ( , ~)] dr(~) 

=) dv (x) ~ Jj~L [K (x, ~)- V, (x, ~)] dr (~) 
Comme n .-,. + oo , on a 

~ j(x) dfL (x) =) f(x) dv (x) 

Ainsi, on a 

fL == v . C.Q.F.D. 
REMAB.QUE 4. Evidemment, !'hypothese qu'un noyau K satisfait au second 

principe du maximum dans JJ n'est pas indispensable dans la demonsj:ration de 

la condition nece.ssaire, mais indispensable dans la demonstration de la condition 

suffisante. Pent-on remplacer par nne hypothese plus faible-par exemple, d'etre 
de type positif ? 

REMARQUE 5. Si un noyau K satisfait au principe d'unicite dans Q, ]a mesure 

d'equilibre sur tout compact (ou la mesure balayee d'une mesure positive quelconque 

sur tout compact) est toujours unique. En effet, comme on l'a deja dit, les 

potentiels d'equilibre sur tout compact (on les potentiels der mesures balayees 

d'une mesure positive quelconque sur tout compact) coincident deux a deux p.p.p. 
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dans tout l'espace !2, 

CoROLLAIRE. Soit K un noyau rigulier satisfaisant a la jois aux premier et 

second principe dtt maximum dans !J. Pour qu'il satisjasse au principe d'unicite 

dans !J, il sujjit que K (x,y)<K (x, x) (;:S+oo) pour tout point x::j::y; en particulier, 

elle est nicessaire lorsque K (x, x) = K (y, y) (;:.S + oo) pou,r tout point X* y. 

En effet, pour un point quelconque l; et une mesure positive A a support 
compact ne contenant pas 1;, si on a 

U~-. (x) ;£ K (x, !;) 
sur le supportS~-. de A, on a j dA;:S 1 en vertu du theoreme 7. Alors, comme on a 

on a 

UI-.(E) =~K(E,y)dA(y) <K(E, E). ~dA 
-;:SK(E, E) (;£ + oo), 

U~-.(x)<K(x,E) 

dans un voisinage V (E) de E. Done, le noyau K satisfait au principe d'unicite 
dans !J. Ensuite, supposons K (x, x) =K (y, y) pour tout point x =1= y. Comme le 
noyau K satisfait au premier ou second principe du maximum et aussi au principe 
d'unicite dans !J, il satisfait au principe d'energie dans !J en vertu du lemme 6. Il 
en resulte 

[K (x, y)] 2 < K (x, x). K (y, y) (::=;; + oo) 
pour tout point x::j::y. On a done 

K (x, y) < K (x, x) (::=;; + =) 
pour tout point X*Y· C.Q.F.D. 

Dans Rm, soit K(x) une fonction positive, continue, symetrique, et sommable 
dans tout voisinage de l'origine 0 telle que K(O) =lim K(x)(<+oo). Considerons 

x~o 

le potentiel 

UfJ. (x) = ~K (x- y) dfL (y) 

d'une mesure positive fL pris par rapport au noyau K (x), Le noyau K (x) est 

regulier lorsque, pour la mesure positive A de masse totale un avec la densite 
uniforme dans toute boule assez petite centree en l'origine 0, il existe une constante 
A telle que 

UA ( X) ;£ A . K (X ) 
dans tout .l'espace Rm, Le noyau 'd'ordre (/.. 

K(x,y)=!x-y!"'-m (O<(J..;£2) 
est regulier dans Rm, car on peut poser toujours A =m/ (/.. ([101, p. 28), Plus generale­

m.ent, le noyau K(x) est regulier dans Rm s'il existe un nombre h<m tel que 

K (x) ;£ 2" · K (2x) 
pour tout point x d'un voisinage de l'origine 0 ([3], § 6). Pour les potentiels de ce 
type, remarquons que le theoreme 9 et son corollaire s'expriment sous les formes 
suivantes. 

THEOREME 9*. Soit K(x) un noyau rig14lier satisjaisant au second principe du 
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maximum dans Rm. Pour qu'il satisfasse au principe d'unicite dans J!_m, il fattt et 

il sufjit qu'il jouisse de la propriete suivante: 

[S*] Pour toute mesure positive A, a support compact ne contenant pas l'origine 

0, si on a 
U" (x) ~ K (x) 

sttr le sttpport S" de A,, on a 
U" (x) < K (x) 

dans un voisinage de l"origine 0. 
CoROLLAIRE. Soit K(x) un noyau regulier satisfaisant ala fois aux premier et 

second principes du maxzmum dans Rm. Pour qu'il satisfasse att principe d't-tncite 

aans Rm, il faut et il suffit que K(x) < K(O) (~+ oo) pour tout point x=f:O. 

COROLLAIRE. Soit K (x) un noyau regulier decroissant de la seule distance I X I 
(ou plus generalement, ayant la condition [R] du tMoreme 8) et satisfaisant au second 

principe du maximum. Pour qu'il satisfasse au principe d'unicite dans Rm, il 

faut et il sujjit que K(x) <K(O) (~+co) pour tout point x=!=O. 

6. Potentiels pris par rapport a un noyau symetrique de signe 
variable 

Dans les paragraphes anterieurs on etudiait quelques problemes fondamentaux 
dans la theorie du potentiel pris par rapport au noyau positif et symetrique, en 

sortant a partir de la quantite G (JL, v) definie par tout couple (JL, v) de deux 
mesures positives portees par chacun de deux ensembles boreliens et disjoints. 
G (JL, v) n'a pas toujours de sens pour des noyaux de signe variable. Mais, les 
resultats obtenus dans les paragraphes anterieures ont lieu, en modifiant un peu 
l'enonce, au cas oil un noyau K (x,y) est une fonction continue et symetrique de 
signe variable dans !J, K (x,x) pouvant etre +co. Comme il est bien connu ([10], 
p. 61), le noyau logarithmique 

K(x,y) = -logjx-yj 

satisfait au principe (restreint) d'energie dans Rm(m=2,3) : Soit u une mesure 
de masse totale nulle a support compact, alors l'integrale d'energie 

l(u)=Hlog jx~y) du(y)du(x), 

lorsqu'elle existe, est toujours 2:;0, l'egalite n'ayant lieu que si u=:=O. Confor­
mement a cet exemple, lorsqu'un noyau K est de signe variable, il est dit de type 
positif dans Q si l'integrale d'energie 

I(u) =HK(x,y)du(y)du(x) 

de toute mesure lT de masse totale nulle, lorqu'elle existe, est toujours 2:;0. 
Encore, il est dit satisfaire au principe d'energie dans tJ si l'integrale d'energie 

I(u) de toute mesure u de masse totale nulle a support compact, lorsqu'elle existe, 
est toujours 2:;0 et l'egalite n'a lieu qu'au cas de u=O. 

Pour tout couple (JL, v) de deux mesures positives de masse totale un portees 
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par chacun de deux ensembles boreliens et disjoints E 1 et E 2 con tenus dans un 

compact, posons 

G (t-L, v) =I (tL) - 2 ~ U" dv + I (v) 

Naturellement, elle a un sens seulement au cas ou il y a deux mesures fL et v telles 

que I(f.L), I(v) et I U" dv sont tous finies. On souligne que G (fL, v) revient ala 
variation de Gauss 

G (v) =I (v) - 2 ~ U~-' dv 

si on fixe une mesure fL portee par E 1 . On appelle couple minimal sur E 1 et E 2 

un couple (r.t0 , v0 ) pour lequell G (f.L, v) est minimum parmi tons les couples (f.L, v) 

comme ci-dessus. Alors, on a de maniere analogue au lemme 1 

LEMME 1 '. S'il existe un couple minimal (fLo• v0 ) sur E 1 et E 2 , en posant 

g1 (x) = U"" (x) - U"o (x) , g2 (x) = - g1 (x) 

Y1 = ~ gl (x) dJlo (x) et Yz = ~ gz (x) dv0 (x) 

g (x) jouit des proprietes suivantes : 

(1) g1 (x) ;;;;{\ [resp g2 (x) ;;;;y 2 ] sttr E 1 [resp. E 2] presque partout pour fLo [resp. 

(2) g1 (x) 2; y 1 [resp. g2 (x) 2; y 2] sur E 1 [rosp. E 2] presque partout pour toute 

mesure positive dont le potentiel est borne sur tout compact; en particuiier, si E 1 et 

E 2 sont les compacts, g1 (x) 2; y1 [resp. g2 (x) 2; y 2] p.p.p. sur E 1 [resp. E2l· 
Ensuite, supposons 

G (t-L, v) 2; 0 
pour tout couple (fL, 1') de deux mesures positives de masse totale un portees par 
deux ensembles boreliens et disjoints E 1 et E 2 contenus dans un compact, Alors, 

on a de la maniere analogue au lemme 2 

LEMME 2'. Si G (fL0 , v0 ) =0 pour un co·uple (fL0 , v0 ) de deux mesures positives 

de masse to tale un parties par chacun de E 1 et E 2 , on a 

U~-'o (x) = U'o (x) 
dans Q presqzte partout pour toute mesztre positive dont le potentiel est borne sur tout 

compact. 

Au cas ou des noyaux sont de signe variable, on pose quelques principes fon­

damentaux dans la theorie du potentiel sons les formes suivantes. 
PREMIER PRINCIPE DU MAXIMUM : Soit A. nne mesure positive de masse totale 

un a support compact. Si on a 

U" (x);;:;; M (M: une constante ~ 0) 

sur le support 5~>. de A., on ala meme inegalite partout dans tout l'espace Q. 

SECOND PRINCIPE nu MAXIMUM: Soient fL une m~sure positive d'energie finie, 

de masse totale un et a support compact et v une mesure positive quelconque de 
masse totale un. Pour nne consfante y (~0), si on a· 

U~-' (X) < U' (X)' + y 
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sur le support 5,... de fL• on ala meme inegalite partout dans tout l'espace Q. 

PRINCIPE D'EQUILIBRE: Etant donne dans fJ un compact F (portant des 

mesures positives d'energie fmie), il existe au moins une mesure positiYe :\de 

masse totale un portee par F telle que 

(I) U" (x) = M (M: une constante ~0) p.p.p. sur F, 
(2) U" (x) < M partout dans tout l'espace fJ. 

PRINCIPE DU BALAYAGE: Etant donne dans Q un compact F (portant des 

mesures positives d'energie finie), on peut faire associer a toute mesure positive 

fL de masse totale un au moins nne mesure positive fL', de masse totale un, portee 

par F telle que, pour une constante y (~0) 

(1) uw (x) = uv (x) + y p.p.p. sur F, 

(2) U"' (x) < U" (x) + y partout dans tout l'espace Q, 

(3) ~ U"' dT = ~ U" dT' pour toute mesure O" et 7 de masse totale nulle, 

T etant d'energie :finie. 

PRINCIPE D'UNICITE : Si on a 

[11" (x) = u• (x) 
p.p.p. dans Q pour deux mesures quelconques fL et v de masse totale un a support 

compact, on a necessairement fL=v. 

Alors, en s'appuyant sur les lemmes 1' et 2', on a 

TI-IEOREME 1'. Pottr qu'un no_vau K soit de tyj)e positij dans .!2, il ]aut et il 

suffit qu'il fouisse de la propriete suivante: 
[P1 '] Soient fL et v des mesures d'energie finie, de masse totale un et a su,pport 

compact. 

Pour une constante y (~0), si on a 

U" (x) ;;:; U' (x) + y 

sur le support 5,... de fL• on a l::t meme inegalite au moins en un point r!.u support S" 

de v. 
TI-IEOREME 2'. .Pour qu' un noyau K satisjasse au principe d' energie dans Q, 

il ]aut et il snffit qu/il jouisse de la propriete suivante : 
[P2'] Soient fL et v des mesures positives r!.ifferentes (tL$v) d'energie finie, 

de masse totale un a support compact. 

Ponr une constante y (~0), si on a 

U" ( X) ;;:; uv (X ) + y 
sur le support 5,... de fL• on a 

U" (X) < U" ( X) + y 
su,r un ensemble de masse positive poz~r v. 

TI-IEOREME 3'. (le meme enonce que le theoreme 3) 
TI-IEOREME 4'. ( 

THEOREME 5'. ( 
4) 
51 

I 

CoRoLLA IRE. 

est necessairement 
Un noyau K satisfaisant au Principe d'eqnilibre 

de type positij dans Q. 

ou du balayage 
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THEOREME 6'. Pour qu'un noyau J{ satisjasse au premier principe d·u tnaximum 

da·ns Q, it jaut et il sujjit qu'il jouisse de la propri6t6 suivante : 

[Q/l 5oient ~ tm point quelconque et A, ttne mesttre positive de masse totale ·un 

a support compact ne contenant pas f. 
Pottr une constante y, si on a 

U" (X) 'S, J{ (X, ~) + y 
sur le support 5,. de :\, on a n6cessairement y2':0. 

THEOREME 7'. Pour qu'un no_yan J{ satisjasse au second Principe du maximum 

dans Q, il jaut et it sufjit qu/il jouisse de !a propri6t6 suivante : 

[Q2'] 5oient ~ un point quelconq·ue et A, une mesttre positive de masse totale un 

a support compact ne contenant pas ?;. 
Pour ttne constante y, si on a 

U" (x);;;;, K (x, ~)+y 
sur te supports" de A,, on ala meme in6galit6 dans tout l'espace Q. 

THEOREME 9'. 5oit J{' un noyau regulier satisjaisant Utf second principe du 

maximHm dans Q. Pour qu'il satisfasse att principe d'unicit6 dans Q, il jaut et il 

sujjit qu'il jouisse de la propri6t6 suivante : 

[5'] 5oient ~ un point quetconque et A, une mesure positive de masse totalc un 

a sttpport compact ne contenant pas r 
Pour une constante y, si on a 

U" ( x) 'S, K ( x, ~) + y 
sur le support 5" de :\, on a 

U"(x)<K(x,~)+y 

dans un voisinage V (~) de ~. 

On abrege les demonstration de ces theoremes, car elles sont analogues aux 

demonstrations des theoremes correspondants dans les paragraphes anterieurs. 

On n'a pas d'enonce analogue au theoreme 8. Mais, il est facile de demontrer que, 

le potentiel du type 

U" (X) = ~ J{ (X- y) dfL (y) 

pris par rapport au noyau symetrique K(x) sommable dans tout l'espace Rm (m2': 1), 
le second principe du maximum entraine le premier principe du maximum. En 

effet, soit A, une mesure positive de masse totale una support compact ne contenant 

pas l'origine 0 telle que, pour une constante y, on ait 

U" (X) ;;;;, K (X) + y 
sur le support 5" de ::\. Alors ,on a 

I.e. 

) U" dx;;;;, .\ K (x) dx + y · mes. [B (0, r)] 
B(O.t) B(O,r) 

~ dA, (y) mes. [.J (0, r)] ~ K (x- y) dx 
B(O,r) 
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;:S; mes. [i (0, r)] ~ K (x) dx + Y 
B (O,r) 

Comme r~ + oo, K (x) etant sommable dans tout l' espace Rm, on a y ~ 0. 
Enfin, soulignons qne les theoremes 6' et 7' entrainent facilement les resultats 

bien connus que le noyau logarithmique 

K (x, y) = - log I x- y I 
satisfait aux premier et second principes du maximum tous deux dans R 2 • 
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