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1. Soit 36 un espace fonctionel relativement a un espace X localement
compact et separe, et a une mesure ξ de Radon positive dans X. Deny [3] a
dέmontre que les deux enonces suivants sont equivalents sous la condition (#).

(*) A tout compact K de X, on peut associer une constante A\K) telle
qu'on ait, pour toute u de 96,

)κ
u(x)\2dξ(x)<A'(K)\\u\

(1.1) La contraction "module" opere dans 96. (resp. Les contractions
normales operent dans 96.)

(1.2) Le principe de domination est satisfait dans 96. (resp. Le principe
complet du maximum est satisfait dans 96.)

Dans cet article, nous allons demontrer la meme equivalence sans la con-
dition (*).

2. Nous donnerons d'abord la definition de Γespace fonctionel d'accord avec
Deny [3].

DέFiNiTiON. Un espace fonctionel H=H{X\ ξ) relativement a X et a ξ
est un espace hilbertien des fonctions reelles et localement sommables pour ξ,
verifiant la condition suivante:

(a) A tout compact K de Xy on peut associer une constante positive A(K)
telle qu'on ait, pour toute u de 96,

\u(x)\dξ(x)<A(K)\\u\\.
K

Deux fonctions egales presque partout pour ξ representent le meme element
de X. La norme et le produit scalaire sont designes respectivement par \\u\\ et
(u, v). On designera par M Γensemble des fonctions reelles, mesurables pour ξ

*) Cet article a etέ fait sous un bourse de la Fondation de Yukawa.
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et bornees, a support compact dans X, et par M+ Γ ensemble des elements non-

negatifs de M. Par la condition (a), a toute f o n c t i o n / d e M, on peut associer u n

element unique uf de X tel qu 'on ait

(uf, v) = j v(x)f(x)dξ{x)

pour toute v de X. On designera par P(X) Γensemble {uf;f^M}> et par
P+(X) Γadherence de {uf;f^M+}. On appelle les elements de P+(X) potentiels
purs de X. Alors, P(X) est dense dans X, et nous obtenons que la convergence
forte dans X entraίne la convergence presque partout pour ξ sur X.

Le principe de domination: on dit que le principe de domination est satisfait
dans X si, quels que soient / et g de M + , Γinegalite uf(x)<ug(x) est satisfaite
presque partout pour ξ sur X des qe'elle Test presque partout sur {XGZ;/(Λ;)>0}.

Le principe complet du maximum: on dit que le principe complet du
maximum est satisfait dans X si, quels que soient / et g de M + , Γinegalite
uf(x)<ug(x)-\-l est satisfaite presque partout sur X des qu'elle Test presque
partout sur {xEiX;f(x)>0}.

La contraction "module": on dit que la contraction "module" opere dans
X si, quelle que soit u de X, on a \u\ G Ϊ et || \u\ | |<| |w| |.

Les contractions normales: on dit que les contractions normales operent
dans X si, quelle que soit une contraction T de la droite reelle1*, on a Γ wGΪ
et | |Γ tt||<||tt|| pour toute u de X.

Theor£me 1. Soit X un espace fonctίonel relativement a X et a ξ. Deux
έnoncέs suivants sont έquivalents.

(Ax) La contraction "module" opere dans X.
(A2) Le principe de domination est satisfait dans X.

Theorέme 2. Soit X un espace fonctionel relativement a X et άξ. Deux
έnoncέs suivants sont έquivalents.

(BJ Les contractions normales operent dans X.
(B2) Le principe complet du maximum est satisfait dans X.
Deny [3] a demontre les entrainements (A1)o(A2) et (B1)e>(B2) sans la

condition (*).

3. Demontrons Γentrainement (A2) =>(A1). Pendant cette section, nous
supposons que le principe de domination est satisfait dans X. Soit c un nombre
positif, et posons

Uf = Uy+Cf

1) On appelle une contraction normale de la droite rέelle R une application T de R a
R satisfaissant aux T(0) = 0 et \T(a1) — T(a2)\ <\a1—a2\ pour tout couple ax et a2 de R.



CONTRACTIONS ET PRINCΪPES DU MAXIMUM 219

pour toute/ de M. L'ensemble P ( £ c o ) = {u^ / <= M } est un espace pre-hilber-
tien par la norme

La complete £ c o de P(XCO) par la norme susdite || | | c est un espace fonctionel
relativement a X et a ξ.

Lemme 1. A toute u de P + (£ c o ) , on peut associer une fonction non-negative
unique f de L2=L2(ξ) telle qu'on on ait, pour toute v de £ c o ,

(u, v)c = j v(x)f(x)dξ(x) .

En eίFet, il existe une suite (fή) de M+ telle que la suite (u^l) converge
fortement vers u dans X(C) avec /z—>oo. L'inegalite

entraine Γexistence d'une fonction non-negative / de L2 telle qu*on ait

lim||/ί-/|L« = 0.

«->oo

Posons

fn(x) = sup (ίnf(/i(*),/(*)),/„_,(*)).
Par Γinόgalite HM/^IL^IIM/V/IL et la convergence croissante de (fn) vers/, la suite
(ufj) converge fortement vers u dans Xco avec n^>oo. Pour toute fonction non-
negative v de XCC), on a

(M) υ)e = lim « > , β)c = lim j φ)Λ(*)rf?(*) = j v(x)f(x)dξ(x),

parce que la suite (/„) converge en croissant vers / presque partout pour ξ.
Generalement, depuis que Γespace fonctionel £ c o a un noyau positif2), d'apres
le theoreme de Aronszajn-Smith (voir [1]), a toute v de 9t(C), on peut associer un
element v de Xcc) telle qu'on ait

<||*C et \v(x)\<ϋ(x)

presque partout pour ζ sur X. Par le rέsultat susdit, on a

Le theoreme de convergence de Lebesgue entraine

2) On Γappelle si tout potentiel pur d'un espace fonctionel est non-negatif.
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lim f v(x)fn(x)dξ(x) = \ v(x)f(x)dξ(x),

c'est-a-dire que

De la meme maniere, on designe par uψ cet element u. Nous posons

L2(W) = {/<ΞL2; Z/>C )EΞP+(£W)} .

έvidemment, on a L2(£CC))=L2(Xcc/)) pour tous cy c'>0.

L e m m e 2. Lβ principe de domination est satisfait dans Xcc) pour tout c>0.
En effect, pour un couple defetg de M+> supposons que

u?(x)<u«\x)

presque partout pour ξ sur {x^X;f(x)>0}. II suffit de le demontrer au cas oύ

{x^X; f(x) > 0} Π { ϊ 6 l ; g(x) > 0} = 0 ,

parce que, en general, on peut considerer Γinέgalite

u?;-gAχ)<»V-gΛχ)

Depuis que le principe de domination est satisfait dans X et qu'on a uf(x)<ug(x)
presque partout pour ξ sur { X G Z ; / ( X ) > 0 } , Uf(x)<ug(x) presque partout pour
ζ sur X, c'est-a-dire,

uf(x)+cf(x) <ug (x)+cg(x)

presque partout pour ξ dans C{x^X\f(x)>0}. En consequence, on a

presque partout pour ξ sur X.
De plus, nous obtenons le lemme suivant.

L e m m e 3. Pour un couple fx et f2 de L2(XCC)), Γinέgalίtέ u%(x)<u%(x)
est satisfaite presque partout pour ξ sur X des qu'elle Vest presque partout pour
ξ sur {x€ΞX;f(x)>0}.

D'abord, nous allons demontrer au cas oύ / 2 G M + . II existe une suite
(/i n) de M+, qui converge en croissant vers fx presque partout pour ξ sur X,
telle que la suite (u^J converge fortement vers u^ dans ϊ c c ) avec n-+oo.
Depuis qu'on a

presque partout pour ξ sur {x^X;fln(x)>0}y Γinόgalite
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est satisfaite presque partout pour ξ sur X par le lemme 2. Faissant n —> oo 9

nous obtenons

<>(*)<;«£(*)

presque partout pour ξ sur X Au cas general, supposons que

ξ({x<EX;u%(x)>u%\x)})>0.

Alors, il existe une function £( Φ 0) d e M + telle que

Soit Z? Γadherence de Γensemble

Alors, £" est un cone convexe ferme dans ϊ ( C ) . La projection de w^c) vers E est

un potentiel pur dans 3t(C), que nous designerons par u^). Par Γenonce susdit,

on a

presque partout pour ξ sur {x^X; u(

f

c

Ί

)(x)<u(

f

c

2\x)}y et

presque partout pour ξ sur X. Alors, on a

D'autre part, on a

= j K'W-

ce qui est une contradiction. Done, on a

presque partout pour ξ sur X.
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L e m m e 4. Le prίncίpe d'enveloppe ίnfέrieur est satisfaίt dans Xcc:>, c'est-ά-

dire, pour toutes fx et f2 de L2(XCC)), ίl existe une fonctίon f0 de L 2(£C C )) telle qu'on ait

En effet, posons, pour toute uψ de P+ (£ c o ) ,

I{ur) = \\ur\\\-21 inf «(*), «ί?'(*))/(*

Alors, I(uf) est bornέe inferieure, parce qu'on a

/(Mn^ιι^ Ίi -2 J u%{x)f{x)dξ{x) = \\ur-u?χ-\\u<fχ>-\wfχ.

Posons

m = inf {/(M5 C > ) ; w5-c>eP+(Xc<:3)} .

Alors, il existe une suite (/„) d e M + telle qu'on ait

lim / ( « H = m .

La suite (ufj) etant bornee dans Hcc:>, nous pouvons supposer qu'il existe un

potentiel pur uψ de Xcc) tel que la suite (w^}) converge faiblement vers u^ dans

Xcc) avec n->oo. Ensuite, nous dέmontrerons Γegalitέ WJ.C)=M^). Depuis qu'on

a, pour tout w,

0 < inf («>«(*), «>?(*))/,(*) < «£(*)£(*)

presque partout pour f sur X et

J «>;'(*)/-(*¥?(*) = «.«/:')
converge vers

1 > C J i

avec n—>oo} nous obtenons que

lim \ inf («£>(*), <»)/„(*)</£(*) = f inf («£>(*), «£>(*) ̂ ί * ) ^ ( * ) .

Par suite, on a

Urn / « > ) > / « > ) .

c'est-a-dire, m=I(u?>). On a done, pour toute g de L2(ϊcc:>),

C J 1 * 2

et

| | « ί . c ) | i ; = I in:
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L'inegalite (1) entraϊne

presque partout pour ξ sur X, et les inegalites (1) et (2) entrainent

presque partout pour ξ sur {xEΞX; f(x) >0}. Par le lemme 3, nous obtenons
que les inέgalites

et

sont satisfaites presque partout pour ξ sur X. En consequence, nous obtenons
Γegalite uψ=u^ que nous avons desire.

Lemme 5. On a MaXcc)pour tout c>0.
En effet, pour une fonction / de M, la transformation

A,:uβeP<??>)^\f{x)g(x)dξ(x)

est lineaire et bornee dans P(£ c c : )). Par suite, on peut prolonger Af a Xcc), et
Af est un fonctionel lineaire et bornee. II existe un element unique u de Xcc:>

tel qu'on ait, pour toute g de L2(XCC)),

c'est-a-dire, on a M=/.,
De la meme maniere, nous obtenons L2(X ( C ))cϊ ( C ). Soit 4̂ un ensemble

mesurable pour ξ dans X tel que £(̂ 4) > 0> e t posons

Alors, 36^) Φθ., et il est un espace fonctionel relativement a A et a g par la norme

deduite de 3£cc). De la meme maniere que la demonstration du lemme 2, pour

toute/ de M+ avec SfdA^ nous obtenons que le potentiel υ!f?A de H^ est

non-negative et όgal a uf-%φ, oύfciUβ^) avec Sf'(ZCA.

Lemme 6. Soit uψ un element dans £ c o tel que f+J~(Ξ L2(Ϊ(C)) et uψ > 0.
Alors, on a f(x) < 0 presque partout pour ξ sur {x^X; UfC\x)=0}.

En effet, posons

A = { X G I ; uψ\x) = 0,/(*) >0} ,

3) On dέsigne par Sf le support de /.
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et supposons que ξ(A) > 0. Alors, selon ϊ^| ) Φθ, il existe une fonction g de M+

avec SgCA telle que Ug%(x)Φθ, on a

(«?', MίίiOc = K'\ uF-uWe = -\uf(x)g(x)dξ(x)<0 .

D'autre part, on a

Kc), «j&)e = J uϊUx)f(x) = \Au£A(x)f(x)dξ(x)>0.

C'est une contradiction, d'ou la demonstration est complete.

Demonstration de Γentrainement (A2)*=>(A1). Nous demontrons d'abord

que la contraction "module" opere dans Γespace fonctionel ϊ c c ) . Par le lemme

4, pour toutes/i et/2 de L2($(C)), il existe une fonction f0 de L2(X(C)) telle que

z/ro — int (ufl, uf2) .

Depuis qu'on a

la fonction I M ^ — M ^ I appartient a ΐ ( c ) . On a

.Cβ)β) - . ( c ) | II | U / c ) 1 7 y ( c ) 9 . . ( c ) | | 2

Dans le calcul susdit, nous avons employe le lemme 6 et Γegalite

u%(x)-u%(x)>0, u%(x)-u%(x)>0}) = 0 .

Ensuite, soit u un element de £ c o . Alors, il existe deux suites (/1>w) et (f2n) de

L 2 (ϊ c c ) ) telles que la suite (u^—u^J converge fortement vers u dans XCC) avec

ft—>oo. Par Γenonce susdit, on a

et

Par suite, nous pouvons supposer qu'il existe un element u' de ϊ c < r ) tel que la

suite (|tt/£n—W/£J) converge faiblement vers z/' dans ϊ C C ) avec τz-»oo. Depuis

que la suite (|u^n—u(

f

c

2]n\) converge vers \u\ presque partout pour ξ sur X, on

a u'(x)= \u(x)\ presque partout pour ξ sur X, d'oύ la fonction \u\ appartient a

ΐC C ). De plus, on a

= \\u\
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et par suite, la contraction "module" opere dans ϊ c c ) .

Secondement, nous demontrons que la contraction * 'module'' opere dans

Γespace fonctionel X. Soit / une fonction de M> et considerons la transfor-

mation de ug^P{H) en \ |uf{x)\g(x)dξ(x). Depuis qu'con a

I (I «/*) I g (*)<*£(*) I = lim I (I uf(x)+cf(x) I g (x)dξ(x) \
c>0

c-M)

c>0 c>0

c->0
c>0

par le thόoreme de Riesz, on a \uf\ G Ϊ et || |wy| || < 11̂ 11. De la meme maniere
que la demonstration susdite, pour toute u de X, nous avons | u \ G ΐ et
II M | | < | | M | | . C'est-^-dire que la contraction "module" opere dans X.

4. Demontrons Γentrainement (B2)^>(B1). De la meme maniere, il suffit
de demontrer que les contractions normales operent dans £ c o pour tout c> 0.
Pour cela, il suffit de dέmontrer que la contraction unite T opere dans 3£(c:>4).
(Voir [4] et [5].) De la meme maniere que le lemme 4, nous pouvons dέmontrer
que, pour toutes/i et/2 de L2(XCC)), il existe une fonction f0 de L2(£c o) telle que

Alors,

Γ K ' - t β ' ) = inf (u%-u%, 1) = « > « - <

si ίίj."—M£'>0. De la meme maniere que Γentrainement (A2)o(A1), on a

\\T.(u%-u%)\\e=\\u%-u%\\e

Par suite, pour toute u de Xco, on a T'uel^ et

En consequence, les contractions normales operent dans Xco. Ainsi, la
demonstration est complete.

REMARQUE. Ces deux resultats peuvent immediatement etre prolonges
dans le cas d'un espace fonctionel generalise. (Au sujet de Γespace fonctionel
gόneralise, voir [6].)

UNIVERSITέ DE N A G O Y A

4) On appelle la projection de la droite rέelle R a [0, 1] la contraction unite.
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