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Einige Satze itber \-freie Zahlen
Professor Dr. Zyoiti Suetuna zum 60. Geburtstag

Von Yoshikazu Epa

Es sei N, ,(n) die Anzahl der Darstellungen von # als Summe von
Quadraten von A-freien Zahlen.

Eine natiirliche Zahl » heisst eine A—freie konditionale Zahl, kurz A-
konditional, wenn es s ganze Zahlen, m,, m,, --- , m, gibt, so dass

mE+mi+ - +m2=mn (mod 22" (1)
mit
ZAXmi)i:]-:Z;"',S, xgz-

Unter einem Quadrat sei hier das Quadrat einer positiven ganzen
Zahl verstanden, und unter einer A-freien Zahl eine positive ganze Zahl,
die durch kein A-Potenz ausser 1 teilbar ist.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Estermannschen Sitze
T,, und T,, fir A=3 zu beweisen. Das gelingt uns mit der gleichen
Methode, wie sie Professor Estermann damit bewies.

Satz T,,. Es sei s=5. Dann gilt: Jede geniigend grosse \-kondi-
tionale Zahl n lisst sich als Summe von s Quadraten N\-freier Zahlen
darstellen.

Satz T,,. Es sei s=2*". Dann gilt: Jede geniigend grosse Zahl n
lisst sich als Summe von s Quadraten N—freier Zahlen darstellen.

Bezeichnungen. Fiir reelles 4 bezeichne [y] die grosste ganze Zahl,
die nicht grosser als ¢ ist. Es sei A=3 (ganz), und

_ 1 P
B =[5ty 10V —6r—5) [ +1. (2)
Die Buchstaben a, b, / bezeichnen ganze Zahlen; %, k, m, q, s, j positive
ganze Zahlen; u, v nicht negative Zahlen; p Primzahlen; x, y, 6, reelle
Zahlen ; & positive Zahlen ; e(x)=¢*"=,
In der Summenzeichen > durchliduft %z ein vollstindiges Restsystem

hmod g
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mod ¢. In allen iibrigen Summen ist die untere Summationsgrenze,
falls sie nicht ausdriicklich angegeben wird, gleich Eins. Leere Summen
sind gleich Null zu setzen.

Herrn Dr. T. Tatuzawa habe ich fiir kritische Durchsicht des druck-
fertigen Manuskripts zu danken.

§1. Die Singulire Reihe.
Die Gaussschen Summen S(%, ¢) sind durch

. mth
definiert. Fiir (/, ¢)=1 ist
S(2*h, q) = S(h, q), (4)
und
S(kh, kq) = kS(h, q). (5)

Hilfssatz 1. Sei (h, q)=1. Dann ist
J ¢”? fir ¢g=1 (mod 2),

0 fiir g=2 (mod 4), (6)

[S(h, ¢)| =
l (29)* fiir ¢=0 (mod 4)

Beweis. [3], S.10, Hilfssatz 1.
Hilfssatz 2. Fiir (q,, q¢,)=1 ist

S(h, q1qz) = S(hqz’ ql)S(hql) Q2)- ( 7)

Beweis. [3], S. 13, Hilfssatz 5.
Hilfssatz 3. Bei ungeradem h ist

7 —-2)/2 ..
S(h, 27) = { 2 ] S(#, 4) fz.t.r gerade 7, ®
20 =312S(h, 8) fiir ungerade v >1.
Bei p Y h (p>2) ist
e fiir gerade 7,
Sth, p°) = 9
. 29 { pVES(h, p) fiir ungerade r. ©)
Beweis. [3], S. 11.
Jetzt setzen wir
-1 1 1 .
T(h q) = ¢ 11 (1 pk> > o) L. Snh, g), (10)

Agm = 2 T ge(—n L), an

Ch,ad>=1
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wobei a|b bedeutet, dass a in b aufgeht, und u(n) ist die Mobiussche
Funktion.

Hilfssatz 4. Fiir (h, q)=1 ist
T(h, q) = (g7/**%). (12)
Beweis. Nach (5) und (6) ist
Sth, g) = OV g V(#, q)) , (13)
Folglich

_ -1 1 - 1 )\>
i - oo ) Bhem
1 )

_ O(qﬂﬂII<1_é%> > >=:(xq—VH1L £>0. (14)

ble

Hilfssatz 5. Fiir (q,, q,)=1 ist
T(h, q;qz) = T(hqu qz)T(hqzy Q1)- (]-5)

Beweis. Setzt man zur Abkiirzung

T = ¢ 1 (1-5) (16)
und
Ty(h, q) = 33 ulm) L Sowh, @), (17)
so folgt aus (10)
T(h, q) = TAQ)TAh, q). (18)

In Verbindung mit (4) und (7) ergibt sich folgendes
Tk, ,q2) = 23 33 plmmms)(mm,)"*S(mi*mih, 4.q)

= > wlmym* g‘. (m)mz"S(mihms hg,, q,)Smi*mi hg,, q,)

mylgy

> plm ) S(miha,, ) 35 pwlm)mz*Smi*hy, , q.)

mylay

= T,(hq,, q)T(hq,, q.), (19)

und ausserdem ist

Il

T1(41q2) = TI(QI)TI(QZ)) (qu 42) =1. (20)
Dann folgt die Behauptung des Hilfssatzes aus (16)-(20).
Hilfssatz 6. Fir h=n (mod q) ist
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T, q) =TW,q), (21)
und fir (k, q)=1 ist
T (F°h, q) = T(h, g). (22)
Hilfssatz 7. Fiir (q., q,)=1 ist
A(q.q, n) = Alg,, n)Alg,, n). (23)
Beweis. Wegen (11) und (21) ist die linke Seite von (23) gleich

Agg.m = |3 T ag)e( — %)

h=9,9, 192
Chy,21950=1

= 55 Thatha, g g )
kst h2=12 q94.
Chy,81)=1 Chyp,ad=1

Hier ist nach (21), (22) und Hilfssatz 5

T(hg,+h.q,, 0.9.) = T(hgs+h.q.q,, ¢.)T(h.g.q,+h.q3, q.)
= T(hn qx)T(hz’ qz)-

Es ist somit

Algg,m) = 3 T(h, ql)e<—”q_hl) ST, qz)e<_nh2)

h=9 1/ k=1 2
Chy,ad=1 Chy,29)=1

= A(g,, n)A(g., n).

Hilfssatz 8. Setzt man

& = &(n) = 31 Alg, n), (24)
so konvergiert & absolut. Setzt man
X(p) = 1+ 2AP, ), (25)
so ist X(p) reell und
S = I;IX( D). (26)

Beweis. Die Richtigkeit des Hilfssatzes ergibt sich unmittelbar aus
Hilfssatz 4, 7 und (11).

Hilfssatz 9. Es gilt
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X(p) = XA n) fur p>2,
und
X(2) =I§, A2, ).

Beweis. Nach Definition von 7(%, g), ist es

1

1
k = —_—
T(h, p*) p"(l p"

)'I(S(h, = pAS(5™h, 1),

Dann hat man nach (5)

T(h, p*) = 1fk<1“2>1i>_1(5(h, ) =Sk, p*7), (B = 20).

Benutzt man hier die beiden Identitdten (8) und (9), so folgt
T(h, p*) =0 fir p>2, k=2\, p ¥ h,

und
T(h,2¥) =0 fir k=2\+2,2 V.

Hieraus ergibt sich der Hilfssatz.
Aus Hilfssatz 1 und (29) ergibt sich (p { 24),

| T(h. p%)| < p-k<1—p%)_l(pkﬂ + 50"

=(1-1) s
<E( b

Wegen (31), (11) und s=5 ist augenscheinlich
[X(p)—1I=&(p) (p>2),

wobei
&0 =, 3 (- 1p(1-5) oy
<A1 p )
Hilfssatz 10. Fir p >2 und A=3 ist

0<&(p)<_1.

Beweis. Nach Definition von &(p) ist es

43

27

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)
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= _ af 1 AN ke ey
&0 =5 (-0p (1 1) ke 5
— p—l(1_i)‘iq;z)\_lpk(p_k/z_‘_p—}\)s

2503 B0). B g

Schreibt man zur Abkiirzung

:ﬁ—1(5> Ny Rk (e O
&, =223(3) 5 prh (=0,-,5),

so folgt

-1 :
0= o

wo ist

— p_l 5 0 . P—]_ p2}\—1_1 ot
EO B <O>p 1<k<22)\—1pk - Tp 17—1 <p A ’

:p_l AP k2 _ p___l. AL pl/2 pEAIE_]
fl <1>P 1<k§—1p 5 p p P pl/z_l

= 5P = pY)(p 4 1)
5P prp = Bp™,

§2=p;<g>1’“ 32 =10@—1)(p—1)p*

I<p<za—1

< 10(2n—1) p™

b= p_;1<g>p3’\1<k§)\_1p—k/2

. CZA-1)/2 __ ]
= 10pp 1 pa)\ * 4 pl/Z_ 1 1 p_(n_l)ﬂ

— IOPZA-IIZ(pA—l/z_1)(p1/2_|_ 1)

<102/ i p = 10p™

_p_]- 5 4, - ?_:1 5 4, -k
T T<4>p}‘1<k<22)\—1p k< P <4>p)\1<;,<22)\—1p

<stlp 1 g,

und
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b= %(g >p5}\l<k<22/\—1 e < p—_l 7 kzz P

< p_l pSA p3/2

SA

<1
Nun nehmen wir an, es sei A=3. Dann folgt
A A
r-1= 27 P
und

P11 p.

Folglich ist

&(p) = =1 2
0< <5
<(2 ) '“{ A5 4 102N — 1§+ 10874550 4 5 < p 7]
10@r—1) 5 5 1
( ){psixn_" 3}\+ paA +$EX+P}‘+1+ZPT/2}
( >< 10 5 51 +20x_5>
310 4 3372 33
1 L5 1Y, (27y20—5
< ><BT tatgty 33/2>+<§6> 3%
_ 7\ 20n—5
038 ... + ~6> 20s.

Setzt man hier

_ 20n—5 _ 200—5
f(k') - “33)‘ - 27)\ ’

so folgt -d%’ﬂ< 0 (\=3). Es ist dann F(3) = f(\) (A =3).
Es ergibt sich somit fiir A>3
0<E(p)<0.38 ... +(§g)5 £@3)

=038 ... +0.00 ...
<1,
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was zu beweisen war.
Nach (33) ist
&(p) = O(p™?) (35)

und, wie wir nach (25) sehen werden, ist X(p) reell.
Wegen (32) folgt hieraus

Plgz X(p=C, (36)
wobei ist
C = CO = HA—E(p) >0 (37)

und C nur von A abhingt.
Hilfssatz 11. Fiir s=5 und N=2 sei N(s, n) die Lisungsanzahl von

mE+mi+ - +m2=n (mod 2%, (38)

2" ¥Ym; fir 1<i<s.
Dann ist
X(Z) :2—(A+1)s(2A_ 1)—s2zx+1N(s, ﬂ) (39)

Zum Beweis brauchen wir zunichst folgendes :

Hilfssatz 12. Fijyr 0</<2A+1 ist

2>\+1(2x_ l)T(/l, 22;\+1—1) — 2Im2h>

22T

( (40)
m=22+1
28 f'm

Beweis. Der Fall /=2A+1 ist klar, also sei 0</<<2A. Nach (3),
(5), der Definition von T(k, 2*¥) und k=2141—17 ist

T, 2277 = b (1= 2 (S, 207 — L s, 2071,
Somit ist
ZA(2A—1)T (B, 2271) = 24(S(h, 22211) —27AS(2M, 2241-1))
— S(zlh’ 22}\+1)__S(21+)\h, 2}\+1)
(20 3 (2
m<Fa+1 \ 221 Mo+ 22

_ Zh) (2@
B m§§A+le< 27+ m_gzz;\ﬂ € 20

2’m2h>

Py

e( w.z.b.w.
m=22A+1
2A ¥ m
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Beweis von Hilfssatz 11. Fir 0</<<2A+1 ist nach Hilfssatz 12

QAEDS(OA_ 1) TS, 2244170y — SV ... Y e(zl(n’lf—i- +m§)h>

- o 92A+1
Z,
= >1 N, m)e(%).
m 2P\ t1g 2

Nach (28) und (11) ist

A+1

23+1 A1t 2 s oA+1—17 2'h
X(2) = Z(}j AR ) = T:(h, 2 )e<_”§z’xﬁ>

=0 hg22A+l—l

2A+1 Uy
=z 3 Nemy 3 oo,
m_§22'\+1s =0 h§2)~+1—1

= 2" 1) SV N(s,m) S e(@#)
m2\tls h=22A+1 2
= 2 DIOA__1)"2RIN (s, n).
Dann folgt die Behauptung.
Hilfssatz 13. Ist n Mkonditional, so folgt
@ —_2_ 2‘(}\4‘1)3(2}\_- 1)—822}\+1C .

Beweis. Die Behauptung des Hilfssatzes folgt aus (25), (36), (40)
und der Definition von N(s, »).

§2. Die Funktion f(9, u).

Es ist
mim) = >3 p(l) =1 oder O, (41)
Pn=m
je nachdem m A-frei ist oder nicht.
Es sei
g0, u) = > em’d). (42)
1=m=[u]

Dann ist nach Definition von S(#, q)

sth,a) = g( % 7) =m§qe(’”;h). (43)
Fir u<gq, (h, q)=1 ist
g2, u) = 0g"*), (44)

([1], S.127).
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Setzt man
d=(h, q), h, = h/d und q, = q/d,
so folgt wegen (5)

o(g-0) = ey o) =[5 I arva(l . o—a[])
= g S(h,, q,)+0(g,"**%)

% Sk, g)+ O(g'***).

Dann ist nach (6)

l = -1/2 1/2+e
g( 7’ v) O(vg,” ")+ O(gq,***)
= Olvg™*\/(h, q))+ O(g"***).

Es sei

1O, u) = Z ]m(m)e(mzﬁ)

=m=

Dann ist nach (41)
Fx,u) =3V mme(m’x) = 2 E w(f)e(m’x)
1<m=<[u]

[u] jAe=m
= Zk w(e(n’x)
.3'\k<u

w(h) 2 e(jPRx)

E<j M

= i NG, 7).
Hilfssatz 14. Es sei fiir (h, q)=1,

i
iMs 3 u

u=n"* n'B<qg<n"VE 2AB=D.
Dann ist

f(z , u) — O(nl/D+(1—l/B)/2+e).

Beweis. Es ist klar, dass
g0, v)|=v.
ist. Nach (46), (48), (49), (51) und (4, ¢)=1 ist

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(1)
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(L. u) - gmg(ﬂ L i)

>3 J7u)

— O(é j'huq_llz\/(?th)—I—O(nl/Dql/z“)—l—0(
= >[n]

= OW"P(ug ™"+ g )+ O( 3] j~*u)
i>n'/P

= O(n"P(ug™"*+"***)) + Olun*~"/)

— O(MIID(nI/Z-llzB 4+ n(1—1/3>/2+e)) + O(nl/Z-(A—l)/D)

= 0(nllb+c1—1/B)/2+e) + 0(n1/2—cx—1>/D)

— O(nl/D+(1—1/B)/2+a)

was zu beweisen war.
Hilfssatz 15. Es sei fiir (h, q)=1
q=<n'B, u<n? C=2\ F=2\ (52)

Dann ist

f(ﬁ u) - HIXS wT(h, )+ O(eA-D/CqADIRALLY), (53)

Beweis. Aus (48), (51) und (52) ergibt sich

(2 w)- s aig( )= s
q j=[nt/iq=Vx] q >[n/oq V¥ ]

— O(nl/z—()\—l)/Cq(A‘l)/F) (54)
Wegen (45) ist dann
. (. 1 N A-AGQ( F2A
2 wNe\ i) = w3 ()NS5, q)
n=[n'/0q-V¥] q g j<[ni/Cq~v7]

+ O( 2 q1/24 !)
Ji<[nV/0q ¥}

=% ST DTS, @)
qjé[nl/cq—I/F]

4 O(nucq—l/F 172+ z) . (55)
Anderseits ist wegen (4)
()7 S, q) = ) i-AS(,
; <[n1%-w]’“ NI*S(7h, q) millqjqﬁl/}%_wju(f)f (7, 9)

(1, @)=m

=3 3 w(mk)(mk)~*S(m™k™h, q)
m|g me<[n*/0q=YT]
(kyg/m)=1
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= > ulmym™* 3 w(B)R XS k™, q)
mlq

kgnl/oq“/Fm“

erl)zl
— S(m* (R)E™>, (56
mZ,w(m) h, q)k@lw;wm_l/w ) (56)
(k» q1)=1
wo g=mygq, ist.
Weiter
k) _ pRy s k)
E<nVCq-VFm—1 B Enl/Cqg=1/Fpy—1 kR En/Cq— V1 k*
(k,g)=1 (k,g)=1 bl km
PXay
_ k) (k) 0( })
(k,%:l B +k<n1/0q—1/Fm—1 r* k>n1/c§1/pm-1k}‘
ble,m
Praqy
= 21+22_|_O(n—(}\—l)/cq()\—l)/Fm}\—l)
wobei sind

und

- (k)
2 k<n1/c§1/ﬁ‘m—1 k*
blk,m
X gy

h<nl/Cq T p-1p=1 p"h" plm j) h<n‘/cq“‘/"m"p‘1 I3
plm, p¥a Pray

— 0(2 1 D ,,,,1x>

bIm D" h<nt/oq Tem-1p-1 b

= 0(p%n_l%\(n—()\—l)/cq(}\-l)/Fm}\—l)>

= O(n~A-V/CGA-DIFyyr-1iey

Folglich ist

ﬁ"(k) _ 1 (1_ 1+O(n-o\—n/cqo\—1>/Fma—1+e) (57)
E<n/0qg- V=1 kR é’()\,)plq p")
(kyg)=1

Nach (10), (13), (56) und (57) ist
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2 DTS, q) = Z pom) s S(m”‘h q)
J<nl/0q "

Xl I (1—— O3~ A=/C g=D/Fyph
[am,q ) TN

T(h _I_On—(h D/CH(A-1/F+1/2

t(k) q q)+O( q

X Z m—}\.m)\—l—f-!.m)\ql/Z)
m|q

= 1o 7T @) Ol /g DI o Sy i)

mlgq
Th +0 —(A-1)/C,p(A-1)/F+1/2-+A—1+28
m)q (#, )+ On q )
und somit
,”,,, . '_)‘S -2)\h T h O 1/2—(A-1)/C ,(A—1)/F-3/2+A+¢ .
q,-é[,,vzaq-l/p]“(m (7R, q) = §()v)u (h, @)+ O(n q )

Zusammenfassend haben wir

+ O(n! /2~ A=DICGA-DIF-3/2xte)
;‘(k)uT(h Q) + O(n'Z~A-DICGAD/F-3/2F A+ e)
T O(n/Cq1FriIztey
Nach C=2\ folgt die Behauptung.
Hilfssatz 16. Es sei 2A\B=D,
nB<g=n"""", la| =n'""q7, (h,q) = 1. (58)

Dann ist
f(Z ta, n‘/2> — O(u/PramBTORE (59)
Beweis. Es ist
s rava) =B i) (v

also, auf Grund vom Abelschen Lemma
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h N\ B /- _
F(Zva i) = r(L v+ 32 (% V1 eta)—e@ + D)
— O(nl/D+(1—B-1)/2+e)+O(nla'n1/0+(1_3-1)/2+c)

— O(nl/D+(1—B‘1)/2+e(1 +n l a l ))
— 0(n1/1_7+(1—3—1/2+e).

Hilfssatz 17. Es se:

qg=n'5 (h,q)=1.

Dann ist
AL
+a,n
(e

mit

iy TUb @A, ) + 00T IS IFASS(L 1)) (61)

("(r+3)
(X, u) = 2_ e(la). (62)

Beweis. Trivial ist zunichst die Abschitzung

I‘(l+ %)
—5=L= V1407, (63)

Setzen wir jetzt

of, 3
A(l)=f<z,\/l> L 7, >M (64)

) ! ’
dann ist nach Hilfssatz 4 und 15

A(l) = ( VI ) £00) T(h, q)\/l+ (k} T(h, q)<\/ I<l;2>)

_ O(nl/z (A- 1)/cq(>\ D/F+A- 3/2+z)+0<\/1 q~1/2 |~z>
/

— O(nl/Z—(A—1)/Cq(x—1)/F+A—3/2+e) (1 g lg u) (65)
Benutzt man hier (62) und die Identitit

3 1\ of, . 1
et e e
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so folgt
3 1
(l +——> I‘<l +—)
5 2
sty T ¥l m) = L Tt o) 5 (A2 12! Y. (6)
Aus (60), (63) und (66) folgt,

H( L+, v )= Tih avile, )

q
v

1
() e,
3
vy ) (0
1
~ ¢y T @ I%Q!;))e(’“)

= 2 (AW —AU-1)etia)
= A(n)e(nat) + 1@2_1 A (e(la)—e((l—1)a))
= O(n'/*~ A DIDgADIEAE (] | at])).

Damit folgt die Behauptung (61) aus C=2\, F=2\.
Es sei I(k, q) ein Intervall der Gestalt

Z “f%éaégw"ﬂo mit 6, = n'/5", (68)
WO
1=qg<ln®,1<=h<q, (h g =1 (69)

ist. Es ist ersichtlich, daB je zwei verschiedene I(%, q) keinen Punkt
gemeinsam haben und alle I(%, ¢) im Intervall (6,, 1+6,) enthalten sind.
Es sei E die Menge 0¢€ (¢,, 1+6,), wo 6 zu keinem I(k, q) gehort

Hilfssatz 18. Es sei 0 € E. Dann ist
f0, V1) = O(u/PHa-Bbizre) (70)
Beweis. Es gibt ¢ und % mit
|gb—h| < n'B'=0,, q<n""2 fiir (h,q) = 1. (71)
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Hierbei ist nach Definition von E 6,<0<6,+1 und 6¢1I(1,1). Es ist
somit 6,< 6<1—6,. Aus diesem und (71) folgt 0<k=gq. Somit ist,

nach Definition von E, #/2< ¢<n'"YB. Nimmt man hier af:ﬁ—g—, SO

folgt |a|< nYB'q™'. Hieraus folgt die Behauptung durch Anwendung
des Hilfssatzes 16.

Hilfssatz 19. Es sei s=5, D<2\AB. Dann ist
gE 0, N 1) e —nB)df — O (uete=1-Cs-scueB-pey (72)
Beweis. Nach (47) ist
FH0,V n) = ,,i ¢,,e(mo)

wo c¢,, die Anzahl gewisser Darstellungen von m als Summe von zwei
Quadraten ist. Es sei 7(m) die Anzahl der Darstellungen von m als
Summe von 2 Quadraten. Dann ist 0<c,,<r(m)=0@m"). Daher ist
nach Hilfssatz 18

70, v me—nonao | < { 170, mao
= O(n“/D“l_B_1)’2)(3"")"'8g | (8, n)| d)
und hieraus ergibt sich sofort die Behauptung (72).
§3. Beweis von Sitzen T, , und T, ,.

Fiir die Anzahl N, ,(#) der Darstellungen von # in der Form

n = mi+mi+ - +m?
m; (1<1i<s), Afreie Zahlen,
gilt dann

N, \(n) = 524 40, n)e(—nd)do . (73)

Dieses Integral N, ,(#) wird in die beiden Integrale

N;a(n) = L+1, (74)

zerlegt.
Wir setzen
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L= { f6, v/ me(—no)as 75)
und
L= 3 5 ko, (76)
) =1
WO
Jh, q) = Sm_q)fs(ﬂ, V7)e(—nd)do
_ e(—%h)j o /qu< +a, ) ena)da . a7
ist.

Wir betrachten jetzt das Integral I,, das einem vorgegebenen Bruch
% entspricht. Nach (62), (63) und (66) ist

(09 2)
—9_ N = " 8
[P, u| = Y(0, u) = 2 [l OV'u). (78)
Hilfssatz 20. Se: n“‘<|a€[£ rrrrr Dann ist
Y(a, n) = O(|a| ™) (79)
Beweis. [1], S. 130, Lemma 8.
Aus (78) und (79)
e, m) = O+ ). (Jal= ) (80)
Hilfssatz 21. Es seien [,=0, -+ ,[,=0 ganz. Fiir x, >0, -, x, >0,
a=0 ist
', +x,) _Y@+x+--+x) 4
1] — A X ) 7y ),
A =T Tt Fx)al s (*,) (81)

Ltlt+h=a

Beweis. [1], S.131, Lemma 9.
Aus (62) und Hilfssatz 21 erglbt sich

ol 1V .
[“ v@marada= 5 0 “(ra) tled) *(z)

Llyole "=t Lyl r(S\y \2
11'|‘1"?+Is=ns < 2 >n.

s/2
_ 7T n‘/2'1+0(ns’2"2). (82)

)
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Aus (79) und 6,=n"2" folgt

-

" 00/9
8_0 ; V(e n)e(—na)da = n* T+ Om*” 2)+O<S P¥(a, n)e(— na)da)

w|e| ¥
\_/

r
/2
— ns/2—1+0(ns/2—2)+O(n(llB—l)(l-s/Z)qs/z—l)
r(3)
2
— ”s/: ns/2—1+0(ns/2—2)+O(ns/z—1~(s/2—1)3—1qs/2»—1) (83)
°(3)
2

Hilfssatz 22. Es sei ¢q<mn"B. Fiir (h, q)=1 ist

T, 4) = o =" T g )1%”
; 2

+ Ow(ns/z—zq—s/z—i—E) + OB(ns/zfl——(s/z—l)/Bq—1+E)
+ 01(nS/Z—1+(1/B—(A—1)/C)S+1/Bq(}\—1)(1/F+1)S~35/2~l+8)

_|_Oz(ns/zh1—(A—1)/Cq——s/2+(h—1)(1/F+1)+s) (84)

S/2-1

Beweis. Beniitzt man hier Hilfssatz 17 und (12), (80) so folgt

4 s<%+a’ ‘/7> cz(x) T*(h, gr(@, n)
O, (nO- DI GADSE NS -Sspzte (1 4| | )F
+ 02<q_(s_1)/2+E (l_ + || >—(s—1)/2
n
(1 +n I o [ )nI/Z—(A-l)/Cq()\‘l)/F+A*3/Z+€>
= o TR, gy
= gsgipny 1 b @@, )
+ O, (A=Al A DRSS (1 4| ] 9)

+ Og(na/z—(A*1)/Cq—s/z~1+(>\—1)/F+>\+s<iil_ + |a | >—s/2+3/2> (85)

Aus (77) ergibt sich

Sz(h.q)fs(e’ Vin)e(—nb)dd = e( B n_h>SOO/q fs<£ +a, \/;>6( —na)da

q 90/4 q
_ nh 1 e B
—e( >2‘§(x)T(h )S_eo/ﬂ" (a, n)e(—na)da

+ e( ’Zl>5 o q(O +0,)e(—na)de,



A-freie Zahlen

und hierin hat man nach (85)

0,/9
S o/ Oldaf — 0(11(1/2—(4\—1)/0)s q(}s—l)s/F+}\s—33/2+8

-80/2

— O(n(llz—()s—1)/C)5q()\—1)5/F+A3—85/2+En5/Bq -Seoq—l)

— O(ns/z—1+(1/B-(A—1)/c)s+1/3q(A—1)(1/F+1)s—3s/2-—1+5)

und

00/4
g ’ O.da = 0<1’l3/2_(""‘)/Cq‘s/z—lﬂk—1>/F+A+ES

-0o/a

A7

— 0(n3/2—0\—1)/Cq—5/2—1+(A—1)/F+A+En($-3)/2'1)

. $/2—1—(A=1)/C —S/2+(A—-1)(I/F+1)+E
= Q(u/?"1~A-DICG=s[2+A-Da/F+Dte)

Die Behauptung (84) des Hilfssatzes folgt aus (83).

Wegen (84) ist dann

g<n/8 h<q
(h’q>:1

wo sind

1

TS, <_”_>_s__

S hhg?q "D\~ e o r(
q)=1

Z (Om+08+01+02)

g<nVE kg
(hr q) =1

502
—-—
ZEML <7>
+Su+Sg+S,+S,,

n?t 37 Ag, n)

qgnl/B

Sm — 2 Zow — O(ns/z—z 2 ql—s/z»a-s) — O(ns/z—zl-(z—s/z)/3+8)

h

Se

l

O — O nS/Z—l—(S/Z—l)/B
30, - of

q<nt/B

q<n/8

Sl 2201 — 0(n3/2—1+(l/3—()\—1)/C)S+1/B Z

l

q h

q<nV/B

— O(ns/Z—1+(1/B—(}\—1)/C)3+1/B Z

— 0(ns/2—1—()\—1)s/C+(S+1)/Bn1/B(>s—1/8F+()\—5/2)S+1+E) 0\' > 3)
= b

q<n1/8

Z qs) — O(ns/2~1—(s/2'2)/3+5)

(A-1(1/F+ 1)5—3s/2+5)

(A-1DS/F +(A-5/2)s+s)

. O(nslz—l =(A-1)S/C+((A— 1)s/F+()L—3/2)S+2)/B+E)
- 79

S, = 31310, = O(r1--ve
q h

q<nt/8

—s/2+(h—1)(l/F+1)+1+E)

— O(ns/z—l—(X—l)/C—(S/Z—(}\—l)lF—)s—1)/B+B) .

Setzt man

00/2
S (1+n|al)da
—-00/9

1( 1 —+ |a|>(3-8)/2da)

—y

57

(86)
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C=F=2\ D=2\B, s=5, und

B = [5—0»%1) (10x2-6x-5)]+1,

so gilt erstens

Al S+i<u s+<k— ~>s +2> <0,

o] eo

und ferner,

A—1 1/s A—1
(5 ) <o

Wegen Hilfssatz 22 ist

> 2 Jh g = n* 31 Ak, @)+ O 7%, (87)
g<n'/B (hh<)q ) 2°5(N) F<~g—> g<n/B
»q)=

wo ist
8§ =380, & >0.
Nach (11) und Hilfssatz 4 ist
Algm) = O( 3} g™*") = O(g'"").
h<q
(h’q):]-
Setzen wir @zi} A(gq, n), so ergibt sich

> Alg,m)—6 =0( 35 Alg, n) =0( > g @)
h<nV/8 >n'B g>nt/B
= Q(n~C~PrBtE) (88)
Aus (72), (73), (87) und (88) ergibt sich
S/2
N\n) = —"— S+ 0%, §>0. (89)
23@50»)1*(57)
2

Beweis von Satz T,,:
Dies folgt unmittelbar aus (89) und Hilfssatz 13.
Hilfssatz 23. Es se:

n = m+mee mi 1 (mod 27, €0
2N my, i=1,2-, 51,
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Dann ist die Zahl n Nkonditional.
Beweis. Wir setzen jetzt

(M +mi+ - +mi_,—n +1)—2—}ﬁ =a=0

a=A (mod 2, 0 < A<2"-1.
Wir setzen ferner a=A-+2 (¢t ganz). Daraus folgt

mE+mi+ - 4+m2_)—n+1 = g2
— A2A+1+22A+1t.

Somit ist
n=mii+mi+--+mi_ +1—A2"" (mod 22%Y).
Die Behauptung des Hilfssatzes folgt aus folgendem Hilfssatz :
Hilfssatz 24. Die Kongruenz
mi=1-—A2"" (mod 2"

ist losbar mit 2" Y m,, n=2 0 A< 2N
Beweis. Nach A=>=2 ist
22—1=3
und
1—A2*"" =1 (mod 2°.
Die Richtigkeit dieses Hilfssatzes ergibt sich unmittelbar aus [2], S. 69.

Hilfssatz 25. Es sei s=2""'. Dann sind alle positive ganze Zahlen
N-konditional.
Beweis. Hier ist es genug, s=2""' anzunehmen. Ist 0 N<2M1'—1,
so hat die Kongruenz
—3x=N+4 (mod 2™,
0y <26 —1,

eine Losung. Setzt man hier
0sy=2""—1—x <227 —1,
so ist

x1°+y2°=N (mod 2"
mit
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N=#n—1 (mod 2.
Hieraus folgt die Behauptung durch Anwendung des Hilfssatzes 23.

Beweis von Satz T,,,:
Die Richtigkeit des Satzes T, , ergibt sich unmittelbar aus Satz T, ,
und Hilfssatz 25.

(Eingegangen 16 Februar, 1960)
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