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1. Introduction

Ce memoire n'est consacre qu'a demontrer completement les resultats
enonces dans [1]. Le produit cyclique d'ordre p (p entier>l) d'un
espace topologique X est, par definition, Γespace quotient du produit Xp

de p espaces homeomorphes a X par la relation d'equivalence definie
par Π, oύ Π est le groupe cyclique d'ordre p engendre par la permuta-
tion cyclique T des coordonnees de Xp:

(1) T(xly x2, ••-, χp) = (x2y •••, χp, x,) , Xf eX.

Pour le cas oύ p = 2 et X est un complexe fini, S. K. Stein a etabli
une base canonique d'homologie du produit cyclique [2]. Pour gene-
raliser sa methode pour le cas oύ p n'est suppose qu'un nombre premier,
il faut surmonter une petite difficulte. C'est d'obtenir une base canonique
d'homologie speciale du complexe M(ί), qui s'introduira dans 4°. D'autre
part, M. Nakaoka a developpe remarquablement la theorie de la coho-
mologie des produits cycliques et il a determine les nombres de Betti
et les nombres de torsion du produit cyclique d'ordre p (p premier) des
complexes elementairesυ [3]. Dans cette determination, il s'est servi
du complexe M, defini et etudie dans 3°, qui jouera un role important
dans ce qui suit. Le memoire de Stein nous permet d'etudier exclusive-
ment le cas oύ p est un nombre premier impair. Done nous supposerons
que p est premier impair.

2. Preliminaires.

Soit C=(Cί, 9) un complexe de chaines, c'est-a-dire un groupe gradue
a derivation de degre —1. Soit p : C->C un operateur de C, c'est-a-dire
un endomorphisme de C, compatible avec la structure graduee et
Γoperateur bord 3 de C. Soient Cp et Cp-1 Γimage et le noyau de

1) D'apres Nakaoka, un complexe elementaire est (i) une sephere ou (ii) le complexe
obtenu en faisant attacher, de degre pr (p premier et r entier ]>1), un (n-HI)-element a une
w-sphere.
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Γoperateur p. Us sont des sous- complexes de chaines de C, dont les
groupes d'homologie seront dits les groupes d'homologie speciale de C par
rapport a p. On dira les elements de Cp et de Cp~1 p- et p~ ̂ chaines
resp., et encore les cycles de Cp et de Cp~1 p-cycles et p~l-cyc\es resp.
On a d'abord une suite exacte permise 0->CP~1->C->CP->0 et celle-ci
definit, par passage a Γhomologie, la suite exacte de Smith-Richardson :

Soit T : C -> C un operateur permis de C, periodique d'ordre p.
<r = l + T+T2-f ••• -fT^"1 et τ = l— T sont aussi des operateurs permis
de C et ils definissent les groupes d'homologie speciale de C. Dans la
suite, lorsqu'il s'agit d'un operateur periodique T, designons par p un
quelconque de ces deux operateurs σ et T et par p Γautre. II est evident
que CPCCP"1. Ceci entraine une suite exacte permise 0->Cp->Cp~1->

CP~1/CP->0 et celle-ci definit, par passage a Γhomologie, une suite exacte :

(3) - — ->#J(C) -^#Γ(Q - >Hi(C*-1/C>) - >Hp

ί_1(C) - > - .

Un groupe abelien G sur lequel un groupe multiplicatif Π opere
sera dit Π-libre, si G admet une famille d'elements (xλ)λ^A telle que les
elements («kU€Afir€ii forment une base du groupe G, considere comme
groupe abelien libre. Dans ce cas, on dira une telle (x\) Π-base
de G. Un complexe de chaines C=(Cf, 9) sur lequel Π opere com-
patiblement sera dit Π-libre, si tout iiέme groupe Cf de C est Π-libre.

Soit Π le groupe cyclique d'ordre p engendre par Γoperateur T de
C, periodique d'ordre p. Supposons C Π-libre. Immediatement on a

Lemme 1. CP=CP"\

Lemme 2. Soit z une chaine de C et t un entier Φ0. Si tz est un
p-chaίne, z est elle-meme une p-chaine. De plus, si tz est un p-cycle, z
est elle-meme un p-cycle.

En effet, (xλ) etant une Π-base de C, soit z = ΣχΣ?=o aXtiT
lxx (aλ>i

etant entiers, nuls sauf pour un nombre fini d'indices). La condition:
tfλ(0 = #λf l= ... =aλp_1 pour tout λ, est necessaire et suίfisante a la fois
pour que z soit une σ-chaine et pour que z soit une r^-chaine. D'autre
part, la condition: Σ?rJ ^,{ = 0 pour tout λ, est necessaire et suffisante
a la fois pour que z soit une τ-chaίne et pour que z soit une σ^-chaine.

Une famille d'elements (xλ) d'un groupe abelien G (libre ou non)
sera dite base de G, si (xλ) engendre G et si, tλ etant Γordre de xλ,
la relation Σλ^λ^λ = 0 (ocλ etant entiers, nuls sauf pour un nombre fini
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d'indices λ) entraine αλ=0 mod tλ pour tout λ. Une famille d' elements

feOλfEΛ d'un groupe abelien G (libre ou non) sur lequel opere un groupe

multiplicatif Π, sera dite Π-base de G, si les elements (τrjt;λ)λ€Λι1ί€π

forment une base de G dans le sens precedent. Alors on dira Π-

decomposable le groupe G admettant une telle Π-base.

3. Etude du complexe M.

Dans tout ce qui suit, on supposera que p est un premier impair

et que, sauf mention expresse au contraire, le groupe des coefficients

d'homologie est le groupe additif des entiers Z.

Soit L=(Lf., 30) un complexe de chaines acy clique, dont les ziέme

groupes L{ reduisent a zero sauf pour i = n + l et w, dont les (w + l)iέme

et wiέme groupes Lκ+1 et Ln sont des groupes cycliques infinis engendres

par des elements cn+1 et bn resp., et dont Γoperateur bord 30 est defini
par la formule d0cn+1 = bn. Soit M=L® ••- ®L le complexe du p fois

produit tensoriel de L, sur lequel opere T comme permutaiton cyclique

des coordonnees :

( 4 ) T(x,®x2® - ®xp) = (-

Designons par Mi les ziέme groupes de M et par la meme lettre

pour L Γoperateur bord de M, qui est defini habituellement :

Le complexe du produit tensoriel de deux complexes de chaines

acycliques est aussi acyclique, done M est acyclique. Dans la suite

exacte de Smith-Richardson (2), H,.(M)=0 done on voit

Lemme 3. 3p : Hp

t(M)-*Ήp

tI.\(M) est un isomorphisme-sur pour tout i.

Sauf pour pn+p>ί>pn, les groupes M, , Ml et MJ"1 reduisent a

zero en meme temps. Comme p est premier, Mf est Π-libre pour

—\>i^>pn + \y done, d'apres Lem. 1, on a

Lemme 4. /p : Hl(M) -> Hp

ί~
1(M) est un isomorphisme-sur pour

>i>p

Posons2

2) Les indices en has, attaches aux chaines, signifient toujours leurs dimensions ou leurs
degres de graduation.
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(6)

<*pn+p-l = bn®Cn+1® ••• ®Cn..

βpn+i =cn+1®bn® ••• ®bκ

Mpn+p et Mpn sont des groupes cycliques infinis engendres par epn+p et
apn resp. Comme p est impair, Tepn+p = epn+p et Tapn = apn. Done
M ,̂ M^Γ+p, M;W et M^"1 reduisent a zero. Mpn+p_, et Mίll+1 admettent
des Π-bases formees par un seul element epn+p_^ et epn+l resp. Done
Mσ

pn+p, M]m\p, M^_1 = Af^^_1> M^+1 = M^i1, M;W et MJ,;1 sont des
groupes cycliques infinis engendres par pepn+p, epκ+p, apn+p_l9 ψ^w+1, papn

et apn resp. Comme ^Qepn+p = apn+p_ly H^n+p_^(M) est un groupe cyclique
d'ordre p, engendre par la classe du cycle apnΛ.p_λ et Hτ

ϊm+p-ι(M) reduit a
zero. Comme 30ψ'p«+ι==^ι>κ> H*n(M) reduit a zero et HT

2m\M) est un
groupe cyclique d'ordre p engendre par la classe du cycle apn.

Hσ

pn+p(M) -0
\θσ

H'-
\θτ

^ !H*K+P_2(M) = Hl~+p_
\θτ \θσ

\ \

\θσ \θτ

\ 1 \

Hr

ίJn+l(M) =H^(M) Hσ

pn+l(M) =Hr

pn+1

\9τ \θσ

^ i ^ iH£ (M) H;n(M) - H;:l(M) = 0

A Γaide du diagramme precedent, on a, grace aux isomorphismes-
sur 3σ et 3T,

Proposition 1.

r

p pour ί = 2, 4, •--, ρ—1,
(7)
\ / //7ϊ~Γl ^ / I y\ / . .

/^5 autres i

(8) fiΓ^i^Af) = {""p ^'" / ~ 0 > 2 > 4 ' " ' !

τ^5 autres i:
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( 9 )

(10)

'.p pour i = 1,3,-,p-2,

pour les autres i

= Hτ

pn+i(M) pour tout i.

Notations.

/ = /_, = 0

-(/,-D

(i = l,3, ,p-2);

oύ ί ? j signifie le coefficient binomial.

D'apres le theoreme fondamental de la theorie de Γhomologie
[4, 101-104], prenons, pour chacun des complexes de chaines M, Mσ,
Mτ ' et Mτ = Mιr~1, une base canonique d'homologie, qui nous permettra
de determiner les homologies ordinaire et speciales du complexe M(t)
donne dans le numero suivant et enfin Γhomologie du produit cyclique.

(a) Pour M,2

(ii)

avec 30e*B+ί = α*B+ι._1.

celles de (6).

(b) Pour M",

Pepn+ρ

(12)

(k = 1,2, — ,/,_!; i = l,2,-,p),

Remarquons que ces notations n'excluent pas

Φσ
p»+i

(1=1,3,
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avec 90̂ ί-ι = <C£ί-ι> 9o^+2<+i==/K&H-2<, doψ"m+ι=paPn Remarquons
que ces notations aussi n'excluent pas celles de (6).

(c) Pour Mτ~\ les memes elements que pour Mσ, sauf que pepn+p et
papn seraient remplaces par epn+p et apn resp.

(d) Pour Mr = M"~\

(13)
(fe = 1,2, -,£_!; i = 2,3,-,

(ί=l,3, -,4-2),

(i =2, 4, -,4-1),

Choisissons, en nous appuyant sur Lem. 1, des chaines

SΛ (* = 1,2,...,/J.1; ί = 2, 3, -,4-1),
(14)

tellement que e%?+i= pe^fi9 Φ5n+ί = /oφiS+<. La faςon de choisir n'est pas
unique, mais prenons-les une fois et considerons-les fixement. De plus,
posons

Grace a Lem. 3 et a Prop. 1, on voit aisement :

Lemme 5. 30<nΐέ = ^ΪΦJn+i-i + ΣΛ^ίί/^+ί-i (^ premier terme du
membre droit riayant lieu que pour ί pair quand p = σ ou pour i impair

quand p=σ)y oύ η* et $-£/ sont des entiers tels que 97?=0 mod p(p— 2>/>2).

Lemme 6. d0a£i+ι = Vι0pn> °u ^7Ϊ sont des entiers =0 mod p.

Lemme 7. 30φ^+<==θ.φ;Λ+._1 + Σ Λ ^ , * l ί < - ι , ^ ,̂ ^ £ί,*
entiers tels que ^φO moί/ p (p = o pour ί = 2, 4, ••• , ̂ — 3 /Q =

Lemme 8. 30^w+/>-ι = ̂ -ιΦp«+/>

ί/^5 entiers tels que £p_1^Q mod p.

Lemme 9. 30Φ^+ι = £].#/,«> ow ^ ί̂ un entier φO

Lemme 10. iθ«^B+I = ̂  *cΦ^M+, + Σ<,Ί
:/ίPr a^.t (le premier terme du

membre droit n'ayant lieu que pour i pair quand p = σ ou pour i impair
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quand p = r), oύ £?'* et ξ'f$ sont des entiers tels que £Pιfc=0 mod

En effet, Hpn+i(M)=0 done p* dans la suite exacte de Smith-
Richardson (2) est trivial.

4. Les homologies ordinaire et speciales du complexe M(t).

Soit t un entier
Soit M(t) = (Lf(t),d) le complexe de chaines, dont les iiέme groupes

Lf(t) sont egaux aux iiέme groupes L{ de L resp., et dont Γoperateur
bord 3 est defini par Γegalite: 3 = ί 30. Le complexe M(ί) du p fois
produit tensoriel de L(t) jouit aussi de Γoperateur T. Les bases canoni-
ques d'homologie des complexes de chaines M, Mp et Mp~\ donnees
dans le numero precedent, forment aussi celles des complexes M(ί), Mp(t)
et M?~l(t) resp., car la difference entre ces deux families de complexes
n'est que leur operateur bord. II en resulte ainsi:

Proposition 2.

(15)
Zt +

0

(16) Hσ

pn+i(M(t)) =

pour les autres i

pour i =ρ—l,

(17) Hr~l

\-»- ' / LJ wra H

Zt

Zpt

Hp

pn+i(M(t))

(18) Hln+

i impair (p — 4 > i > 3) ,

\ (Zt: Γi fois)

pour ί pair (p-3 > i > 2) ,

pour i = 0 ,

pour les autres i

pour i = p—1,

pour i = 0 ,

£0«r /<?s autres i

f (/I /0/5)

^owr / poir (p — 3 > /^ > 2) ,

(Z,: /I /iris)

ί impair (p—2 > i > 1) ,
/^5 autres ί

(19)
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5. Quelques remarques sur le produit cyclique d'order p d'un
complexe simplical fini connexe (p premier impair).

Soit K un espace topologique, Kp le produit de p espaces homeo
morphes a K, T la permutation cyclique des coordounees de Kp

y Q le
produit cyclique d'ordre p de K, c'est a dire Γespace quotient de Kp

par la relation d'equivalence definie par le groupe cyclique Π, d'ordre py

engendre par T.

Supposons que K est un complexe simplicial fini connexe. Kp est
muni d'une structure cellulaire, par rapport a laquelle le groupe de
chaines de Kp sera note par C°(KP) ou C°. A Γaide d'un ordre convenable
pour les sommets de K, on peut munir, sans ajouter de nouveaux
sommets a Kp

y Kp d'une structure simpliciale compatible avec T, par
rapport a laquelle le groupe de chaines de Kp sera note par C(KP) ou
C. Cette derniere structure, etant, bien entendu, une subdivision de la
premiere, induit canoniquement une structure simpliciale de Q, par
rapport a laquelle Γapplication quotiente KP-*Q reste encore simpliciale.
L'operateur de C canoniquement induit par T est compatible avec
Γoperateur de C° defini par la formule (4), C° considere comme le p-ίois
produit tensoriel du groupe de chaines de K, et avec Γoperateur de
subdivision Sd: C°->C. Tous ces operateurs seront done notes par la
meme lettre T. L'application Sd: C°->C est biunivoque et done, dans
la suite, toute chaine de C° s'identifiera a son image par Γapplication
Sd. II n'y aura aucune ambiguϊte a craindre.

Remarque 1. Soit u une p ̂ -chaine de C. Si ses coefficients attaches
aux simplexes diagonaux tous reduisent a zero, on peut choisir une
chaine w de C tellement que u = pw et que le support de w soit contenu
dans celui de u. Dans un tel cas qui aura lieu dans la suite, on fera
le choix de w toujours comme cela.

Remarque 2. Soient x19 •••, xp p chaines homogenes de K. Soit r la
plus petite des dimensions des x{. Alors le support de xί® ••• ®xp ne
contient que des simplexes diagonaux de dimensions <>.

6. Remarques sur la base de Runneth.

Le groupe de chaines de K possede une base canonique d'homologie
formee d'un nombre fini de cycles de trois types (g$), (b%) et (£C) et de
chaines de deux types (c£+1) et (C+i), qui verifient 3cϊ+1 = /μδί(ί>l) et
^Cn+ι = bn. Pour simplifier les notations, omettrons les indices en haut,
si cela n'entraine pas de confusion. On peut supposer Γunique g0 un
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sommet de K. Le groupe d'homologie de K, H*(K), admet, pour une
base de groupe abelien dans le sens de 2°, les classes d'homologie des
cycles gn et bn, dont les ordres sont infinis et t resp.

H*(KP) possede, pour une base de groupe abelien, les classes des
cycles de quatre types suivants : (i) V0 = g0® — ®go (ϋ) zpn=gn® — ®gn

pour chaque cycle gn (w>0) (iii) <%n+i (* = 1,2, —, /,- ί = 0,l, —,/>-!),
qui correspondent biunivoquement aux cycles βjn+ί donnes dans 3°, pour
chaque couple (cn+19 bn) verifiant 3cn+1 = tbn (ί>l); (iv) hj9 Thj9 , T*-*h,,
dont les classes engendrent le sous-groupe de Hj(Kp), Π-decomposable
et complementaire du sous-groupe de Hj(Kp) engendre par les classes
des cycles de types (i), (ii) et (iii). Les ordres des classes des cycles
VQ et zpn sont infinis et celui des ά%n+i est t. L'ordre commun des classes
des cycles hjy Thjy ••-, Tp~lhj sera note par tf (fini ou infini).

7. Definition de trois families d'elements de Kp.

Definissons, par recurrence sur la dimension, trois families d'elements
de C(KP) en tenant compte de Rem. 1 et de Rem. 2 dans 5° :

(a) Pour chaque cycle gn («>0) de K,

(20)

(b) Pour chaque couple (cn+1, bj telle que t=Q mod

(21)

et
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(22)

-l ~ ~~ epn+p y^n+p =

pn+p-l == ypn+p-2 >

8. Determination des ordres des classes d'homologie ordinaire et
speciales des cycles.

Au lieu de dire Γordre de la classe d'homologie ordinaire ou speciale
d'un cycle de C(KP), on dira, par abus de langage, Γordre de ce cycle
dans ##, H£ ou H^"1.

Lemme 11. Solent tQ, tl9 t2 les ordres d'un p-cycle dans H*, i f* 1 et
H£ resp. Alors £0<^<Λ

C'est evident.

Lemme 12. σhj est un σ-cycle, dont Γordre dans H*y H£ et H£~l est
t'. rhj, τThj, ••• , rTp~2hj sont des r-cydes, dont Γordre dans H* et
Hi = H^ est aussi t'.

C'est evident.

Lemme 13. zpn est un σ-cycle, dont Γordre dans H*y H£ et H^~l est

infini.

Cest encore evident.

Lemme 14. apn+p_l est un σ-cycle, dont Γordre dans H*y H£ et H*'1

est t.

En effect, apn+p_l est d'ordre t dans H* et tapn+p_^ est le bord de la
chaine epn+p, done ce lemme est une immediate consequence de Lem. 11.

Lemme 15. Pour p—2^>i^>ly <z£ίn est un p-chaϊney dont Γordre

dans #*, Hi et H£~l est t.

Grace a Lem. 2, on voit que Γordre de a%&t dans H* est t. Comme
te£,+i est le bord de la /o-chaίne ££»+<, ce lemme resulte de Lem. 11.

3) Voir Lem. 16.



Base canonίque cΐhomologίe du produit cyclique d'ordre p tfun complexe fini (p premier impair) 21

Lemme 16. Pour une couple (cn+1, &w) telle que /=0 mod p, ypn+p-ι
est un T-cycle, dont Γordre dans H* et H^^H^1 est p.

En effet, σ ypn+p-1 = -pdσepn+p-'dσy'n+p='depn+p- 'depn+p=Q. Rem. 1

et Rem. 2 montrent que ypn+p.^ est un τ-cycle. Son ordre dans H* est
evidemment p. D'autre part, a Γaide de la formule :

(23)

. On a ainsi ce lemme.

Lemma 17. . Pour p— 2>ί>l et pour une couple (cn+ly bn) avec
dcκ+l = tbn, φp

pn+ί (p=σ pour i pair] p=τ pour i impair) est d* ordre t

dans H* et d y ordre pt ou t dans H* et J3J"1. De plus, si ίφO mod py

φp

pn+i est d' ordre t dans H* et HfΓ1.
Grace a Lem. 2, φp

pn+i est d'ordre t dans H*. Done ptφp

pn+i est,
grace a (23), le bord d'une /o-chaine.

En tenant compte de Rem. 1, de Rem. 2 dans 5°, de Lem. 7 et 8
dans 3°, choisissons par recurrence sur la dimension une suite de chaines
4n+ί pour p-l>i>l.

(24^

== e pn+p y

Px'pn+i = Sp^

En faisant operer p sur (24), on a

Ceci montre que, si

et que, si ^^0 mod p, Γordre de

mod p, Γordre de φp

pn+i dans H£ et ί/ '̂1 est

pn+i
dans H£ et H^"1 est pt ou

puisque £,ΦO mod p comme on a deja vu dans Lem. 7 et 8. On verra

dans 11° que, si f=0 mod p, Γordre de φp

pn+i est pt dans H£ et ίfj"'1,
c. q. f. d.
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Lemme 18. Pour une couple (cn+lί bn) avec dcn+l = tbn, apn est un
σ-cycle, dont Γordre dans H* et H^'1 est t quand £φO mod p et pt ou t
quand £>0 mod p.

En prenant le bord de la derniere egalite de (24), on a (Lem. 9)

Le meme raisonnement que pour Lem. 17 donne la verification de ce
lemme.

On traitera dans 12° les ordres des cycles z, #, y, z, x et y. Enfin,

Lemme 19. pv0 est un σ-cycle, dont Γordre dans H* est infinί. Aussi,
vQ est un T'1- cycle, dont V or are dans H^'1 est in fini.

C'est evident.

10. Propositions principales.

Propositions.

(a) Pour p—2>/>l et pour une couple (cn+1, bn) telle que t=Q mod
P> Φpn+i(P==:σ pour ί pair] p = τ pour i impair) est d'ordre pt dans Hp$. et

(b) Pour une couple (cn+1, bn) telle que ί=0 mod py apn est d'ordre
pt dans H* et H^1.

(c) Pour l<^i<^pn—n—l et pour un cycle gn(n^>ϋ), les cycles zpn-i
de finis dans (20) sont des p-cycles, dont Γordre dans H* et H^1 est
p(p = σ pour i pair\ p=τ pour i impair). Le cycle =zn est un r~l-cycle,
dont Γordre dans H^1 est p.

(d) Pour l<ί<^w—w—1 et pour une couple (cn+1, bn) telle que £=0
mod p, les cycles xpn_i de finis dans (21) sont des p-cyclesy dont Γordre H*
et H^1 est p(p = cr pour i pair; p=τ pour i impair). Le cycle xn est un
τ~l-cycle, dont Γodre dans H^1 est p.

(e) Pour 2<i<;pn+p—n—2 et pour une couple (cn+l, bn) telle que
t=Q mod py les cycles ypn+p-f de finis dans (22) sont des p-cycles, dont

Γordre H* et H^1 est p (p = σ pour i pair] σ = τ pour i impair). Le
cycle JM+1 est un τ~l-cycle, dont Γordre dans H^1 est p.

(f) Les classes d'homologie speciale de VQ et de tous les cycles dans
le premier tableau forment une base de Hτ*l(Kp

y Z).

(g) Les classes d'homologie speciale de tous les cycles dans le deuxieme
tableau forment une base de H*(KP, Z) = Hσ*\Kp, Z).
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(h) jσ: Hσ

t(Kp, Z)->Hl l(Kp, Z) est biunίvoque pour tout i.

(i) Soit ί]>0. Soit F{ le sous-groupe de Hl'\Kp, Z) engendre par les
classes d'homologie speciale des cycles zif xf et y{ Gz le sous-groupe de
Hl~\Kp, Z) engendre par les classes d'homologie speciale des σ-cycles de
dimension ί dans le premier tableau, aux cycles Iz , x£ et y{ pres. Πapres
(f), HY1(KP, Z) = Fi + Gi. En suite, s'appuyant sur la suite exacte (3), on
a F^HAK, ZP)~HΓ(Kp, Z)lJσH*(Kp, Z). Enfin, on a G^jJI^K*, Z).

( j ) Les classes d'homologie speciales de pvQ et des cycles dans le premier
tableau, aux cycles ?„, lxn et yn+1 pres, forment une base de H*(KP, Z).

La demonstration de ces dix propositions sera faite dans les numeros
suivants, d'apres le raisonnement par recurrence sur la dimension.
Pour une assez grande dimension, les propositions sont toutes triviales,
car tous les groupes reduisent a zero. Pour montrer chaque proposition
dans une ceitaine dimension, on supposera que toutes les propositions
aient ete verifiees dans la dimension precedente (plus haute).

Dans ce qui va suivre, les petites lettres greques <x, β, <γ, δ, Θ, ω,
eventuellement decolees avec des indices, signifieront des coefficients
entiers.

Avant de nous avancer a la demonstration, voyons que, grace a
Γisomorphisme canonique H*(KP, Z)^H(Q, Z), Γhomologie du produit
cyclique Q d'ordre p (p premier impair) du complexe fini connexe K sont
determinee par la derniere proposition (j). Les voici:

Designons par R^X) le ziέme nombre de Betti d'un complexe X et
par ti(X, qr) (q premier et r entier >1) le nombre des z'iemes nombres
de torsion de X divisibles par qr. Les nombres de Betti et les nombres
de torsion du produit cyclique Q seront determines par les formules
suivantes, dont les deux premieres sont bien connues.

(25) Rt(Q) =

pour /φO mod p,

pour /^O mod p

(26) t{(Q, qr) = ± t{(K", q) + (-

^rM#V

(27) tt(Q,p)

• tu-

qr);

P)

Σ B,(K)

ι Σ t,(K, p}

pour j pair,

P
ps — / : pair
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(28)

Σ BS(K)

P
ps — i : pair

7 '

JL ,
/ '

Σ ts(K, p}

impair

oύ y=/ mod /? (^— 1>7>0), ^ premier

j pair ^p—3,

impair

r entier positif.

11. Demonstration de (a) et (b).

En rappelant le passage de la demonstration de Lem. 17, il suffit

de montrer que €ί+1tφ
p

pn+i ne reduit pas a zero dans //ΊjΓ1.

[ί=p— 2]. Supposons que ^/,_1^w+/,_2 = 3̂ , oύ w est une σ'^chaine
de COR?). Alors, grace a Lem. 8,

= u — epn+p_1+Σ*£'v-ι,*e'ϊm+p-ι est; un cycle, done ^ pent s'ecrire sous
forme :

= Σ

oύ ^7 est une (^+^)-chaine. En suite,

= σepn+p_1 = βpn+p-i

Done, pa= — 1 mod £. Mais cela est impossible, car ί=0 mod /?.

[p— 3>/>l], Supposons que £i+1tφ
p

pn+i = 'du, oύ w est une p"1-
chaine. Alors, grace a Lem. 7,

w = u—
forme :

£ί+ι,*^ίn +ι est un cycle, done w peut s'ecrire sous
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w = Σ Σ* «*<4,+,

oύ w' est une (/»M + ί+2)-chaine. Ensuite, grace a Lem. 10,

= Σ Σ»

Done, de Γhypothese de recurrence, on a Σfc^ϊ'+i^ — l mod /. Mais
cela est impossible, car f =0 mod p et 1^=0 mod p pour tout fe (Lem.

10).

12. Demonstration de (c), (d) et (e).

A Γaide de la formule (23), les cycles envisages sont d'ordre p ou

reduisent a zero dans H* et H*~\ II suffit de montrer qu'ils ne reduisent

pas a zero.

C^/»»-ι] Supposons que ^/>M_ι = 3w, oύ κ est une σ'^chaine de
dimension pn. Alors w = u—z^n est un cycle, done w peut s'ecrire sous

forme :

w =

oύ ^r est une

σίi; = Σ ^ω^« + Σ

= —σz'pn = —Zpn .

Done pω=— 1, cela est impossible.

\J*pn-2\ Supposons que Zpn-2 — ̂ u, oύ u est une T^-chaine de dimen-
sion pn — ί. Alors w = u—z/

pn_1 est un cycle, done w peut s'ecrire sous

forme :

w - Σ βtt^

oύ wf est une ^w-chaine.

Cela exclut Γhypothese de recrurence.

Le meme procede conduit directement a la demonstration du reste.
On la laisse au lecteur.
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13. Demonstration de (f) et (g).

[Independance pour (f) et pour j pair (p— 3>j>2)], oύ i=j mod
P (P— !>;>0) Supposons qu'il y a une relation d'homologie speciale
dans la dimension / :

du = Σ ωφi+Σ Σfc Λ*0? fc+Σ #rAf +Σ ^ί+Σ ^i+Στ*ί

oύ w est une r^-chaine de dimension i + 1. En considerant cette rela-
tion comme celle d'homologie ordinaire, on a, d'apres Lem. 15 et 17,

ω ̂  αfc ̂  0 mod / ,

β = Q mod /'.

6 etant un entier tel que ££ί+1 = ̂ - mod p, d'apres Lem. 7, 12, 15 et 17,

on peut recrire la relation sous forme :

du> = Σ
t=Q mod

en prenant une nouvelle r'^chaine u'. Remarquons que 9^+1 est soit ziy

soit If , etc. Et il n'est pas necessaire de distinguer θ de 6>, etc.

Maintenant, w = u'— (ΣfΦί+ι+Σ^<+ι+Σ7*ί+ι + Σ^jί+ι) ^st un cycle,
done ^ peut s'ecrire sous forme :

^ = Σ Σ.

oύ ίi;' est une (/+2)-chaίne. Puis,

TW = Σ Σ, « f̂ ; Λ
ϊ+i +Σ ̂ ί+1 +Σ 7*ί+ι +Σ δΛ+ι)

L'hypothese de recurrence (g) montre que

-£ = Σ*^5 iι mod^ί,
^ ̂  γ ̂  δ = 0 mod /> .

Enfin, comme ^5'Λ^O m°d ί (Lem. 10), on a 5^0 mod />, done ω^O
mod pt, c. q. f . d.

[Έngendrement pour (f) et pour j pair (p— 3>j]>2)]. Soit w un
T'^cycle de dimension /. uy considere comme un cycle, peut s'ecrire sous
forme :

u = Σ Σ^ tffc

oύ w est une (ι + l)-chaίne.
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o = ru = Σ ΣAίΣfc/^I 7"') + Σ ΣACP- 7™)*,.

L'independance pour (g) montre que

<4/ = Σ A£'Λ* = 0 mod t, pour tout A?7

β, = βλ = ..=βp_, mod /'.

Etant rt£/ = /<',

Ω = Σ*>"ί/*ί fc/ = ̂  Σ*<'*ϊίί = 3τ Σ*/<'*'ΛΪ' .

Considerant e'?+( comme chaίne du complexe M(t), on peut ecrire Ω sous
forme :

Posons al = a^— toi^ et reprenons une (ί'-fl)-chaine w* tellement que u
se represente sous forme :

(29) u = Σ Σ*°ΐ«ϊ + Σ

oύ /5Ξ/50 mod t'.

En considerant Σfcα*^i comme un τ-1-cycle du complexe M(ί), celui peut
s'ecrire sous une combinaison lineaire du φT et des αj>fc. D'autre part,

0 = ru = 3τ^* .

TM;* est done un cycle et il peut s'ecrire, d'apres Γhypothese de recurrence,

sous forme :

rw* - Σ (ωφί+1 + Σ.ω^I'Λ) +Σ Έ&Sβ&T*^

Σ

oύ w est une (ί + 2)-chaine. ΰ = w* — (Σ (ωφί+i +

est une r^-chaine.

(30) 3ιι;* = Σ (ω/(θy+1φ?+ Σfc^+ι,^T'fc) +

)) + Σ θzt

oύ ,̂ , ^ et yi sont eventuellement remplaces par ziy ϊf et J, . En
remplaςant 3^* dans (29) par (30), on voit finalement que u peut s'ecrire
sous une somme du bord d'un r'^chaine U et d'une forme lineaire en
Φo «?•*, σA, , ^f , I,-, », , I/, j?, et jpt . Cela montre la propostion (f) dans
le cas envisage. Les autres cas peuvent etre traites plus facilement,
et on laisse la demonstration du reste au lecteur.
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14. Demonstration de (M

Soit u un cr-cycle, qui est le bord d'une T^-chaine w. Montr ons que
u est le bord d'une σ- chaine. w peut se representer, d'une faςon unique,
sous somme de sa partie diagonale w0 et de sa partie non-diagonale wlf

wλ est encore une σ-chaine, done u' = u—'dw1 est aussi une σ-chaine
diagonale. Ceci montre que uf =pu" pour une certaine chaine diagonale
u". Comme u" est un r^-cycle, u" peut s'ecrire sous forme

u" = Σ *>φ£n+2ί+ Σ aapn+P-ι + Σ *,<

(31) 'du" = pu" = u-dwί = c*w0

= Σ P<»Φln+2i + Σ P^pn+p-^ + Σ P<**<%&) + Σ

+ Σ ί̂ σ A/ + Σ ^7>z

Grace a (f), on a

pω = Q mod /tf (pour t = 0 mod />) ou mod ί (pour ί φ 0 mod )̂ ,

pa = pa^=pa, = Q mod t, pβ = Ό mod f, et δ =0 .

Cela montre que le dernier membre de (31) est le bord d'une σ— chaine.
Comme wl est aussi une σ-chaίne, u est le bord d'une σ-chaine, c.q.f.d.

15. Demonstration de (i) et (j).

Soit D le complexe diagonal de Kp. D est isomorphe a K, done
#Λ/Γ,Z,)~fli(AZp. D'autre part, Cr

i^(Kp)IC«(Kp}~Ci(D}®Zp. Ceci
montre, a Γaide de la suite exacte (3), que HΓ\Kp

y Z)/jσH"(Kp, Z)«
HΛC^ICη^HΛD, ZP)^Hi(K, ZJ^Fi^HΓW, Z ) / G i . Evidemment
GίCjσ (Hσ

ί(Kp

y Z). Comme F^H^K.Zp) est un groupe fini, on voit
d'apres Stein [2] que Gέ = j(ΓH

(T

ί(Kp

y Z). Comme jσ est biunivoque,
), c.q.f.d.

(Reςu le 5 fevrier, 1958)
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