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Beitrage zur Gruppentheorie V>
Uber endliche p-Gruppen

Von OTT0 GRUN

Diese Arbeit befasst sich mit der Theorie der endlichen p-Gruppen
und ist ohne Kenntnis der vorhergehenden Reitrdge I-IV verstédndlich.
Dagegen wird die grundlegende Arbeit von P. Hall, A Contribution to
the Theory of Groups of Prime-Power Orders,? als bekannt vorausgesetzt.
Da ich mich ganz auf diese Arbeit stiitze, habe ich mich auch in der
Bezeichnungsweise vollig an sie angeschlossen und eine Tabelle der
benutzten Bezeichnungen vorangestellt. Es zeigt sich auch in dieser
Arbeit, welch ausserordentlich gliickliche Schopfung die Hallsche Regriffs-
bildung der reguldren p-Gruppe war: nur mit ihrer Hilfe gelang es,
mannigfache, wie ich hoffe, interessante Sitze iiber beliebige endliche
p-Gruppen zu beweisen.

Bei meiner Untersuchung ging ich von dem Grundgedanken aus:
Die regulidren p-Gruppen sind ein Spezialfall allgemeiner »-Gruppen. Es
liegt also nahe, fiir Begriffe und Sitze aus der Theorie der reguliren
»-Gruppen solche Begriffe und Sitze iiber allgemeine endliche p-Gruppen
zu suchen, die spezialisiert auf regulire p-Gruppen gerade die bekannten
Satze liefern. Hierbei zeigt sich, wie auch zu erwarten ist, dass sich
die Begriffsbildungen und Sitze der Theorie der reguldren p-Gruppen
beim Ubergang zu allgemeinen p-Gruppen sozusagen verzweigen: z. B.
sind die in §1 definierten Gruppen Qu®), D), (®), HAG), sowie die
in § 2 definierten Gruppen U,,,.(®) sdmtlich im Spezialfall der regulidren
Gruppe & die charakteristische Untergruppe Q.®). Ebenso sind die in
§1 definierten Gruppen UW(®), D (®), G(p*) im Spezialfall der regu-
liren Gruppe sidmtlich die charakteristische Untergruppe UJ/®). Die
fiir die genannten Untergruppen im allgemeinen Fall aufgestellten Satze
sind vollig verschieden von einander, liefern aber, auf reguldre Grupren
spezialisiert, bekannte von P. Hall aufgestellte Sitze. Es wird durchweg
eine endliche p-Gruppe & vom Exponenten p* der Untersuchungen zu
Grunde gelegt. In §1 werden maximale Untergruppen vom Exponenten
p* betrachtet, d.h. Untergruppen vom Exponenten p*, die nicht mehr

1) Anmerkung 1).
2) Anmerkung 2).
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echte Untergruppen von Untergruppen vom Exponenten p* sind; es
ergeben sich Sitze tiber ihre Durchschnitte, Normalisatoren usw. und
schliesslich sehr allgemeine Vertauschbarkeitssitze. Weiter werden max-
imale Untergruppen untersucht, deren Elemente sidmtliche p“te Potenzen
in @ sind. Auch iiber Durchschnitte und Normalisatoren konnen Angabken
gemacht werden. Schliesslich ergeben sich neue Reihen charakteristischer
Untergruppen, die in interessanten Beziehungen zur Struktur von &
stehen. In §2 werden neue charakteristische Untergruppen Uf ,«(@®),
Uy, (®), p=1,2,... definiert. U¥,(@®) ist die Gruppe aller Elemente
T e€®, die mit jedem Element S€® erfiillen: (ST)™ = S*™T%*, Uf u(®)
die Gruppe aller T €®, die mit jedem S€® die Gleichung (ST)* = S**
erfillen. Es ist U¥,(®) > U, ,(®) und U,, (&) besteht nicht nur trivia-
lerweise aus den Elementen der Ordnung < p* aus 8,(®), sondern ist
2 0u8,.1(8)). Es ergibt sich eine Fille von Vertauschbarkeitsbezieh-
ungen, wie z.B. (811 (G+1,,,u(8), Hy1(G@* o)) =1, (Hu:(8:(®
=, u(®)), BAS+G* v))=1, p=1,2,..., v=12,..., A=0,1, ...

Ein gewisser Dualismus: Ordnung p"“-p“te Potenz tritt mehrfach in
Erscheinung in der Art, dass gewisse Sitze richtig bleiben, wenn man
die Begriffe Ordnung und Potenz vertauscht. In §3 werden schliesslich

Sitze tiber Beziehungen der aufsteigenden Zentrenreihe zur Reihe der
Potenzgruppen &(p*, v) aufgestelit.

Ubersicht iiber die gebrauchten Pezeichnungen und Zeichen, soweit
sie nicht im Text erklart sind:

Exponent von &: das kgV der Ordnungen der Elemente von ®

KG+-N): Ist KP) eine fur alle endlichen Gruppen P definierte
Untergruppe und 9t ein Normalteiler von &, so ist (& -+9) die eindeutig
bestimmte Untergruppe von &, deren Bild bei der Abbildung von & auf
g=G&/N die Gruppe R(g) ist.

HYS®), H(®) =6, Hy®)=(Hy((®), 8), ¢=23,...

¢(®) =Klasse von &, gleich Anzahl der von der Gruppeneins

verschiedenen Untergruppen der auf-(oder ab-) steigenden Zentrenreihe.
&(p*) = Gruppe, die von allen p“ten Potenzen aus & erzeugt wird.
&(p*, v): es sei G(p*, 1) = &(p*), dann ist rekurrent:

S(p*, v) =f{..., X, ...}, Xe@(p*, v—-1), y=2,3,...

PBu(0): Gruppe, die von den ptten Potenzen der Elemente €U
wird, wurde nur fir 1 & verwendet.

910)= Gruppe, die von allen Elementen T €1 erzeugt wird, die
T =1 erfiillen.

Unter & ist in dieser Arbeit stets eine endliche p-Gruppe vom Ex
ponenten p* verstanden.
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8§1: Maximale Uniergruppen vom Exponenten p*<_ p* und
maximale Untergruppen von p“-ten Potenzen.

Definition I. Unter einer maximalen Untergruppe von & vom
Exponenten p* sei eine Untergruppe von @ von Exponenten p* verstanden,
die nicht mehr echte Untergruppe einer Untergruppe vom Exponenten
p* von ®& ist, p < «. Solche Untergruppen mégen mit Q.®) oder kurz
mit Q., wenn kein Missverstdndnis mdéglich ist, bezeichnet werden.

Offenbar "gibt es nur eine einzige QJ(@®), nidmlich & selbst.

Ist @ eine reguldre p-Gruppe, so gibt es zu jedem px < x ebenfalls
nur eine einzige Qu.®).»

Definition II. Unter einer maximalen Untergruppe Uu(®)= U.,
wenn kein Missverstdndnis entstehen kann, sei eine Untergruppe von
& verstanden, deren Elemente sdmtlich p*-te Potenzen in & sind und
die nicht mehr echte Untergruppe einer ebensolchen Untergruppe von
S ist, p < .

Offenbar gibt es nur eine einzige U (®), nidmlich die Einsgruppe
{1}=1. Ist ® reguldr, so gibt es zu jedem x< « ebenfalls nur eine
einzige Uu(®).* ‘

1.1. Zu jedem u<_rx gibt es wenigstens eine Qu®) bzw. TuS).

Beweis. Da & den Exponenten p* hat, gibt es in & Elemente von
der genauen Ordnung p*. Ist also < «, so gibt es in & Elemente von
der genauen Ordnung p*. S sei ein solches. Dann ist {S} eine Unter-
gruppe vom Exponenten p*. Entweder ist {S} eine Q.®) oder es gibt
eine Untergruppe U von & vom Exponenten p* U O {S}. Dann ist
entweder 11 eine Qu.(®) oder es gibt Untergruppe 11, vom Exponenten
p*, U, DU us.w. Da @ endlich ist, muss man auf diese Art eine Q.®)
finden.

Da & den Exponenten p* hat, gibt es in & Elemente von der
genauen Ordnung p*. S sei ein solches. Ist x <, so ist S” =1 und
§S™} eine Untergruppe von &, deren Elemente sdmtlich p#-te Potenzen
in @ sind. Der weitere Beweis verlduft wie vorher fir Qu.®). Aus
dem Beweis von 1.1 folgt zugleich:

1.1.2. a) Jede Untergruppe 11 vom FExponenten p* von & liegt in
_ wenigstens einer QuU®). b) Jede Untergruppe U von &, deren Elemente
simtlich p“~te Potenzen in ®& sind, liegt in wenigstens einer Uu®).

. 1.1.3 Jede QuU®) liegt als echte Untergruppe in wenigstens einer

3) Anmerkung 1).
4) Anmerkung 1).
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\Qu+1(®), < «.

Beweis. Auf Grund von 1.1.2. geniigt es eine Untergruppe 1l >Qu(®)
nachzuweisen, die den Exponenten p“*! hat. 9 sei der Normalisator in
®& von Qu®). In N/Q.S) gibt es Elemente von der genauen Ordnung
p. Ist S Qu®)/Qu®) ein solches, so hat die Gruppe {S, Q.(®)} offenbar
den Exponenten p+*!. Denn jedes ihrer Elemente kann in der Form
S M, T € Q(®) geschrieben werden. Da nun (S*T)” = T, € Qu(®) ist, wird
(*T)™+t =1, also hat {S, Q.®)} hochstens den Exponenten p#*!. Ande-
rerseits hat wegen der Maximaleigenschaft von QuJ®) die Gruppe
§S, Qu®)} auch mindestens den Exponenten p#+!; also hat sie genau
diesen Exponenten.

1.1.4. Jede U.O®) liegt in wenigstens einer Q._u(S), p< «.

Beweis: Da jedes Element aus Uu.®) eine p“-te Potenz S ist

und & den Exponenten p* hat, ist (S"")pK—'L=SP“=1, also hat gu/(®)
hochstens den Exponenten p**, liegt demnach nach 1.1.2. a) in einer
QK—'V'(®)'

1.1.5. Ist U O und QS) U, so ist QS) eine Q. (1).

Beweis. Qu.(&) miisste jedenfalls in einer Q.(11) enthalten sein. Diese
kann aber wegen der Maximalitdt von Qu(®) nicht D Qu®) sein.

Fir die pu(®) gilt kein entsprechender Satz. Denn wenn S7* in 1l
liegt, braucht es nicht eine p*-te Potenz in 1 zu sein.

1.1.6. Jede ULS) liegt in weningstens einer Uu_(S).

Beweis. Jede p~-te Potenz S** ist eine p*~!-te Potenz (S?)*-1. Also
ist Uu®) eine Gruppe von p*~!-ten Potenzen und liegt daher in einer
Uy.~1(@)-

1.1.7 Essei @=U,DOU, >... DU, DU,y =1 eine beliebige von
®& nackh 1 reichende Reihe ineinander geschachtelter Untergruppen. Dann
gibt es fur jedes p ~ x weningstens eine Qu(®), 0 dass fir jedes A =1, ...,
n+1l: QG)N\U, = QW) (d.A. gleich einer Q. 11,)) ist, und wenigstens
eine UU®), so dass fur jedes n=1,...,n+1: T(S)N\U, eine U1,
enthilt.

Hierbei sei die Definition von Qu®) noch fiir x>« dahingehend
erweitert, dass Qu.(®) =& fiir x> « ist. Entsprechend Q.(11) = 1I, wenn
p* nicht kleiner als der Exponent von 1 ist.

Bewis. Jede Q.(11,) liegt nach 1.1.2. in einer Q.U,_,), jede Q.(1,_,)
in einer Q. (U,_,), u.s.w., jede Q.1,) in einer Q. (U,) = Qu(®). Ist Q.1,)
T 0US), so ist offenbar Q.(1,) = Qu(G) N\ U, u.s.w.
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Demnach gibt es wenigstens eine Reihe Q.(®) D Q. (11,) = Q(G) N\ U,
) Qu(U3) = Qu(U,) N\ U3 = \Qﬂ-(®)f\us 22 Q(1,) = QM- DN\ Uy = -+
= 0(G)N\1,. Ebenso beweist man den zweiten Teil des Satzes, nur
wird in diesem Fall U/(®) > U.(1,) T C(G)N\U, us.w.; denn Elemente
aus Qu(®) kénnen in U, liegen, ohne p“-te Potenzen in U, zu sein.

1.1.8. Ist © eine Untergruppe von & wund sind Q. (D), QXD) zwei
verschiedene Qu(D), so gibt es keine Qu.(®), die gleichzeitig Q,(D), und Q.X(D)
enthilt.

Beweis. Wire Qu(9) < 0u(®) und QX(9H) < QuS), so wire {Qu.D),
QDN 0uB). Also hitte die Untergruppe {Qu(9), QX(D)} von o den
Exponenten p*. Das widerspricht der Maximaleigenschaft beziiglich
9 von QuD), QH(D).

Ein entsprechender Satz fiir Potenzgruppen U.(9), U.*(®) kann
nicht behauptet werden. Denn wenn {U.(9), U.XON T v/®) ist, folgt
noch nicht, dass alle Elemente aus {Uu(9), U.*(9)} auch p“-te Potenzen
in  sind.

1.2. 1Ist U eine abelsche Untergruppe von &, so ist {A, 3,_.(S)} eine
regulire Gruppe.

Beweis. Sei {%, 8,-.(®)} =U. Dann ist 1/3,_,(®) abelsch, da %
abelsche und 3, 4(®)/3,-,(®) im Zentrum von &/3,_,(®) liegt. Also ist
Hy (1) < 8,-(®), daher Hy()Z 8,-5(®), ..., H (W) By(®)=1, also hat
1 hochstens die Klasse p—1 und ist daher regular.

1.1.9. Der Durchschnitt D, (&) aller QuU®), p fest=1,2, ..., ist
2D 0u8,(®)). Der Durchschnitt Df. (&) aller US), p fest=1,2,...,
ist 2 Uu(8,-1(9)) und 2 (3,(S), S(p*)).

In einer regulidren Gruppe ® ist natiirlich ®,,,/(®) = Qu®), D (&)
= Qu.(O).

Beweis. Da 3,.,(®) reguldr ist, existiert fiir jedes p jeweils nur
eine einzige Qu(8,1(®)) bzw. Uu(B,-(®)). Diese Gruppen sind also
eindeutig bestimmt. Wir haben zu zeigen: Ist S€®, Z€3,_,(®) und
St = Z#* =1, so ist auch (SZ)** = 1. Daraus ergibt sich nidmlich fiir jede
QU®): {Z,Q,(S)} hat den Exponenten p*, ist also = Qu(®), d.h. Z liegt in
allen Qu®). Und: ist S€®, Z € 3,.«(S), so ist S*Z» =T, T € {S, Z}.
Daraus folgt wie oben, dass Z”* in allen U.®) liegen muss. Ist nun
S €@, so ist nach 1.2. {S, 8,-.(®)}=1 eine reguldre Gruppe. Hat dann
S die Ordnung p*, so liegt S in Q1) 2 Qu(3,-1(®)). Ist also Z € Qu(B,-1),
so folgt aus S™ = 1= Z" auch (SZ)* =1. Damit ist der erste Teil des
Satzes bewiesen. Der Beweis des zweiten Teiles ist analog, nur haben
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wir noch (3,(8), &(p*)) < D% (®) zu beweisen. Das ist aber bewiesen,
sobald wir gezeigt haben: (3,(®), G(»*)) T U(8,-(®)). Dazu miissen
wir nur zeigen: Ist Z€ 3,(8), Se®, so ist (Z, S™)= 273", Z,€ 3,.:(O®).
Denn dann ist (Z, S¥S3)=(Z, S¥)Z, S?*XZ, ST*, S§*) = XP*X§ Xy
=Y"X,, X,, X5, Y€8,.(®). Nun ist ZS-"ZS*=((Z, S)S-1)™S™
Da (Z,8) in 3,.4(®) liegt, ist {(Z, S), S} = U eine regulédre Gruppe, also
(z, S)-S~vy* =z, S)™.S—=* [ i((Z, S), S~1)**. Die Kommutatoren f,
liegen simtlich in der reg&léren Gruppe (U, U) 3,_.(®). Also ist
[v] f,r=X7 X € 3,-,(®) und daher (Z, S**)=(Z, S)™(S-»*. X-S**)**, X Mit
liegt auch S-7*. X. 87 in UN\3,_.(®). Also ist schliesslich (Z,S™) = Y**
Ye3, (®), wzbw.
Hieraus folgt:

1.1.9.1. Ist D5 (8)=1, so liegt 3,(O) im- Zentralisator von E(p+),
(B8), G(p+)) =1.
Demnach ist stets 9D,,,.(®) >1. Dagegen kann D% (G)=1 sein,

auch wenn p* < p*, der Exponent von &, ist. Um das zu zeigen, kon-
struieren wir eine solche Gruppe:

1.1.10. Es sei & eine endliche p-Gruppe vom FExponenten p< > p*
und & = G/D% (). Wir behaupten: DE(G)=1.

Beweis. Jede u(©®)/D% (®) liegt in wenigstens einer gu(®). Wenn
wir zeigen kénnen: Jede U.(B)/Di (®) ist eine UL®), falls DL (G)
®(p*)ist, so ist die Behauptung bewiesen. Sind nun S?®%, (8), T**D%. ()
zwei Elemente aus einer ©u.(®), so besteht eine Gleichung S*®¥, (8)-
T#D%, (6) = R7D% (®) also in & : SHT*DE (O) = R™D% (G). Daher
SeTek — R*™D* D* ¢ D%, (8). R™ liegt in einer U/(®), D (©) liegt in
jeder UL®), also ist R**D™ = U#*, U<, demnach S*T** = U?*. Daraus
folgt, dass U.®) in einer Gruppe U.®)/D% (®) liegen, also ihr gleich
sein muss, w.z.b.w.

1.1.11. Ist DuU®) die von allen Elementen der Ordaung < p* erzeugle
Untergruppe von &, so enthilt Dy, ,u(S) die Gruppe Qu(3,-1(DuS)).

Beweis. Das folgt aus 1.1.9 sofort, denn jede Qu@®) ist auch eine
Qu(DUS)).

1.1.12. Der Durchschnitt der Normalisatoren aller QuS) wund der
Durchschnitt der Normalisatoren aller Uu(®) enthilt 3,(O) fur jedes
p=12,...

Beweis. Es geniigt zu beweisen: Ist Z € 3,(S) und a) S€Qu®),
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so ist auch Z7!SZ € Qu®), b) S*™ € U®), so ist auch Z-1S*7 € Qu(®). .

a) Esist Z3SZ=28-Z,, Z,€8,..(®). Also liegen S und Z-18Z
in der reguldren Gruppe {S, 3,-(®)}. Daraus folgt, dass Z, ebenfalls die
Hcchstordnung p* hat und demnach in Qu(B,-(®)) < 0.(®) liegt. Also
liegt auch Z-1SZ = SZ, mit S in Qu®).

b) S™eUL®). Z-SZ = SZ, und S liegen in der reguldren Gruppe
{S, B8,.(®)} =u. Also liegen S? und Z7'8?Z =(SZ,)™ in UT,U)
(SZ,)** kann aber nach den Sitzen iiber reguldre Gruppen auf die Form
Sz Z, € 8,./(S) gebracht werden. Z3" liegt aber in U.(3,-1(®)) also
in U.®). Also liegt mit S auch Z-'S*Z in Qu®).

1.3. UuU8,.1(®)) liegl im Zentralisator der von allen Elementen der
Ordnung < p* erzeugten charakteristischen Untergruppe H.(®) von S, d.A.
(OB 5-1(®)), Du(®)) =1, daher auch im Zentralisator der von allen p~*-
ten Potenzen €& erzeugten charakteristischen Untergruppe C(p ) von

S, Ist p= ['C;l] , 80 st Uu(B,-1 (®)) abelsch.

Beweis. Wenn (9., Uu3,-1))=1 bewiesen ist, folgt die zweite
Behauptung des Satzes sofort aus &) Ou; (denn S* ™" =T erfiillt

T™ =1, also Te€9u). Ist aber noch x> ['%i] » SO ist p=x—p, also

G(p*) < G(p**), daher liegt dann Uu(3,_,(®)) sowohl in &(p**)als auch
im Zentralisator von &(p*~*), also im Zentrum von @&(p**). Es ist also
nur noch zu beweisen (9w, Tu(3,-1(®))) = 1. Das ist aber bewiesen, wenn
fir jedes Se€@®, das S™ =1 erfiillt, gezeigt ist (S, Uu(8,-1(®))=1.
Nun sei S™ =1, nach 1.2. ist die Gruppe U ={S, 8,.,} reguldr;
also ist (QuU), T,U))=1. Da Se€Qu ), TuB,- () vu1) ist, folgt
(S, O(8,40®))) =1, wz.bw.
Wir kénnen noch hinzufiigen:

1.3.1. Ist p> ["_'2*_1], 50 liegt T3, (®)) im Zentrum von D®).

Beweis. Nach dem Beweis von 1.3. ist dann Uu(8,-,(®)) < &(p**)
< Du(@®), also liegt dann Tu(8,_(®)) in . und im Zentralisator von .,
also im Zentrum von ;.

Unmittelbar folgen nun:

1.3.2. Uu8,-1(Du(8))) < B:(Du(®)).
1.3.3. UuB,-(Bp*))) < Bu(EC(p*™))
‘ 1.3.4. Wenn es ein System von Erzeugenden von & gibt, dessen Ele-

menle simtlich die Ordnung < p* haben, so ist Uu(B,_,(®)) T 3.(6).
Denn in diesem Falle ist .(O)=G.

1.4. Sind N, N, zwei Normalteiler von & und ist N, CN,, so ist fur
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alle A : BAG=+=N) T 3.(G+%,).

Beweis. Ist T€ 3,(®+N;), S€G, soist (T, S)eN, T N,, alsoT €3,
(8=N,), daher By(G+N,) T 8,(G+N,). Es sei schon bewiesen: J,_;
(B+) < Bia(B+Ny). Da By(B8+N) =BG+, (G+MN)) ist, folgt die
Behauptung sofort.

Wenn D% (®) =1 ist, so ist auf Grund von 1.1.9 T(3,_4(®)) =1,
also Qu(3,-(®)) = 38,-4(®). Nach 1.1.10 ist nun in g =G&/D} Dk (g)
=1, also D@ 8ale) dh Dy uG+DE)D B, (G+Dk)
> 3,-1(®) nach 1.4. Setzen wir also fiir beliebiges p, die Gruppe
Dy, pur(G+D%)) = Lu(®), so ist £4,(G) D B,-1(S). Ist u, eine weitere
natiirliche Zahl, die wir, um keine Trivialitdt zu erhalten, als < « vor-
aussetzen, so wird in g=0&/Lu;: Dy, g+ Diua(8)) 2 B,-1(g), also Luy(S
+2u,(G))N D 8, (G+2,(8)). Wenn wir diese Gruppe mit £,,, .(®) bezei-
chen und £,(®) > B,-1(®), B,-1(G+3,-1(®)) = B,,-(®) beriicksichtigen,
so wird nach 1.4: %4 > B,,-(®). Wir definieren entsprechend fiir
beliebiges 7: Ly, po, ..., 1(®) = (S +2yy, ..., ;). Es wird dann offenbar

Ly oo i G) D By o(®). Ist ¢ die Klasse von & und [p ;
beliebigen fe1, fty,-..» pors1 Stets Luj,us,.ur 41(S) = S und /8y, ps,..., wr (®)
reguldr. Wir haben also:

1.3.5. Es ist Dy, ,um(G+DE(G)D B,-«(S®) fiir beliebige u,. Bezei-
chnet man diese Gruppe mit L., Sind i, ps, ..., p; beliebige natir-
liche Zahlen wund definiert man: By, u,,..,u(S)=D, u(G+DL(G
=L, gy e s iee1)y SO ISt Ry, g, 1 S) D Brp-15(®) ; also wenn ¢ die Klasse

von & und [ _1] =7, iSt: By, upees 11 (G) =G

]=rc, so ist

1.5, Es ist 1T D,, D,z T T, 1 D, e =6
Beweis. Es sei T €D,,,s S habe die Ordnung p*+!. Dann wird (ST)****
= (ST)»#* = (S*T)*", T €D,,,n. Also hat ST, die Ordnung < p*, daher
(ST)*** =1 daraus folgt T€D,, ur1 also D), 0 T D,, 4+

Definition III. Es sei fiir alle v =2,3,... und alle pz: 9D,,,(S)
=D, u(B+D, 1, ), maW.: Ist /D, 1,,u=0, so ist D,,,u(®) die der
Gruppe 9,,,{(®) in & entsprechende eindeutig bestimmte (charakte-
ristische) -Untergruppe.

Definition IV. Es sei fur alle g, gy : Doy, pus = Dy, peo S+, pur)
und entsprechend fiir alle v=3,4,...: Dpu1, pss.0r iy =D}, 1 (S +D 1., prty—1)-

Man erkennt aus 9D,.(®)>1 sofort: D,,,(S) DD, «(®), falls
Dy, (BTG und Dists p2s -vvr gy () D Dps, ptias ..., oy 1(S), falls
Dyur,s ... » p"'y'—l(®) 6 ist.
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Man konnte also D,,,u = Dy, ps,...,» Schreiben.
Loshoool

1.51. SDwzﬂ" 2 Qv~ﬂ(8p—1(®))’ mp“'l’ pE2s eee s plhy 2 Q#l+ﬂz+~--+ﬂv(8p—l(®))~
(Hierbei ist fir p = «: Q(8,-1) = Q(B,-1) = B,-1)-

Beweis: Zunichst gilt fiir beliebige Normalteiler ¢ von & nach
1.4: 3,.4(8+=9)> B,.4(8), 8,-1(8) ist eine reguldre Gruppe; in jeder
reguldren Gruppe R gilt aber fiir alle gy, g2 Qu(R+-Qpu) = Qo R).
Damit folgen sofort beide Behauptungen von 1.5.1.

Aus 1.5.1 folgt:

1.5.2. 1Ist vep=«, s0ist D, () D B,-1(®). Ist g1+ py+-> +p,=>«, s0
iSt @?yl, D25 ouv s pihy 2 '8p—1(®)’

Halten wir p fest, so muss die Reihe 1, D,,,4,D,,,u,.. mit & schlies-
sen. Es gibt also fiir jedes x einen nur durch x und & bestimmten
Index u(u), so dass Dyuw =8, Dyw_1,w S ist. Demnach kann
®/D,uy-1,,+ hochstens den Exponenten p* haben, also ist Dvcuy-1, u(S)
> ®&(p*). Ferner kann offenbar fiir beliebiges =1, 2,... die Gruppe
Dyt /D, hochstens den Exponenten p* haben. Also wird D,qy_y,
2 B(@"), Dywyz u = S0, p*) = G(2*, 2) us.W. Dy, ,u(S) 2 G(p*, (u)—1).
Daher &(p*, »(p)) =1. Demnach gilt:

1.6. Hat die Reihe D,, p, D, pu,..., © die genaue Liinge (), so0 hat die
Reihe &(p*), S(p*, p*), ..., 1 hichstens die Linge v(u).
Ist nun [K—_—l]+1 =, so ist nach 1.5.2.: D,, 0 2 8,1, also D,y, pu

)72
D Bp1(O+8,1) = Bopz»r WS.W. Dy, pu =2 Boy—py- Ist nun ¢ die Klasse

von & : also 8, =® und p = [c—_—l]-&- 1, so ist p(p--1) =¢, also B,¢,_,, =

p—1
und daher D, » = G.
Es gilt also

1.6.1. o(p) < ([;%i]+1><[’“;1]+1) .

Die hieraus fiir die Lidnge der Reihe &, &(p*), &(p*, 2), ... folgende
Einschriankung kann man erheblich verschirfen: Ist wieder A = [";1]
+1, so ist &(p*, M) TH,(G). Denn &/H,(®) hat die Klasse p—1, ist also
reguldr, daher &(p* \) H(®)= S(p*"")H,(8)=H, (). Ebenso ist
H ,(®)/H,»(®) reguldr, und aus &(p*, \)Z H,(G) folgt also G(p*, 2\) T H,2(®)
und allgemein &(p*, oA) T H,o(®). Ist also ¢ die Klasse von &, d.h.

H,(®)=1 und o = ng 2j;']+1, so wird G(p¥, or) =1, dh.

1.6.2. Die Linge der Reihe &(p*), &(p*, 2), ..., 1 ist nicht grisser als

([’.“;1_]+1><[1°g °]+1), wenn & die Kiasse ¢ hol.
P log »
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1.7. Ist N ein beliebiger, N ein regulirer Normalteiler von S (d.h.
ein Normalteiler von ®, der eine regulire Gruppe ist), s0 ist (B1(S+D,, u(N)),
U (R)=1.

Beweis. Zunichst sind D, (M), TLR) charakteristisch in N bzw. XK,
N bzw. R ebenfalls Normalteiler von &. Nun sei S € 3,(G=+D,,,u(N)),
T eR. Dann ist S-1T*S = (STS)* = (T (T, S)y™. Se€By(B=+D, (N))
ist, liegt (T, S) € D,, »(N), hat also die Hochstordnung p*. Da T in R
liegt, liegt auch (7, S) in R, als Element von der Héchstordnung p* also in
QuR). Also wird S-S =(T(S, T))** =T"*, mithin (S, T"*)=1, w.z.b.w.

R kann hierbei jeder beliebige regulidre Normalteiler von ® sein. Da
stets (Uu(R), BI(G+D,, u(N))) =1, gilt auch fiir die Vereinigungsgruppe
%ﬁj Uu(R), wobei R alle regulidren Normalteiler von &-durchlauft :

L7.1 (81((3+@1:pl‘(m))»,§{ o(R)=1. .

Hier ist folgende Tatsache von Bedeutung:
~ Jeder Normalteiler >1 von & enthilt weningstens einen reguliren
Normaltezler>1 von &,

Beweis. 9 sei ein beliebiger Normalteiler von &. Ist D reguldr,
so ist nichts weiter zu beweisen. Ist 9 nicht regulir, so ist die Klasse
¢ von  grésser als p—1 und dann sind 8,,_1@)_,‘ H[%]ﬂ(io) regulidre, in
9 enthaltene Normalteiler ~>1 von . ‘

Demnach wird ia. die Gruppe \S{U#(ER) recht umfangreich sein. Es

ist klar, dass sie charakteristisch in ®& ist.

N kann in 1.7. oder 1.7.1 jeder beliebige Normalteiler von & sein.
Also gelten 1.7. und 1.7.1 auch, wenn man in ihnen 3,(®-+9,,,4(N))
durch die Vereinigungsgruppe \j&(@ D, (M) ersetzt, wobei N alle

Normalteiler von & durchlauft. Naturhch ist diese Veremlgungsgruppe
charakteristisch in &. Also

1.7.2. o BB+, ,u(N)), Tu(R)) = 1
1.8. (\g{ BB =D, (), \J TR =1

Wir kénnen aus diesen Sitzen weitere Vertauschbarkeitssitze gewinnen
mit Hilfe des folgenden allgemeinen Satzes :

1.9. Sind N, N, zwei Normalteiler von & und ist (N,, N,) =1, so ist
(BA(®+R), Hisy (M) =1,1=0, 1,.

Beweis. Zunichst gilt der Satz nach Voraussetzung fur A =0. Es
sei A =1 und der Satz gelte fiir A—1. Nun ist (8\(G+R,), H(G) TN, ;
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denn setze man G/N; =g, so ist B(G=+=N,)/N; = B.\(g) und H,(g) =
H(®R,/Ry, sowie (8(0) Hg) =1, woraus (3,(G+R,), H(G) < R,
folgt. Weiter ist H(0,) THA(G)N\N,, also (BA(G+N,), H(N,) R NNR,
= Bi(M1) N\ Bu(Ny) (wegen (N, N,)=1).  Nun sei Z, € B(GS+Ny),
SeH,(N,), TeN,. Wir haben (Z,,(S,T))=1 zu zeigen, um unsere
Behauptung zu beweisen: (Z,, S™T1ST) = (Z,,; TST)YZ,, S7*), da
(Zy, Sy, T-1ST)=1, wegen (Z,, STHEZ,(N,). (Z\; TST)=T"TZ, T,
SYT=(TZ,T71, S)(da (TZ, T, S)€ B, (My), T €Ny) (T, Z )2, S)=(T7,
Z\"Yy S)(TY, Z,7Y, S, Z,)-(Z\, S). Nun liegt (T, Z,7) € Baa(G+=NR)),
S e H\(N,); also ist nach der Induktionsvoraussetzung (7, Z,7%), S) =1.
Damit folgt (Z,, T-1ST)=(Z,, S), also (Z,, S"'T-ST)=(Z,, SYZ,, S~1)=1,
denn 1=(Z,,1)=(Z,, S7'8)= (2, SYZ\, 87*Z\, 8%, 8) =(Z,,S) (Z,,
S-1), da S eM,, (Z,, S™Y)e 3,(N,) ist.

Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

In 1.9. ist & nicht notwending eine endliche Gruppe.

1.9.1. Sind N,, N, zwei Normalteiler von & und ist (N, N,) =1, so
ist die Klasse von N, hochstens um 1 grisser als die Klassen von &/N,
und die Klasse von N, hiochstens um 1 grosser als die Klasse von &/N, .

Beweis. Ist ¢ die Klasse von &/0,, so ist 3,(8-+N;)= und nach"
1.9. (G, H,.,(N,)) =1, also H,,(N,) T B:(S), daher H,,,(N,)=1. Also
ist die Klasse von 0, dann héchstens = c¢+1.

Die Anwendung von 1.9. auf 1.7, 1.7.1, 1.7.2, 1.8 ergibt:

1.7.3. Ist N ein beliebiger, R ein regulirer Normalteiler von &, so ist
(’8)\(®—:—©1’ 1’1“'(%))’ H)\U!‘-(g{)) =1 >\'! m = 1, 2 9 ceey
(Hy+(Bi(S+D, (), BAG+TR))=1 A=0,1,...; p=12, ....

1.7.4. Ist N ein beliebiger Normalteiler von O, lisst man R alle regu-
lairen Normalteiler von & durchlaufen und bezeichnet B, (®) die Vereini-
gungsgruppe aller U R), so ist :

BAS=+=D,, w()), H(Bu(G))) =1 N p=12,..
(Hoi(Bi(G=Dy, ), BA(G-BuGN) =1 A=0,1,.0; p=1,2, ...

1.7.5. Ist R ein regulirer Normalteiler von ®, lisst man RN alle
Normalteiler von & durchlaufen und bezeichnet D®) die Vereinigungs-
gruppe aller 3,(G-+D,, u(N)), so ist:

(BAG+Du(G)), H,;uR)=1 rA=0,1,...; p=12 ..
(Hy1(Du(®)), BA(S+0p.R) =1 A=0,1,...; p=1,2, ...
1.8.1. Haben Du(®), Bu(S) die gleiche Bedeutung wie in 1.7.5, 1.7.4,
50 ist (BAO=+Du(®)), Hyri(Bu(®))) =1, (H\(Du(B)), BA(B+Bu(®))) =1,
A=0,1,..; p=12 ...
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Auch fiir die &(p*, v) kénnen wir hier eine Vertauschbarkeitsrelation
aufstellen (im nichsten Paragraphen werden wir weitere solche Bezie-
hungen erhalten).

Es wurde oben festgestellt: Ist A —[ /bl]+1 so liegt &(p*, o)

in H,(®),c=0,1,.... Auf Grund der Hallschen Relation: (3.(®),
H(®)=1,»r=1,2,... haben wir also:

1.10. (S(p*, or), B,(G) =1, 6 =0, 1,... und daher nach 1.9.
(89(65':—@(27#: o')w), Hp+1(8p"(@))) =1, (Hp+1@(p"’ o)), '8p°-+P(@)) =1, » = 1,
2...;5 p=0,1,...; ¢=0,1,....

Hat & die Klasse ¢, so ist fur alle v=0,1,...: 3,(®) > H,,, ,(®).
Also folgt noch (H,.(S(p*, oN)), Hor1—poo(@)) = 1.

§ 2.

In diesem Paragraphen definieren wir neue charakteristische Unter-
gruppen U¥,.(®), 1,,,u(S), »=0,1,..., 2=0,1,..., «, die eine wichtige
Rolle in der Theorie der endlichen p-Gruppen von einem Exponenten
p*, « >1 spielen. Wenn kein Missverstindnis entstehen kann, werden
wir fiir U¥,.(®), 1,,,(®) einfach U¥,., U,, . schreiben.

Die Gruppen Uf¥,, U,,,» und Beziehungen zwischen ihnen und &:
Die Menge aller Elemente 7 € @, die mit jedem Element S€® fiir festes
p# die Gleichung (ST)™ = S#T** erfiillen, werde mit U .(®)=Ufu
bezeichnet, 4 =0, 1,.... Die Menge aller Elemente 7 € §, die mit jedem
Element S€® fiir festes p die Glelchung (ST)"" S erfiillen, werde
mit U,,,(®)=1,,,. bezeichnet, x =0, 1,.

2.1.1. Uf,u und U, . sind charakteristische Untergruppen von & und
U 20, 0. WUy, e hat hiochstens den Exponenten p*.

Beweis. Liegen T, und T, in Uf,., so auch T,T,€Uf,., denn fir
beliebige S aus & ist (ST,T,)™ = (ST )T, = S™T T, = S™(T,T,)™.
Also ist Uf,. eine Gruppe. Offenbar fiihrt jeder Automorphismus von
& diese Gruppe in sich selbst iiber, also ist sie charakteristisch in .
Auch 1,,,. ist eine Gruppe, denn fir S€¢@®,T,, T,€l,,,» hat man:
(ST,T,)™ = (ST,)*™ = S*. Es ist klar, dass auch U,,,. charakteristisch
in ® ist. Wahlt man S =FE (= Einselement von &), T €1, ., so hat
man (ET)™ = E™ = FE = T, also hat 11,,,. hochstens den Exponenten
p*. Daher erfiillen die Elemente T €1,,,. geforderte Relation (ST)* =
S?T# also ist U, u T UE .

2.1.2. In U*,,.(OS) bildet die Menge aller Elemente von der Ordnung
< p* die Gruppe 1,,,.(S).
Beweis. Sind 7T, T,clU¥,. und ist 7% =T% =1, so ist (T\T,)™ =
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T3"-T3"=1. Also bildet die Menge aller Elemente T € 1}, ., deren Ordnung
< p* ist, eine Untergruppe B. Da aber gleichzeitig fiir diese Elemente
T und beliebige Elemente Se€® gilt: (ST)™ = S™T** = S**, ist diese
Untergruppe B U, .. Da nach 2.1.1 aber auch 8>U,,,. ist, folgt

B = 111,,,” .
Ist @ ein direktes Produkt G=06,x8,x - xG;, so ist Uf,u(S)
= [[111,,,“(@5,) U, ,u(®) = f[ Hl,py(@t) ; p =0,1,.... Denn ist S;e@,,

T, euiﬁw(@) i=1,..,k so ist (1] S, /’[T,)“‘—(]/ST)”’* ]]s o —

]]S )”"( [[ T,)™ also ]] 111,,,,.(@ <ug pu((&) Andererselts muss aber n¥,u(S)
< [] 111,”,‘((55) sein ; denn ist Teu¥,u(®), so ist T eindeutig als ein
Produkt [[ T, von Elementen T,€®,; darstellbar. Wihlt man etwa S,
beliebig aus @ , so hat man (S,T)" = S T** =St* ]] T, = ST ]j TH™
= (S.Ty)"™( }"] TY)* also (S,T)™ = S¢Ty fir alle S, € @:z d.h.
T, 6111,1,,‘((55) und allgemeln T, eUf,u(S,). Also 0¥, .(G) < [] g u(S,)
und daher U¥,.(®)= ]] U%,.(S,). Ebenso beweist man: 1,,,,L((&i) =

ﬁ ul: Zﬂ"(@i)'

2.1.3. (U§u, S@*)=1.

Beweis. Essei S€®, T'ellf,.. Dann ist (ST)™ = S*™T**, (S-1T-1)*
= -7 T-"=(TS) " = (T™S™)! also (TS)™ = T™S™, aber auch (TS)™
= T(STY*T-! = TSP“TT-1=TS™T?~1="T"S™ also (S™, T"-1)=1, daher
(S*™, T)=1, w.z.b.w.

2.1. 4. U, < Bu(G-=+1y, p0).

Beweis. Nach 2.1.3 ist fiir beliebige S€@®, TeUf,.: (T, S™)=1.
Nun ist (T, S™)=((T, S)-S~)*™3*. Da mit T auch (7, S) in U¥,. liegt,
ist ((T, S)-S~H)™ =(T, S)*™.8~™, also hat man: 1=(T, S™) = (T, S)™.
Demnach hat (7, S) die Héchstordnung p* und liegt in 1¥,. also nach
2.1.2 in 0;,,». Folglich liegt (U¥,., @) in U,,,.. Nun ist gerade
B/(®-+1,,,.) die Gruppe aller Elemente aus &, deren Kommutator mit
jedem Elemente aus @ in 1, . liegt. Mithin folgt aus (1§, &) TNy, pu:

UF e < Bu(S 1y, pu).
2.1. 4.1, In eine reguliren Gruppe & ist U, u = Qu, UF . = B:i(G+Qy).
Denn S€@®, T € Qu, (ST)™ = S™T™* ﬂ(rv(S )™ = S™ da die Kom-
mutatoren f,(S, 7') sdmtlich in Q. hegen, also Q. <1, ,s; da aber Q, alle
Elemente der Ordnung < p* enthilt und 1,,,. den Héchstexponenten p*
hat, ist auch Q.>OU,,,x; also Qu=1Uj,,.. Ist andererseits S€@,
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T € B,(G-+Qu), so ist (ST)™ = S”"T”"[[ (1S, TH)™ = S*T**, da die Kom-

mutatoren f,(S, T) sdmtlich in Q, hegen. Demnach ist 3,(®=+0Q,) T UF,u .
Zusammen mit 2.1.4 ergibt das: In einer regulidren Gruppe ist Uf¥,.
= 81(@—:‘111,9#)’ U, = Q.

Es ist offenbar in beliebigen reguldren oder nicht reguldren Gruppen
OF W, o= 1<u1: p<ul, p2§."'gu1: P G, 1<ui€pg uiﬁpz g . uie:p" =G.

2.1.5. Fir beliebige p =0, 1, ..., « bildel die Menge der p*-ten Potenzen
der Elemente €Uf,. eine Gruppe U.(Uf ), die in & charakteristisch ist.
Es ist Up.(ll pp.) < @1,1,;;.(@) Ferner ist 111, P g @“ pp,(®).

Beweis. Sind T,,T,€U¥,., so ist nach der Definition von Uu¥ i,
(T T,H)™ =T,**T,*. Also bilden die p“-ten Potenzen der Elemente aus
¥, eine Gruppe U.(1f ), die selbstverstdndlich in 1f,. charakteristisch
ist; da U¥ . in & charakteristisch ist, ist auch gu(11*,, ,x) in & charakte-
ristisch. Ist weiter T € 0¥, ., S€ @, so ist S™T™ = (ST)*™; daher muss
T, also UW(Uf,u) in jeder pu(®) liegen, also im Durchschnitt ®¥,. aller
Uu(®) (wobei p natiirlich festgehalten ist). Ebenso folgt, dass U,,,. im
Durchschnitt aller Qu.(®), also in 9, . liegen muss.

2.1.5.1. Ist DF u(S) =1, s0 ist U¥ =y, u.
Denn {u(Uf u) < DF,u(G) = 1.

Die Gruppen U§ x, 11, ,» erhalten ihre Bedeutung durch den folgenden
Satz und die auf ihm beruhenden Sitze :

2.1.6. Es ist Uy, > Qu(8,-(®)).

Beweis. Zunichst sei daran erinnert, dass 3,-.(®) eine regulire
Gruppe ist und dass nach 1.2 sogar fiir beliebige S€® die Gruppe
§S, B,-1(®)} reguldr ist. Ferner ist Qu(B,-(®)) charakteristisch in &.
Es sei S€®, TeQuB,-1(8)). Wir haben zu zeigen (ST)™ =S". ST
liegt in der reguliren Gruppe §{S,7} =%, also TeQuJB) (ST)* =
S# T 15,8, T))™ = S™ w.z.b.w.

Aus 2.1.6 geht hervor, dass 1, ,. nicht lediglich trivialerweise
gleich Qu.(B8:(®)) ist. In Anbetracht dieser Tatsache ist der folgende
allgemeine Vertauschungssatz wichtig :

2.1.7. (B«(G=1, ), Gp*)=1 also
(BAS+1,, ), HA(S(p)))=1,1=1,2,. p=01,..
(Hr 028G =+10y, ), BA(S+G(p*))) =1, 7&—0 1
Beweis. Auf Grund von 1.9. geniigt es, die erste Relation zu

beweisen : (B,(S =1, ,u), (@) =1, Es sei also S€®, T € 3,(G+1,, ).
Wir haben 7-!S?™T = S" zu zeigen. Nun ist T-1S™T = (T-ST)*
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= (S-(S, T))™ =8, da (S, T)eU,, » ist. Also (T, S™)=1, w.z.b.w.
2.1.7.1. (B,(G=1y, ),8(p" »)) = (B8>S, ,u), S(@*)).
Beweis. Es ist G(p* »v)H (CG(") = G@"™)H (B(®»")), denn &(p*)/
H (&(p")) ist eine reguldre Gruppe; also G(p*, v) T S(»") H,(S(p")), daher
(BAS=+1y, ), €@, »)) S (B(G+1Uy, ,u), EO™H(S(")) = (BAS=1y, ),
®&(p*)) da nach 2.1.7. (B,(B+1U,, ), H,(S(p"))) =1 ist. Andererseits ist

offenbar G&(p**) < &(p*, v), also (B,(G+Uy, ), " ) D (B,(G=1y, ),
®&(p*)). Damit folgt die behauptete Gleichheit.

Aus 2.1.7.1 ergibt sich fiir » =[";1]+1:

2.1.7.2. (B,(G=+11,, ), G@", [’“;1]+1))=1, p=1,2....

In einer reguldren Gruppe & ist: G(p*) = (@) und (s.0.) U, w(®)
= 0uS). 2.1.7 liefert dann den aus der Theorie der reguliren p-
Gruppen bekannten Satz (3,(8-+Qu), U.) =1. Also ist 2. 1.7 eine genaue
Verallgemeinerung auf beliebige endliche p-Gruppen & des erwihnten
Hallschen Satzes iiber regulidre p-Gruppen.

Eine weitere wichtige Vertauschbarkeitssrelation besteht zwischen
den Elementen der Gruppe $u.(®)= D., die aus allen Elementen der
Ordnung < p* erzeugt wird einerseits, und den Elementen aus ¢y.(U¥ )
andererseits :

2.1.8. (Du Uﬂ-(ui*,,,u)) =1 N — 01
(HHl(@n), .8)\(@5—:—0‘”(1129,?))) =1 : 0, 1,
(BAB+Du), Hyo:(Tu(UF 0))) =1 H=T0

Beweis. Wir haben wieder nur die erste Formel fir A=0 zu
beweisen, also (9, UW(U¥,w)) =1. Das ist bewiesen, wenn wir gezeigt
haben: Es gibt ein System von erzeugenden Elementen ... S...von 9.
von der Art, dass mit jedem Element T aus U¥,. die Beziehung (S, 7%) =1
besteht. Nun kann $, nach Definition aus Elementen der Ordnung < p*
_erzeugt werden. Wir werden also zeigen: Ist S™* =1, S€@, Teluf,.,
so ist (S, T"*)=1.

Zunéchst haben wir : (S, T?)=((S, T)- T~Y)*.T™ = (S, T)*.T-**.T™*
= (S, T)*. Wir haben (S, T)* =1 zu zeigen. Nach 2.1.4 ist: (S, T)
€Wy, m, also (S, T)"™* =1, womit 2.1.8 bewiesen ist.

Offenbar ist Du(G) > G(p**); denn G(p**) kann aus Elementen S7*~*
erzeugt werden, diese haben aber sdmtlich die Hoéchstordnung p*, liegen
also in $u(®). Also folgt aus 2.1.8:

2.1.8.1. (&(p*™), v E,u)=1
2.1.9. Es sei Se€@, Te3(S+Uf,.). Dann ist (S*, T)=(S, T™)
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— (S’ T)nl"

Beweis. (S7, T) = S~#(S-(S, T))™ = S~**.S™(S, Ty** = (S, Ty, da
(S, T)e . ist. Ebenso (S, T*)=((S, T)-T-Y)*. T = (S, T)*.T-**.T**
= (S, T)*. Also (S*, T)= (S, T)™ = (S, T™). w.z.b.w.

2.1.9.1. Ist Se®, Te 3,(S+1¥,.), so zieht jede der drei Gleichungen
S 1T)y=1, (S, T™) =1, (S, T)™ =1 die beiden andern nach sich.

2.1.9.2. (&), Bu(G+-u¥t,u) = (6, Ru3:(S=1U% u)) T Uu(UF ).

Denn nach 2.1.9 liegt jedes erzeugende Element von (&(p"),
B(S+1Uf,u) in (G, PuB3,(S+1Uf,.)) und jedes erzeugende Element von
(®, BuB3,(S--1Uf ) in (S(P"), 3.(G=+1Uf,.)). Also sind beide Gruppen
einander gleich. Fir Se€@®, T e 3,(&=+Uf,.) liegt aber (S, T) in ¥,
also (S, T)*™ in pu(Uf ), wie behauptet wurde.

2.1.9.3. (9w Bu(G+UEL) Uy, pu

Beweis. Es geniigt nackzuweisen: Ist S;, S,,... ein System von
Erzeugenden von 9., T beliebig aus 3,(&-=-1¥,.), so liegen (S, T), (S,, T),
... in 0;,,«. Denn dann liegt auch (S;S,, T) =(S,, TXS;, T, S,)(S,, T)
in U, . Nun kann 9. aber von Elementen S, die S*™ =1 erfiillen,
erzeugt werden, also 1=(S*, T)=(S, T)*™. (S, T) hat also die Héchs-
tordnung " und liegt in U¥ also nach 2.1.2. in U, ,u.

2.1.10. FEs ist

6) (BU(G=B@"), Hy,. (DUB(G+1E,0)) =1
D) (Hy( S0 B(S+DUBOB+LM =1
&) (B(O+0uB), Hin(BB(B+E ) =1 » =0T
Q) (Hyo(DUO), BA(B+B. 3G+t =1 #= Ol

Beweis. Ist S€@®, Te 3y(G=+1Uf,.) und 77" =1, so ist nach 2.1.9.
(8™, T)=1, also (&(p*), T)=1. Da Du(8,(G=1¥,.)) aus Elementen T, mit
T#* =1 erzeugt werden kann, haben wir demnach (&(p*), Du(B:(G+1U¥ ,.)))
=1, woraus die Formeln a) und b) folgen. Ebenso: Ist S™ =1,
T € 3,(S+U¥, ), so ist nach 2.1.9. (S, T**)=1, also (Du.(®), T")=1, daher
auch (D), Vu(B,(S+1f,.)) =1; das ergibt die Formeln c¢)und d).

Der von P. Hall (Verbal and Marginal Subgroups) bemerkte Dualismus
“order- power structure,, macht sich in 2.1.10 in interessanter Weise
bemerkbar. (™), Pu(B(G=-1Uf,.)) sind die kleinsten Gruppen, die alle
Elemente X enthalten, welche einer Gleichung X =Y**,Y€® bzw.
YeB,($+1uf,.) geniigen. 9Du(S) bzw. DH(B,(G+U¥,.)) sind die
kleinsten Gruppen welche alle Elemente X enthalten, die der Gleichung
X" =1,Xe® bzw. X¢€ 3,(G=+1Uf,.) gentigen. Durch die Vertauschung
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der Begriffe : p*-te Potenz—Ordnung p* gehen D.(®) bzw. Du(B,(G=+UF ,u))
in G(p*) bzw. Lu(B(G-+1Uf,.)) tber und umgekehrt. Dabei gehen die
Satze 10a), 10b) in 10c), 10d) und 10c), 10d) in 10a), 10b) uber.

Bemerkung: In nicht reguliren p-Gruppen kommt es oft vor, dass
fir irgendein p< «, Du(®) = G ist: z.B. ist in den p-Sylow-Gruppen &
der symmetrischen Gruppen stets 8=9,(®), obwohl der Exponent beliebig
gross werden kann. Ist @)=, so folgt aus 10c): Pu(B(G-+1¥ )
< Bu(B). '

2.1.11. (B(p*), DU(®), B(B+UF,u) =1 also auch
(%)\(@ (@(2’#) ‘Sb#(@)) H)\+1(81(@ ul,p!"))) =1A= O, 1,
(Hy:1(G(p*), Sgﬂ(@))’ Brr1(G= =0f) =1 p=0,1,..

Beweis. Wir haben nach 1. 9. nur die erste Formel zu beweisen. Dazu
benutzen wir folgenden Satz von P. Hall: Sind &, 9, N drei beliebige
Normalteiler von ®, so ist jede der drei Gruppen (8, I, N), (WM, N, ¥),
(M, & M) in der Vereinigungsgruppe der beiden anderen enthalten.

Es sei 8 = @(p*), M = 3,(G+U¥,u), N = Hu(G). Dann liegt (8, M)
nach 2.1.9. in ©u(1¥,.), also wird nach 10c) (2, M, N)=1. Ferner
liegt (M, N) nach 2.1.9.3 in U,,,u, also wird nach 2. 1.7 auch (M, N, £)-
(8, M, N)=1. Daher ergibt der Hallsche Satz: (N, &, M)=1, d.h.
(Du(S), B(p*), By(G=-1¥ ) =1 w.z.b.w.

Auch dieser Satz steht unter dem oben erwihnten Dualismus:
Vertauscht man die Begriffe : p“-te Potenz—Ordnung p*, so geht &(p*)
in Hu®), Du(®) in G(p*), also (G(p*), H.(®)) in sich selbst iiber.

2.1.12. (B, BewBu(G+UF e-v), PuBu(G+UE ) =1
(BB 1(@5 ul,px—“) 23#81((‘3 ul;pl") ®)=1

Beweis. Wenn die erste Formel bewiesen ist, folgt die zweite sofort
durch Vertauschung von x und «—pg und Anwendung des im Beweis
von 2.1.11 benutzten Hallschen Satzes.

Nach 2.1.9. 2 ist (S, B,_nB:(G+1F 1))V, (Uf x-#). Die Elemente
dieser Gruppe sind aber simtlich p**-te Potenzen, haben also die
Ht’chstordnung p* und liegen daher in Du.(@®). Also ist (S, B,_.B.(S

¥ ) T D) und da nach 2.1.10c) (Du(B), RuBy(G+UE,w) =1
1st folgt (S, PeonBi(B U je-v), PuBy(G+1UF u)) =1 w.z.b.w.

—=0,1,...

Folgerung : (Po_pn3u(G+1f pe-v), PuB(G+1E ) < Bu(S)

2.1.13. (S, P3G =1, ) = (B(@™), B(S=+1,, )
= Pou(S, By(S+1,, pu)) = Pu(S(p*), B(G=-1,, )
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= Pu(®, RuB(B-+11;, ,u)) = (B(P*) LB S +113, pu)) p=12, ..

Beweis. Es sei Se€®, Te€B,(G+U;, ). Wir zeigen: (S, T"*)
= (S, T) = (S, T)** = (S*, T)™* = (S, T*)y* = (S*, T**), daraus folgt
der Satz. (S,T**)=(S,T")*, denn (S, T**)=(S, T V)(S,T™)
(S, T?*, TP#=D) = (§, T***=2) (S, T**) u.s.w. denn (S, T™) € Bu(S-+U,, 5u)
ist nmach 2.1.7. mit allen p*-ten Potenzen vertauschbar. (S, T")
= (S, T)*U, Uely, ,(®), denn (S,7.T),... €Uy, . Also (S,T")
= (S, T*"y* = (S, T)**. Mit derselben Begriindung finden wir: (S**,T)
= (S?, T)* = (S, T)** und (S**, T**) = (S**, T)* = (S, T)**. Also haben
wir (S, T**) = (S, T*")** = (S, T)*** = (S**, T) = (S, T)*"* = (S, T™)
w.z.b.w.

Alle Elemente der Gruppe P.,u(S, 3,(G-+1,,,,)) sind p*-te Potenzen
aus 3(G=+1,,,), denn S;, S, €G, Ty, T, € 3Gy, ,u)((Sy, T )S,, Ty))"*
=((Sy, T )™ (Ss» Tz)WU)pM =((S8;, T )p“ (Sz ’ Tz)w)w (da U e Wy, )
= (S, T1)"™ (Sy, Tp)*™, da (Sy, T1)™, (S,, Tp)™ in G(*) N\ Bu(G+1y, )
liegen, also nach 2.1.7 miteinander vertauschbar sind.

Entsprechend beweist man: Jedes Element aus .(&(p*), B,(S+1,, ,u))
bzw. BuS, Pu3(G+1,,,.)) ist eine p“-te Potenz eines Elementes aus
(S(@*), BBy, ) bzw. (S, PuBS+1y, pu)).

2.1.13.1. Jede einzelne der folgenden sechs Gleichungen zieht die
ubrigen funf nach sich, wenn T € 3,(G+1,, ) ist: (S**, T) =1, (S*, T)**
=1, (S, Ty* =1, (S, T") =1, (S, T"")" =1, (S*™, T?)=1.

2.1.13. 2. (D2(B), PouBy(G 1y, ) = 1.

Denn 9,.(®) kann von Elementen S mit S?* =1 erzeugt werden.
Wegen 2.1.13.1 ergibt sich:

(%/&@2»(@) ’ 513#32(@ +Uy, ) =1
(S(P*), Lol Bo(S+10y, ) =1

daher, nach 1.9

a) I(g)\(@‘:‘@zﬂ(@)) s Hy s i(BouBo( S+, ) = 1

| (Hyei(D2(®)), BB +PouBo(S =10y, ) = 1
(BB +PuDau(®)), Hy: 1(BuB(B+1.,,0))) =1
(Hx+1(PuDeu(®)), BAG+PRuB(B+1,, ) =1
[ (BAG+C(p™)), Hys1(Daul B S+, )))) =1

b
)| (Hy o O0™)) 8O D BG+10 ) = 1



Beitrd ge zur Gruppeniheorie V 135

a) und b) zeigen wieder den oben erwidhnten Dualismus: Werden die
Begriffe p*-te Potenz—Ordnung p* vertauscht, so geht a) in b) und b)
in a) tber.

2.1.13.3. (G(p* 2), B,(G=+1,, ) = (G(p*), B(S+1,, pu))
= (8, P3G+, 1)) = Pl S, B(G=-1;, ,0))
= Pu(S(p"), 3G+, ) = Pu(®, PuB,(G+10,, ,0))
= (8(p"), $H82(® 1y, pw)) -

Denn G(p, 2) < G(p™) H(®@*) und (Hy(G(p*), 8(G+10;, ) =1 nach
2.1.17.

2.1.14. (H(®), PuB(G =1, ) =1 A=1,2 ..
(Bu(HA®)), BB+, w)) =1 p=12, ..

Beweis. Sei SeH\(®), Te3(G+U,,,x), dann liegt (S,7T) in
W,. Also (S, T™)=((S, T)-T1p* T = (S, Ty =1 und (S* T)
— SPH(S-(S, T))™ = S~7*. S = 1.

Folgerung: 3(®-=1U,,,4)/8:(®) hat hochstens den Exponenten p*,
denn fir x =1 ergibt sich aus obigem Satz: PB.(B.(G-=1,,.)) liegt in
8.(®). Ebenso ergibt sich fiir beliebige A : Bezeichnet 8H,(®) den Zen-
tralisator in @ von Hy(@®), so hat B (&=, ,.)/RH(G)N B(S+1,, ,u)
héchstens den Exponenten p*. Und: Bezeichnet 83,(&~+1,,,.) den Zen-
tralisator in @ von 3,(G=+1,,,.), so hat H(®)/H\(SG) N\ K3(S=+1y, )
héchstens den Exponenten p*. Speziell : Ist ¢ die Klasse von &/, .,
so hat H{(®)/H{S) N B (®) hochstens den Exponenten p*.

Nach 2.1.7 und 2.1.14 liegt also H,(®&(p*))- BuH,(S) im Zentralisator
von 3(G-+1,, ).
Da H,(@®) von p unabhingig ist, ergibt sich aus 2.1.14:
2.1.14.1. \J BuBA(S+1,,,u) liegt im Zentraisator von H(®).
I

Die erste Aussage von 2.1.14 ldsst noch eine wichtige Verallgem-
einerung zu.

2.1.15. Es sei N ein beliebiger Normalteiler von &. Dann gilt:
(HA(®), Bu(BNS+Uy, RN N\MN=1, 2=1,2, ..., p=1,2,... also, wenn
wir der bequemeren Schreibung wegen Pu Bu(GS=+1,, u(9)) N\ N) mat B(N)
bezeichnen :

(Hp:i(HN(S)), BLB+B(I))) =1
(B(O+H\(B)), H,.n(B(N)) =1

Beweis. Sei S€ H\(®), T e B(G=+1,;, (M) N\ N. Dann liegt (S, T)

=0,1,.., =12 ...
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in W,,M), also ist (S,T)*=1 und (S,T"*)=((S,T)-T-)*T*
—_ T-—pl". Tpl-" — 1.

2.1.16. Ist x> [%], wobet ¢ die Klasse von & ist, und N ein

beliebiger Normalteiler in &, so ist
(BHN(G®), (S0, .0 =1, p=12 ...
also auch (B(S+PuH(®)), Hy (BB +Uy, u(N)) =1, p=0,1,2,....

Beweis. Ist S€ H(S), T € B(G-=1,,,.(N)), so liegt (S, T) in W, ,u(N)
N Hy:1(®), es ist also (S,7)™* =1 und ((S,T), S) € Hp (&) =1, daher
(S, T)= (S, Ty™ = 1.

Nun kann in 2.1.15, 2.1.16 9 jeder beliebige Normalteiler von
& sein. Also gilt nach 2.1.15: Lassen wir M alle Normalteiler
von ® durchlaufen und bezeichnen wir die Vereinigungsgruppe
\9}/ Pl BAS Uy, (IO N\ RN) mit MO\, 2, ©), so ist M, px, &) charakter-

istisch in & und liegt im Zentralisator von H,(®):

2.1.17. (H(S®), MO 5, ) =1 und
(BB+H\(S)), Hpsy(M(N, g, B))) =1
(Hp+1(HA(®)) ’ 89((‘3_:'9%()“’ 155 @))) =1

Nun ist H,(®) aber von p unabhinging. Also liegt auch die Verein-
gungsgruppe \J/ M, z, @) uber alle p=1,2,... im Zentralisator von

H,(®), sie ist eine charakteristische Untergruppe M\, @); wir haben also

2.1.18. (H(S®), M\, @) =1
(BA(G+H\(S®)), Hyr y(MO\, ) =1 Ar=12 ..
(H,p i ( H(®)), B(G+=M(\, @) =1 p=0,1,..
Ebenso kénnen wir mit 2.1.16 verfahren. Lassen wir 0 alle Normal-

teiler von & durchlaufen und bezeichnen die Vereinigungsgruppe
U BAG+1,, u(N)) mit N\, g, &), so haben wir :
pLs

2.1.19. Ist ¢ die Klasse von & und A > [342'—1] , SO 18t

(S’BM(HA(@)) ’ m(k: s (&)) =1
(Bp(@‘i‘gﬁnﬂx(@)) ’ Hp+1(%(x: s @))) =1
(Die Formel (H,, (RuH\N®)), Bos(G+N\, 1, ) =1 ist hier fir p >0
wegen (H(®), H(®)) T H,(&)Z H(S) trivial.)
Es ist klar, dass fiir beliebige A immer 3,(G-+1U,, (N, 2.8)))
TN\, U, G) sein muss ; denn nach Definition ist (\, g, @) die Vereini-
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gungsgruppe \ / By(G+1,, ,.(N)) tiber alle Normalteiler N von & genom-
N

men, also auch iiber NN, u, @) selbst. Also ist B(S-+1,, (RN, &, B)))
N RN, 2y 8) = BAG =1, (NN, g, B))) und damit folgt aus 2.1.15:

2.1.20. (H\(®), PuBA(G=+Uy, ,uR0u s O =1, A p=12 ...,

also allgemein :

(HP-F 1(HA(@)) ’ Sp(@“:‘SBMSA(@’:‘ul,p»(SRO\’ s @))))) =1
(89(® —H}\(@)) ’ Hp+1($#'8)~(@’:_ul: pu(W(N s @)))D =1

2.1.20.1. Ist 8H,(®) der Zentralisator in & von H,(®), so hai
BAG1y, w(RON, g2, 8)))/RH(G) N\ BAG =10y, ju(N(N, 2, ®))) hichstens den
Exponenten p*. Speziell liegt also LuBi(G-=+1;, (RN, gy ®))) in B:(S).

Halten wir A fest, so liegt also fiir jedes p=1,2, ... die Gruppe
PuBA( G +10,, w(N(N, 2, @))) im Zentralisator von H,(S), also auch die
Vereinigungsgruppe (), @5):\“/215,;8,\(@-:—111, w(NN, p, @))) tiber alle

p=1,2 ... erstreckt. Es gilt also:

2.1.21. (H(®), RO\, ©) =1
(Hpo(HA(®), BLOB+ROL,G)N=1 1=1,2 ...
(BB+H(®)), Hys(RO, BN =1 p=0,1,...

2.1.21.1. Die Klasse von N\, ®) ist hochstens gleich \.

Denn die Klasse von &/H(®) ist gleich A—1. Also ist 3,_(®
+H\(®))=@®. Daher folgt aus 2.1.21 H,(N(\, )T 8,(G) und somit
H, (RN, 8))=1. Speziell ist demnach N(p—1, ) ein regulidrer Nor-
malteiler von &.

Offenbar ist 1M1, B)TTM(2,G)... und 1TNA, G)TN(2, G)....
Eine weitere wichtige Vertauschbarkeitsrelation zieht zwei beliebige
Normalteiler von & in Betracht.

2.1.22. Sind N,, N, zwei beliebige Normalteiler von O, so ist

(H\(BA(G 11y, (1)) BulBA(G=UE (RN NN =1,
MNp=1,2 ...

Beweis. Sei SeH,(8,(G=1,,u(N,))), TeB(S-UE.(TNNR,.
Dann liegt (S, T) in Uy, ,u(N) N\ UF,W(R,). Also ist (S, T)*=1. Ferner
ist dann (S,T*)=((S, T)-T-H)*-T* = (S, Ty*-T*.T" =1, w.zbw.
Spezielle gilt also: (8y(G+1,, (M), (U ,u(N,))) = 1.

In 2.1.22 kénnen N _, N, beliebige Normalteiler von & sein. Lassen
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wir nun 9N, und N, unabhingig voneinander alle Normalteiler von & durch-
laufen und bezeichnen die charakteristischen Untergruppen \/HA(&(@B

U, w(9,)) mit S, p, ), bzw. \J Pu(BA(G+1E pu(‘ﬁz))f\%z) mit
T\, i1, ©), so gilt also:
2.1.23. (A ®), TN, B)) =1
(Hps2(@(\y 1y 8)), B(B+T(N, 1, 8))) =1
(BLO+C\, 1, 8)), Hysy(E(Ny 1, ))) =1
Wenn wir mit T*O\, g, ©) d1e Vereinigungsgruppe \j BAG=-1f ()

bezeichnen, so ist Sy(@ -+ (TN g, G))) < T\, @5) Setzen wir in
2.1.22 |, = €\, g, @), N, = TX(\, 1, ©), so haben wir also

2.1.24. (€N oy ©)y RuTH¥N, o, ) =1
(Hy (G0 1 8)), B(G+BTHO0, 1, B)) = 1
(BB, 1, ), Hy o o(PuTHN, 2,8))) = 1
Es gilt natiirlich auch: Ist )t ein beliebiger, R ein reguldrer Normal-

teiler von @, so ist (3,(G-+1,, w(N)), G(R))=1. Aber wegen U, (N)
Dy, (M) ist dieser Satz in 1.7. enthalten. '

Lp=12..
=FO, 1,...

=12 ..
p=0,1, ...

Die Gruppen U1,,. und ihre Beziehungen zu .

Wir konnen einige der vorstehenden Sitze verallgemelnern mit Hilfe
folgender Begriffsbildung

Definition: Esseifir v =23, ...: U,,(®) =1, (G-=+1,_,, u(®)).

Man erhilt sofort als Fol'ge der Definition U, (@) =1U,, W(S+U,_,, ()
= =U,_y, w(G Uy, W(®)), denn 1, (@)=, W(B+1U, _, W(B)N=11,, (G
Uy, (O Uy, p(GN) =U,, (S 1, _,, (®)) ws.w. So haben wir fir
jedes p =1, 2, ... eine aufsteigende Reihe:

1 < uhp»( 112:1)’-" < < up-bp# < ump# =6

(Wir schreiben hier und im Folgenden iiberall, wo kein Missverstandnis
entstehen kann, U,,,. fir U, ,.(®)).

Wir haben also fir jedes x=1,2,..., « eine durch & bestimmte
Zahl p(p) = p(p, ®), die eine wichtige Invariante von & ist.

Es ist p(1) > p(2) > -+ > ple—1)>> p(x) = 1.
2. 2. 1. Es iSt uv,pp.gul,pyp, wobei 111,1,;‘,;. fu?’ Ye 2 K gleich @ iSt.

Beweis. Nach 2.1.1 hat fiir beliebige » die Gruppe U, ,u/U,_,
hochstens den Exponenten p*. Sei S€l,,.; dann liegt als S* in
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U,y u, daher (S?)* =872 in U, _, » uws.w. S™D in 1., also
S =1, also hat 1,,. hcchstens den Exponenten p"*. Nun sei
Tel,.,S€®. Dann wird (ST)”"=((ST)*)*"D = (S*U,_,)* >
= (SP*U, )" P = ... =8, wobei U,_, €U, ;. usw. ist. Also
erfiillt jedes Element T €ll,,. mit jedem Element S€® die Gleichung
(ST = S¥**, also liegt W, . in Uy, pop.

Daraus folgt leicht :

2- 2' 1' 1 . uu+)\: Fod g ul: z)“l-"(Csj .:_11}\: pf")
Wyin, e T Uy, pu-((& Uy, pwu)

2.2.2. Esist Wy DG 0), v=12 ..., p(u)—1.

Beweis. Fiir beliebige A hat 1,,,./U,_;, » héchstens den Exponenten
P, also ist Wy, pu = Pully, . Flir A= p(p) ist Uy, =, also ist
up(lh)—lrpl-" 2 (&(p“)’ daher up(p,)_z, P 2 EBP.@(]?F) = @(p“, 2) u.s.w.

Die Reihe &, &(p*), S(p*, 2), ... bildet eine absteigende Reihe, die
mit 1 schliessen muss. Es gilt

2.2.3. G p(p)) =1

Beweis. Nach 2.2.2 hat man: U, > &(p* p(p)—1). Also ist
PuS(p*, p(p)—1) = S(p*, p(p)) = 1.
2.2.4. (B(G+1,,u), G4 v)=1 also auch
(Bas1(G+1,, ), Hyn(B(p 0))) =1 A=0,1,...
(Hx+1(81(@+uw o)) BAS+—G(p*, ) =1 By ¥ = 1,2...
Beweis. Nach 2.1.7 ist der Satz fir v =1 richtig. Es sei » >1
und der Satz gelte fiir v—1. Ist Se€3(G-+U,,.), TG®* v—1) so
ist also (S,T)el,n, da wir ja, wie -oben bemerkt, auch U,,.
=1, (G-, ,.) haben. Also ist (S, T")=((S, T)-T-1)*. T
= (S, T)*-T-?*.T" =1 w.z.b.w.
Die obigen Sitze lassen erkennen, dass die beiden Reihen

1:110,1,“, ul,py,...,np(“),py.:@ ul’ld
® = &(p*, 0), S(»*, 1), ..., &(p*, p(p)—1), S(*, p(p)) =1

in einer dhnlichen Beziehung zueinander stehen, wie die aufsteigende
zur absteigenden Zentrenreihe. Néamlich: U,, . > &(p* p(x)—») nach
2.2.2 und (U, ,u, &(p*,v))=1 nach 2.2. 4, p=1,2,...,»=0,1, ...

Aus 2.2.4 und 2.2.2 folgt noch:
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2.2.4.1. (BAOC=B*, p(p)—v)), H(S(p" v)))=1,
Ar=12..;p=12..;v=01,...

Und speziell
2.2.4.2. (S(p* plp)—v), G(p*,»v))=1, p=12..,»=0,1, ..
Aus 2.2.2 und 2.2.4 folgt nun:

2.2.4.3. ISt Xl+k’2+ A +A’k21}, SO ’I:St
(S(p*, P(/—")“ v), S(p*, M)y @(py" )"2) s e s (P, A)) =1

fur beliebiges k und beliebige natiirliche Zahlen Ay, Ny, ... , A, SOWie belie-
bige natirliche Zahlen v.

Beweis. Es ist (U,,,(®), G(p*, »,)) U, -, «(®) fiir beliebige
vi» Yy vy v, wie aus U,,,.(@)=U,,(G=1U, _,, «(S)) und 2.2.4
sofort folgt. Durch wiederholte Anwendung erhédlt man (U,,,.(®),
S(p*, A1)y B(p*, Ny), ..., (", X)) =1 falls X+ X+ -« + 2, = p ist. Nach
2.2.2 ist aber 1, /(&) > &(p*, p(p, @)—v); damit ergibt sich 2.2.4.3.
Wiahlt man speziell v = p(p)—1=Fk, A, =2, =+ = Apy—1 = 1, so folgt:

2. 2. 4. 4. Hp(u)(@(p”'! 1)) == 1 )

d.h. die Klasse von &(p*, 1) ist hochstens gleich p(p)—1.
Wir konnen 2.2.4.3 auch in der Form aussprechen:
Sind Aj, Ny, ..., A, beliebige naturliche Zahlen und ist My + Ay + -+ + 2,
= p(p), so st (S(p*, M), B0 As), ..., (", \,))=1.
Wihlen wir nun eine natiirliche Zahl v beliebig, so ist v <[ﬂ(y”—)]+l>
= p(p) also (&(p*, v), S(*, v), ..., S(p*, ) =1
[

und mithin :

2.2.4.5. Die Klasse von &(p*, v) ist hichstens gleich [M]
Y

Setzen wir also v, = f“(zﬁ‘) +1, so ist &(p*, v,) abelsch. Wihlen wir
v, = [if—(—lw_l)]_‘-l’ so ist die Klasse von &(p*, v;) héchstens gleich p—1, also
ist dann ®&(p*, »,) eine reguldre Gruppe. In einer regulidren Gruppe &
ist nun Ur (&) = UL, (U1(D)) = Ux(UN(D)) fiir beliebige Ay, A,.
Andererseits ist fiir beliebige »: &(p*, v+1) = PuUE(p* v)). Ist also
®&(p*, v,) regulir, so ist guU(S(p*, v,)) = &(p*, v;+1) u.s.w. und daher

2246 1= 0, (S0 =00 [ L]+ 57 ] +2)

Aus 1.6.2 und 2. 2.4.4 findet man noch
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2.2.4.7. G o (["“1]+1)+1>=1, wobei &= [l_".w]n ist.
Iz log p

Hier dringt sich die Frage auf : Gibt es fiir jede vorgegebene end-
liche Anzahl « von unabhingigen Erzeugenden von & und jeden Prim-
zahlexponenten p* sowie jedes p*< p* eine nur von «,p< und p*
abhédngige endliche obere Schranke p(y, «, @), so dass in jeder endlichen,
aus « Elementen erzeugbaren Gruppe & mit dem Exponenten p* immer
Pl &) < p(py e, )y p=1,2,...,6—1 ist? Diese Frage wird in dieser
Arbeit nicht entschieden, dagegen wollen wir einen Zusammenhang
dieser Frage mit einem Problem von Burnside aufdecken. Bekanntlich
hat Burnside vermutet: Ist § eine freie aus endliche vielen Elementen
erzeugte Gruppe, m eine natiirliche Zahl und J(m) die von den m-ten
Potenzen der Elemente von § erzeugte Gruppe, so ist %/B(m) endlich.

Wir wollen nun fiir den Spezialfall m = p* zeigen:

2.2.5. Wenn die Burnside’sche Vermutung fir ein bestimmies
m = p* < p* z.B. etwa m =1p, gilt und wenn fiir dieses p und eine best-
immte Anzahl a von Erzeugenden eine endliche obere Grenze p(u, x, &)
= p(p, @) fir alle aus « Elementen erzeugbaren endlichen p-Gruppen &
mit dem Exponenten p* existiert, so gilt fur die aus a Elementen erzeug-
bare freie Gruppe F: F/B(p*) ist endlich.

Beweis. ¥ werde aus « Elementen erzeugt; 3(p*, ») sei die Gruppe,
die aus den p*-ten Potenzen der Elementen aus {(p*, v—1), v=1,2, ...,
erzeugt wird, F(p*, 0)=%F. Wir betrachten die Reihe ¥, F(»*), F(®»", 2), ...,
B(p*, pp, a, €)+1). Nach Voraussetzung ist F/F(p*) endlich. Da F aus
endlich vielen Elementen erzeugt wird, ist also nach einem Satz von
Schreier auch  (p*)= F(p*, 1) eine aus endlich vielen Elementen
erzeugbare freie Gruppe. Daher ist auch F(p*, 1)/B(»* 2) endlich und
B(p*, 2) eine aus endlich vielen Elementen erzeugbare freie Gruppe u.s.w.
So ergibt sich: Die Faktorgruppen $(»*, v)/3(p* v+1), v=0,1, ...,
p(u, a, ) in obiger Reihe sind endlich. Also ist auch die Faktorgruppe
B/ (0" p(e, @, €)+1) endlich, also ist sie eine endliche p-Gruppe; a
fortiori ist dann & = F/F(®*, p(u, @, £)+1)F(»*) eine endliche p-Gruppe,
die aus « Elementen erzeugt werden kann und den Exponenten p* hat. Es
ist also sicher U, 4, 0, (@) = & ; daher gilt nach 2.2.3: &(p*, p(, a, ))
=1, d.h. in der freien Gruppe § ist: F(*, p(p, a, x)) < F(o*, p(, , ) +1)
B(p*). Da aber F(p*, p(p, a, x)+1) die aus den p“-ten Potenzen der
Elemente aus F(p*, p(u, @, «)) erzeugte Gruppe ist, folgt: F(p*, p(u, a, k)
C B(p*). Daraus ergibt sich sofort: F/F(p*) ist Faktorgruppe der end-
lichen Gruppe F/B(»*, p(p @, «)), also selbst endlich.
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Also: Wenn es gelingt, eine solche obere endliche Schranke, etwa
fiir p(1, «, «) zu finden, so hat man das Burnside’sche Problem fur p*
auf dasselbe Problem fiir p zuriickgefiihrt.

Es sei noch bemerkt: Wenn der Satz gelten wiirde: :
“In der Reihe &, &(p*), &(p*, 2), ... ist &(p*, ptp, ©)) immer die erste
Gruppe, die gleich 1 ist (in einer endlichen p-Gruppe &)”, so héitte man
aus 2.2.4.6 sofort eine endliche obere Grenze fiir p(u), die sogar unab-
hingig von der Anzahl « der Erzeugenden von ©& wire. Es wiirde

ndmlich aus 2.2.4.6 folgen: p(p)< [Pg)/”l"il]+[”;1]+1 also p(u)
§K—1+1+ 1 ("_1+1>, P2
© D=2\ p
Ebenso wiirde man aus 2.2.4.7 mit obiger Annahme eine Besch-
rankung fiir p(u) finden. Es ist aber sehr fraglich, ob der hierbei
vorausgesetzte Satz zutrifft. Eine von u, @, x abhidngige endliche obere
Grenze fiur p(u, a,x) wirde man aber auch schon finden, wenn nur
gelten wiirde : “Bezeichnen +(u, «, «, ®), p(p, a, x, 8) in jeder endlichen,
aus « Elementen erzeugbaren Gruppe & mit dem Exponenten p* die
Léngen der Reihen @&(p#, 1), 8(p*, 2), ... bzw. U, u(S), U,, ,u(S), ..., so
. &)
kann der Quotient T(H % & ©)
Pl @, £, C))
Wert o(u, a, «) nie unterschreiten”.

Es ist denkbar, dass eine solche Einschriankung besteht und daraus
eine endliche obere Grenze fiir p(u, a, «) mit Hilfe der 2.2.4.6, 2.2.4.7
und &dhnlichen sich ergeben wiirde.

einen gewissen durch g, a, « bestimmten

§3. Die aufsteigende Zentrenreihe und die Polenzgruppen
@(pﬂ" 14 )

3.1.a) Alle Elemente der Ordnung < p* aus B/O®) sind mit allen
p*-ten Potenzen aus & vertauschbar.

(Du(B(8), BpN=1, p=12 ..
(8>\(©+®P‘(8p(®))’ H,, $»)=1
(Hy:1(Du(3:(®)), BAS+S(p") =1

b) Alle p*-ten Potenzen aus B,(®) sind mit allen Elementen der
Ordnung < p* aus & vertauschbar.

(PBu3,(O), DUG) =1, p=12 ..
(B:(G +PuB,(S)), H,, (@) =1
(HA-'rl(SBu-gp(@)) ’ BA(@ _'bﬂ'(@))) =1

=0,1, ...

A=0,1,..
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Beweis. a) Ze€B,®), 2" =1,8€6. (Z, 5™*)=((Z,S)-S-1)™*. S,
Da (Z,8) in 3,.(®) liegt, ist {(Z, S), Z} eine regulidre Gruppe, ebenso
{(Z,8), 2} = {S87'Z8S,Z}. Da Z und S~*ZS die Hochstordnung p" haben,
hat also auch (S, Z) die Héchstordnung p*. Also ((Z, S)-S~1)* = S-#*
und (Z, S™) = S—#*.S* =1,

b) Se®, S*=1, Z€B,(8). 1=8"=718"Z=(S-(S,Z))™. Da
{S, (S, Z)} reguldr ist, folgt: (S,Z)*=1. Da auch {Z,(Z,S)} regulir
ist, ergibt sich S-1Z#*S = (Z(Z, S)y"™* = Z** also (S, Z*)= 1.

3.1.1. In einer p-Gruppe & der Klasse < p ist:
(), B(p+)=1.
Denn B,(®)=6, Du®) > G(p*™*).

3.1.2. In einer p-Gruppe & beliebiger Klasse ¢ ist
(B(0"), B(p* ™)) < Be-o(B) N\ Hy(S).
Da 3,, N\ H,(®)< B,(H,(9)) ist, folgt:

3.1.3. Alle Elemente der Ordnung < p* aus B,,/\H/(®) sind mit
den p“-ten Potenzen aller Elemente aus H(®) vertauschbar. Alie Elemente
der Ordnung < p* aus H(S) sind mit den p*-ten Potenzen aller Elemente
aus 3,, N\ H(®) vertauschbar, v =1, 2, .

3.1.4. Kann & aus Elementen der Ordnung < p* erzeugt werden, S0
hat fur beliebige v >0 die Gruppe 3,,,(®)/B,.1(S) hiochstens den Ex-
ponenten p*.

3.2, (B(®), &(p*,v)) ist eine Gricppe von p*-ten Polenzen von
Elementen aus 3,_,(8) N\ H (®), »=1,2, ...

Beweis. Da 3,_,(®) reguldr und (38,(®), S(p*, v))TB,-1(®) ist, gentigt
es zu beweisen : Ist Z aus 8(@), S ein erzeugendes Element aus &(p*, v),
so ist (Z, S) die p**-te Potenz eines Elementes aus 3,,(®). Der Satz ist
trivialerweise richtig fir v =0. Es sei v =1 und der Satz sei schon
fir v—1 bewiesen. Es sei Se€®&(p*, vr—1), Z€ B,(®). Dann ist (Z, S*™)
=((Z, S)S~y)**S** = X, wobei X ein Produkt von Kommutatoren von
(Z,S) und S-! ist, also in 3,-, liegt. Da aber S in &(p*, v—1) liegt, ist
nach der Induktionsvoraussetzung jeder solche Kommutator die p*®~P-te
Potenz eines Elementes aus 3,_,(®), also ist auch ihr Produkt X die
p*@~b_te Potenz eines Elementes aus 3,-(®) und danach X7 = Y**,
Y€ 3,.(8), wzb.w.

3.2.1. (3,(6), G, [’“; 1]+1)) —1.
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Bezeichnet man die Gruppe ®&(p, «)- &(p?, ["—l]+1)-.---@(p""1, 2) mit
BW(S) so ist also
3.2.2. (8,(®), WG)=1.

3.2.3. (By,, WG), ..., W@®)=1, v=12, ..

Beweis. Nach 3.2.2. ist (,8,,‘, ’ QB(@)) < ,8(.,_.1),,, also (81;13 ’ S‘)B(@)y
%(®))g(8(v—l)p’ S‘)E(@))gg(y-z)p u.s.w.

3.3. (By,» G(»% v)) ist eine Gruppe von p*-ten Potenzen aus B,,_,
N Hy(S).

Beweis. Fiir v =1 ist die Behauptung nach 3. 2. richtig. Sie gelte
nun fur v—1,» >1. Essei S€3,,,T= ]] (S16))™, Sup, = [[ (Sep.00)™,

prapz = [] (Spl,pz,pa) > o Spppz, —H(Spl,pz, BTN 1)”“ Dann liegt
T in @(p'“ A+1), A=v—2. Also w1rd nach der Induktionsvoraussetz-
ung, da B,.»(G+3,)=3,, ist: (S,T7)-3,(8)=X"3,(8), Xe€3,,,
N H (®); demnach (S,T")=X*.Z, Z€3,/\ Hy(®). Wenn man nun
(S, T#*) als Produkt von Kommutatoren von S mit den S,,,,, -0,
darstellt, so ergibt sich Z als ein Prokukt von Kommutatoren, die in S
und den S; ,,,, -, s,-» mindestens das Gewicht (v—1)p haben; also liegt
Z in B, N\ H¢1,(8). Ersetzen wir nun noch jedes S,,,,,-,5, durch
ein Produkt ( ]] So1r0g0 s py—zipy-1)™, S0 wird also einerseits T** ein

Element aus (&(p“, v) und jedes erzeugende Element aus &(p*,v) ist in
dleser Form darstellbar ; andererseits wird dann jeder der in Z auftret-
enden Faktoren eine p*-te Potenz aus B,/ N\ He-npe 8o/ \ Heon, ist
aber abelsch fiir »~>1, denn (3,, H(®))=1 und H,_,,,(8) T H,(®).
Alsoist Z=Y",Y € H,,,,(®)/N\ 8,. Also haben wir (S, 7?) = X**. Y*¥,
XeB,- 1 N\NHyS), YeH, 1,{S)N\ B,. Die Gruppe {X, H,_.,,{&) N B,}
ist aber reguldr; denn H, 1, (&) N\ 8, CTHyG) N Bar-> T B,-1(HAS®)),
X € H(®), und {X, B,.(H{S))} ist nach 1.2. §1 reguldr. Also wird
X#Yy» = U™, Uc B,,-(&) N\ Hy®).

Um den Beweis zu vervollstindigen, hat man noch zu zeigen, dass
auch fir T,,7T,,... €8(p*, v—1), S€ B,,(®) gilt: (S, T¢Tg" ...)=U"TU
€ Byp1 N\ Hy(®). Man wendet wieder vollstdndige Induktion nach » an
und hat (S, T¢Tg*..)8, = X"38,, X € B,,—1 N\ Hy®), also (S, T3T3"...)
= X7 . Fiir Z ergibt sich wieder Z =2""*, Z'€ 3, N\ H,_1,\(®) und
damit wie oben die Behauptung.

3.3.1. Ist ¢ die Klasse von &, so ist also (S(p*, [c;1]+1), ®) eine
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Gruppe, deren Elemente similich p*-te Potenzen in Hy(®) sind.

3.4, (8,:(®), (G(p*, [";1]+ 1),6,6,..,6)=1, r=1,..

A

1

Beweis. Nach 3.2.1. ist: (3,(®) G(z*, ["; ]+1))=1. Daraus
folgt (3,:1(®), 80 [+ 1) S 8:(8), da 8,:(0) = 3,(6 + 3:(6))
ist also (3,:1(®), G(p* [";1]4-1), ®)=1 ferner ist (®, 8,:1(®))
< B.®), also (®, 3,.1(®), G, [";1]+1))=1. Nun gilt der Hall-

sche Satz: Sind £, M, N drei Normalteiler von &, so enthalten je zwei
der drei Gruppen (8, M, N), (W, K, L), (R, &, M) die dritte. Wihlen wir

2= 8,.(®), M = G(p*, [";1
(2,09 =1, 9, M =1. Also ist auch (WM, N, =1, d.h
@@, [“21]+1, 6, 8,.(@) = 1.

]+1), N = O, so haben wir eben gezeigt:

Damit ist 3.4. fiir » = 1 bewiesen.

Nun sei 3.4. fiir alle Zahlen <\ richtig. Dann ist (8,..(®),

(S(», [";1] +1), 8, S, ..., ®) T B4(G). Also (8,::(®), (S(p*, [”;1] +1),

A-1
6,6, ...,8),8)=1 und, da (&, B,:x(®) T B,:1-1(®) ist: (G, B,:1(®),

A-1

(", [”;l]n), ®, 6, .., &)=L

Wenn wir nun den obigen Satz von Hall auf 2= 3,.,(®),
M = (S(p*, [";1]+1), G, 6, ..,8),NR=0C anwenden, so folgt, dass

A-1

3.4. fur A\ gilt, wenn er fiir A—1 richtig ist; da er fir A =1 richtig
ist, ist damit der Beweis gefiihrt.

3.5. Ny, N, seien zwel beliebigé Normalteiler von . Dann ist

Du(Bi(S+3,1(T1)) N\ 1), Pu(Bu(G =+, ((N2) N\ Ne))) = 1.

Beweis. Es sei S€3(G=+3, (0NN R., TEB(S=+=3,,(0) NN,
und S” =1. Wenn wir (S, T)="1 gezeigt haben, ist 3.5. bewiesen.
(S, T*)=((S, T)-T-)*T™. Da T € B,(G+3,(T:) N\N, ist, liegt (S, T)
in 8,.4M,), und T in N,, also ist die Gruppe {(S,T), T} reguldr. Da
SeB(8+3, M) NR, ist, liegt (S, T) auch in 3, ,(N;) und S in N,,
also ist auch die Gruppe (S, T), S} = {T-1ST, S} reguldr. Da S™ =1,
ist also auch (S, T)*= 1, und daher ((S, T)- T-*)** = T-** also (S, T") =1,
w.z.b.w.
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Lisst man 9, und N, alle Normalteiler von & durchlaufen und
bezeichnet die Vereinigungsgruppen \J Qu(8:(G+3,-:(MN))NN,) mit
N
Quy U Tl Bi(G =8, 1(Re)) N\ Ry) mit M, so gilt also:
Na
3. 6. (8;/., my.) = 1
(B(G+2.), Hyy( M) =1 A=0,1,..., p=12 ..
(Hya(8), B(S+=Mu)) =1

L., M, us.w. sind charakteristische Untergruppen von & und es ist
offenbar :

1/ T =06
GSOM DO D... oM, =1.
(Eingegangen am 10. Juli, 1953)
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