
UBER DIE EINSTUFIG NICHTKOMMUTATIVEN RINGE

MASATOSHI IKEDA

Dem Andenken meines verehrten Lehrers TADASI NAKAYAMA gewidmet

1. Einleitung

In der Arbeit [2J hat L. Redei den Begriff des einstuίig nichtkommutativen

Ringes eingefϋhrt, und die alien mδglichen Typen der einstufig nichtkommu-

tativen endlichen Ringe aufgezahlt. Sie bestehen aus drei Grundtypen und

ihren homomorphen Bildernυ. In der oben genannten Arbeit hat Redei einstufig

nichtkommutativen unendlichen Ringes ganz kurz erwahnt, und nur darauf

hingewiesen, dass man nicht einmal weiss, ob solche Ringe ϋberhaupt existieren.

In der vorliegenden Arbeit handelt es sich um die Nichtexistenz der einstufig

nichtkommutativen unendlichen Ringe. Obwohl die Nichtexistenz der allge-

meinen unendlichen Ringe vom genannten Charakter hoch glaubwiirdig scheint,

kann ich doch zur Zeit die Aufgabe in ihrer vollen Allgemeinheit nicht losen,

sondern ich kann nur zeigen, dass ein einstufig nichtkommutativer Ring mit

einer zusatzlichen Bedingung notwendigerweise endlich wird. Im folgenden

soil namlich der untenbenannte Satz bewiesen werden.

SATZ. R set ein Ring, dessen Restklassenring R/N nach dem Radikal N

einen endlichen Rang uber dem Zentrum besitzt. 1st R ein einstufig nichtkom-

mutativer Ringy so ist R notwendigerweise ein endlicher Ring.

Es soil hier noch f olgendes hervorgehoben werden. Die zusatzliche Bedin-

gung, die im obigen Satz vorausgesetzt worden ist und dem Satz einen Schδn-

heitsfehler beibringt, ist nur deswegen benotigt, weil die Nichtexistenz des

Schiefkorpers, der ein einstufig nichtkommutativer Ring ist, nicht leicht nach-

weisbar ist.

Bevor wir zum Beweis kommen, schicken wir der Vollstandigkeit halber

die Definition des ^-stufig nichtkommutativen Ringes voran.
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Der Begriff des ^-stufig nichtkommutativen Ringes wird nach der Induktioii

ϋber n eingefϋhrt. Ein assoziativer Ring heisst 0-stufig nichtkommutativ, wenn

er ein kommutativer Ring ist ein assoziativer Ring R heisst w-stufig nicht-

kommutativ, wenn alle echten Unterringe von R hδchstens (^~l)-stufig

nichtkommutativ, aber R selbst nicht (w-l)-stufig nichtkommutativ ist.

Ist ein Ring R n-stuήg nichtkommutativ, so ist, wie man leicht durch

Induktion beweisen kann, ein beliebiges homomorphes Bild von R hochstens n-

stufig nichtkommutativ. Wie man gleichfalls durch Induktion bestatigen kann,

ist ein w-stufig (n<0) nichtkommutativer Ring durch geeignete n + 1 Elemente

erzeugbar. Ein einstufig nichtkommutativer Ring ist insbesondere durch

beliebige zwei nicht vertauschbare Elemente erzeugbar.

2. Hilfssatze

Um den Satz zu beweisen, benotigen wir einige Hilfssatze,die im folgenden

zusammengestellt werden.

HILFSSATZ 1. K sei ein Schie/kδrper endlichen Ranges ϋber dent Zentrum.

Dann ist K niemάls ein einstufig nichtkommutatiυer Ring.

Beweis. Sei m (i- 1, . . . , n) ein Basissystem von K ϋber dem Zentrum

Z von K, und sei

Ui Uj = Σ at j Uk mit aϊ, j e Z.
k

Ferner sei Zo = Pίafjl der ϋber dem Primkorper P von K durch die Elemente

ccij erzeugte Unterring von Z. Dann ist Ko = ΣZoWί ein nichtkommutativer

Unterring von K. Ware K ein einstufig nichtkommutativer Ring, so mϋsste

K=K0 sein. Demnach folgte, dass Z=Z0 ist. Nach einem Satz von Zariski3)

ware dann [Z : P ] < », folglich IK : P ] < oo. Sei nun Vi (ί = l, . . . , w)

ein Basissystem von K ϋber P, und sei

ViVj = JlβijVk mit βfj e P.

Ferner sei {aίy a2) ein Erzeugendensystem des einstufig nichtkommutativen

Ringes K> und sei

tf/ = Σ r ' t>7 mit ί

2> Vgl. Zariski [3].
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Da jedes Element von K als Produktsumme von aι darstellbar ist, sieht man

sofort ein, dass der Primkδrper P unter diesen Umstanden durch die Elemente

βϊ,j> T) erzeugbar sein wiirde. Ware nun die Charakteristik von K gleich Null,

so ware P der Kδrper der rationalen, was aber unmoglich ist, denn die Anzahl

der Primzahlen, die in den Nennern von βlj bzw. γ) vorhanden sind, ist endlich.

Die Charakteristik von K wiirde also von Null verschieden sein. Als endliche

Erweiterung eines endlichen Korpers P ware dann K selbst endlich und kom-

mutativ, was doch ein Widerspruch ist. Somit wurde der Hilfssatz bewiesen.

HILFSSATZ 2. R sei ein halbeinfacher Ring endlichen Ranges uber dem

Zentrum. Dann ist R niemals einstufig nichtkommutativ.

Beweis. Zunachst zeigen wir, dass ein primitiver Ring endlichen Ranges

ίiber dem Zentrum niemals einstufig nichtkommutativ sein kann. Ein primitiver

Ring R lasst sich als dichter Ring der linearen Transformationen eines Vektor-

raumes uber einem Schiefkδrper K darstellen. Ist der Rang [V : ϋG>l, so

seien x (i = 1, 2) if-linear unabhangige Elemente von V. Ware nun R einstufig

nichtkommutativ, so wiirde der Unterring T = { β e R\xia = 0) kommutativ sein.

Andererseits gibt es in T zwei Elemente at (/= 1, 2) derart, dass x%ai- Xi(i =

1, 2) ist. Dann ist ersichtlich x2(aιa2) = 0 und #2(<Z2<3i) = Xi. Die Elemente aι

und a2 sind also nicht vertauschbar, was aber ein Widerspruch sein wiirde.

Es mύsste also [ V : K] = 1 sein, demnach miisste R ein Schief kδrper sein.

Nach dem Hilfssatz 1 kann aber ein Schiefkδrper endlichen Ranges iiber dem

Zentrum niemals ein einstufig nichtkommutativer Ring sein. Somit wurde

gezeigt, dass ein primitiver Ring endlichen Ranges iiber dem Zentrum niemals

einstufig nichtkommutativ sein kann. Nun sei R ein halbeinfacher Ring mit

einem endlichen Rang iiber dem Zentrum. Ware R einstufig nichtkommutativ,

so wiirde, fur beliebiges primitives Ideal P von R, der Restklassenring R/P

hδchstens einstufig sein. Da aber der Restklassenring R/P einen endlichen

Rang iiber dem Zentrum besitzt, kann er, wie oben gezeigt, niemals einstufig

nichtkommutativ sein, demnach folgte, dass R/P kommutativ sein muss.

Daraus folgte aber, dass R selbst kommutativ ist, was ein Widerspruch ist.

Somit wurde die Behauptung bewiesen.

Der folgende Hilfssatz ist fast trivial, aber der VollstSndigkeit halber wird

Beweis gegeben,
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HILSSATZ 3. R sei ein durch ein Element erzeugter Ring, der keine additive

Torsion besitzt. Dann gibt es unendlich viele Primzahlen p derart, dass pR^R

ist.

Beweis. Iίxl sei der Polynomring iiber dem Integritatsbereich der ganzen

Zahlen, und 70M der Ring der Polynome ohne Konstante. Der Ring R ist

dann zum Restklassenring hίxl/A von 7 0M nach einem Ideal A isomorph.

Andererseits ist ein beliebiges Primideal von 7 0M entweder von der Form

(px) oder (px, fo(x)) oder (go(x)), wobei p eine Primzahl, Mx) bzw. go(x)

Polynome der Form xh(x) mit einem primitiven irreduziblen (nicht konstanten)

Polynom h(x) in 7 M ist. Nun sei A = Π Qi eine Darstellung von A als
i

Durchschnitt der Primarideale Qi, und Pi sei das Qi zugehδrige Primideal. Es

gibt dann mindestens ein Primideal Pi vom dritten Typus, denn sonst wϋrde

Ioίxl/A eine additive Torsion besitzen. Ein solches Primideal sei P = (gQ{χ))

mit goix) =aa+ +anx
n(n>l). Den Restklassenring 7 0 M/P bezeichnen

wir mit S. Ware nun pS= S fur unendlich viele Primzahlen p, so wϋrde p

Ioίxl + P = 7oM fur die betreffenden Primzahlen p sein. Das heisst, dass P

ein Polynom der Form biXΛ- -\-bmxm mit b^Oip), fa= -bm = O(p) fiir

jede betreffende Primzahl p enthalten wiirde. Wie man leicht daraus schliessen

kann, wiirde dann aι =; =an = 0{p) fiir alle betreffenden Primzahlen p sein,

woraus folgte, dass gQ(x) von der Form a\X ist. Das ist aber ein Widerspruch.

Es gibt also unendlich viele Primzahlen p derart, dass pS^S ist. Demnach

folgt sofort, dass pR^R fiir diese Primzahlen p ist.

HILFSSATZ 4. R sei ein Ring, dessen Restklassenring R/N nach dem Radikal

N einen endlichen Rang uber dem Zentrum besitzt. Ist R ein stufig nichtkom-

mutatiυer Ring, so besteht R aus lauter additiυen Torsionen. Die additive

Ordnung jedes Elements ist eine Potenz einer festen Primzahl.

Beweis. Ro sei die Gesamtheit der additiven Torsionen von 7?, und Z sei

das Zentrum von 7?. Ersichtlich ist 7?0 ein Ideal von R. Nehmen wir zunachst

an, dass R^RQ und Z<£RQ ist. Dann gibt es sicher, fiir beliebiges Element p

G Ro — Z, ein Element a, das mit p nicht vertauschbar ist. R ist demnach

durch p und a erzeugbar. Der Restklassenring R = R/RQ ist nun durch ein

Element erzeugbar und ohne additive Torsion. Also nach dem Hilfssatz 3

gibt es zwei voneinander verschiedene Primzahlen p und q derart, dass pR^R
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und qR^R ist. Daraus folgt, dass pR^Ry und folglich, dass die Unterringe

pR und qR kommutativ sind. Das ergibt Zpp, pa\ = Zqpf ba\ = 0, woraus folgt

aber [p,-<;] = 0, was ein Widerspruch ist. Es muss also entweder R=R0 oder

i?ocZ sein. Um den Hilfssatz zu beweisen, nehmen wir an, dass R^R0 ist,

und zeigen, dass ein Widerspruch daraus folgt. Wie eben besagt, ist RQ unter

dieser Annahme in Z enthalten. Zunachst zeigen wir, dass R = R/Ro kom-

mutativ sein muss. Ware namlich R nichtkommutativ, so ware er einstufig

nichtkommutativ. Stimmte er mit seinem Radikal uberein, so wiirde RmR*

sein, also ware R = R/R2 als additive Gruppe durch zwei Elemente erzeugbar,

folglich ware sie keine vollstandige Gruppe. Es gabe also eine Primzahl p

derart, dass pR^R ist. Also ware pR^R, und wegen der einstufig Nichtkom-

mutativitat von R ware pR ein kommutativer Ring. Ware nun {p, a) ein

beliebiges Erzeugendensystem von R> so wiirde Zpp, pa~\ = p2Zϊp, <;] = 0 sein,

wahrend [jo, o~\ # 0 ware. Das wύrde aber im Widerspruch mit der Tatsache

stehen, dass R keine Torsionen besitzt. Ware nun R von Radikal ffi verschieden,

so ware der Restklassenring R/N hochstens einstufig nichtkommutativ. Da

aber R/N ersichtlich einen endlichen Rang ϋber dem Zentrum besitzt, konnte

er nach dem Hilfssatz 2 nicht einstufig nichtkommutativ sein, sondern kom-

mutativ. P sei ein primitives Ideal von R, dann ware der Restklassenring

R/P, wie eben besagt, ein kommutativer Korper, der durch zwei Elemente

erzeugbar ist und folglich ein endlicher Korper ist. Ware die Charakteristik

von R/Rp, so ware pR±$=R, woraus folgte, dass pR ein kommutativer Ring ist.

Also wiirde Zpp, pσ~] -pX~p, <r] = 0 fur beliebiges Erzeugendensystem von R

sein, was aber mit der Tatsache, dass R ohne additive Torsion ist, im Wider-

spruch stehen wiirde. R muss somit kommutativ sein. Folglich ist La, bΛ

ε f t fur beliebiges Paar der Elemente von R. Nun sei {p, a) ein beliebiges

Erzeugendensystem, und m sei die additive Ordnung von [p, a~\. Dann folgt

aus mLp, <f} = Xjnp, σ] = Γp, ma\ — 0, dass mR in Z enthalten ist. Wahlen wir

jetzt ein Erzeugendensystem {p, σ) so aus, dass die additive Ordnung m von

Zp, d} moglichst klein wird. Dann ist m eine Primzahl. Ware m keine Prim-

zahl, so gabe es einen Primteiler p von m derart, dass pR^R ist, denn mR

ist im Zentrum von R enthalten. Da pR kommutativ sein wiirde, Ipμ, pa\ =

pίpPy tf] = 0, wobei Zpp, σl=pZpf σl von Null verschieden sein wiirde, denn

spnst wiirde m der Primzahl p gleich sein. Die Elemente pp und a wέiren dann
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nicht vertauschbar, demnach wiirden sie den Ring R erzeugen. Fiir dieses

Erzeugendensystem wiirde aber die additive Ordnung von Lpp> σ] gleich p sein,

was mit der Minimalitat von m im Widerspruch stehen wiirde. Also ist m-p

eine Primzahl. Aus pip, a} folgt, wie schon oben gezeigt, dass pR in Z

enthalten ist. Also ist pΐa, bl = 0 fur jedes Paar der Elemente von R. Nun

sei {p, a) ein beliebiges Erzeugendensystem von R. Dann ist [p, <;] = r, wie

oben besagt, im Ideal Ro enthalten; RQ ist seinerseits in Z enthalten. Also

ist pip, a] = pτ = τp = Zp, σΊp e Rof daraus folgt p2σ — ap2 = 2 τp e RQ, pa - apz =

3rp3ei?o, u.s.w. Endlich bekommt ppa - app = pτpp~ι = 0, woraus folgt, dass

ξp (Ξ Z fiir beliebiges Element ? von R, denn ein nicht im Zentrum enthaltenes

Element kann stets in einem geeigneten Erzeugendensystem von R enthalten

sein. Nun sei L ein maximales Linksideal von R, das das Ideal pR + Ro(^Z)

enthalt. Die Existenz solches Ideal folgt aus der Tatsache, dass die Vereinig-

ungsmenge einer aufsteigenden Reihe der echten Linksideale von R einen kom-

mutativen Ring bildet, denn alle echten Linksideale sind kommutative Ringe.

Da [(0, a~\ in Ro enthalten ist, ist das Linksideal L ein zweiseitiges Ideal, daraus

folgt, dass der Restklassenring R/L ein Schiefkorper ist. Da aber der Schief-

kδrper R/L einen endlichen Rang ϋber dem Zentrum besitzt, kann er nach

dem Hilfssatz 1 niemals ein einstufig nichtkommutativer Ring sein. R/L ist

also ein kommutativer Korper, der durch zwei Elemente erzeugbar ist und

folglich ein endlicher Korper ist. Die Charakteristik von R/L ist p, denn L

enthalt pR. Nun sei R/L durch ein Element ? erzeugt, dessen Vertreter mit

ξ bezeichnet wird. Dann ist ξpί s ξ mod. L mit einer passenden ganzen Zahl

/. Da aber ξp in Z enthalten ist, lasst sich das Element ξ als Summe z + λ

mit z e Z und λ<=L darstellen. Daraus folgt, dass das Element ξ mit alien

Elementen von L vertauschbar ist, denn L ist kommutativ. Das ist aber

unmoglich, weil der nichtkommutative Ring R durch ξ und L erzeugbar ist.

Somit wurde gezeigt, dass i? = Ro sein muss. Um den Rest der Behauptung

zu beweisen, bezeichnen wir mit Rp die Gesamtheit der Elemente von R, deren

additive Ordnung Potenz einer Primzahl p ist. Dann bildet Rp ersichtlich ein

Ideal von R, und R ist als direkte Summe von Rp darstellbar. Wenn kein von

Rp mit R ϋbereinstimmt, so sind sie alle kommutativ, folglich ist R selbst

kommutativ, was aber ein Widerspruch ist. Es gibt also eine Primzahl p

derart, dass Rp = R ist. W.z.b.w,
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HILFSSATZ 5. R sei ein einstuήg nichtkommutatiυer Ring, dessen Restklas-

senring R/N nach dem Radikal N einen endlichen Rang bentzt. Wenn R υom

Radikal N υerschieden ist, so ist der Restklassenring R/N ein endlicher Kδrper.

Beweis. Nach dem Hilfssatz 2 ist der Restklassenring R/N ein kommu-

tativer Ring. Wenn also der Radikal N im Zentrum Z enthalten ist, so ist

O, bl<=NQZ fur beliebiges Paar der Elemente von R. Wie im Beweis des

Hilfssatzes 4 gezeigt, gibt es eine Primzahl p, fϋrdie pR^Z und Rp-R gilt.

Daraus folgt, dass pίa> bl = 0 fiir beliebiges Paar der Elemente von R ist.

Nach demselben Verfahren wie im Beweis des Hilfssatzes 4 kann man dann

daraus schliessen, dass ^ G Z fiir beliebiges Element ξ von R ist. Nun sei P

ein primitives Ideal von R, dann ist R/P ein kommutativer Kδrper, der durch

zwei Elemente erzeugbar ist, folglich ein endlicher Kδrper ist. Unter diesen

UmstSnden kann man daraus nach derselben Methode, die im Beweis des

Hilfssatzes 4 verwendet wurde, einen Widerspruch ziehen. Der Radikal N ist

also nicht im Zentrum Z enthalten. Es gibt also ein Element p von N- Z und

ein Element σ&N derart, dass sie nicht vertauschbar sind. Dann wird R

natϋrlich durch p und a erzeugt, und der Restklassenring R/N wird durch ein

Element erzeugt. Die additive Ordnung jedes Elements von R ist nach dem

Hilfssatz 4 eine Potenz der Primzahl p. Mit Riicksicht darauf, dass R endlich

erzeugbar ist, kann man daraus sofort schliessen, dass pR ein nilpotentes Ideal

von i?, folglich im Radikal von R enthalten ist. Der Restklassenring R/N ist

also eine Algebra iiber dem Galoisfeld GFlpl, und, wie eben besagt, ist durch

ein Element erzeugbar. Wenn also R/N kein Kδrper ist, so enthalt er zwei

echte Unterringe 7\ und T2 derart, dass R/N= Ti4- T2 ist. Sei 7\ bzw. Γ2

das Urbild von Ti bzw. T2 in R. Dann ist das Element a als Summe der

Form ax + ό2 mit <n e T\ und σ2 e T2 darstellbar. Da Ti und T2 kommutativ

sind, so sind die Elemente o\ und a2 mit p vertauschbar, woraus folgt aber,

dass a mit p vertauschbar ist, was ein Widerspruch ist. Der Restklassenring

R/N ist also ein Kδrper, der durch ein Element erzeugbar ist, folglich ein

endlicher Kδrper ist. Somit wurde die Behauptung bewiesen.

3. Beweis des Satzes

Nun kommen wir zum Beweis des Satzes. R sei ein einstufig nichtkommu-

tativer Ring, dessen Restklassenring R/N einen endlichen Rang iiber dem
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Zentrum besitzt. Nach dem Hilfssatz 4 besteht R aus additiven Torsionen,

deren additive Ordnung Potenz einer Primzahl p ist. Nun sei {p, a) ein

Erzeugendensystem von R, und sei prp = psσ = 0. Dann ist pfa = 0 fϋr jedes

Element a von R, wobei t= max(r, s) ist. DapR^R ist, ist der Restklassenring

R=R/pR eine Algebra iiber dem Galoisfeld GFίpl. Mit Rucksicht darauf,

dass pR im Radikal N von R enthalten ist, sieht man sofort ein, dass das

Radikal N von R mit N/pR ϋbereinstimmt. Nun zeigen wir, dass R eine

Algebra mit einer Polynomidentitat ist. Stimmt namlich R mit seinem Radikal

Iiberein, so ist P ^ # 2 , folglich ist J?2 ein kommutativer Ring. Daraus folgt

dann ίίa, bl, ίc, dll = 0 fur beliebige zwei Paare der Elemente von R. Ist

nun R vom Radikal N verschieden, so besitzt R/N (= R/N) einen endlichen

Rang iiber dem Zentrum, und nach dem Hilfssatz 2 kann er nicht einstufig

nichtkommutativ sein. Er ist also kommutativ, woraus folgt dann, dass der

Kommutator ίa, bl jeden Paares der Elemente von R im kommutativen Unter-

ringe N enthalten ist. Folglich ist ίίa, bl, ίc> dΊ2 = 0 fur beliebige zwei Paare

der Elemente von R. Demnach ist R jedenfalls eine Algebra mit einer Poly-

nomidentitat. Nach einem Satz von Amitsur ist dann das Radikal N von R

ein Nilideal. Fur den Beweis des Satzes machen wir noch von der folgenden

Tatsache Gebrauch: Ist namlich ein kommutativer Ring S durch aι (i=l, . . . ,

r) mit der Bedingung a] = 0 erzeugbar, dann ist Snr = 0. Ist nun R = N, so

ist R^R2. Der letzere ist also ein kommutativer Nilring, der durch vier

Elemente erzeugbar ist. Demnach folgt, dass R2 folglich R selbst nilpotent

ist. R ist also eine durch zwei Elemente erzeugbare nilpotente Algebra iiber

GFίpl, die ersichtlich ein endlicher Ring ist. Ist dagegen R von seinem

Radikal N verschieden, so ist R/N ( =R/N nach dem Hilfssatz 5 ein endlicher

Korper, dessen Absolutgrad mit / bezeichnet wird. Sei {jo, o) irgendein Er-

zeugendensystem von R, und ? sei ein Vertreter eines erzeugenden Elements

des endlichen Kδrpers R/N. Ferner sei

βo

_ f _• _

mit cti, βi^ GFίpl und mit joo, tfo^JV. Schliessΐich sei Σ n ? l = r o e N mit n
i = 0

G GFίpl eine Relation vom niedrigsten Grade, der f geniigt. Da jedes Element
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/-l _ . _

von R als Summe der Form Σ δi ξ* + fo mit δi e GFίpl und h e ΛΓ eindeutig

darstellbar ist, sieht man sofort ein, dass der Radikal Af durch die Elemente
?*Po, F^O u n d ?^o (/, Λ & = 0, . . . , / — 1) erzeugbar ist. ί\F ist folglich ein

kommutativer endlich erzeugbarer Nilring, der also nach der oben erwahnten

Tatsache nilpotent ist. ΪV" ist demnach eine endlich erzeugbare nilpotente

Algebra uber GFZpl, die also ein endlicher Ring ist. Da aber R/N ein endlicher

Korper ist, schliesst man daraus, dass R selbst ein endlicher Ring ist. Nun

bilde man eine endliche Algebra Ri uber GFίpl mit Einselement durch die

eventuelle Hinzufϋgung eines Einselements zu R. Dann ist pR/p^R ein Modul

von i?i, der durch zwei Elemente erzeugbar ist. Er ist also ein endlicher

Modul. Auf dieselbe Weise ist plRlp%~xR ein endlicher Modul fur jedes i = 0,

1, . . . , t- 1. Daraus folgt schliesslich, dass R selbst ein endlicher Ring ist.

W.z.b.w.
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