
SUR L'ALLURE DES FONCTIONS MEROMORPHES

NOBUSHIGE TODA

1. Introduction

Recemment J. L. Doob [8] a trouve quelques theoremes interessants sur

Γallure des fonctions meromorphes au voisinage d'un point singulier essentiel

isole en utilisant la topologie fine c'est-^-dire la topologie la moins fine qui fait

toutes les fonctions sous-harmoniques continues. A Γegard de ces resultats, on

etudie dans ce memoire quelques aspects de fonctions meromorphes au voisinage

d'un point singulier essentiel isole ou d'un point-frontiere irregulier.

Dans le paragraphe 2, on donne un theoreme d'unicite et le paragraphe 3

est consacre aux applications.

Les resultats de J. L. Doob sont locaux, mais, dans le paragraphe 4, on

etudie Γallure des fonctions meromorphes globales c'est-a-dire dans le plan fini.

On obtient des resultats concernant des valeurs exceptionnelles au sens de

Nevanlinna et de Borel pour des fonctions meromorphes dans le plan fini ayant

un point singulier essentiel isole k Γinfini et admettant des limites fines en ce

point.

Le paragraphe 5 donne un theoreme sur des ensembles des valeurs d'adherence

ordinaire en utilisant Γ ensemble des valeurs d'adherence fine.

Ces recherches ont ete faites pendant mon sejour k Paris comme boursier

du Gouvernement frangais.

2. Theorfeme d'unicite

Dans ce paragraphe on trouve un theoreme d'unicite qui est une extension

du theoreme d'unicite classique.

Soit D un domaine dans le plan, Co un point-frontiere irregulier de D, G(z,

ZQ) la fonction de Green de D de pole z0, f une fonction meromorphe dans D.

On introduit un sous-domaine *

ΩΛzo) = {Z<ΞD G(z, zQ)>e>0> δ>ε>0},
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oύ lim sup G(z, zQ) = δ>0. On met Ω0(z0) = D.

On sait que &ΩZ(ZQ) est effile en Co pour <5>e>0 quelconque.

THEOREME 1.

Soit f lindόlδfienne ([9]). S'il existe une suite (zn) convergeant vers Co telle

que f(zn) = 0 {n = 1, 2, 3, . . .) et la suite (zn) est contenue dans ΩΛz0) pour un

ε>0, alors / = 0 .

Pour demontrer cela, il suffit de trouver le lemme suivant:

LEMME 1. Soit f non-constante lindέl'όfienne et vξ/(w) le nombre de points de

Ωξ{zo) oύ f est έgale a w, w quelconque de la sphere de Riemann. Alors ve/(w)

est fini.

Demonstration Puisque / est lindelofienne, par definition,

Σ n(z)G{z, zo)< 4- oo,
/(*) = «>

pour w quelconque de f(D), w*f(z0), oύ n(z) est Γordre de multiplicite de

/ en z. Dans Ωs(zQ)t

inf G(z9 Zo)>e>O,

par consequent, pour w& f(Ωi(zo)) - (/Uo)), v*f(w) est fini.

Pour Wo = f(zo), v*/(wo) est aussi fini. En efϊet, prenons VZo un voisinage

de 2o et zl dans Vz, tels que

2)

3) \G{z, z[) - G(z, zt>)\< 4 ' z quelconque de "€Vz%,

4) G(z, zΌ)>3>0 dans VZo,

alors

dans Ωs(zo), de sorte que, par Γinegalite

Σ ιι(z)GU,«ί)< + «>,

^/•(MΌ) est fini.

3. Applications

Ici on applique le resultat ci-dessus et obtient deux corollaires. On utilise
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les memes notations comme dans le paragraphe 2. Soit {zn) une suite dans

D convergeant vers un point-frontiere. On dit que la suite (zn) est reguliere

si G{zn, ZQ) tend vers 0 ([3], [6]). C. Constantinescu [5] a donne une condi-

tion suffisante pour que (zn) soit reguliere en un point-frontiere irregulier en

utilisant la compactification de Royden. On a le

COROLLAIRE 1

Soit f lindέϊόfienne. Si f nest pas const ante, et sil exist e une suite (zn)

convergeant vers Co telle que f(zn) = w pour w quelconque de la sphere de Riemann,

alors elle est rέguliere.

Demonstration

S'il existe une suite (zn) convergeant vers Co telle que f(zn) = w et appar-

tenant a Ωε(zϋ) pour un e>0, d'apres le Theoreme 1, / e s t constante. Contra-

diction.

COROLLAIRE 2

S/ / est lindέlδfienne dans D, f admet une lirnite fine en Co.

Dέmonstration

II suffit de traiter le cas oύ / n'est pas constante. D'apres le Lemme 1,

v/{w) est fini pour toutes les valeurs w de f{Qs(zo)) et ^Ωsizo) est effile en Co.

Par consequent, en vertu du corollaire 2 de [11], / admet une limite fine en Co.

4. Fonctions meromorphes dans |

Des fonctions meromorphes dans le plan fini ayant un point singlier essentiel

isole a Γinfini et admettant des limites fines en ce point ont des caracteres

interessants: elles n'out pas de valeurs exceptionnelles au sens de Nevanlinna

et de Borel. D'abord on donne quelques lemmes que Γon connait bien.

LEMME 2. Soit u{z) une fonction sur-harmonique dans un domaine D tel que

le point a Γinfini ( = ω) est un point-frontiέre irregulier de D. Si #U)/logUI

est bornέe inferieurement dans un voisinage fin de ω, alors u {z) /log I z \ admet une

limite finie en ω ([2]).

LEMME 3. Si un ensemble E quelconque dans le plan est effilέ en ω, il existe

des circonferences arbitrairement grandes de centre 0 ne rencontrant pas E (Π4]).

LEMME 4. Si f(z) est une fonction mέromorphe dans le plan fini qui a un

point singulier essentiel isole a Γinfini, alors lim T(r,f)/logr= + °°, ou T(r, /)
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est la caractέristique de f au sens de Ahlfors-Shimizu (voir Cl2]).

THEOREME 2. Soit f(z) une fonction mέromorphe dans le plan fini ayant un

point singulier essentiel isolέ a Γinfini. Si f (z) admet une limite fine en ω, alors

f(z) n'a pas de valeurs dέficientes, par consέquent, pas de valeurs exceptionnelles

au sens de Picard,

Dέmonstration

On peut supposer que la limite fine soit <«. Soit D la patie non relative-

ment compacte connexe de (z \f(z)\>l) dont le complementaire est effile en

ω. Puisque logl/U) | est sur-harmonique positive dans D et admet la limite

fine °° en ω, d'aprέs le Lemme 2, log l/(z)I/log \z\ a une limite fine finie (soit

a) en ω, c'est & dire, en dehors d'un ensemble E effile en ω, f(z) tend vers °°

et log\f(z)\/\og\z\ vers a si z tend vers ω parce que Vintersection de deux

voisinages fins de ω est aussi voisinage fin de ω et d'apres un theorέme de J.

Deny Π7]. Grace au Lemme 3, il existe une suite {rn) telle que rnf + « ,

(121 = rn) Π E= φ, et f(rne
tθ) tend vers °° et log \f(rne

ie)\/log rn vers cc unifor-

mement par rapport a β si n tend vers + °°, de sorte que pour e>0 quelconque,

il existe un nQ tel que pour n'importe quel n plus grand que «0, on a

nι(rn, oo) « ^_^log+l f ime^ldθ^ia + ε) log rn,

par consequent,

rff 7 ^ U + ε) lim ^ V

en vertu du Lemme 4. Cela veut dire que °° n'est pas une valeur deficiente.

Pour a quelconque fini dans le plan,

parce que f(rne
ίQ) tend vers oo si # tend vers + °o# D'aprέs le Lemme 4, a

n*est pas une valeur deficiente, et on en conclut qu'il n'y a pas de valeurs

deficientes pour /. En ce qui concerne des valeurs exceptionnelles au sens de

Borel, on trouve le

THEOREME 3. Soit f une fonction mέromorphe dans le plan fini ayant un

point singulier essentiel isolέ ά Γinfini. Si f admet une limite fine en ω, alors f

n'a pas de valeurs exceptionnelles au sens de BoreL
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Pour le demontrer, on utilise quelques lemmes:

LEMME 5. Soit E un ensemble ferrnέ bόrnέ sur Vaxe de x et L la mesure

linέaire de Ey alors la capacitέ logarithmique r(E) de E est plus grande que L/4

{voir [12]).

LEMME 6. Soit E comme dans le Lemme 5 et Er la partie de E contenue dans

\z\ g,r et γ(r) = γ(Er). Si lim sup r{r)/r>0, alors 0 est un point-frontiere rέgulier
r->0

du domaine "€E {voir [12]).

LEMME 7. Soit E- UK>/, aβou O<aιj.ι<bi<ai pour tout i= 1, 2, 3, . . .qui
i

est ferme et effile en 0 et qui ria que Γorigine comme points dy accumulation de la

suite des intervals [£/, #,], alors lim ai/bi = 1.

Dέmonstration
QO

Supposons que lim sup ai/bi = β > 1. Soit Ln = Σ t e ~ bi). D'apres le Lemme

5, r{cίn)>LnI^y en consequence,

an

et

an

C'est-a-dire que 0 est un point regulier du domaine *€E d'aprέs le Lemme 6,

mais on sait que 0 est regulier si et seulement si E est non effile en 0; et la

conclusion ci-dessus est contraire a Γhypothese du Lemme.

Dέmonstration du Thέoreme 3

On peut supposer que la limite fine soit «5, Soit Ω la partie non relative-

ment compacte connexe de (z | / U ) | > 1 ) dont le complementaire est effile en

ω et β ε = (2 G{zt ZQ)> §->θ) oύ G(z, z0) est la fonction de Green de Ω de

pole z0 et lim sup G{z} z0) = e qui est positif parce que ¥>Ω est effile en ω. Ως
2-»(,)

est aussi effile en ω. On sait que sur Ω< f tend vers 00 (Th. 3 [11]). Soit E

ensemble sur Γaxe positif de x qui est rabattement de *€Ω* d'origine 0 sur Γaxe

positif de x, alors E est effile en ω. Parce que la capacite de Ed (λn<> \z\ <

λn"1) est plus petite que celle de ^i?eΠ (λn^\z]^λn+1) pour n quelconque U>1)

et pour que E soit effile en ω, il faut et il suffit que Γinverse de E soit effile

en 0 ([1]), et grace a un theoreme de Wiener. On peut ecrire j£ =» U [a, , bβ
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oύ di<bi<ai+1 pour tout /, parce que BΩ est un ensemble des courbes de

niveau de / et 9i?e efet un ensemble des courbes de niveau de la fonction de

Green de Ω. En considerant que Γinverse de E est effile en 0, d'apres le Lemme

7, lim δ, /fl, = l, par consequent, il existe une suite (rn), n>\, telle que γnf +

oo, (\z\ = rn) Π^i?ε = ψ, f(rne
iB) tend vers la limite fine °° et rn+}/rn<2.

On sait que pour tout a de la spdere de Riemann,

r, /) =m (r, a) +N{r, a) (l)

(le premier theoreme fondamental de Nevanlinna).

Dans ce cas, comme dans la demonstration du Theor&me 2, pour a quelconque

fini

!- m(rn> a) nlim ~ψ7-—TΓ =ϋ,

par consequent, en vertu de Γegalite (l), on a

l i m "W^—7Y = 1# ^ 2 )

Pour r positif quelconque plus grand que ru il ̂  a un «tel que r r t^r<r»+i

et on β, en considerant que T(r, f) est croissante, des inegalites suivantes:

log T(r, f) log T(r, f) logT(rn+u f) < logTir^u f)
log r log rn log r« ~ log rn^\-log2 *

de sorte que Γon a

lOg r

En outre, Γinegalite N(r, a)<>T{r, f) entraϊne que

En combinant (2), (3) et (4), on a

M ^ .limsupM.̂ A.
log r Γ-»+oo log r

En ce qui concerne •«>, on montre? comme suivant. D'apres le Lemme 2,

log \f(z)\/\og \z\ dans Ω admet une limite fine finie (soit a) en ω, par consequent,

pour un e' positif,
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D={ZZΞΩ log |/(z)I/log k l < ( α + β')}

est un voisinage ίin de ω. 3D est la reunion de Γensemble des courbes de

niveau d'une fonction harmonique (α: + eθ log I z \ — log \f (z) | dans Ω-{poles de

f(z)} et B2, de sorte que Γon peut discuter pour oo aussi comme dans la

premiere partie de cette demonstration. C'est-&-dire, comme E, on prend

Γensemble Ei qui est rabattemant de "€Ώ d'origine 0 sur Γaxe positif de x.

Ei a le meme caractere que E, de sorte que Γon peut prendre une suite (rn),

n > l , telle que rn/+ °°, (1*1 = rn) Π &D = φ : logl/(rw^"θ)|/logrΛ< (α + eθ et

rn+i/rn<2. Pour cette suite,

et

par consequent, d'apres (l)

On a aussi

lim sup

i N(rn, oo)
lim —ίp——7rr- = 1.

parce que iW, oo)<Γ(^, / ) .

En combinant (20, (3) et (4'), on a

= l i m log

En consequence, pour tout a fini ou non, on a

.Mr^L , l i m s u p logTir. / I .
log r r->+» log r

Cette relation est valable si lim sup — g , ' * = + °°.
Γ_,,+ 0 0 lOg 7*

Et, on a demontre ce Theoreme.

5. Sur des ensembles des valeurs d'adherence

Soit D un domaine dans le plan, Γ la frontiere de Z>, zQ un point de Γ, /

une fonction meromorphe uniforme dans Z>. On rappelle des notations et
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quelques resultats sur des ensembles des valeurs d'adherence:

Cn(f, ZQ) : Γensemble des valeurs d'adherence ordinaire en zo>

Cr(/, ZQ) * Γensemble des valeurs d'adherence de la frontiere en z0,

CD(/, ZQ) . Γensemble des valeurs d'adherence fine en z0.

Tous les trois sont fermes et non-vides; CAf, z0) ̂ >Cr(f, 2 0),CD(/, 20) ^>Cυ(f,

* ) .

L'ensemble Ω = CD(f, zQ) — Cr(/, 20) est vide ou ouvert, et s'il n'est pas

vide, soit Ωn un composant connexe quelconque de Ω, alors / prend toutes les

valeurs de Ωn sauf au plus deux dans un voisinage quelconque de zQ (voir [10]).

Si zo est un point irregulier de D, C D ( / , Z0) est total ou se compose d'un seul

point ([11]).

Sous quelques conditions, on peut diminuer des valeurs exceptionnelles •*

4

Supposons que Ω ne soit pas vide et Coif, ZQ) se compose d'un seul point. Si

zo est un point rέgulier, il n'y a pas de valeurs exceptionnelles dans Ω. Si ZQ est

un point irrέgulier, il riy a au plus qu'une valeur exceptionnelle dans Ω.

Demonstration

1) le cas oύ 20 est un point regulier

S'il y a une valeur exceptionnelle wQ dans Ω, w0 est une valeur asymptotique

de f(z) en ZQ d'apres le theorέme 1 (p. 14 [10]), de sorte que WQ est contenue

dans CD(/, Z0). Pour un e>0 tfcl que (I w - wo\<ε) c Ω, f~\\ w - wo\ = ε) n'est

pas effile en ZQ. En effet, s'il est effile en zOf par la definition d'effilement, en

vertu du principe de minimum, f~Ww-wo\<e) ou ¥>f~ι(\ w- w;0|<e) est effile

en zo, mais ils ne sont pas effiles en z0 \ f~ι(\w- wQ\ <ε) contient une courbe

qui termine a ZQ et c&f~1{\w - w0\ <; e) contient ^Z> qui n'est pas effile en z0

puisque z0 est regulier de D. On en conclut que C D ( / , Z0) contient au moins

deux points, cest contraire h Γhypothέse.

2) le cas oύ zQ est un point irregulier

S'il y a deux valeurs exceptionnelles dans Ω, elίes sont valeurs asymptotiques

de f(z) en z0 grace au theoreme 1 (p. 14 [10]), par consequent, elles sont

contenues dans Cnif, zQ). Contradiction.
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