
UNE GENERALISATION DES LIGNES DE GREEN

LINDA LUMER-NAIM*>

I. Preliminaires

1. L'objet du present travail est d'etudier, dans un espace de Green 42, une

generalisation des lignes de Green, a savoir les trajectoires orthogonales des

surfaces de niveau de ~j-» oύ G designe la fonction de Green de pole fixe y0

ej2, et h une fonction harmonique >0 ύxee dans Ω. Le cas h = 1, qui est

celui des lignes de Green ordinaires, a ete etudie en detail par M. Brelot et

G. Choquet dans £41. On montrera ici, moyennant Γintroduction de notions

convenablement appropriees, que les proprietes de ce cas initial s'etendent.

Ainsi, au voisinage du pole yQ, (suppose non & Γinfini par exemple), ces

"h-lignes" sont toutes issues de yQ et y admettent une demi-tangente en cor-

respondance biunivoque avec la ligne d'oύ, sur Γensemble ^fh des lignes

issues de jy0, une topologie d'espace compact homeomorphe k la sphere unite,

puis une mesure g"λ>0—la h-mesure de Green—de total h(yo), qui pour un

faisceau de lignes issues de yOt est proportionnelle k Tangle solide du faisceau

des demi-tangentes correspondantes, et aussi h la A-mesure harmonique en j>3,

relative au domaine {~]Γ>M' λ>0 assez grand, de la trace du faisceau sur

la surface |-g- = λ }• Au sens de cette mesure gh, presque toute ligne de Jzfh

est h-rέguliέre, c'est-^-dire que la borne inferieure de -j~ y est nulle, et les

lignes Λ-regulieres etablissent entre les surfaces ϊ-r~ =λj un homeomorphisme

Ces lignes permettent diverses applications aux functions surharmoniques

et au principe du maximum, que Γon donnera pour terminer, et que Γon utilisera

surtout pour une extension du principe de Dirichlet, dans un travail k paraitre

prochainement et resume dans la Note [6].

2. Nous renvoyons essentiellement & [4] pour les definitions et proprietes
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des espaces de Green. Rappelons seulement ici qu'une surface (ou courbe) y

est dite rέguliέre si elle est definie par Γune des coordonnees en fonction deux

fois continument differentiable des autres coordonnees, et qu'un ouvert ω, rela-

tivement compact et sans point k Γinfini sur sa frontiέre, est dit rέgulier si
o

ω = ω, et si au voisinage de tout point-fronti&re x0 il existe un homeomorphisme

continument differentiable transformant localement ω en cone polyedral de

sommet xol Γouvert est trέs rέgulier si de plus sa frontiέre est une surface

localement reguliέre.
Finalement, la formule classique de Green

\ fάgdω + [ * f^&da + f (grad/, grad g)dω = 0
Jto J to lnt QM »' to

est valable pour f et g pourvues de derivees secondes continues dans un ouvert

contenant Γadherence de ω regulier et sans points k Γinfini, et s'etend, si ω

contient des points h Γinfini, Λ f et g harmoniques, ou meme seulement /bornee

et de grad8 sommable hors des points k Γinfini.

Rappelons aussi [3] qu'etant donne un espace de Green Ω compactifie selon

Ω metrisable oύ Ω est partout dense, done de frontiέre Γ=Ω- Ω, on peut,

moyennant un certain axiome J/Λ, developper pour Ω et la fronti&re Γ un

problέme de Dirichlet "relatif, dans lequel les conditions-frontiέre portent sur

les quotients des fonctions sous ou surharmoniques par une fonction h harmonique

>0 fixee dans Ω. Pour chaque x&Ω, la Λ-mesure harmonique μx

h s'introduit

comme dans le cas classique, et la solution-dont Γexistence equivaut k la som-

mabilite-^A de la donnee /, pour un ou tout #-s'ecrit : J$/,h(x) = ydμx

h. Un

ensemble-frontiere de Λ-mesure harmonique nulle est dit h-nέgligeable.

Si Γaxiome urfh est vrai pour Ω, il Test pour tout ouvert partiel avec sa

frontiere dans Ω, et Γon sait aussi que pour la compactification de Martin, cj*fh

est verifie quel que soit h.

3. Terminons ces preliminaires par quelques notations et proprietes. Dans

toute la suite, Ω sera un espace de Green k r>2 dimensions, ά sa fronti&re de

Martin, qui le compactifie selon Ω = Ω U J, & Γespace Ω diminue de ses points

k Γinfini, s'il en existe, enfin G = G(xf yo) la fonction de Green de Ω de pole

fixe yo, et h une fonction harmonique >0 fixee dans Ω.

On notera Dκn Γensemble {-—>;}» avec 0 < λ < G(yύ> yd I hi y*) fini ou
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-f °° selon que y0 est point a Γinfini ou non, et Σ λ ' Λ sa frontiere dans Ω,

ensemble I -j-- = λ) DXfh est un domaine (ouvert connexe) dont G — lh est func-

tion de Green de pole yQt et les points-frontiere de DKH situέs sur Δ forment un

ensemble h-nέgligeable pour Dλfh (et meme pour Ω d'apres [5], th 21) ΣKH

est une surface reguliere. De plus, si Ωn domaine regulier tend en croissant

vers Ω, la A-mesure harmonique relative k Ωnf)Dλ'H de Γensemble Ωn^Dx'h

tend vers 0 dans DKh.

Les demonstrations donnees ici suivront en general pas k pas celles du cas

h = 1, avec les seules modifications necessitees par Γintroduction de h # 1, mais

seront ecrites en detail pour en rendre la lecture independante. La terminologie

utilisee restera celle du cas classique, comme dans [5], Γintroduction dans le

present contexte d'une terminologie inspiree des recentes theories axiomatiques

ayant paru tout h fait superficielle.

II. Arcs de green et lignes de green relatifs a h

4. Arcs et lignes de Green

Un arc de Green (relatif & h) est par definition un arc de Jordan ouvert,
Q

sans points & Γinfini ni zeros de grad -τ~* ne contenant pas yQ> et admettant

en chacun de ses points un vecteur tangent non nul parallele a grad -^-

Autrement dit, le point courant x= (xu λ*2, . . . , xz) admet, sur toute image

locale, une representation parametrique en fonction d'un parametre t, telle que,

en chaque point, ~~ ^FO, grad-^- =̂ FO, et - ^ Λ grad-^- =0. Comme h>0, cet

arc satisfait done localement au systeme d'equations difϊerentielles:

d x d x dxτ •.
* β - h G G h

Kl) hG'Xι-Gh'Xι - hGX2-Gh'X2 ~ ' * β - hGx,-Gh
/-«

On convient de Γorienter dans le sens des -r- croissants, e'est-^-dire de
h

prendre comme sens positif celui pour lequel -rr grad -g- > 0, soit ~jf\ιτ)

> 0 alors -^-, fonction strictement croissante et derivable de t sur Γarc, peut

etre pris comme parametre canonique.

D'apres Γanalyticite des coefficients du systeme (l) au voisinage de tout

point de ύ - {yQ} oύ grad-r- # 0, il existe, pour chaque tel point XQ, un voisinage

ψ de Xo et un e>0 tels que par tout Are ψ passe un arc de Green unique γx
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sur lequel -g- varie dans Γintervalle / = I -jr(xo) - ε, -ir (#o) + ε J Les coordon-

nees locales du point de cet arc oil -•- = λ e / sont fonctions analytiques de

Γensemble des coordonnees locales de ΛΓ, et de λ, de sorte que si x decrit par
\ G G \

exemple Γintersection de la surface | - j - = ~jr^x^\ a v e c u n e surface reguliere

non tangente, Γarc γx decrit une surface reguliέre.

Si deux arcs de Green passent par un meme point, ils ont en commun un

meme arc de Green; si, lorsque -r- tend vers sa borne superieure (ou inferieure)

sur un arc de Green r, le point courant x a une valeur d'adherence Xo e ύ - iyo)

et non zero de grad-r-» alors x-*x0, et Γarc peut se prolonger de faςon a con-

tenir x<>.

On appellera ligne de Green relative ά h, ou h-ligne de Green, et Γon omettra

la pϊupart du temps le prefixe h, tout arc de Green maximal, c'est-&-dire tel

qu*aucun autre arc de Green different ne le contienne.

Par tout point x0, distinct de y0, non a Γinfini, et ou grad-v-- # 0, // passe

une h-ligne de Green et une seule. II existe en effet au moins un arc de Green

passant par #0, et si Γon considfcre, pour tous ces arcs r, les bornes

et £' = inf (iτά~r{x)\

on voit qu'il existe un arc de Green unique ro contenant tous les r, et sur lequel
Q

les bornes de -5- sont precisement B et B't done effectivement maximal.h

5. Tube regulier, flux generalise, ou "A flux", d'un tube

Comme dans le cas h = 1, on dira qu'un faisceau d'arcs de Green, limites

& deux "spheres" de Green Σλlth, Σλtfh, forme un tube rέgulier Θ si Θ est un
C* —

domaine regulier, et si grad -g- * 0 sur Γadherence Θ dite tube compact regu-

lier; les traces du faisceau (resp. du tube compact) sur les "spheres" Σλl>h

t

Σλ*'H, sont les bases du tube (resp. du tube compact).
La formule de Green donne \ ̂  [h-j ^~dΓta = ^ ; m a ^ s S U Γ *

du tube, e'est-a-dire aux points de θ hors des bases, grad-^- est tangent k la

surface limitante, done '-j-(-jr) Y e s t n u l> e t ^ e meme \h-^r- -G~r~) > de

§orte que, en orientant les normales aux bases dans le meme sens, par exemple
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Q
celui des - j- croissants (et nous adopterons ce sens dans toute la suite), il

vient

f

De meme, Γίntegrale I + (A^J— "" G~-j-]da conserve la meme valeur lors-
J©n2λ.Λ\ an an I

que A varie dans Γintervalle Lh, Λj. Ce sera par definition le flux generalise,

ou "h-flux" du tube.

Pour terminer, soient Σλlth, 2'λ2>Λ deux spheres de Green distinctes, traversees

par une ligne I aux points xίf x2 respectivement. Par tout point x suffisam-

ment voisin de ΛΓI passe une h-ligne unique qui traverse Σu->h dans un voisinage

fixe de a*, et les coordonnees locales d'un point y de cette ligne entre Σλlth et

Σλtth sont fonctions analytiques des coordonnees locales de x et de k:(y)- Dans

tout voisinage de Γarc ixu #2),.extremites comprises, il existe un tube regulier

contenant Γarc. Plus generalement, si a est une partie compacte reguliere de

2*λl'Λ, sans points a Γinfini ni zeros de grad-^» et si les ̂ -lignes qui traversent

a traversent aussi Σλ* h, elles engendrent un tube compact regulier dont la base

sur Σλ2fft est aussi une partie compacte reguliere, sans points a Γinfini ni zeros

de grad-j-

Ces proprietes de "continuite" sont consequences des proprietes des arcs

de Green indiquees plus haut.

III. Etude des & lignes de Green au voisinage du pole

6 Li mite et demi-tangente au pole

Nous supposerons d'abord le pole y* non k Γinfini; -j- alors non borne, y

vaut -f °°. Le comportement des lignes au voisinage de 3̂0 est resume dans le

theoreme suivant:

THEOREME 1. Par tout point de Ω assez voisin de yo (yo non a Γinfini) et

distinct de jy0, il passe une h-ligne de Green et une seule. Elle admeί dans le sens

des -j- croissants un point-limite qui est yo, et une demi-tangente en yo.

Inversetnent, a toute demi-droite issue de yo correspond une h-ligne unique, qui

lui est tangente en ce point, et il y a homέomorphismey par Γintermέdiaire de ces

lignes, entre les demi-droites issues de y^ et les points d'un Σλ°'h pour fa assez grand.
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Comme les points k Γinfini de Ω sont isoles, il τΐy en a aucun au voisinage

de yQ. D'autre part, au voisinage de y0, G est de la forme log h φ dans le

plan, ~^Y + φ dans Γespace k r > 2 dimensions, avec φ harmonique, et r =

l^-^ol, distance euclidienne prise sur Γimage locale. Comme h est harmonique,

on en deduit que grad-r-j est, pour r-»0, equivalent a -=— dans le plan, a

__ 2 Q

h τ_t pour r>2, done que grad-~- est = 0̂ hors de yQ; de sorte que, par tout

point assez voisin de jy<>, il passe bien une h-ligne et une seule.

Soit x le point courant sur une telle ligne I la forme locale de G montre

encore que r=\x — yo\ est une function strictement decroissante de -j- sur I,

et que, pour r-»0, Tangle du vecteur yox avec grad-^- tend vers π tandis que

le rapport entre la variation de Γarc et celle de r tend vers 1. II en resulte que,

lorsque -j- tend en croissant vers sa borne superieure sur I, r decroit vers

une limite r0, necessairement nulle (x ne peut avoir deux valeurs d'adherence

distinctes sur le cercle r=r o >O, et s'il en avait une seule #0 on pourrait pro-

longer I au dela de XQ ce qui est contradictoire), et x admet yQ comme point
G

limite, la borne superieure de -j- etant+ oo.

Passons k Γetude des detni-tangentes au point yQ. Soit U le vecteur unitaire

sur yox, et prenons r=|#—.yol comme parametre; on ayoX—rU, et Γequation

diffefentielle des hΛigaes s'ecrit

soit

UΛ grad— + r~- Λ grad ~- = 0.
h ar h

/̂
Le premier membre est ou bien nul, ou bien perpendiculaire k grad -*-

qui, pour r assez petit, est voisin en direction de Uy de sorte que la multiplica-

tion vectorielle par U donne une equation equivalente qui se reduit k

=

dr r G
ί/ grad-^-

explicitee selon
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1 grad £ - U(U grad |-) - - ^ (log-^){ grad h - U( C/grad h)}

dans le plan, et

d u

grad - | -

grad | - - - ^ r*-'( J7 grad A) -

pour r > 2 .

Le second membre est, pour r assez petit, borne independamment des autres

variables, done toute integrale admet une limite ίinie lorsque r-»0, et il existe

une integrale unique de limite donnee pour r-»0; elle varie continument avec

la limite initiale, d'oύ Γhomeomorphisme de Γenonce entre le compact des

demi-droites issues de yo et les points d'un Σx°th pour λo assez grand.

Le cas du point yo h. Γinfini se traite de faςon similaire, en utilisant le

developpement de G au voisinage du point k Γinfϊni dans i ? \ et en prenant

— comme parametre; on obtient:

THEOREME 1'. Pour un pole y0 a Γinfini, les rέsultats du thέorέme 1 subsistent,

en remplaςant seulement le faisceau des demi-tangentes au point yo par celui des

directions asymptotiques orientέes issues dfun point fixe quelconque, et en prenant

λo assez voisin du maximum -j^-(yo) de -r- dans Ω.

7e Conservation de la A-mesure harmonique au voisinage du pole et Λ-

mesure de Green

Completons d'abord le theoreme 1 par Γenonce suivant:

THEOREME 2. Pour λ>λo assez grand {et λo assez voisin de -j- (yo) si yo est

ά Γinfini), les Σλ>H sont en correspondance homέomorphe par Γintermέdiaire des

h'lignes qui les traversent. Dans cette correspondance, il y a conservation de la h-

mesure harmonique au point jy0, relativement au domaine Dκh et pour un ensemble

e borέlien variable de Σx'hy cette h-mesure vaut le quotient par ψx du "h-flux"

J \^~d ^ ^ — ) ^ a ' e* le Pr°duit par — = ^ ~ de Γangle solide du faisceau des

demi-tangentes correspondantes au point yQ (resp. des directions asymptotiques orien
x = flux elementaire a travers la sphere unite de i? τ

tees). ,
ax = aire de la sphere unite de i?\
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La correspondance entre les Σκh se deduit de la fin du theoreme 1. Puis,

comme Σλ>h est une surface reguliere, la mesure harmonique ordinaire au point

3Ό, relative au domaine £>λ'Λ, vaut, sur Σx'h, Γintegrale en surface de -β-*
<pτ an

avec g = G-λh, fonction de Green de DX'H de pole yoi done la A-mesure har-

monique analogue, produit par h de la precedente, vaut Γintegrale en surface
de —hi^jL -l-^L)* ce qui donne bien la valeur — f (h ~ - G M-)daψx \ dn dn' n <pτ Je\ dn dn I

pour le borelien e de Γenonce, G etant egal & λh sur Σλ>H.

La notion de h-ύnx d'un tube regulier montre encore Γegalite des A-mesures

harmoniques pour deux compacts reguliers βi, e2, en correspondance sur Σλltft

et Σλzth respectivement (λi et fa> fa) le cas de ely e2y ouverts reguliers, puis

boreliens quelconques, s'en deduit aussitδt.

Pour terminer, considerons sur un Σκh fixe, Q>Λo, et yo non a Γinfini) la

base e d'un tube regulier de Λ-lignes, qui traversent la surface spherique Sr de

rayon r assez petit (r-*0) selon Γensemble variable er d'apres la formule de

Green, on a

an
Γdh\r Γ (jdG n dh\, C (,dG n'dh\,

dn I ΰer\ dn dn ι ^eiS dr dr /

(normales interieures), et, compte tenu de la forme locale de G, le dernier terme

s'ecrit

-'tK. *- >•

La seconde integrale tend vers 0 avec r; la premiere a meme limite que

ί h-dat (resp. f ^ ^ ~ da), ce qui est egal h h(y0) limί — rfjfresp. A(^β)

lim\ r

 τ,1— da)* puis ^ Γangle solide du cone des demi-tangentes initiales, au

facteur h(yQ) — prέs.aτ

Raisonnement analogue pour le pole j>o & Γinfini.

Ces resultats vont permettre de definir une h-mesure de Green generalisant

la mesure de Green introduite de fagon analogue dans le cas h = l. On dira

qu'une h-ligne I est issue de yQ si le point courant tend vers yQ lorsque - j- tend
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vers sa borne superieure sur I, ce qui revient k dire que cette borne est egale

a celle de -y- dans Ω (+° ° si yQ n'est pas un point a Γinfini). On notera Jzf H

Γensemble des h-lignes issues de jv On definit sur Jzf h une topologie d'espace

compact, homeomorphe a Γespace des demi-tangentes ou directions asymptotiques

initiales, ou, de fagon equivalente, k la sphere unite S decrite par le point

directeur de ces demi-droites. Sur Γespace compact J?fh, la Λ-mesure de Green

est alors par definition la mesure de Radon >0, gh, de total egal k h(y<>), qui

vaut le produit par —^— de la mesure-aire sur S, et aussi la Λ-mesure har-

monique en yo, relative k tout Dλ'h assez petit, de la trace sur Σκh dufaisceau

de lignes.

IV. Etude globale des Mignes de Green issues du pole

On dira du'une ligne I issue du pole est h-rέguliέre si la borne inferieure

de -g- sur la ligne est egale k zero. Le but essentίel de ce paragraphe est de

montrer que Γensemble des lignes non ^-regulieres est de A-mesure de Green

nulle, autrement dit que, au sens de la mesure gh, presque toute ligne issue

du pole est A-reguliere. La demonstration suit encore de pres celle du cas

h = l, mais on a besoin d'introduire une notion appropriee de capacite, associee

k hy la A-capacite, remplaςant la capacite ordinaire, et d'etablir quelques lem-

mes prealables. C'est Γobjet du numero suivant.

8. Λ-Capacitέ dans Ω

Pour tout compact KciΩ, Γextremale (au sens de M. Brelot [1]) de h

relative a Ω - Kι\ est un potentiel de Green UΪ, egal a h quasi-partout sur

K; la mesure associee μl est portee par K, et son energie definit pour K

variable une capacite de Choquet alternee d'ordre infini, que Γon appellera h-

capacitέ de K (relativement a Ω), notee C%{K), et brievement CH(K). Ch(K)

n'est nulle que si K est vide ou polaire, et comme μί ne charge pas Γensemble

polaire oύ UΪ*h, Ch{K) = \uϊdμh

κ= [ hdμl De plus:

11 L'extrόmale d'une fonction v sur harm oni que >0 sur un ensemble E<cΩ est la plus
petite fonction surharmonique >̂0 majorant v quasi-partout hors de E. Si E est ouvert,
elle y vaut la solution du probleme de Dirichlet pour E, et donnόe-frontiere όgale έ v
dans Ω, A 0 ailleurs.
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LEMME 1.2) Pour tout ouvert rέgulier ωf relativement compact dans Ω et con-

tenant K, on a:

Ch(K):
1 I (u dU" ττh d h \j

Si xGω, on voit d'abord en appliquant la formule de Green aux functions

h et Gχ(y) = G(#, y) dans un ouvert ω -25, avec D= {~-γ > ; > θ | . choisirela-

tivement compact dans ω, que

(1) -L\, ( A f i G l )
ψx J ίυint̂  dn dn I ψ-

ce qui vaut h(x)f puisque Γelement differentiel de la seconde integrale represente

la Λ-mesure harmonique au point x, relative au domaine D.

Puis, de Uί(y) = I Gx(y)dμi(x), on deduit, pour chaque y^ω,
J JC

d'oύ

et la formule annoncee par permutations d'integrations dans le second membre

et legalite ( l ) .

LEMME 2, Soit K compact c Ω, de h-capacitέ CA(UL), et potentiel correspondant

Uhκ. Alors:

ττh

Soient ωn et Ωn ouverts tr&s reguliers relativement compacts, tels que ωn ^ K,

Ωn t Ωy et soit Un la solution du probleme de Dirichlet ordinaire pour Ωn — ωn,

et donnee-frontiere egale k h sur ώn, & 0 sur ΊQn. Dans Ω - K, un~* UK, grad un

->grad Uί, uniformement localement hors des points k Γinfini, de sorte que

2 i Cas particulier de la formule gόnerale I hdμ = — f* (h^~— U^βΛdσ, pour le
* . )& ^ <P-zJ<oint\ dn dn) v

potentiel U d'une mesure ^^0 portόe par K, qui όtend la formule classique de Gauss
{h — 1), et se demontre comme dans le texte.

3) II y a en fait egalite, comme on le verra dans le dόveloppement de la Note [6J, et
au n°9 pour le cas particulier qui suit.
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[ A2 gτaά2^-dω< lim inf f _ A2 grad 2-^ dω.

Comme A2 grad 2 -^ = grad2 un - grad-^- grad A,

Γintegrale du second membre se transforme par la formule de Green en

f ^—-^-^ Un (j dun dh \ , Γ / , ̂ w JA \ ,
\.n - • *~r~\A—>— — Un—r-)da = \ „ [h , — Un~j— }dσ,
j(Qn-«ϋn)mt h \ dn dn I Jίί,Λ)mt^ c?w dn '

qui vaut ί „ (* - ^ - Un~)dσ, laquelle tend vers ( , (h~^~ - UΪ~)dσ

= ψτCh(K)i d'oύ Γinegalite en vue. C«s particulier: Pour un Z>λ'Λ relative-

ment compact, et K=D^, t/έ = iήf(-y- A) . CA(X") = | * ( J Ό ) , d'oύ

Avant de passer au lemme suivant, remarquons que pour un tube compact

regulier Θ (adherence du tube ouvert regulier Θ)f de bases a, b, sur deux

"spheres" ΣKh, 2 λ' A, respectivement, {λ>λ')> on a

V ^w dn

On le voit en appliquant la formule de Green au premier membre, dans lequel

A2 grad0' -— = grad2 G - grad ^ - grad A.

LEMME 3. Soient DX'H relativement compact dans J2, et Kcompact c Ωt = Q — Dλ>h.

Uensemble des h-lignes de Green issues de y<> et rencontrant K a une h mesure

de Green majorέe par λC^

II suffira de voir que la mesure-^/t des lignes qui rencontrent un ouvert

ω contenant K et relativement compact dans Ωt est majoree par λC%\ω). Cet

ensemble de lignes est ouvert dans Jzf A, done reunion denombrable de compacts

α/, d'interieurs disjoints, dont chacun decoupe sur Σκh et ΣXi'h convenable

(λi<λ), les bases άi et 5,Ca) d'un tube compact regulier Θ, , et a une mesure-

gh egalea-i-f ( A ^ - G ^ W
ψτ Jai^ dn dn '

Introduisons le compact B^Uϊ^ω, le potentiel UB'Q\ qui vaut A quasi-

partout sur B (en particulier sur 5Z), s'annulle sur Σλ'H, et la A-capacite C%ι(B).

Pour chaque ®, , on voit que
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dG rdh\, Γ Us aι(udG
G ) ώ 3 = ) h

qui, par la formule de Green et un calcul elementaire, se transforme en

- \ AΊgrad-,-. grad—\—)dω, de sorte que

Comme

L? ^^ - α - *lSk fn ~
^Λ lu dG ndh
^λUh-diΓ-G-dn

il vient finalement

( 2 z ^ ^

Par summation, on obtient pour la mesure consideree la majoration

^^— dω<λC%ι(B),

et Γon peut avoir un C%ι(B) arbitrairement voisin de C^iω), d'oύ le resultat.

LEMME 4. Soit Kn compact variable dans un Dx'h fixέt et tel que Uκn(yo)-+O,

n-»oo. Alors Ch(Kn)->0.

En eίϊet,

Ch(Kn) = f hdμh

Kn<L f f

9. Etude globale des lignes issues de yo

En plus des lemmes precedents, nous utiliserons ici le fait que les points

de Ω oύ le gradient de -j- s'annulle forment un ensemble polaire, d'ailleurs

ferme dans Ω (en particulier reunion denombrable de compacts), et ne contenant

aucun point d'un voisinage assez petit de y<>. C'est consequence de Γanalyticite
Q

de - j- hors de y0. Alors:

THEOREME 3. Lensemble des hΊignes de Green issues de yQ et non h-rέgulieres

est de h-mesure de Green nulle.
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Remarquons d'abord que pour une ligne I non /z-reguliere, toute valeur
Q

d'adherence du point courant x lorsque -,- tend vers sa borne inferieure, >0,
/̂

sur /, est necessairement soit un zero de grad-,•-. soit un point a Γinfini de
rl *

Ω, soit le point d'Alexandroff *J4 (OU si Γon veut un point de la frontiere de

Martin Δ en lequel lim sup -,- > 0, c'est-a-dire non faiblement /z-regulier dans

la terminologie de [5]). Car la ligne I pourrait se prolonger au-dela de toute

valeur d'adherence xQ e Ω, non k Γinfini et non zero de grad •-,-• ce qui est

contradictoire, et si # o e A est valeur d'adherence, il existe xn& ί , Xn^>Xt, tel

que -jf(Xn) -> borne inf -*- sur I, d'oύ lim sup -,- en xo>O.

Cela met done evidence trois ensembles de lignes, et il suίfira de montrer

que chacun d'eux est de Λ-mesure de Green nulle.
Q

Le cas des zeros de grad -y- se traite en appliquant le lemme 3 avec un

Dλ>h compact oύ grad ,- # 0. Tout compact a de zeros de grad v est polaire,
done de /z-capacite nulle, et contenu dans Γinterieur K d'un compact

dont la A-capacite relative & Ωι est arbitrairement petite toute ligne ayant

une valeur d'adherence sur a doit rencontrer K, done K, et le resultat s'ensuit.

Pour une valeur d'adherence xQ k Γinfinί, on considere les lignes rencontrant

un voisinage ouvert spherique (ou circulaire) de x0 (exterieur d'un domaine

spherique de rayon r-+ + °° sur Γimage). Celles qui penetrent non tangentiel-

lement k la surface limitante forment un faisceau que Γon decompose comme

au lemme 3 en une infinite denombrable de compacts d'interieurs disjoints dont

chacun a une mesure-^ egale k Γintegrale de —\h~j ^~d~) s u r ^a s e c ^ o r ι

spherique par la forme de G au voisinage de #0 et Γharmonicite de h, on voit

que cette integrale tend vers 0 avec 1/r, done de meme la mesure-^ du faisceau

considere. On voit la meme propriete pour les lignes qui penetrent tangentiel-

lement, grace au lemme 12 de [4]. Done les lignes admettant x0 comme valeur

d'adherence forment un ensemble de mesure-.gA nulle, et Γon conclut puisque

les points a Γinfini de Ω sont en infinite denombrable.

Considerons pour terminer les lignes non Λ-regulieres qui convergent vers

cj*/ lorsque -j- tend vers sa borne inferieure sur la ligne il suίϊit de montrer

I : borne inf -~- >e>θ| est de mesure-

gh nulle. Introduisons Dΐ>h, Ωn regulier croissant vers Ω, avec Ωn<^Ωn+i} et
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Kn = (Ωn+i ~ Ωn) Π DΈfh, compact contenu dans D*h et interieur & Dz*'n, si εo<ε.

Toute ligne I e ore rencontre necessairement tout ϋfn (meme tout Jtn),

done, notant α« le faisceau de lignes qui rencontrent Kn, on a αjC Π α n . On

va montrer que gh(ocn)-+Ό, n-> -f °°, d'oύ il resultera bien que gh(cct) = 0.

Soit Γespace de Green ω = D ε ° '\ (ε 0<ε), qui admet GW=*G- εoh pour function

de Green de pole y0> et un Dκh relativement compact pour domaine {-g->

(λ - ε o ) | le lemme 3 pour ω e t ω i = ω- Dλ>h donne gh(an)<(λ - ε^C'^iKn). Le

potentiel correspondant Uκ\t

Wί, qui vaut dans ωi-Kn la solution du probleme

de Dirichlet pour la donnee h sur Kn, 0 ailleurs, est majore, dans Ωn ftωu par

la Λ-mesure harmonique relative & Ωn^Σ>?0'n de Γensemble S«ΠZ>eβfA, qui, elle,

tend vers 0 pour n<χ>(n°3) done Uκn

wl(y) tend vers 0 en chaque y^ΩnΠωι.

Mais la function de Green de ωi de pole y fixe majore, hors de Ωn, k(G -εoh),

(k = const ante >0, independante dew), done majore &(ε'-εo)Λ sur tout iΓ«

(ε>ε '>ε 0 ) , d'oύ, par le lemme 4, C ^ C K i ^ O , et le rέsultat.

COROLLAIRE. Si Z)λ > Λ est relativement compact, on a

( — h2 grad2-ξ- ί/α> = ̂ χ*(>β)

Terminons cette etude par :

THEOREME 4. Les lignes issues de y0 qui traversent un Σκh donne forment

dans sfh un ouvert de h-mesure de Green έgale ά 1, et έtablissent avec leurs traces

sur Σx>h un homέomorphisme ou il y a έgalitέ de la h-mesure de Green et de la

h-mesure harmonique en y<s relative a DXth (laquelle vaut Γintegrale en surface de

— \ι~ήΓ ~~ ^H—/' ' enPar^cu^er I*ensemble des traces est de h-mesure harmonique

έgale fll.

Les lignes traversant deux "spheres" Σλiffι, Σx*'ht (^^λ2)y etablissent entre les

ensembles de leurs traces un homέomorphisme qui conserve les h-mesures harmoniques

en yo, relatives a DXl'h et Dx*'h respectivement, et ces ensembles sont de h-mesures

έgales a 1.

On verra aisement ces proprietes en raisonnant comme aux theoremes 1-2,

et en utilisant le theoreme 3 ci-dessus,
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V. Applications

10. Notion de Λ-radiale

Soit / une fonction definie dans Ω quasi-partout hors des points a Γinfini

notons f\(l) sa valeur au point oύ la ligne I issue de j>0 rencontre la surface

| - , - = Λ } et supposons /λ( t ) sommabledgh pour λ>0 assez petit; de fagon

equivalente, nous pouvons supposer Γexistence de la solution J£'f,h pour Dx'h

et donnee-frontiere egale a / dans Ω (ce qui suffit, puisque les points-frontiere

de Dλfh hors de Ω forment un ensemble /z-negligeable pour Dx'h), et alors

Etendant a notre cas la notion de radiale introduite par M. Brelot [2], nous

dirons que / admet une h-radiale ψ s'il existe une fonction ψ( i ) sommable-d^A

sur £?H telle que ^ |/ λ ( / ) - <p( I )\dgh( I) -• 0, λ -> 0, c'est-^-dire telle que

/λ( I) converge en norme vers φ(£) dans I}(gh) \ ψ est determinee presque

partout dgv*, et alors unique pour une / donnee. Une condition necessaire et

suffisante ^existence d'une Λ-radiale pour / est que j |/λ( I) -/v( I )\dgπ( I)

-*0, λ, λ'-*0.

Propriέtέs immέdiates:

Toute inegalite sur des fonctions se transporte aux A-radiales toute com-

binaison lineaire, enveloppe superieure ou inf erieure de fonctions admettant une

/z-radiale donne une fonction pourvue d'une A-radiale qui se deduit des autres

par les memes operations. Si de plus fnj pourvue d'une Λ-radiale φrt, converge

uniformement vers/, alors ψn converge en norme-L1 vers une φ<BU(gh) qui

est Λ-radiale de /.

Exemples:

Si v est potentiel de Green d'une mesure >0, ~j- admet une/z-radiale nulle

pour tout pole, puisque j(-jj-) dgh = ̂ ?/AΛ(3Ό) = Hvλth(y0) ->0, ^-^0; de meme

(n°12) pour toute u harmonique > 0 dont la mesure associee ne charge que

Γensemble-frontiere oύ lim sup -r- > 0.

On verra surtout, dans le developpement de la Note [6], que pour toute

fonction u dite de la classe h-BLD, -j- admet une Λ-radiale pour tout pole.

11. Fonctions harmoniques Λ-indifferentes

fonction u harmonique dans Ω est dite h indiffέrente si pour tout λ la
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solution 3Όufh,h existe et est egale a u de fagon equivalente si pour tout λ, la

solution HuKh (du probleme de Dirichlet ordinaire pour Dκn et donnee-frontiere

egale k u dans Ω, a 0 ailleurs) existe et vaut u, puisque les deux solutions sont

a priori egales (si Γune d'elles existe). La notion est independante du pole

choisi jy0.

Propriέtέs:

Toute combinaison lineaire, ou limite monotone finie de functions A-indif-

ferentes est aussi A-indifferente.

Toute u pour laquelle \ est bornέe est /z-indifferente (en particulier h)

done aussi toute solution d'un probleme de Dirichlet relatif & h et a la frontiέre

de Martin d, puisque toute solution >0 est limite d'une suite croissante de

functions harmoniques > 0 dont le quotient par h est borne done, plus gene-

ralement, toute solution fournie par Γaxiomatique CJZ/Λ, qui est egale, comme

on sait [5], a une solution relative & J. On verra aussi que toute fonction

harmonique h-BLD est A-indifferente.

Toute fonction harmonique comprise entre deux fonctions harmoniques h-

indifferentes est A-indifferente.

De plus, si un A-indifferente tend en croissant (ou decroissant) vers u har-

monique, et si ~- 2L une A-radiale ψn, alors <fn converge en norme-L1 vers

une fonction φ^Lι(gh), qui est A-radiale de 4r-

Donnons immediatement ici une proprietέ fondamentale duniciU, que nous

retrouverons aussi comme consequence des remarques du w°13

THEOREME 5. Si u harmonique est h-indiffέrente, et si -τ~ admet une h~

radiale nulle (pour un pole j>0), alors & = 0.

L'existence de la solution H%λ'h entraϊne celle de H?u\
h> et Γon a \u\ =

* *

\Hu 'h\<H?u\ 'h'> mais au point 3̂ o, H?u\
h(yo) = \ ( τ^j \dgh-*0, done la fonction

harmonique>0 H"u\ tend vers 0 en tout point, d'oύ u = 0.

12. Fonctions harmoniques positives

II est interessant d'etudier de plus pres les fonctions harmoniques positives

/z-indifferentes pour une telle uy la condition de A-indifference equivaut a son

invariance par extremisation1} sur tout domaine Z)λ '\ d'oύ, grace aux resultats
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de [5] (th 20), le theoreme suivant:

THEOREME 6. Pour qu une fonction u harmonique > 0 dans Ω soit h indiffέrente,

il faut et il suffit que la mesure canonique associee a u ne charge que Vensemble

Δh des points-frontiere faiblement h-rέguliers (c'est-a-dire en lesquels ~ΊΓ~*Q)

(On sait que Δ — Δh est de /z-mesure harmonique nulle sur Δ).

COROLLAIRE. Pour que toute fonction harmonique > 0 dans Ω soit h indiffέrente,

il faut et il suffit que tout point-frontiere soit faiblement h-rέgulier, ou encore que

tout domaine Dλ'h soit relativement compact dans Ω; et alors toute fonction har-

monique dans Ω est h indiffέrente.

II est immediat que les deux conditions de Γenonce sont equivalentes et que

si tout point-frontiere est faiblement Λ-regulier, alors toute u harmonique >0

est Λ-indifferente, d'apres le theoreme.

Reciproquement, si toute fonction harmonique >0 (et en particulier mini-

male) est A-indifferente, le theoreme montre encore que tout point minimal xQ

doit etre faiblement /z-regulier, puisque la masse + 1 en xOy associee a K(xQi y),
G

minimale et /?-indifferente, ne peut charger qu'un point oύ —,—>0. Pour un

Xo non minimal, on introduit la mesure canonique vXo associee a la fonction

harmonique >0 K(x<>9 y), et le potentiel-Θ de la mesure associee a h, soit U\

on sait [5] que U(xo) = ί U{x)dvXo(x), oύ chaque U{x), x^Δu vaut ici + °°

( = lim inf -~ au point x) done U(xo) = + oo et aussi lim inf γ^ au point

xo, qui est a priori plus grande done xQ est bien faiblement Λ-regulier. Enfin

si tout DλiH est relativement compact, toute u harmonique dans Ω y coincide

avec sa solution, done est /z-indifferente.

Considerons maintenant une u harmonique > 0 quelconque, et la solution

Hu 'h (qui existe toujours et minore u) quand Λ-*0, elle converge vers une

fonction u* harmonique >0, /?-indiίϊerente et moindre que u si w est une

quelconque fonction harmonique A-indifferente minorant u, on a w = HZ 'h<Hru'h

* *

pour tout λ, done w<u*y e'est-a-dire que u* est la plus grande minorante har-

monique h indiffέrente de u.
Notons u±h la reduite4) de u sur Δh \ par le theoreme 6, uSfl est A-indifferente,
4) La rόdujte v» d'une fonction v surharmonique >0, relativement a" un ensemble-

(Continued on Page 86)
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done u±h<u*<u, puis ( ^ Λ ) ώ Λ < ( ^ * ) 4 Λ < ^ Λ , soit u*h<u*<u^ done u* =

Ainsi, dire que la mesure canonique associee a u ne charge pas Δh, ou que

uΔfι = Q, equivaut a dire que H% 'Λ->0, λ-+0, ou encore que 4r- a une A-radiale

nulle pour tout pole. Done:

THEOREME 7. Soit u harmonique >0dans Ω. Pour que ~ ait une h-radiale

nulle, il faut et il sufflt que la mesure canonique associέe a une charge que V ensemble

Δ — Δh des points-frontiere non faiblement h-rέguliers.

COROLLAIRE. Si 4r- a une h-radiale nulle, alors ~- admet a la frontiere une

pseudolimite nulle sauf sur un ensemble h-nέgligeable.

Car dans ce cas inf (u, h) est un potentiel de Green, ce qui suffit ([5], th.

24).

Remarque. Le corollaire n'admet pas de reciproque en chargeant de fagon

quelconque un ensemble Λ-negligeable de Δh, on peut obtenir une fonction w

harmonique > 0 Λ-indifferente, pour laquelle -?- n'a done pas de λ-radiale nulle,

tandis que par [5] (th. 24) ηr- a une pseudo-limite nulle sauf sur un ensemble

/*-negligeable. Prendre par exemple x0 minimal e Δh, avec {̂ 0} Λ-negligeable,

et la fonction minimale K(x0, y).

Dέcomposition canonique des functions harmoniques > 0.

D'aprέs ce qui precede, toute u harmonique > 0 peut s'ecrire comme somme

u = uΔh + u&-Δh d*une fonction u&h harmonique >0 Λ-indifferente et d'une fonction

uά-Δh harmonique >0 dont le quotient par h a une Λ-radiale nulle, et Γenveloppe

inferieure de ces deux fonctions est un potentiel de Green. Cette decomposition

est unique, car si Γon peut ecrire de faςon analogue u = Uι + uZt on a necessai-

rement 0 < u&h -Uι = w Δ - Δ Λ — u2,

et chaque difference doit etre nulle comme representant une fonction harmonique

>0 Λ-indifferente et dont le quotient par h a une β-radiale nulle. On obtient

ainsi une decomposition canonique du type de F. Riesz des fonctions harmoni-

ques >0 dans Ω.

frontiere e, est Γenveloppe infόrieure des fonctions sur harmoniques ^>0 dont chacune
majore v dans un voisinage de e. Elle est harmonique, et sa mesure associόe ne charge
que e; elle minore v, et croit avec υ,
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13. Principe du maximum

Pour terminer ces applications, nous nous contenterons d'indiquer rapidement

une forme tres generate άu principe du maximum, obtenue et largement develop-

pee par M. Brelot [2] dans le cas h = 1.

THEOREME 8. Soit u sousharmonique dans Ω, telle que:

1) pour tout λ>0 la solution H% ' existe et majore u;

*

2) —r- admet, pour le pole y0, une h-radiale nulle.

Alors u est ^0 .

D'apres la premiere hypothese, la solution H%+ existe pour tout Λ>0, et

u^Hu >h<ιHu+h, de sorte que u+<H%+h. La seconde hypothese signifie que
* * *

Hul+ h(yo) -*0, λ-*0, et comme cela est >0 croissant de 1/λ, Hi+h(yQ) = 0, done

Hu+'h = 0 en tout point, et u+ = 0.

Comme cas particulier, nous retrouvons bien la propriete fondamentale

d'unicite demontree au theoreme 5.

Notons que la conclusion du theoreme 8 subsiste si, sans imposer a priori

Γexistence de la solution i/£ λ '\ on suppose seulement que Hu ' (egal en v0 a

\ f-jΓ-J dghj majore u pour λ assez petit, et que j v^τr) dgh->0, λ->0. II est

aussi interessant de souligner la signification de ce theoreme lorsque h = K(xQt y)

est une fonction minimale de pole ^ G J L Cette etude sera reprise ailleurs.BlBLIOGRAPHIE
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