UBER DEN QUASINORMALTEILER DER REGULAREN
p-GRUPPE VON DER KLASSE 2

KIRIO NAKAMURA

In der vorliegenden Arbeit wird untersucht, was fiir eine Struktur eine
Untergruppe Mt von endlicher p-Gruppe @ habe, wenn R mit jeder Untergruppe
von @ als ganzes vertauschbar ist. In diesen M tritt natiirlich ein nicht nur
aus E bestehender Normalteiler von & auf und er enthilt ein Zentrumselement
von der Ordnung p. Wir fragen: Gilt das Ahnliche auch, falls % kein Normal-
teiler ist? Die gestellte Frage 14Bt sich fiir regiilare @ beantworten, deren
Klasse 2 ist, aber fiir andere bleibt sie noch offen. Bevor wir diese Frage
untersuchen, stellen wir einige Definitionen und nétige Sidtze und Hilfssitze

zusammen.

1. Bezeichnungen

Im folgenden bedeuten U, B, ... eine Gruppe von endlicher Ordnung
|%l, 1B, ... und A, B, ... ihre Elemente mit der Ordnung | A1, |Bl, ... Das
Erzeugnis von A, B, . .. bezeichnen wir mit {A4, B, . ..}. Das Zentrum oder

die Kommutatorgruppe von & bezeichnen wir mit 3 oder &. Ist ¥ und VB als
ganzes vertauschbar, so bezeichnen wir mit UvB und das Produkt UAB ist
bekanntlich eine Gruppe. Ist N9 = DN fiir ein festes N und fiir ein beliebiges
HC®, so heibt M quasi-normal in @ oder ein Quasinormalteiler von & und
schreiben wir @2N. Wir betrachten allerdings M fiir @ =N =€ lauter. Gelte
ebenso fir ein festes N& ® mit | N| = und ein beliebiges G € @ [N, G1=G*""
oder E, dann nennen wir N ein Kernelement von @ und bezeichnen mit N & &;.
Dabei sei N& 3 und fiir 9=1[N, G] = E. Dagegen bezeichnen wir mit N € 3,
falls IN|=p und Ne 3 ist. Ist @ regiildr (im Sinne von P. Hall s. Satz
(A) in 1) und |G|=p% bilden G und E eine charakteristische Untergruppe von
®, die wir mit 2.(®) schreiben. In 3 sind alle betrachteten Gruppen p-Gruppe
von der Klasse 2 fiir p>2 und wir schreiben | A|=p% |B| =2 ... fir jedes

A, B, ... =@, auber wenn wir besonders angeben werden.
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2. Regulare p-Gruppe
Wir benutzen oft die Sitze von P. Hall, die die Struktur der regulidren
p-Gruppe ans Licht kommen lassen. Daher wollen wir diese Sétze hervorheben.

Als eine Charakterisierung der regulidren p-Gruppe gilt der

Satz (A). ® ist genau dann regulir, wenn fiir jedes A und B (AB)? =
APB?C? mit C<{A, B} gilt.
Hiernach nehmen wir @ reguldre p-Gruppe an. Das Ahnliche wie der

Basissatz der abelschen Gruppe ist der

Satz (B). In ® gibt es das eingeordnete Elementsystem A,, As, ..., At
derart, da8 jedes G € ® in Form G = A7 A3+ + + A} eineindeutig ausgedriickt wird.

Wir nennen dieses Elementsystem eine Basis von & Weiter folgt der

Sarz (C). Die Basis von & kann in folgender Art aufgenommen werden.

1 Alz|Asl= - - - =] Asl

2) Ist | A= Ael=" + =] As| und | Asl>| Asnal, so gehort A; (1=i<s) als
Vertreter genau einem Element der Basis von &/2,-1(®), wobei |G| =p* fiir jedes
Ge® gilt.

Aus diesen Sidtzen erhalten wir den als Permutationssatz geltenden

Satz (D). Das Elementsystem A-xqy, A<y, - . ., Axq) iSt auch eine Basis von

®, wobei v eine Permutation von 1, 2, . . . ,t bezeichnet.

3. Hilfssitze
Es gilt der folgende

Hirrssatz 1. Sei @ZN und N zyklisch. Dann gilt @DN, derart, da8 N2N,
und | N | =p ist.

Beweis. Wir haben nur {G}v%, fiir jedes GE® zu zeigen. Sei N ={N}
und N, = {N?""} mit |N|=p". Fir belicbiges G von @ gilt {G}vR. Falls
{GYNN=E ist, so folgt {G}NN2N;, daher {G}vR,. Falls {G}NN=¢ ist,
so betrachten wir.ein 9<{GIN derart, daB [ : {G}I=p ist. Da |HNN|=p
ist, gilt NN ={(N?""} und 9= {N?""}{G} = (G}, daher {G}vN..

Wie wir aus dem Beweis ersehen koénnen, gilt Hilfssatz 1 fiir allgemeine
endliche p-Gruppe.

Nun kommen wir zum Beweis des grundlegenden Hilfssatzes, der recht
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komplizierte Rechnung erfordert.

Hivrssatz 2. Sei © = {A, B} derart, da8 |Al=|B|=|C|=p" mit [A, Bl =
C ist, und @DN. Dann gilt

1) Ist A*"B’€ 3, so ist A*= B’ =E.

2) 8 =3.

3) NNB=xE,

Beweis. 1) Es ist 8'<3, daher &' ={C}. Fiir jedes G & ® haben wir einen
Ausdruck G = A*B’C*. Sei Ge 3, dann ist [A, A*"B*C*1=[B, A*B’C*]1=E.
Also haben wir [A, B =C’=[B, A*]1=C*=E, daherx=y=0 (p"). Folglich
gilt A*"=B’=E.

2) Es ist 8’'c3. Sei G = A*B’C*< 3, dann ergibt sich aus 1) A"=B’=F
also G=C?c®'. Dies liefert uns 8’23, daher &' = 3.

3) Wir zeigen die Eindeutigkeit des Ausdrucks G = A*B’C*. Sei A*B”C*
= A"B”C?*, dann erhalten wir A" "B ™"C* " =E, daher A" ®=B"*""=E
nach 1). Daraus folgt A" = A* und B> = B, also C** = C*. Hiernach fithren
wir unter der Annahme N N 3 = € einen Widerspruch. Da §/&'2NG'/@&' =N/ N 3
ist, ist t abelsch mit den héchstens zwei bestehenden Erzeugenden. Sei
N={N} mit |[N|=p". Aus Hilfssatz 1 folgt 8D{N?"""}, daher {(N?" '}v{A}
und {N?""}v{B). Das ergibt [N*""", A1e{N?""", A}'c{A}. Aus 1) haben
wir {A}N3={A}N®' =6 und [N”""", A1=E. Daraus folgt auch [N*"", B]
=E, also N*" " €3, was WN3xGC fithrt. Wir nehmen also N = {N.} x {IN:}

‘mit Ny*E und N:*%E an. Im folgenden sei =1, 2 oder i=1, j=2 und i =2,
7 =1, falls nichts besonders ausgesagt wird. Es gebe die Ausdriicke N;=
ATPHERIRN TP o g ¥i, zi nicht negative ganzrationale Zahlen modulus p”
aufnehmen und 7> a; =0, n>B;=0, n >71;=0 gelten. Dann ist nun N2 =
AR praptE pr T optipfionmxa sttt ot 5,4 min(a;, B) =#, so ergibt
sich N#"=C#?"""  Sei r;<min(ai, §;) (i =1 oder 2), dann ist C#*""x E
({=1 oder 2), daher MN 3x € und wir schlieben 7;=min(a;, B)).

(@) Sei ai=Fi. Setzen wir Ni= A%P" Y gy CudTi=di=tayynp®ibiphi=n o jot

%< N und [N, Njl = Ccuv™ % =%30%  Wenn [N!, Njl=E gilt, so
bekommen wir gleich x;y;p% %% = x;y;p™ (p"). Ist Bj=pBi, so ergibt sich

N%’,P“rl“i Nj¥i= A% 9% 8i405 pyiy;pPamHb gy 9 b8 g-x;vipti ATV p0PR —x; 9, p%5

= E modulus 3, entgegen M N 3 = € oder {N,} N {Nz} = €. In diesem Fall sei i =1,
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j=2 oder i=2, j=.1.

(b) Sei ai<Bi. Wir erwdhnen diesen Teil am SchiuB.

(c) Seia:zBunda:<p,. Setzen wir Ni= A%#" " Bhoaps P -(xsjapt1-tiphi-n
und Nj= A% B CapTe - manph %ol gann st NP = N, und N.2*
=N;. Weiter ist

NI, Mol = CH22% Pt =aunp®s ynd [N}, Nyl = Crsnpt-nswheere
Fir [N}, N1 =E ist £19p" """ = 5y:p™, 2091p™ = 23 p™ " (p"). Fir B2,
gilt NP PN = AR0a0"T It gy sttt posins® g-nnis o B omodulus 3
und Bi=8:, ai=ZMi=P:Z«; ergibt a;=as. Diesmal betrachten wir N = NH2* "
und haben den gleichen Widerspruch.

(d) Sei «1<p und «,>p,. Wenn wir A mit B und «; mit B vertauschen,
so konnen wir (b), (d) auf je (a), (c) zuriickfithren.

Es bleibt noch in allen Teilen den Fall [N}, NJJ*E (i=1, j=2 oder i=2,
j=1). Es gilt ersichtlich [N}, Nle® N{N}R, daher [N!, Njl=C% =
N%N{P Nii®, da {N}}N eine p-Gruppe ist. Weiter ist NY*EN. Sonst wire
RNG' =NNZxC. Wir betrachten N}*. Dann ist (N/%)2%™ = %™ (N0
N3P e R fir [NP% =p% und INP>IN79| da (N2 (N} 2 (N
und N;*€MN ist. Das ergibt N|12"™" = Cu?"™! Nymu@ 7t (qor N2a2™ . Crap®r?
NP7 Beriicksichtigen wir E& NI*?e®, so gilt MN3=E oder
{N:i} N {N;} %€, entgegen der Annahme.

Weiter gelten die foigende

HiLrssatz 3. Sei QDN und @ =9N mit SNN=CG'NN=6. Weiter sei s}
={A, B} derart, da8 |A|=|B|=|C|=p" mit C=[A, Bl ist. Dann gilt @ =
HxN.

Beweis. Durch Induktion von |®|. Wenn |R| =5 und daher N = {N} ist,
so gilt {N}v{A4} und {N}v{B}. Daraus folgt [N, A= E oder [N, A= A%
und [N, Bl=E oder [N, B1=B*"". Aus 1) und 2) in Hilfssatz 2 haben wir
{4} N®' ={B}N®' =€, daher [N, A1=[N, Bl=E: denn &N $ ist im Zentrum
von $ enthalten. Das ergibt sofort ® =9 xR. Also nehmen wir ||>p an.
Wir betrachten T = 91 mit RN, und |M|=p. Da |N|=p ist, ergibt sich
M=9xN;. Daher ist R, 3, weil N abelsch ist. Es gilt eben durch Induktions-
voraussetzung &/ = 9N/ x N/N;.  Daraus folgt fiir jedes Ne N [N, Al =
V* und [N, Bl= V" mit %, ={V), daher ®=9x N, da &' NN =6 ist.
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Hivrssatz 4. Sei {A})N{B} =€ und |N|=p fiir A, B, Ne® derart, daB
{AYW{N}, {(B}v{N}, {AB)v{N} gelten. Dann ist die Behauptung:

(1) Ist | Al =1|B|, soist [N, A1= [N, Bl = E oder [N*, A1 = A*"" und [N*, B]
= B*".

(2) Ist|A|>| B, soist [N, Al1=[N, Bl = E oder [N*, A1= A" und [N*, B]
= F.
wobei x£0 (p) ist und [N, G1=G*" fiir =1 [N, G]=E bedeuten soll.

Beweis. Wir betrachten A = {A}{N} und B ={B}{N}. Ersichtlich gilt
[N, A1=E fir {N}N{A}=€. Dagegen ist [N, A1= A" fur (N} N {4} =€:
dennesist [{4, N} :|Al=p, also {4, N}>{A}. Gleiches gilt fiir [N, Bl.

Von nun ab wird afr%0 (p) angenommen.

(1) Nun sei [N, A1=A*"" fiir a>1 und [N, Bl=E. Dann gilt [N, AB]
=[N, A1LN, Bl= A" = (AB)™*"" = A" B[ A%, B = A" B, da
AP e @< 3 ist, entgegen {A) N{B} =€ oder ¢>1. Ebenso [N, Al=E und
[N, Bl = B""" auch nicht gelten. Nichstens gelte [N, A1= 4" und [N, B]
=B Dann mub [N, ABl= A" B*"" = (AB)™""™ = A" B"»*™ sein, was
besagt a =B =71 (p), also [N*, 41= A*"" und [N?% Bl= B fir ax=1 (p).

(2) Diesmal sei [N, Al=E und [N, B]=B*"™" fiir 5>1. Dann haben wir
[N, AB1=IN, AILN, Bl1=B"" = (AB)*" "= A" B = A", da b<a,
daher B**" = E ist. Hieraus folgt A" = B""" entgegen {4} N {B} = 6.

HiLrssatz 5. Seien Ay, Az, ..., A: eine Basis von & mit der Ordnung | A;l
=p=p* fiir 1Si<s, baw. | Ajl=|Asual =p" <p* fiir j>s (s. Satz (C) in 2).
Fiir ein N ® mit |N|=p sind die zwei folgenden Aussagen gleichwertig.

(1) Ne &

(2) [N, Ad= A" (1gi<s) [N, A1=E (j=s+1).

Beweis. Aus (1) folgt (2). Da N'€ 3 ist, gibt es wenigstens ein A; (1<i<?)
mit [N, AJ=E. Aus Hilfssatz 4 folgt sofort (2).

Aus (2) folgt (1). Da Ai, A, ..., A: die Basis von @ ist, haben wir fiir
jedes G« ® einen Ausdruck G = A4} - < A¥von G. Aus {4;) N32{4)} NG
%€ und |4;|sp*™ folgt [Ai, 4} '=E (1<ii, & <¢), daher G**' = A]*™"
APPT e AFPT 2 AR APPT L L L A% L denn es ist 4j € 24-1(8).  Ander-
erseits haben wir [N, G]= A72*'AF?*" .+« 4%»#" also [N, G]=G*""'=G**"
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Das besagt [N, G1=G?" fir |G| =" und [N, G1=E fiir |G|<p* was Ne £
ergibt.

HiLrssatz 6. Sei 82N und |M|=p. Dann gibt es ein NN derart, daB
Ne 3y oder N & ist.

Beweis. Sei A,, A, ..., A: eine Basis von . Wegen GDW ist Nv{A:}
(1=i<®), daher nach Hilfssatz 4 [N, Al=E (1<i<?) oder [N, A= A¥"
(1i<s) und [N, A71=E (s+1<j<t), was N& 3, oder nach Hilfssatz 5
Ne & ergibt.

HiLrssatz 7. Sei 8DN und NNB3=E6. Dann gilt {G}v{N)} fiir jedes G &
mit (GYNB%xC und NN mit |[N|=p.

Beweis. Ist [N, G1=C=x=E, so ist wegen C& {G}N C=G"N, mit N, N.
Aus {G} NN NZ=E folgt (G*)’=(CNiV?=Ni?=E. Sonst wire {G})NNN3
%@, Hiernach haben wir G*€ 8, daher Ni=CG ™ * 3, was wegen SiN3=E
N = E fithrt. Dies besagt aber C=G* und {G}v{N}.

Da wir diese Hilfss#itze bewiesen haben, so untersuchen wir den

HauptsaTz. Sei ®DN. Dann gibt es in N ein N mit Ne 3y oder N € ;.

Beweis. Sei A, BE®. Dann ist (AB) = A’B’[A, B]**™"" = A?B*([A,
BP™"*)?, da p>2 ist. Nach Satz (A) ist ® reguldar. Daher hat & eine Basis

Ay, A, ..., A; wie in Hilfssatz 5. Wir fithren den Beweis durch Induktion
von |®]. Wegen der Auswahl von der Basis Ay, A, ..., A; konnen wir A4,,
As, ..., As als Basisvertreter der §/8'2,-,(8) und 6'2,-.(®)/2,-.(8) auf-

nehmen und nach Satz (D) A, €®'2,-,(8) annehmen. Daher gibt es in @
ein maximales M, das A2, A, ..., A:; enthdlt. Wir betrachten den Ausdruck
M= APAY - - - AY fiir jedes M e M.  Ersichtlich gilt AT'eM, da 4., As, ...,
A;eM ist, daher x,=0 (p). Dies spricht aus, daB A?, 4., ..., A; eine Basis
von M ist. ‘Nach Satz (D) haben wir, daB A,, As, ..., 4s, A%, ..., A; auch
eine Basis von M ist: demnach ‘geniigt M Induktionsvoraussetzung und wir
konnen aus dem Hilfssatz 6 M NN % € annehmen. Daher enthidlt M NN erst
recht i ein Zentrumselement oder Kernelement N von M. Wir nennen ein
Ne 3, kurz ein Zentrumselement von @.

(1) Sei {A:} N8=E€, daher | A,|=|A4,|=|[A:, A.]l. Wir betrachten A=
{A1, Az}, B=UAN, M=ANN, Ist Ni*EC, so haben wir {A}v}: fiir jedes A
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e, da {AMNUA={A}N, ist. Es gilt nun 3NRN2G' NN2A' NN, und nach
Hilfssatz 2 W NNy x€: demnach 3NN*xE.  Von nun ab haben wir nur den
Fall ¥ NNt =€ zu behandeln. Das ergibt aber nach Hilfssatz 3 % =UAxN, da
BNARSE NRNRSB3NR gilt und wir 3NN =E annehmen konnen. Es werde
angenommen, daB N ein Zentrumselement von M ist. Da [N, A;1=E ist, ist
Ne 3,. Falls N dagegen ein Kernelement von 9 ist, so ergibt sich nach
Hilfssatz 5 [N, A.]1= A%"", entgegen [N, A.]=E.

(2) Sei {A4:}) N3%€ und {4,)N3=E fiir ein 7 mit (1<4<s). Nach der
Auswahl von der Basis kénnen wir AjAi, As, ..., A: auch als Basis von ©
aufnehmen. Da (A.4;)%" " = A" AZ"TA;, A1¢) ist, haben wir {4,4:,} N 3
=@E. Daher kénnen wir (2) auf (1) zuriickfithren.

(3) Sei {4;}NB8x€ (1<i<s und s=1). Esist {N}v{4;} (2<i<¢#) und
nach Hilfssatz 7 {N}v{A,}). Fir 1<i<t gilt [N, A= E oder nach Hilfssatz
5 [N%, A= A" und [N, A]l=E (2<i<t). Hilfssatz 6 liefert N 35 oder
N*e ;.

(4) Sei {4} N3%E (1<i<s und s>1). Es ist {N}v{4,} (s+1=<j<t) und
nach Hilfssatz 7 {N}v{A4i} und {N}v{4:4:} (1£i<s). Da |4:i|>14;] Ui
<s und s+ 1<j<#) ist, erhalten wir [N, A;1= E(1<i<?) oder nach Hilfssatz 5
[N* Aid=A?" und [N*, Aj]=E. Daher ist Ne 3, oder nach Hilfssatz 7
N* e R5.
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