
UBER DEN QUASINORMALTEILER DER REGULAREN
ί-GRUPPE VON DER KLASSE 2

KIRIO NAKAMURA

In der vorliegenden Arbeit wird untersucht, was fiir eine Struktur eine

Untergruppe 5t von endlicher £-Gruppe ® habe, wenn 5ί mit jeder Untergruppe

von ® als ganzes vertauschbar ist. In diesen 9ί tritt natύrlich ein nicht nur

aus E bestehender Normalteiler von ® auf und er enthslt ein Zentrumselement

von der Ordnung p. Wir fragen: Gilt das Ahriliche auch, falls 9? kein Normal-

teiler ist? Die gestellte Frage laβt sich fur regiilare ® beantworten, deren

Klasse 2 ist, aber fiir andere bleibt sie noch offen. Bevor wir diese Frage

untersuchen, stellen wir einige Definitionen und nδtige Satze und HilfssStze

zusammen.

1. Bezeichnungen

Im folgenden bedeuten 9Ϊ, 93, . . . eine Gruppe von endlicher Ordnung

|3ίl, |93l, . . . und A, B, . . . ihre Elemente mit der Ordnung \A\, \B\, . . . Das

Erzeugnis von A, Bf . . . bezeichnen wir mit {A, B, . . .}. Das Zentrum oder

die Kommutatorgruppe von ® bezeichnen wir mit 3 oder ®'. Ist 91 und 33 als

ganzes vertauschbar, so bezeichnen wir mit ?tv33 und das Produkt 3193 ist

bekanntlich eine Gruppe. Ist 9?ξ> = £>9Ϊ fur ein festes 91 und fiir ein beliebiges

£>£©> so heiβt % quasi-normal in Φ oder ein Quasinormalteiler von ® und

schreiben wir ©JD9Ϊ. Wir betrachten allerdings % fur ® * Ή =* (£ lauter. Gelte

ebenso fiir ein festes iVe ® mit I N\ = p und ein beliebiges G e ® [ΛΓ, G1 = Gp9~ι

oder E, dann nennen wir N ein Kernelement von ® und bezeichnen mit N<a$p.

Dabei sei NΈ3 und fur 0 = 1 IN, G] = E. Dagegen bezeichnen wir mit iVe 3P,

falls \N\=p und ΛΓe3 ist. Ist ® regular (im Sinne von P. Hall s. Satz

(A) in 1) und \G\ύpa, bilden G und E eine charakteristische Untergruppe von

©, die wir mit ΩΛ(®) schreiben. In 3 sind alle betrachteten Gruppen/>-Gruppe

von der Klasse 2 fur p>2 und wir schreiben \A\ =pa

y I B\ =pb, . . . fiir jedes

A, B, . . . s ®, auβer wenn wir besonders angeben werden.
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2. Regulare p-Gruppe

Wir benutzen oft die Satze von P. Hall, die die Struktur der regularen

^-Gruppe ans Licht kommen lassen. Daher wollen wir diese SStze hervorheben.

Als eine Charakterisierung der regularen £-Gruppe gilt der

SATZ (A). (3 ist genau dann regular, wenn fur jedes A und B (AB)P =

APBPCP mit Ct={A, B}' gilt.

Hiernach nehmen wir ($ regulare p-Gruppe an. Das Ahnliche wie der

Basissatz der abelschen Gruppe ist der

SATZ (B). In % gibt es das eingeordnete Elementsystem Au A2, . . . , At

der art, da 8 jedes G e 8 ί ' « Form G = At1 A? A? eineindeutig ausgedruckt wird.

Wir nennen dieses Elementsystem eine Basis von (S. Weiter folgt der

SATZ (C). Die Basis von © kann in folgender Art aufgenommen werden.

2) Ist I Λ I > I A I ^ >|i4sl und \AS\>\AS+1\, so gehόrt Aι (1^/^s) als

Vertreter genau einem Element der Basis von (S/i2μ-i((S), wobei \G\ =pμ fur jedes

G ε β gilt.

Aus diesen Satzen erhalten wir den als Permutationssatz geltenden

SATZ (D). Das Elementsystem Aτ{i)t At®), . . . , Aτ(t) ist auch eine Basis von

©, wobei τ eine Permutation von 1, 2, . . . , t bezeichnet.

3. Hilfssatze

Es gilt der folgende

HILFSSATZ 1. Sei ®29l und % zyklisch. Dann gilt ®25?i derart, daθ 3lΏ%

und Γ5Ril=ί ist.

Beweis. Wir haben nur {G}v9?i fur jedes G ε β zu zeigen. Sei 5Ϊ = {N}

und ^^{N^'1} mit 1^1=^. Fur beliebiges G von © gilt {G}v9ϊ. Falls

{G}Π9Ϊ#6 ist, so folgt {GlΠίR^^, daher {G)v%, Falls {G)r\^ = (B ist,

so betrachten wir.ein ξ)c{G}% derart, daβ [ξ) : {G}]=^ ist. Da |©Π9ϊ| =p

ist, gilt C>n^ = <iV/)71"1} und €)={AΓ^"1}{G}=9Ϊ1{G}, daher {G}v%.

Wie wir aus dem Beweis ersehen konnen, gilt Hilfssatz 1 fur allgemeine

endliche ̂ -Gruppe.

Nun kommen wir zum Beweis des grundlegenden Hilfssatzes, der recht
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komplizierte Rechnung erfordert.

HILFSSATZ 2. Set ® = {A, B) derart, daβ \A\ = \B\ = \C\=pn tnit IA, Bl =

C ist, und ®29ί . Dann gilt

1) Ist AxBy&3, so ist Ax^By = E.

2) ®' = & •

3) Ή

Beweis. l) Es ist ®'c3, daher ®' = {C}. Fur jedes G e g haben wir einen

Ausdruck G = AxByCz. Sei G e 3, dann ist [A l ^ C 2 ] = LB, Λ ^ ^ C T = £.

Also haben wir [A, £ F * Cy = CB, AT = Cx = £, daher .r = y s 0 (/>n). Folglich

gilt A^ = 5^ = E.

2) Es ist ® ; c3. Sei G = AxByCz e= 8, dann ergibt sich aus 1) Ax = By = E

also G = C εe®'. Dies liefert uns ®'23/ daher ®' = 3.

3) Wir zeigen die Eindeutigkeit des Ausdrucks G~AxByCz. Sei AXιByiCι

= Ax*By'C**9 dann erhalten wir A'^B'^'C1-** ~ E, daher AXι~x* = Λ Λ " Λ = £

nach 1). Daraus folgt Λ^1 = A*2 und B* = ̂ ^2, also CZχ = C22. Hiernach fuhren

wir unter der Annahme 9ί Π 3 = 6 einen Widerspruch. Da ®/®'2 W / ® ' r̂ 9?/Ή Π 3

ist, ist Tc abelsch mit den hochstens zwei bestehenden Erzeugenden. Sei

Ή={ΛO mit \N\ =pm. Aus Hilfssatz 1 folgt ©^{iV^"1}, daher {^m"l}v{A}

und {Npm")v{B). Das ergibt CiV^"1, Al^{Npm"\ A}'ςz{A}. Aus l) haben

wir {A) Π 3 = {A} Π ®' = 6 und LV^"1, A2 = £. Daraus folgt auch ίNp™~\ B~]

= E, also Npm~ι e 3, was 5ί Π 3 # 6 fiihrt. Wir nehmen also 9ϊ = {Nx) x {M}

mit Nx^E und Nz^E an. Im folgenden sei s = 1, 2 oder ί= 1, i = 2 und / = 2,

y = l , falls nichts besonders ausgesagt wird. Es gebe die Ausdrϋcke TV, =

A*iP«*ByiPtiCZiPri9 w o Xh y h z. n i c h t negative ganzrationale Zahlen modulus pn

aufnehmen und n > ut ^ 0, n > ft^ ̂  0, » > π S 0 gelten. Dann ist nun Nf** -
^ Λ ί ^ 5 , i ^ ^ 2 j / ^ ^ ^ - 1 ) / 2 χ ^ i ^ ^ I s t Λ + m i n ( α . f ft)=5Λ> s o e r g i b t

sich j v f = C8'*T<+e<. Sei r K m i n t e , ft) (i = 1 oder 2), dann ist CZipTi*δί*E

(/=1 oder 2), daher 9ίίΊ3^@ und wir schlieβen 7ϊδmin(αΊ , ft).

(a) Sei α / >ft. Setzen wir ̂  = i 4 * ^ β ' - w ^ c β ' ί T < " ί l < - u ' J ' ' w β < " ί l ί ί ^ i - 1 )

> so ist

Nίp" = Ni und [AT;-, AT,] = c***™'*^3-"****'. Wenn CΛΓJ, JV>]=£ gilt, so

bekommen wir gleich xiyjp
H~?i+^ = xjyip^ (pn). Ist &>&, so ergibt sich

£ modulus 3, entgegen % Π 3 = © oder <iVi> Π {ΛΓ2} = 6. In diesem Fall sei % -= 1,
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; = 2 Oder * = 2, y = l .

(b) Sei α. ̂ ft. Wir erwέihnen diesen Teil am Schluβ.

(c) Sei*i>j9iundαr2S^2. SetzenwirNι = AXιpΛl'HByιCZlpri^1

und Ni=Ar*B»*^C*>*r'^*-<**w***«*'*-'\ dann ist N[^ = M und

= iV2. Weiter ist

Ctfί, WJ^C*1**"1"'1^1-****** und DVί, # J = C*»**?1-*^Pa"βI* \

Fur Wϊ, Njl = £ ist Xiy2p*^+*> = Λ ; ^ * 2 , *#,/» = x,y%p^'^^(pn). Fur A>ft

gilt tfj^^tfr^il*1*^^^^ modulus 3

und ftiSft, αiS&2&Sαr2 ergibt ατi>α:2. Diesmal betrachten wir NTXfNίιpΛίrat

und haben den gleichen Widerspruch.

(d) Sei αfi^A und 4:2>£2. Wenn wir i i mit B und α:, mit ft vertauschen,

so konnen wir (b), (d) auf je (a), (c) zuruckfuhren.

Es bleibt noch in alien Teilen den Fall lN'it Njl*E (/ = 1, / = 2 oder / = 2,

j = 1). Es gilt ersichtlich lN'if Nβ e ©' Π {JVj}9?, daher CΛ̂ ;, iVy] = CH* =

N'^N?*™ N***{%\ da <tfί}3l eine/>-Gruppe ist. Weiter ist N?*ΈW. SonstwMre

5?n©' = ? fn3#©. Wir betrachten N?'. Dann ist US[W)p8i~ι

N&(2)ypSi-l<=yi fur \Ni*\=p« und |JV{w|>lΛΓΓ^(/)l, da W

und Nίyiϊe3l ist. Das ergibt NΊyιpβl~ι = c^^Nϊ*12™***1'1 oder Nϊ2p*2~ι = C"2^2" 1

Nr*21a>P*>-\ Berucksichtigen wir ^ ^ J V ^ ^ e ί ϊ , so gilt 9 ΐ n S # e oder

{Ni} Π {iV2} =̂ @, entgegen der Annahme.

Weiter gelten die folgende

HILFSSATZ 3. Sei ®^9i und © = £>ϊϊ m# φ Π 5R = ^ ' Π W = (δ. £

/, daQ \A\ = | S | = | C | = ί n mίY C= [A, 5 ] ist. Dann gilt ® =

Beweis. Durch Induktion von | β | . Wenn |5ί I = ^ und daher 9Ϊ = {Λ̂ } ist,

so gilt {N}v{A} und {iV}v{5}. Daraus folgt IN, Al^E oder CAT, A~] = ^ α - 1

und ΠΛΓ, Bl=E oder [Λf, B] = Bypa~\ Aus 1) und 2) in Hilfssatz 2 baben wir

{A} Π ®' = {5} Π ©' = «, daher W9 Al = DVf 5 ] = E: denn β' Π ξ> ist im Zentrum

von £ enthalten. Das ergibt sofort ® = §x9ί. Also nehmen wir |3ϊ|>/> an.

Wir betrachten 3JΪ = CWi m i t W^% und \%\=p. ΌSL \%\=p ist, ergibt sich

W = 0 x 9?i. Daher ist ^ c g , weil Ώ abelsch ist. Es gilt eben durch Induktions-

voraussetzung ®/%^ξ>%/%x?ίl/%. Daraus folgt fur jedes N& 9ί IN, Al =

7 α und [TV, 5 ] = F ? mit % = {V}, daher © = © x 9?, da ©' Π 31 = g ist.
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HILFSSATZ 4. Set {A} Π {B} = @ Mat? | A/1 = £ /#*- A, B, AΓe (§ rferart, da8

{A}v{N}, {B}v{N}, {AB}v{N} gelten. Dann ist die Behauptung:

(1) Ist\A\ ~\B\,soist DV, A] = DV, Bl = Eoder DV*, Al « Apa~ι und DV*, Bl

= Bpa'\

(2) Ist\A\>\B\,so ist IN, Al = DV, Bl = Eoder DV*, Al « Apa~ι und ZNX, Bl

wobei x$0 (p) ist und IN, Gl=Gp9~' fur <7 = 1 DV, G] = ,£ bedeuten soil.

Beweis. Wir betrachten 3ί={A}{Λ^} und ?& = {B}{N}. Ersichtlich gilt

IN, A1 = E fur {N} Π {̂ L} * g. Dagegen ist [Â , Al = ̂ ^ α " 1 fur {Â } Π {Λ} = g :

denn es ist I {A, N}\ : IAI = A also {A, N} t> {Λ}. Gleiches gilt fur DV, B3.

Von nun ab wird aβγ^βO (p) angenommen.

(1) Nun sei [TV, Al = A ^ ' 1 fur a> 1 und [AT, J5] = E. Dann gilt CÂ , ABl

ffl-il ^ ^ U Λ ^ ^ i l ^ ^ ^ D l * , BT~X = A^Br*"\ da

ist, entgegen {,4} Π {̂ } = « oder α > 1. Ebenso DV, A1 = E und

CAT, J53 = B*pa~l auch nicht gelten. NMchstens gelte DV, ΛO = Λ ^ " 1 und IN, Bl

» β^" 1 . Dann muβ [AT, A5] = AΛ^XB^1 = (^IB)^" 1 = ̂ ^ B ^ 1 sein, was

besagt a = β = r (p), also DV*, A3 = A*α~ι und [iV ,̂ Bl^B^'1 fur or*sl (/>).

(2) Diesmal sei IN, A3=E und DV, 53 = £ ^ ~ ι fur i > L Dann haben wir

DV, ABl = DV, A1ZN, Bl = B?pb'1 = (AB)lpa'1 = A ^ B ^ 1 = Λτ/>α"r, da K α ,

daher J5ι^'"x = J5 ist. Hieraus folgt AΎpa~' = fi^1, entgegen {Λ} Π {J5} = g.

HILFSSATZ 5. Seien Aι, A2, . . . , At eine Basis von © mit der Ordnung \Ai\

^pv-^p1 fur l g ί^5, tew. \Aj\ = I A + 1 j ^pμ2<pμ fur j>s (s. Satz (C) in 2).

^m A^e © mit \N\-p sind die zwei folgenden Aussagen gleichwertig.

(1) Ne8p

(2) DV, Ail^Aψ'1 (X^iύs) IN, Ajl^

Beweis. Aus (l) folgt (2). Da i V ? 3 ist, gibt es wenigstens ein Ai {l^i^t)

mit IN, Ail*E. Aus Hilfssatz 4 folgt sofort (2).

Aus (2) folgt (1). Da Au A>, . . . , At die Basis von © ist, haben wir fur

jedes G e © einen Ausdruck G - Aί1^?2 * * -A?' von G. Aus {Ai} Π 3 3 {̂ /} Π <S'

^© und U y l ^ " 1 folgt LAht Ahl
pa~ι = E ( l s ί i . U / ) , daher G**~ι = A?**"

Afpa~' - - A ? ' ^ 1 = A?*"1 A?*~l A ? * " : denn es ist Ay e ^ . K β ) . Ander-

erseits haben wir CiV? G] = A f ^ U ? ^ 1 - -itf*""1 also [iV, G ] ^ 1 ^ " 1
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Das besagt DV, G] = Gpμ~ι fiir IG | = pμ und IN, G] = E fur IGI <£μ, was

ergibt.

HILFSSATZ 6. Sei ©2)9? a/ίd l9ί|=/>. Zte?m gibt es ein iVe9i derart, daQ

p oder ΛΓe $/, fcf.

Beweis. Sei AΪ9 A2, . . . , At eine Basis von ©. Wegen ©I>9ί ist 9?v{A)

/ ^ * ) , daher nach Hilfssatz 4 UV, A l = £ ( 1 ^ / ^ r t oder DV, Aϋ= Af1

f^s) 'und ZN9Aj] = E(s+l£j£t), was N^Sp oder nach Hilfssatz 5

p ergibt.

HILFSSATZ 7. S« ®29f und 310 3= 6. J9aww ̂ /» {GMN} furjedes G e

rnit {G}Γi3*$ und NeiW wit \N\=p.

Beweis. Ist LW, GD = C#-£I, so ist wegen Ce{G}5R C = G*NX mit Me?? .

Aus {G} Π 91 n 3 = δ folgt (Gβ)* = (CNϊΎ = iVΓ* = £. Sonst ware {G} Π % Π 3

* S. Hiernach haben wir G* e 3, daher Ni = CG"α ε 3, was wegen 9ϊ Π 3 = @

iSΓi = E fiihrt. Dies besagt aber C = G* und {G}v{N}f

Da wir diese Hilfssέltze bewiesen haben, so untersuchen wir den

HAUPTSATZ. Sei ©29?. Dann gibt es in 31 ein N mit ΛΓe 3p oder N& ®p.

Beweis. Sei A, Be-&. Dann ist (AB)P = APBPLA, B}pip~1)l2 = ApBp{lA,

By~in)p, da p>2 ist. Nach Satz (A) ist © regular. Daher hat © eine Basis

Au At,.. . . , At wie in Hilfssatz 5. Wir fiihren den Beweis durch Induktion

von I©|. Wegen der Auswahl von der Basis Au A*, . . . At konnen wir Aly

A2f . . . , As als Basisvertreter der ©/©'J2μ-i(©) und ®'ί?μ-ι(®)/«βμ-i(^) auf-

nehmen und nach Satz (D) .Aiϋ"©'i2μ-i(©) annehmen. Daher gibt es in ©

ein maximales 5R, das Ap

f A2, . . * , At enthalt. Wir betrachten den Ausdruck

M=A?AX22' Ax

t' fur jedes M<=W. Ersichtlich gilt AVeiWl, da A2, A*, . . . ,

At^Ή ist, daher #IΞ=0 (p). Dies spricht aus, daβ Aζ9 A2, . . . , A* eine Basis

von sift ist. Nach Satz (D) haben wir, daβ Au A%y. . . , As, Aζ, . . . , At auch

eine Basis von W ist: demnach geniigt W Induktionsvoraussetzung und wir

konnen aus dem Hilfssatz 6 5JIΓΊ 91 % g annehmen. Daher enthalt Tl Π 9ί erst

recht 31 ein Zentrumselement oder Kernelement N von Ίfl. Wir nennen ein

P kurz ein Zentrumselement von ©.

(1) Sei {Ai} Π 3 = 6, daher \Aι I = \A2 \ = |[i4 l f AJ|. Wir betrachten 9ί =

, A), 33 = 9Ϊ9?T 9li = 31(191/ 1st Sϊi#e f so haben wir U}v9ϊi fur jedes A
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e=9l, da {A}3in%={A}% ist. Es gilt nun 3nft2<&'n%3«'n9h und nach

Hilfssatz 2 W Π % ̂  g : demnach 3 Π 5JΪ # g. Von nun ab haben wir nur den

Fall 31 Π 5R = g zu behandeln. Das ergibt aber nach Hilfssatz 3 SS = 31 x 5R, da

93 ;ngίίc®'n3ίϊc3n9ίl gilt und wir 3 Π 9 ΐ = g annehmen kδnnen. Es werde

angenommen, daβ N ein Zentrumselement von 2R ist. Da ZN, Ail = E ist, ist

N^3p. Falls JV dagegen ein Kernelement von 3tt ist, so ergibt sich nach

Hilfssatz 5 DV, A21 = Af~\ entgegen IN, A21 = £.

(2) Sei {̂ li} Π 3 ^ ® und {Aiχ} Π3= 6 fur ein ή mit ( K / ^ 5 ) . Nach der

Auswahl von der Basis kδnnen wir AiAiι9 A2f . . . , At auch als Basis von ©

aufnehmen. Da (AiAi^ - A{a"x AfΓlAu AiJ^'^ ist, haben wir {AtAh} Π 3

= @. Daher kδnnen wir (2) auf (l) zuriickfύhren.

(3) Sei {Ai}Π8*® (l^i^s und 5=1). Es ist {N}v{Ai} {2^i^t) und

nach Hilfssatz 7 {ΛΓ}v{Ai}. Fiir l^i^t gilt DV, Λ ] = £ oder nach Hilfssatz

5 DV*, -AJ = i l f 1 und IN, Aβ = E (2^ί^rt. Hilfssatz 6 liefert ΛΓe3/> oder

(4) Sei {A } 0 3 * 6 (1^/^s und s > l ) . Es ist {iV}v{i4y> ( s + l ^ ^ί) und

nach Hilfssatz 7 {N}v{Ai} und {iV}v{iliΛι} (l£i£s). Da U , Ί > U y ! ( 1 ^ /

^5 und s-bl^jSt) ist, erhalten wir DV, AG = -B(l^ί^ί) oder nach Hilfssatz 5

DV*, ΛG = i4Γ"X und DV*, i4y] = JS:. Daher ist N^SP oder nach Hilfssatz 7
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