ANWENDUNG JACOBISCHER THETAFUNKTIONEN
AUF DIE POTENZRESTE

TOMIC KUBOTA

Eisenstein fithrte in seiner Abhandlung [1] einen durchsichtigen, analytis-
chen Beweis des Reziprozititsgesetzes der Potenzreste im rationalen und Gauss-
schen Zahlkorper. Zur kurzen Fassung seiner Methode im rationalen Fall,

seien m und 7 positive ganzrationale Zahlen und sei

f(Z) — ez niZ 8_2 m‘zh
Dann ist ersichtlich f( ~z) = —f(2) und zudem gilt die folgende Multiplika-
tionsformel

f(n2) = f(2) f (2 + _:z) .. 'f<z+ ﬁ;l)‘

n

Ist andererseits A eine Menge ganzrationaler Zahlen, fiir die die Vereinigung
{0, M, — M}" ein vollkommenes Restsystem mod. = bildet, so ergibt sich nach

dem Gaussschen Lemma?®

%)
Wenn wir wie die Menge M eine gleichbedeutende Menge N in bezug auf =
auswihlen, so gilt auch

Wegen der obigen Multiplikationsformel ist nun
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I Allgemein bedeutet aM die Menge aller am mit m < M. Insbesondere ist
—M=(—-1)M.

2) In dieser Hinsicht siehe Reichardt [4].
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( z’l ) = nlgu bnll;{l nf< g’l + 7bl> - aezulTIbe‘\'f<—31“ + —%)f(% - 7bl )

1.E0(n)

und also

(%> = nE.{IbENsa(_;Zﬁ" z)

mit ¢(x, ) =f(x+y)f(x—y). Ganz analog ist

m b a
(5)- “e,,}lgﬂ(n’ )
Aus diesen zwei Formeln, wenn nur ¢(y, x) = —¢(x, y) beachtet wird, folgt
sogleich das Reziprozitdtsgesetz

(,.’L)(”?..) = (= 1)imrn-ni

m n

Eisenstein betrachtete in [2] auf derselben Grundlage ausfithrlich die 4-ten
Potenzreste im Gaussschen Koérper und fasste dann in einer lingeren Arbeit
[3] auch mit einem wesentlich gleichen Gedankengang die 4-ten Potenzreste im
Gaussschen Korper und die 6-ten Potenzreste im Kérper der dritten Einheits-
wurzeln (sogenannten Eisensteinschen Korper) zusammen, wobei die Thetafunk-
tion eingetreten ist.

Was wir in der vorliegenden Arbeit entwickeln wollen, ist eine méglichst
klare Darstellung Eisensteinscher Idee. Nidmlich soll erwiesen werden, dass das
Reziprozititsgesetz der Potenzreste in einem beliebigen imagindren Zahlkorper
in seiner allgemeinsten Form sehr glatt unter Verwendung der seitdem ent-
wickelten Theorie der Jacobischen Thetafunktionen hervorkommt. Dabei
braucht man weder Erweiterungskoérper noch Ideale, sondern nur die funda-
mentalen Transformationsformeln der Thetafunktionen. Es wird vielmehr
gezeigt, dass das Reziprozitdtsgesetz der Potenzreste recht einfach aus Eigens-
chaften analytischer Mannigfaltigkeit (elliptischer Kurve) abgeleitet werden

kann.

§ 1. Einfuhrung gewisser normierten elliptischen Funktionen
Es sei F ein imaginidr-quadratischer Zahlkorper und 1, » eine Ganzheitshasis
von F, wo w einen positiven imagindren Teil Im »>0 hat. Die elliptische

Funktion mit den Perioden 1, w und mit dem Divisor
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(1) (f)=(0)+ (“1—}5”-)— (%) —(%)‘”

bestimmt sich bis auf einen konstanten Faktor, also wird eine solche Funktion

dadurch eindeutig normiet, dass

(2) f(}l) -1

ist. Nach dieser Normierung ergibt sich nun

14w
H2)FH 245"
(3) F(2) = ,-,-,_;,__(ﬁ,,g__ﬁ 2 )_

e+ +)o(z+ L)
mit

9(2) =P(z]w) =23 ( = 1) P V20 Gin(2 p + 17z, 30) =0.
n=0

In der Tat folgt (2) aus den beiden fundamentalen Eigenschaften der Theta-

funktion
4) Mzt = =82),  Hlzto)= — e ™RET 9(2),
d.h.,
/1 ) . ’&1(%)’9(2} + L}@) . ’51(_ % +1>’9(% + ‘3’“)
M= T e T By 8w Y
79(4+2)17<4+2) 1}(4)79 4 2+1+w)
= - 7‘_;”"9(7;— —2 )79(2" + %)) — -e—a w2 1
,9(' §)§< _ 2 _ 7;1) m=i(-3/2 = w0+ w)
Ahnlicherweise ist
FETIRS 2l S 0 M Gl W e w1
VT e 3) T R (3
- — ie—ni(-:;mlzm)em(-—svulz—nw) - z-e—m' =7,

ie.,

) Hier bedeutet (z) den der komplexen Zahl z zugeordneten Punkt auf der elliptischen
Kurve 7, die durch 1, o bestimmt wird,
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(5) f(‘,f) =i,

Ferner ist ersichtlich
(6) f(=2)= —f(2)

und aus (2), (5) und (6) folgt
(7) f(z)f(z+ %) = -1, f(z)f(z+ %) =1

Zum Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes in imagindr-quadratis-
chen Korpern reicht diese einzige Funktion f aus. Auch fiir die biquadratische
Reziprozitdt im Gaussschen Koérper wird die Funktion f verwendet, allerdings

mit der Festsetzung o =i. Dabei erfiillt f iiberdies
(8) f(iz) =if(2).

Wollen wir im Eisensteinschen Korper F=Q(p) (p=¢*™/’, Q: der rationale
Zahlkorper) die 3-ten und 6-ten Potenzreste behandeln, so soll eine andere
Funktion eingefithrt werden. Es ist namlich die elliptische Funktion g mit den

Pericden 1, w und mit dem Divisor

(9 (@)= =200+ @ +(—1),
_ 240 . . . .
Wwo w=¢ und v = 3 ist. Normiert eindeutig durch
1\
(10) g(§~ )=1,

hat g die Form

. 2mi(1+7)/3 Hz+7)Hz—71)
1 gz)=¢ Sy ,

denn aus (4) und
(12) Hpz) = pe” ™" I(z), (p*2) = p? ™ ¥ 9(2)

folgt

) g 215 #1) 05 =), (3 41)

Wl

sl
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2
v 2(5)9(5) ‘
= __e2 ni(1+7)/3 Ll — _eZm(IH‘)/a.pe

o(3)

mi(=1=20)/9 _

2 n.l'p2/9

—(=ip/9) , oe

2 mi(1+7)/3

ni(d+2p+6—1-2p)/9
= —¢ e n1( P [

—e
Ferner hat man
(13) gl —2) =g(2), g(pz) = og(2)
und aus (10) und (13) folgt

gDglz+1)glz-7)=1.

Diese letzte Formel ist eine fundamentale Eigenschaft von g, wovon jedoch im

folgenden keinen Gebrauch gemacht wird.

§ 2. Multiplikationsformeln
Fiir einen imaginédr-quadratischen Kérper F mit einer Ganzheitsbasis 1, o,
wo Im >0 ist, wird jetzt die in §1 definierte elliptische Funktion f betrachtet.

Der Einfachheit halber setzen wir dabei voraus, dass

w&El

ist, wenn nur 2 sich in F verzweigt und 2={* mit einem Primideal ! von F
vorkommt.

Nun sei » eine zu 2 prime ganze Zahl von F, die »=1 (mod 2) geniigt,
falls 2 in F prim ist. Dann bleibt der Divisor (f) in (1) unverdndert beim von

v bestimmten Endomorphismus der von 1, » bestimmten elliptischen Kurve %.

B

Der Divisor von f(»z) stimmt also mit dem von II f<z+ —y—-) iitberein, und

R mod v

die Gleichung
- B
(14) flv2) = 11 (=+ %)

ergibt sich mit einer Konstante e,.
Um e, zu bestimmen, betrachtet man das Produkt

(15) IPAL+%y

3 modyv 4‘

wo mit dem Strich die Ausschliessung von 8=0 (mod ») gemeint wird. Es
sei N eine Menge von ganzen Zahlen von F, fiir die die Vereinigung {0, N, — N}
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ein vollkommenes Restsystem mod. » ist.  Wenn 3 in (15) dann die Vereinig-

ung {N, — N durchliuft, so ist

(16) > 2=

3mody V

Wegen (3), (4) und (16) ergibt sich jetzt

w2y Pl D _,,,,51115:”?),
Smod\:f 4 + v 3 mod v 1 ﬁ B w
(LB Da(tefay)
. ,,,fﬂ,(_w_ Z’ - ‘13 +1)9(2 T ‘é’)
B a8 e
. ( _1)(5»—1‘/2 1—1, e:r-‘—z’z—‘zs/v—-.ﬁm) :e—z:u?_’s,v=1’
gmody
also ist
(17) 351'/(1 + ‘3):1.

Diese Formel wird hergeleitet nur aus der Voraussetzung (v, 2) =1. Setzt

man z= 7}: in (14), so kann die Konstante ¢, sofort wegen (2) und (17) bes-

timmt werden:

L4 =g

A5)==
Die Konstante ¢, bestimmt sich noch niher durch (2), (3), (6) und (7). Wenn
ndmlich 2 sich nicht in F verzweigt, so ist e, =1 oder ev = —1 fiir » mit v =1

(mod 2)”, je nachdem »=1, 1+20 (mod 4) oder = -1, —1+4+2w (mod 4)
ist. Wenn ferner 2 sich in F verzweigt, so hat ¢, den gleichen Wert wie oben
fur » =1 (mod 2), aber fiir sonstige » ist ¢, = ¢ oder ¢, = — 4, je nachdem » = w,
©+2 (mod 4) oder »= —w, —w+2 (mod 4) ist. Ist insbesondere F der

Gausssche Korper und o = ¢, so gilt

(18) s= (—1)

Vs

wo ¢, die Potenz von ¢ mit ¢, =» (mod I!), F=2 ist.

Da wir die Multiplikationsformel (14) mit explizitem Wert von ¢, erledigten,

4 Wenn 2 in F vollzerlegt ist, so ist stets v =1 (mod 2).
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wollen wir uns nichstens der Funktion g in §1 zuwenden. Es sei % die der
Ganzheitsbasis 1, p vom Eisensteinchen Korper F = Q(p) zugeordnete elliptische
Kurve. Ist » dann eine zu 3 prime ganze Zahl von F, so bleibt der Divisor
(g) in (9) beim von p bestimmten Endomorphismus von % unverindert. Also
haben g(»z) und TII g(z + '3 ) ‘einen und denselben Divisor, und die Gleichung

2 mod v

(19) gw2) =4, 11 g<z+ ,/3)

3 mod v 4

gilt mit einer Konstante §,. Wie bei der Funktion 7, wird hier das Produkt

(20) g g<§ + ,8_)

3 mod y v

untersucht. Ist & eine Menge ganzer Zahlen von F, fiir die die Vereinigung
{0, N, oN, 0N} ein vollkommenes Restsystem mod. » ist, und durchlauft 3

in (20) die Vereinigungsmenge {N, oN, 0’ N}, so ist

(21) sv o3, sy Bl

2
3modv ¥ gmody V

Wegen (4), (11), (12) und (21) gilt also

& :ci(1+T)/3,,9<717 + Viv + 7.) X <}$ —+ B —_ T)

mog(y+ %)= ! T
gmodv ] v 3modv y( '1_ , _}9_ >‘
1 3 -T "
ez::mw»/a,?( 0 + 08 + 1),51(_% + P“ﬂ>
_ ) 3 v 3 v
gmodv 1 l3 ?
g+ )
2 (— 1)V T g B USRIt T 0
R mod v

1 Ny - wi=2 mi(p—12)/2- B3 v = mi(p=p2) 32/
=(=1) 1H,el"x(p_)/' 3= milp p)x/v____l'

3 mod v

Wenn daher z= ,E in (19) gesetzt wird, so folgt aus (10), dass

d3)s

ist. Wegen (13) lasst sich diese 6, noch deutlicher bestimmen, d.h., 6, =1,
d,=p oder 8, =% je nachdem »= =1, p= +p oder »= +0° (mod 3) ist. Mit
anderen Worten: 0§, ist eine dritte Einheitswurzel, die d, = +» (mod 3) erfiillt.
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§ 3. Quadratische und bigquadratische Reste

Anfidnglich wird das quadratische Reziprozitdtsgesetz in einem imaginir-
quadratischen Zahlkérper gewonnen. Es sei F ein imaginidr-quadratischer
Zahlksrper, 1, o seine Ganzheitsbasis und f die vorher besprochene elliptische
Funktion. Sind dann ;, » miteinender prime und auch zu 2 prime ganze Zahlen
von F, die, falls 2 in F prim ist, noch der Bedingung x=»=1 (mod 2) Geniige
leisten sollen, so gilt nach dem Gaussschen Lemma

) L)

(22) (Z
2] =30 (a')
y23
wo M eine Menge der ganzen Zahlen von F, fir die die Vereinigung {0, MM,
— M) ein vollkommenes Restsystem mod. x ist. Mit einer gleichbedeutenden

Menge N fiir » ergibt sich ferner

£l “p
(23) (#)=m- ( 2)
=)
Ist o(x, ) =f(x+ ) f(x—), so ist
(24) o(x, ¥)= —o(v, x)

und wegen der Multiplikationsformel (14) gibt (22) die Beziehung

Oe II f(ff + _Bf) B v 90(37, @)’
«ENM  EN, -N 123 v M, pEN u 14
also
(25) ( V) = ¢, D (qu , 37).
y23 aEM, 3EN M v

Wegen (23) gilt dhnlicherweise

(26) (ll ) L 1 | w( B ,Q{)

B
v e, pEx \ U 7

und jetzt folgt aus (24), (23) und (26) das Reziprozititsgesetz®

%) Dies Gesetz gilt, wenn ¢ oder v eine Einheit ist. Denn der obige Gedankengang
bleibt bei solchem Fall noch richtig, sobald man ein eventuell vorkommendes leeres
Produkt in (14) als 1 ansieht.
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(Nu—1)/2
v U 1) (Vp=1/2-(Nv-1/2 €y

27 ( ;[)(‘,I)‘( D= S
i

Da ¢, nur von » mod. 4 abhiingt, folgt aus (27) selbstverstdndlich
v _ “éi . — _
(28) (_»u-)_ (£) fir »=1 (mod 4), (s, 2) =1,
falls 2 in F nicht prim ist. Aber (28) gilt auch dann, wenn 2 in F prim ist,
3

e v _ (v AN 3 _
weil in diesem Fall (u) = ( . ) ( ) ) —< , ) und 2°=1 (mod 2) bestehen
und zudem (28) fiir =1 (mod 2) vorhanden ist.

Nun soll das Gesetz (27) zu einer noch bequemeren Gestalt umgeformt
werden. Ist 2 in F vollzerlegt, so ist e, ein Kongruenzcharakter mod. 4, der
den Wert —1 fiir » = — 1 annimmt. Es gibt zwei solche Chraktere, aber beide
konnen als ¢, bei verschieden ausgewdhlten w vorkommen. Darum kénnen
wir erschliessen, dass
(29) ( v )( y7; ) = (= 1) WDy (B 2y (D2

o v . av: )
((p, v) =(p, 2) =(p, 2) =1),
fiir einen beliebigen Kongruenzcharakter ¥ mod. 4 mit ¥*=1, 7( —1) = — 1 von
F ist.

Ist 2 in F prim, so gibt es nach der Struktur der Restklassen mod. 4 auch

zwei Kongruenzcharaktere mod. 4 mit =1, 7(—1)= —1, und zwar konnen

die beide e, sein, wenn man sie auf » mit »=1 (mod 2) beschrinkt. Also
3

besteht (29) fiir v =ux=1. Da aber (7'1) = ( Z‘,), ¥=p*=1 (mod 2) fiir belie-
bige p, v mit (g, ») = (g, 2) = (v, 2) =1 gilt und ferner Ng*—1=Nu—1 (mod
4), 7(p®) =7 (p) ist, ist (29) auch fiir diesen Fall allgemein richtig.

Fiir einen imaginir-quadratischen Korper F, worin 2 sich verzweigt, sind
andere Formeln als (29) n#tig. Diesen Fall teilen wir noch in zwei Fille und
setzen vorerst voraus, dass F=Q(ym ) mit einer quadratfreien, ungeraden
ganzrationalen Zahl m ist. Es sei 2=1°in Fund sei#, =1 oder — 1, je nachdem
v=1 (mod 2) oder nicht fiir eine genze Zahl » von F. Dann ist ¢l =7, und es
ist Nv=1 (mod 4) fiir den betreffenden Korper F. Nach (27) ist also

(30) (2)(_!;}5) = 773\';-1)/4”:%—1)/4.

Der zunéchst zu betrachtende Fall ist der von F mit F=Q(Vm ), wo m
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eine gerade, quadratfreie ganzrationale Zahl ist. Es sei hier 6, =0 oder 1, je
nachdem » =1 (mod 2) oder nicht und es sei 7 ein Kongruenzcharakter mod. 4
mit 72=1, 7(-1)= — 1 von F. Da dann 1+ 2w ein quadratischer Rest mod. 4
ist (0*=1+20w (mod 4)), folgt aus der expliziten Wertangabe von ¢, in §2,
dass & =7()i" oder e, =Z(»)i™% stattfindet. Andererseits fir »=1 (mod 2)
ist die Zahl (Vv —1)/2 durch 4 teilbar und fiir sonstige » ist sie ungerade und

gehort einer festen Restklasse mod 4. Daraus ergibt sich

(N1=1)/2

&y ,L, L= () ez N2
-1/ =/AAp I

i

und kommt (29) wieder vor.

Beildufig soll bemerkt werden, dass das wohlbekannte Reziprozitidtsgesetz

( Z)(/;ﬂ) = (= 7)WL= (z=»=1 (mod 2)),

fiir einen beliebigen imaginidr-quadratischen Zahlkérper ohne Miithe von den
bisher erhaltenen Tatsachen erledigt wird.

Auch kann das Gesetz (29) etwas anderes ausgesprochen werden. Es sei
nimlich (») -»»*& F eine solche multiplikative Abbildung von zu 2 primen
Idealen von F, dass (»™) = (p) ist und aus » =1 (mod 4) die Gleichheit »*=»

folgt. Dann ist »™ ein sogenannter Gréssencharakter mod. 4 und (29) gibt
*
VONA 1y e 20(av-1/2
(31) ( )(v)—( 1)V )

Es ist noch zu beachten, dass man (30) ebenfalls als eine Umformung von
(29) oder (31) verstehen kann, indem man einen Kongruenzcharakter 7 mod. 4
mit den Eigenschaften 7*=1, ¥( ~1) = — 1 aufnimmt und formal

( ) ) = (- l)(N}‘f‘U/“i
{I/e
setzt.

Da wir schon die quadratischen Reste vollstidndig durchsehen haben, wollen
wir nun die 4-ten Reste im Gausschen Koérper F=Q(Z) behandeln. Es geht
ganz dhnlich wie bisher. Es seien g, » zwei zueinander und zu 2 prime ganze

Zahlen von F, und f die mit w =1 definierte Funktion in §1. Dann ist nach (8)

und dem Gausschen Lemma
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wo M eine Menge ganzer Zahlen von F, fiir die die Vereinigung {0, M, iM, - M,
—iM} ein vollkommenes Restsystem mod. x ist. Ist ferner ¢(x, ») = f(x+y)/(x

+iy) flx —y) f(x—iy), so ist
(32) ¢(x, y)= —¢(y, x)
und wie bei quadratischen Resten ist

(33) (Z)ﬁai“'*‘““ e B,

s
ce, 3y N MY v

wo N von gleicher Bedeutung fir » ist. Da andererseits

v aEh, PEN ! 14 /l

entsteht, folgt aus (32), (33) und (34) die Beziehung

-1 (Nu-=11j.

v ) <,u ) (= 1) T DAL &
= vo1)id ?
(/l . v /4 E(‘.\J 1)/4

und wegen (18) ergibt sich das Reziprozititsgesetz in bekannter Form
(Na—=1)/4

(33) ( v >1(~/‘ ):1 = (= 1) Dm0

(Nv=1)/4 "
P v g5

Im Gaussschen Korper gibt es nur einen Kongruenzcharakter mod. 4, der vom
Hauptcharakter verschieden ist und auf den Einheiten trivial wird, i.e. den
Charakter ( — 1)"*™",  Daher wird wie oben eine Erklirung von (35) mittels
Grossencharakter erhalten. Es sei nidmlich (»)-,* € F eine multiplikative
Abbildung zu 2 primer Zahlen von F, wobei (p™) = (»} ist und »* =p fir p=1
(mod 4) eintritt. Wegen (33) ist dann

§ 4. 3-te und 6-te Reste

Da die 3-ten und 6-ten Reste nichts wesentlich verschiedenes entspringen
lassen, wollen wir sie nur kurz betrachten. Es sei F'=Q(p) der Eisensteinsche

Korper und g, » seien zueinander und zu 3 prime ganze Zahlen von F. Ist dann
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g die in §1 definierte elliptische Funktion, so folgt aus (13) und dem Gaussschen

Lemma

(36) (Ji)s -1 f’ip;)

wo M eine Menge ganzer Zahlen von F, fiir die die Vereinigung {0, M, oM,
o°M} ein vollkommenes Restsytem mod. x ist. Es sei IV eine gleichbedeutende
Menge fiir » und sei ¢(x, ¥) =g(x+y)g(x + ov)g(x + 0%). Dann ist

(37) (x, y) =¢ly, x),

und aus (36) und aus der Multiplikationsformel (19) ergibt sich

(38) (-.Z;)a = 5‘\‘1"““‘)/2&‘”’ BEN (MZ ’ 75 ),
nebst
(39 (4), = ool %)

Aus (37), (38) und (39) folgt sogleich das 3-te Reziprozititsgesetz
-1 (Np-1)/3
v o 0Oy
(2.0 = g

was mit

(40) (%)

gleichbedeutend ist.

Wenn ferner (29) und (40) miteinander verbunden werden, so besteht nach

-1
der Relation ( Z )6 = ( Z )( Z )3 das 6-te Reziprozititsgesetz folgender Gestalt

@ (2 )6(%): = (—pymemnmenene (1 ZWV ), (]_%f)ﬁy_):,
(s 2) = (1, 6) = (, 6) =1),

wo 7Z(») ein Kongruenzcharakter mod. 4, der durch 7( = 1) = =1, 7Z(£1+2p)
= +1 und 7(p) =%(o®) =1 bestimmt wird.
Ist »*=2(%(»)8,)7", so gibt (»)—>»" wie vorher einen Grossencharakter

mod. 12 und (41) lisst sich in der Form
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v N (2N ez
Y (D) 2 (-1
“ e\ V 6

schreiben (vgl. (31)). Eine entsprechende Formulierung von (40) ist auch

ohne weiteres zu sehen.
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