UBER DIE ORDNUNG GEWISSER UNTER-
GRUPPEN VON GL(q, p)

KIRIO NAKAMURA

Es ist wohlbekannt (Burnside [11), dass (Sp,(GL(m, p)) <p™ fiir ein belie-
biges m und fiir eine von p( = 2) verschiedene ungerade Primzahl p.

In den folgenden Zeilen beweisen wir die Ungleichung
(1) (M) < p? (px2 g=p)

fiir eine irreduzible nilpotente Untergruppe M von GL(gq, p) (v.d. Waerden [2])
mit einer ungeraden und p-regulidren Ordnung () und fiir eine von p ver-
schiedene Primzahl gq. ,
Beweis von (1). Es sei N eine abelsche Gruppe von der Ordnung p“ und
vom Typus (p, ..., p). Wir konstruieren das Holomorph & der Automor-
phismengruppe M itber N, also @ =MN. Wegen der Irreduzibilitit von M ist
M eine maximale Untergruppe von &. Wir fithren einen Widerspruch unter

der Annahme,
(2) (M) > (N).

Sei M’ eine von M verschiedene Konjugierte von M in & und sei MM NN
=M. Wire M =1, so wire (G) = (M > (D)(N) =(G), was unmoglich ist.
Also muss M =1 sein. Sei Sp, (M) die p;-Sylowgruppe von Di;, wobei p, ein
Primfaktor von (M) ist. Sei Zg(Sp, (M) der Zentralisator von S, (M) in &,
dann enthilt er das p,-Sylowkomplement ™ in I, also auch M'”. Wire
MPr = M'?:, dann witrden M und M’ beide im Zentralisator vom Zentrum von
M?t in G enthalten sein. Wegen der Maximalitiit von )t stimmte der Zentralisator
dann mit ® iiberein, was ein Widerspruch ist. Also ist M x M'’,  Daher
enthilt Zg(S,, (M) eine Untergruppe MN; =1 von N als Normalteiler, weil M
also auch M'”* in Zg(S, (M) enthalten sind und {M?, M} =M ist. Hier
bezeichnet {M?:, V'**} die von M und M'** erzeugte Untergruppe von ©.

Wir diirfen annehmen, dass 9, ein minimaler Normalteiler von IM?N, ist.
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Wegen der Irreduzibilitit von M und Minimalitit von M muss (\‘I'IwE N =N
sein. Wire W, =N, so wiirde Zg(N) = Sp, (M), also Zg(N) = N sé;:, I;:ras) wieder
ein Widerspruch ist. Folglich zerfallt T in Bestandteile gleichen Grades, die
also eindimensional und iiberdies zueinander dhnlich sind. Denn die zugehérigen

Teilrdume von N sind zueinander M*-isomorph. Daraus folgt
(3) (MP) [ (p-1).

Es sei nun p! die in (p?—1) ... (p—1) aufgehende hochste p,-Potenz.
Da (M) = (M?)(S,(M)) und (Sp,(M)) < pi' ist, haben wir einen Widerspruch
gegen (2), wenn nur (M?) p} < p? gezeigt ist. Der Beweis soll durch Fallunter-
scheidung gefithrt werden.

Fall 1) plp—1. Es sei pillp—1. Wegen (p, (M) =1 und (3) ist
PP | p—1, also
(4) pIMP) < p.

Fall I a) p1 % ¢. Dann ist
(5) pillp*-1.
Nach Burnside [1] gilt
(6) < p?

wo y die Zahl mit || (p77'=1) ... (p—1) ist. Aus(4) und (6) folgt pi* (M)
<p% Aber, wegen (5) und Definition von x, ¥ und #, ist x+y=n. Also
DM < p2
Fall I b) py1=¢q. Dann ist pi*'l|p?—1. Es ist ﬁf > 2, also ?;5:1;
1

> g wegen g > 2. Hieraus folgt wegen p; =g und (4)

q—1

> 207!

a q-1
pfn(‘ﬁ%jﬁ@:‘:’f = “p“.lf(%@:y X ﬁg > L
Hier ist pi™***9=P = p¥ Daher ist p(M?) < po.

Fall II) p,+p—1. Es sei » die kleinste natiirliche Zahl mit p,|p"—1
(1<7r<q).

Fall Il a) 1<7r<gq. Es ist p,+p?—1. Denn sonst wiire p;|p” —1 mit
q= sr.+ 7" (r> 7' >0), was unmoglich ist. Nach Burnside [1] gilt 7 < p?", wo
» die Zahl mit p¥{| (p?7 1) ... (p—1) ist. Nun ist p =2, da p. + p?—1 ist.
Weiter ist (M) < p. Folglich ist pi'(M#) < p9.



UBER DIE ORDNUNG GEWISSER UNTERGRUPPEN VON ;7 4, p, 193

Fall II b) r=¢g. Dann ist pi'iip?—1. Offenbar ist p/ (M) p’ -1 und
PP < pO.
Damit sind alle Fille erledigt und die Ungleichung (1) ist also bewiesen.
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