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Es ist wohlbekannt (Burnside [1]), dass iSPl(GL{tn}p))<pm fiir ein belie-

biges m und fur eine von p(*2) verschiedene ungerade Primzahl pi.

In den folgenden Zeilen beweisen wir die Ungleichung

(1) (W)<pq (p*2, q*p).

fiir eine irreduzible nilpotente Untergruppe W von GL(q} p) (v.d. Waerden [2])

mit einer ungeraden und ^-regularen Ordnung (*DΠ und fur eine von p ver-

schiedene Primzahl q.

Beweis von (1). Es sei 9? eine abelsche Gruppe von der Ordnung pq und

vom Typus (py . . . , p). Wir konstruieren das Holomorph © der Automor-

phismengruppe W iiber 9ί, also © = *DWϊ. Wegen der Irreduzibilitat von sDί ist

W eine maximale Untergruppe von ©. Wir fuhren einen Widerspruch unter

der Annahme,

(2) (2Jί)X9ί).

Sei W eine von 9Qΐ verschiedene Konjugierte von Ή in @ und sei Ή Π ̂ ^'

= % . Ware 3W, = 1, so ware (©) ^ (ϋR)2 > (5D0OΪ) = (©), was unmδglich ist.

Also muss 3Jlι^l sein. Sei S^ίϊRi) die ^-Sylowgruppe von Wιu wobei i>i ein

Primfaktor von (9Jϊi) ist. Sei Z^ίS^OJίi)) der Zentralisator von S^OKi) in ©,

dann enthalt er das j>rSylowkomplement Wιp] in 5Jt\ also auch WPl. Ware

9Jί̂ i = Wp\ dann wϋrden D3̂  und W beide im Zentralisator vom Zentrum von
sJRPl in © enthalten sein. Wegen der Maximalitat von sDΐ stimmte der Zentralisator

dann mit © ίiberein, was ein Widerspruch ist. Also ist MPι % WPι. Daher

enthalt Z^{SPl(^Sli)) eine Untergruppe s)?i ^ 1 von 5Ϊ als Normalteiler, weil W'1

also auch ^ f / > 1 in Z@(S^(9JM) enthalten sind und {OT̂ 1, Wpί)mW ist. Hier

bezeichnet {9^, WPl} die von DJ?̂ 1 und WPl erzeugte Untergruppe von ©.

Wir dϋrfen annehmen, dass 9ίi ein minimaler Normalteiler von WPί% ist.
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Wegen der Irreduzibilitat von %)l und Minimalitat von 9ίi muss Π 31? = 9f

sein. Ware % = 9Ϊ, so wiirde Z©(9cx) ϋ S^(TOi), also 2©(9Ϊ) * 3ϊ sein, was wieder

ein Widerspruch ist. Folglich zerfSllt TlPι in Bestandteile gleichen Grades, die

also eindimensional und ϋberdies zueinander ahnlich sind. Denn die zugehδrigen

Teilraume von 91 sind zueinander ϊft^-isomorph. Daraus folgt

(3) p

Es sei nun p? die in ipq-l) . . . (p~l) aufgehende hochste prPotenz.

Da m) = (ΉPl)(SPιm)) und (Sj>x(3JΪ)) έp? ist, haben wir einen Widerspruch

gegen (2), wenn nur (3ΆPι)p? <pQ gezeigt ist. Der Beweis soil durch Fallunter-

scheidung gefuhrt werden.

Fall I) pi\p-l. Es sei pf\\p-l. Wegen (pu (3K^X)) = 1 und (3) ist

l ί - l , also

(4)

Fall I a) pi* q. Dann ist

(δ) ίfll '̂-i.

Nach Burnside [1] gilt

(6) PΪ<Pq'\

wo ^ die Zahl mit pϊ\\ {pq~ι-1) . . . ( ^ - 1 ) ist. Aus (4) und (6) folgt pί+ympi)

<pQ. Aber, wegen (5) und Definition von x, y und nt ist x+y-n. Also
P <pq.

Fall I b) pι = q. Dann ist ί Γ Ί I ί 9 - 1. Es ist p

x > 2, also -4rL--lT ^̂  ^ ^
Pi ίi

wegen q > 2. Hieraus folgt wegen ^i = ̂  und (4)

Pi P__. x IT1 > !

Hier ist pxSι+x{q-l)^tf. Daher ist

Fall II) pιϊp-1. Es sei r die kleinste naturliche Zahl mit pi\pr-l

(Krέq).

Fall II a) \<r<q. Es ist pιJcpQ-l. Denn sonst ware />iiί>r'~l mit

<? = sr 4- r' (r > r1 > 0), was unmδglich ist. Nach Burnside [1] gilt pi < pq~\ wo

y die Zahl mit p%\\ ipq~ι - 1) . . . (p - 1) ist. Ntm ist p? = p?9 da pι*pq -I ist.

Weiter ist (3)ίN </>. Folglich ist ίtfίSlK*1) < ^ .
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Fall II b) r = <gf. Dann ist pΐ\\pη-I. Offenbar ist p[\s))iPι) \pΊ - 1 und

pi(mpι) <ρq.

Damit sind alle Falle erledigt und die Ungleichung (1) ist also bewiesen.
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