CAPACITE D’ENSEMBLES DE CANTOR GENERALISES*
MAKOTO OHTSUKA

1. D’abord nous définissons les ensembles de Cantor généralisés. Soient
ki, ks, . .. des nombres entiers supérieurs 2 1 et soient pi, p2, . . . des nombres
finis quelconques également supérieurs 2 1. On pose I, =1/(ksp,). Soit I un
intervalle de longueur d>0. On enleve de I (%,—1) intervalles de méme
longueur tels qu’il reste k, intervalles de méme longueur I,d. On appelle cette
opération la g-opération appliquée a I. On commence par appliquer 1’l-opér-
ation a [0, 1], on applique la 2-opération & chacun des intervalles I, (1 < v < &)
qui restent, puis on applique la 3-opération a chacun des intervalles I, (1 = 2
< k ky) qui restent, et ainsi de suite. On appellera I'ensemble limite restant
un ensemble de Cantor généralisé dans E;, et le notera F= F(k,, p,). Notre
définition dans E,={(x, ..., %)}, espace euclidien & » dimensions (#n = 2),
est la suivante: Soit F;=F(%Y", p)) un ensemble de Cantor généralisé défini
sur 'axe de x;; nous appellerons I’ensemble produit F=Fi X ... X F, un en-
semble de Cantor généralisé dans En, (n = 2). 1l sera appelé symétrique si I1=
e =Py

L auteur [4] a démontré, sous la condition additionnelle p, = po > 1 (g=
1,2,...), que pour quun ensemble de Cantor généralisé F(k,;, p,) soit d’a-

capacité nulle (0 £ a« < 1),” il faut et il suffit que

& _logps _
(D) q}:{kl._.kq—-oo (a=0)
ou

R Y S

Presque en méme temps af Hillstrom [1 ; 2] s’est aussi occupé de cette
question dans le cas « =0, et il a trouvé que (1) est suffisant pour que l'ensem-
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* Ce travail avait été annoncé dans la note de bas de page 16 de [4], mais depuis ce

temps-14 certaines améliorations ont été faites.
1) 0-capacité signifie la capacité logarithmique.
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ble soit de capacité logarithmique nulle et inversement que si 'ensemble est de

capacité logarithmique nulle, alors ou bien (1) est vrai, ou bien on a

i logkq =0

el FERRIC P

il n’a pas supposé p,; = py > 1.

Ces deux résultats sont les meilleurs parmi les résultats qui ont été obtenus
pour les ensembles de Cantor généralisés a notre sens. Divers cas particuliers
avaient déja été connus; le critere (2) avait été obtenu par Pélya et Szegd [51]
pour pr=p, = ... =2 et pour k, constant, Nevanlinna avait démontré (1) avec
ki=k:=...=2 et p;=p,>1 (voir [3]), et Salem et Zygmund [7] avaient
donné (1) et (2) pour k, constant et pour p,> 1 quelconque.

Tsuji [8] a aussi défini certains ensembles linéaires de type de Cantor mais,
comme af Hillstrom [2] a remarqué, on peut donner critére pour que les en-
sembles soient de capacité logarithmique positive en modifiant (1). D’ailleurs
il a défini des ensembles plans et des ensembles spatiaux de type de Cantor et
il a donné certains critéres pour qu’ils soient de capacité logarithmique positive
et de capacité newtonienne positive respectivement. Il y a encore un mémoire
[6] qui concerne la capacité logarithmique d’un ensemble plan de type de Cantor.

Dans ce mémoire nous évaluerons les capacités des ensembles de Cantor
généralisés symétriques dans E, (n» =1); lauteur n’obtient aucune condition
dans le cas non-symétrique. Le théoréme étendra a la fois les résultats de

lauteur et de af Hillstrom.

2, TutorBME. Soit F= F(ky, pg) X ... X F(kg, Dg) un ensemble de Cantor
généralisé symétrique dans E, (n=1). Pour qu'il soit d a-capacité nulle
(0 2 o < n), il faut et il suffit que

A ¢ R ) .
(3) q‘g‘_——(kl---kq)"‘“ = oo O<a<n
ou

® log pq o B
(4) = (By - - - kq)n = © ((X—O).

Désignons par {I%)} les intervalles qui restent lorsque la g-opération est ap-
pliquée sur l'axe de xj, par A, leur longueur et par J, la longueur des intervalles

enlevés lors de la g-opération;
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1 —_— e —
1 -1
Aa= 5T 0= Aq_lf-._.ﬂl— = - - Pe=l

Fam1 ki kgealkg =i+ - - b
On fera souvent l'usage de l'inégalité double suivante sans le dire explicitement :

. 1 o1 kapa—1
kl..'kqpl."pq—l =6¢I+Aq_kl ,kqpl,,.pq kq—‘l

P 2
Shiv v kgDt Pa-s

Soit x une mesure positive portée par F de masse totale unité et soit
Ui (P) le potentiel d’ordre « engendré par p dans E,. Nous posons

pIG % o Iy = oy, o oL, n).
Considérons les points {PP}, w=1,..., (k- - kg-1{bg—1))"=M,, tels que

la projection de chaque point sur tout axe coincide avec un certain point placé

au centre d'un intervalle qu'on enléve lors de la g-opération. On désigne par

(q)
(P, IR x ... x IS la distance de P a IQ), x ... x I%), et par o' (P,

T .
IP % ... x I{)) le diametre de la réunion de P et I, x ... x Ig,. Si

0< 4wy, ooy vn) €p(P@, IH % ... X IS

q\m
(q) (1 n
<P, IR x ... xIW) £dP v, ..., va),

on a
ki Ry tta (v vn) ki kg e’ vn)
yena V) n @) =« g\V1y - - «» Vn)
21 T I LA I S Y N 37 C TP 1 C
0<a<n)
et
kv kg 1
e, — ULL (¢I>
\q,‘..,vn:luq(m Dn)log df(‘”(z,l, s e ey Vn) (P
ky kg 1
_ e
= vh.”z’%n= ﬂq(l/h P yn)log (q)(l' N Dn)

Posons #, égal a la moyenne des valeurs {U4%(P?)}, k=1,..., M,. Alors

__1__ kl:;‘kq ( g’-' 1—77 e e £
(5) M, v .%(!n:fuq Vs« + v s Un) (d(q)(v, N S Uq
1 kit ky Mq 1

. I/n)}u
< a<mn)
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ou
1 Ryokg M 1
(6) - > iy oo, ) Slog =
Mq Vi -.1“n=1‘aq ’ » o k=1 g dl(cq)(yb LR Dn) 4
1 k u.kq 1
== 2 vy, ..., va) 2lo .
My v, S0 o i E 4Dy ..., o)
En premier lieu nous nous occupons du cas 0 <a <. Si Iy, x...xI%,
se place strictement dans lintérieur de I, ., % ... x I{%,,,., nous prenons 2"

points de {P”} qui se trouvent sur la surface du cube de coté d,+ 4, et entourant
IY x ... x I, et nous posons 4 =4,/2 pour ces points; ces points sont a
distance V7d,/2 de I, X ...xI%h. Si IQ, x...xIg, touche la surface
de Iy, vy X ... x I, le nombre des points qui sont a distance v n §,/2 de

IG % ... x I$% est strictement inférieur a4 2". Dans ce cas, nous prenons les

points situés & distance v nd,/2 d'un certain des cubes {Ig:, X ... x I} qui

sont les voisins de I{), x ... x I, mais se placent dans dautres {I$; .. x
Cx I8 ..). Ainsi on trouve 2" points qui entourent Iy, X . .. x I, en un
certain sens, et on pose 4 =3,/2 pour eux. Ensuite considérons les points de

{P?} qui sont situés sur la surface du cube de coté 3(d,+4,) et entourant

I x ... x I3, et posons 4% =d,+ 2, pour eux. S'il n’y a pas (2-+2)"
—(2+1)" tels points, nous comptons certains points dans {I52:,,, X .. . X I .}
qui sont les voisins de I8 x oo x I, comme plus haut et posons encore

42 =5,+ ;. On continue ce procédé. Alors

K f2(s+ 1)) - 29)"
& 01"

majorera la somme >)1/{4(vi, ..., vn)}* étendue sur tous les points dans

I8 x .. x I, et tous les points dans {I$2y,, X ... X I, } qui sont

les voisins de celui-ci.

A

Telle considération nous ameéne a I’évaluation suivante:

kit kg 2¢ 2kq (s+1)2—s"

= n - n —

Mquq = \;1,,%": /.lq(l/l, PR Zln) {2 Oq + 2 521 sa(aq+ Xq)d'
(s+1)"—s"

2kg-1
n _1\n
+2" (kg = 1) SZI (g1t Aq-1)" -t

) o 2k (s+1)"—s"
+ 2"y = 1) s+ WS
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n ‘72" 1 ,,,\2_2 S+1)” s
~2{5(1+ (8g+ Ag)™ e
4 (kg =D kg - - BE B (s+ D= 8"
+ ..+ (Bt )° > = }

Puisque (s+1)"—s" = (2" —-1)s""" pour s=1, ona

1)” — s k - 27 -1 n-ao
Sy ot ) £ (2 =X e (2R
s=1 s=1 n—-a
Donc
A 1

U S Gy hgeilha— 1)

271(2” 1)4" 027[ q—l (po Vinlllr‘»‘ _ nta
n—a 2k - - ke =2 atda

avec ky=po=1; dans cette évaluation on utilise I'inégalité ki/(k;—1) =2 pour
ki= 2.

Supposons que la série de (3) soit convergente; alors J, est borné. Si
(Bu. .. kgmi(kgy—10)"03; 21 pour j=1, 2, ..., les moyennes {ug;}j-1,»,.. sont
visiblement bornées par une constante ¢ < + . Par suite pour chaque j un
au moins de {U%¥(PY)}, soit Ui.(Pd'), est <c. On peut en conclure que
C'(F) > 0. En effet, si C'“(F)=0, il existerai une mesure positive x portée
par F telle que UL(P)= + o en chaque point de F; voir [9] pour ce fait.
Puisque P/ vient arbitrairement voisin de F lorsque j— oo, Us(P) - + oo
avec j, qui est absurde. Ainsi C'*(F) > 0.

Or, supposons que
(By+ -+ ki —1))"0% < 1 pour tout g= q> 1.
Alors pour g= ¢y on a

¢ (P,L:, ,,jlq,) n-o
_1) = (kl kq)n o 2 ’

qui tend vers 0 avec 1/q d’aprés notre hypothése ci-dessus, d'oti p, » 1 lorsque
g~ <. Il existe alors un entier g, et un nombre £ tels que p,/2" /" <& <1
pour tout ¢ = ¢;.. On aura

2 (p __1) 42(71 a)la . p p(ll 1 Z p

q=q1 (kl kql 1)(71 a\/aq ql(kq1 k )(" G)/G
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(n—a)le _ p - pax—i, A q-aqitl -
ST e ZET <

Par conséquent, la mesure de Lebesgue de n dimensions de F qui est égale a
Puisque la dimension hausdorffienne est égale a

Hm 1/(p: - - - pg)” est positive.
q>»
la dimension capacitaire, C'¥(F) > 0 pour tout £, 0 = § < #, certainement pour «

Ensuite nous nous servirons de 'inégalité gauche de (5). Pour {P\?} placés

dans I94,vy % . .. X I¥ 0 qui contient TGy, x x I, nous posons

1/2

AP0, .. ) = (21 o0+ 10°) SV Ueg— 1) (0,429,

ott chaque s; varie de 1 a k;,—1. Pour {P} placés dans I s X
. x I8, on

1 (n
) DN X I(I—-)l,y“'

: 1
X T v D T4, vy X mais pas dans g iy X . .

pose
n 1/2 L
, vn) = (23;(5{,—1“}*14—1)2) = \/”kq—l(aq—l—f"lq—l);
]:

((1)(1/1) LI

ol chaque s; varie de 2 a k,-1; pour les points dans le méme cube qui est de

la forme IY), x ... x I{2 nous donnons la méme valeur de d\. Et ainsi de
suite. On aura

1

k= kg~
Mquq% 21 . . ill*n /2
(2 5, +x,,))

8;=1

nkq_—_‘l kq:‘l 1
+ (k=" 25 ... N R
$1=2 n=2 (Esj(aq 1+xq 1) )
ky ky 1

N D L 7 I D e T T
=2 Sn=2 (Es](al'l_ll) )

= 2" ) Ry Rgerr - - - Pa-1)(Bg—1)"
4 (B~ kgeshr - - - Pg-2)Ba1 (kg —1)" +

+ R kg-(kg— 1"}

Donc
- P

1 ;7 0i)®
>:_l kl)na'

Ug = na/22n+

Si C'*(F) >0, on peut choisir « tel que U%(P) soit uniformément borné par

un nombre fini . Donc la moyenne u, <7 et la série de (3) doit converger
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Enfin nous prouverons le théoréme dans le cas logarithmique: a=0. De
(6) il vient comme plus haut

1

2k
n+1 n ” B n e
Myu, < 2" log 2+ 2" log (1/8,) +2 s§=1£((s+1) —s"}log S0yt 29)

2kg-1 1
n _ n N n__ N _—
+2"(kg—1) s>:1<(s+1> s"} log SGprtdgey) Foo

2k, 1
n ngn .. pn n__n —.
+2" (kg = 1" kg1~ - - B2 {(s +1)" = "Hog [~

Distinguons le cas # =2 du cas z=1. Dans le cas # =2 nous notons que la
fonction x" *log 1/x est croissante dans 0 £ x < e /™™, Puisque 2k,(d,+ 14) >0

-1/(n-1)

avec 1/g, nous pouvons trouver g¢. tel que 2k,(0,+4,) £ e soit vrai pour

tout g = ¢.. En désignant par 2 la somme

2kqy-1

1
“on CANA L L L Y n_n —=
2"(ky—1) kG, s%i {(s+1)"*—s “ogs(6q2-1+lqz-1)

+ ... + le dernier terme,

on a

2k
Myu, < 2" log 2 4+ 2" log (1/8,) +2"(2" - 1) > Es”'l log L
s=1 S(6q+lq)

2kaqs,

1
nion n,.,.ph n-1 B
+ ... +2%2 —'1)(kq—1) kq2+1sz=18 log 3(542 qu) + 2

1
(04 + 24)

= 2" log 2 + 2" log (1/8,) +2"(2" —1)2k,(2k,)" " log oh
q
+ ...+

Comme
2k ok
?_]zllog (1/s) = L log (1/%) dx = [x — xlog x13*

=2k—2klog2k—2(1—1log2) £2k—2klog2k < —2klog (k/2),

on a dans le cas =1
Myug = 2*log2+2 log (1/8,) +2+ 2kglog (s + ... 5
qrq = a q kq(aq‘*'lq) “ e ey

dans ce cas nous poserons g. = 0.

Ainsi dans tous les cas nous avons
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27+1log 2 27 k- - kapr- - Dy 25 2
= - =
(1) wa =g+, 108 Pe—1 M, 198 76, 1 2g)

o BB g 5;:2}‘4;";;,_;)' ot
< 2__"_%}:1_8_2, + ]‘24“ {log (ki -+« kg) + log (p;q 12(2}
+ :;qz log 2k - - kg-1D1* * * Dg-1)
+ 23”k2_}‘(£q-1)" log (2ks« * * kgespr* = * Pg-z) + . . . + 3.

Observons que

log (- k) _
q=1 ( kq)n
et
" (hy—1)"
Silog 2k k) + IAqu Y log (ki - - kyes) + . . .

log (2k k1 © - - kq)
n R
= 2 qél (kl kq)n < o,

et écartons les séries dans (7) qui sont visiblement convergentes. Il en reste
2" br- pq 23”k’3 log (p1 - - - pg-1)
M, 0% o1t ey (B = 1))

23n ](kq -1 log (pl pq—z)
(kl ¢ kq-l(kq—‘l))n

+ ...

Supposons que p,—> 1 lorsque g— o<. Si on tient compte de l'inégalité

k, =2, on voit facilement que

E (pl N Pq)g
q=1 (kl k )ﬂ ¢

< oo

pour B quelconque dans (0, #). Nous avons déja vu qu’alors C'”(F) >0, d'ou
C'(F)>0. Par suite nous supposons qu’il existe p, > 1 tel que pg; = py pour

7j=3,4, ... Alors les termes qui peuvent croitre sont

in 4 IQg(jh 2')
(8) 202 R

Remarquons que
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él_og(ﬁl-~-pi) é log pi . _Elog(ﬁl - bisy)

0= " k) "B - k) (v - Tict) Y
_ 1 «tlog (p p,)éi élog@,...ﬁi)
=2 £=1 (kl' * kz)n = 2 =1 (kl kz)n
et donc que

5"1_' log (pr- - -p)) _ 2" Iy logpi
= (ks k)" T 2184 (b B

Il en résulte que la convergence de la série de (4) assure la convergence de
(8), d’ott {ug,};-3,4,... sont uniformément bornés et on peut en déduire C**'(F) > 0
comme dans le cas « > 0.

Il reste 2 démontrer que (4) entraine C'”(F) =0. Comme plus haut on a

Moen S S

=t Es](ﬁq + 2q)?

— Rg-1 Rg-1
O UL s
$=2

Sn=2 25_?(5(1—1‘*' Aq—l)z
j=1

L N £ ks 1
(ka ) 2q ! Z .. EIOg“'ﬁ“ D
§;=2 $p=2 2135(61‘*'11)2
i=

= 2 08 (kg ~1)%(54+ 49)°
(kg —1)"(kg-1—1)" 1
2 g ﬂk2~1(5q—1+ﬂq—1)2
(B —1)" Z—x"'kg(k1—1)nl 1 ]
Tt 2 8 K01+ A1)
(kg —1)" 1
2

e AL+ (kg1 —1)"+ Bg-1(lg-2—1)" 4

v

tRyorc B (R~ 1)"} + (kg ~1)"log (ky* « * kge1pr * * Pa-1)
+ (bg = 1) (kg-1—1)"log {(ky * + * Bg—aPr * = Dg=2)/2} + . . .

La série (kg— 1)"M; {1+ (kg1 — 1)* + Koy (Bgmo~1)" + . . . + kg1 - < B3 (Bi—1)"}
et la série (k,~1)"M; [log (ki - - by-1) + (kg1 —1)"log {(By* +  kg-2)/2}+ . . . ]
sont visiblement convergentes lorsque g - «. La série qui reste dans l'inégalité

pour #, est
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log (i« - - pg-1) | 1 log(py- - - Pa-2) 1
(kx"'kq—l)n +2n (kl"‘kq—2)n +...+ 271

S 1% log (- p)
2" (R - R

Si C'(F) >0, on peut choisir s telle que U4(P) soit uniformément borné. Il

s’ensuit que

v logp,  _<rlog (Bi- - - pad
<12=1(k1"'k(l)n<q=1 (ki - - kg)® <,

contrairement a (4).

m

(2]

(3]
[4]

(5]

(61

[7]

(8]

(91

Le théoréme est ainsi complétement démontré.

BIBLIOGRAPHIE

G. af Héllstrom : Zur Berechnung der Bodenordnung oder Bodenhyperordnung eindeuti-
ger Funktionen, Ann. Acad. Sci. Fenn., A. I, (1955), no. 193, 16 pp.

G. af Hillstrom : On the capacity of generalized Cantor sets, Acta Acad. Aboensis
Math. Phys., 20: 8 (1955), 8 pp.

R. Nevanlinna: Eindeutige analytische Funktionen, Berlin (1936).

M. Ohtsuka: Théorémes étoilés de Gross et leurs applications, Ann. Inst. Fourier, 5
(1955), pp. 1-28.

G. Pélya und G. Szegd: Uber den transfiniten Durchmesser (Kapazititskonstante)
von ebenen und rdumlichen Punktmengen, Crelle J., 165 (1931), pp. 4-49.

A. E. Riiber : Uber meromorphe Funktionen mit einem Existenzgebiete, dessen Rand
eine Cantor’sche Punktmenge von der Kapazitdt null ist, Math. Scand., 3 (1955), pp.
229-242.

R. Salem and A. Zygmund : Capacity of sets and Fourier series, Trans. Amer. Math.
Soc., 59 (1946), pp. 23-41.

M. Tsuji: On the capacity of general Cantor sets, J. Math. Soc. Japan, 5 (1953), pp.
235-252.

T. Ugaheri: On the general capacities and potentials, Bull. Tokyo Inst. Tech., series
B, no. 4 (1953), pp. 149-179.

Institut de Mathématiques
Université de Nagoya





