
SUR UN THEOREME ETOILE DE GROSS

MAKOTO OHTSUKA

Introduction

Nous continuerons Γetude du premier theoreme etoile de Gross, faite dans
le memoire de Γauteur: Theoremes etoiles de Gross et leurs applications,
Ann. Inst. Fourier, 5 (1955), pp. 1-28; ce memoire sera cite avec Γabreviation
C A 1

Dans la generalisation du theoreme etoile de Gross dans le theoreme 1 de
[A], on a considere une representation plus generate que representation quasi-
conforme classique, d'un domaine plan de la forme de bande, note G, dans une
surface de Riemann. Dans le present memoire, on donnera d'abord une ge-
neralisation du theoreme etoile de Gross dans le cas oύ G est transforme en
un espace topologique qui contient des surfaces de Riemann homeomorphes a
une partie de G, a Γaide de la notion generalisee de longueur extremale,
et apres, on etendra le theoreme 1 de [A] aux representations continues, non
necessairement univalentes, localement pseudo-analytiques en dehors d'un
certain ensemble exceptionnel au sens de Pίluger [6] et d'Ahlfors [1].

On s'occupera dans § 1 du changement de variable dans une integrate
prise le long d'une courbe plane. Apres cette preparation, pour une fonction
π(P) non negative sur un ensemble fini ou denombrable de surfaces de Rie-
mann, la longueur extremale d'une famille de systemes de courbes de poids
π(P) ^ 0 sera definie, et il sera demontre que, si cet ensemble de surfaces de
Riemann est transforme en un autre ensemble de surfaces de Riemann par un
homeomorphisme de quotient de dilatation q(P) generalise, la longueur extre-
male de poids l/q(P) d'une famille de systemes de courbes n'est pas moins
que la longueur extremale de poids 1 de leurs images (§2). La positivite de
la longueur extremale d'une famille de systemes de courbes qui separent un
continu dans G d'un ensemble sur la frontiere de G sera montree aussi dans
§ 2. Ces resultats dans § 2 nous permettent de generaliser le theoreme etoile
de Gross pour des transformations de quotient de dilatation non necessairement
borne (§3). Ensuite, nous envisagerons la distance extremale entre deux
systemes de courbes, et la longueur extremale de la famille des courbes qui
separent ces deux systemes, sur une surface de Riemann (§ 4). Les resultats
seront appliques a quelques questions de type de surfaces de Riemann (§5),

Received July 12, 1955.

191



192 MAKOTO OHTSUKA

§6 sera consacre a generaliser le theoreme 1 de [A] aux representations con-

tinues, Iocalement pseudo-analytiques au sens de Pfluger-Ahlfors sauf en un cer-

tain ensemble exceptionnel. Enfin dans § 7, on ameliorera certains des resultats

obtenus dans [A], concernant la correspondance de frontieres, en utilisant le

theoreme etoile de Gross generalise.

1. Nous commenpons par justifier le changement de variable dans une

integrate prise le long d'une courbe plane. Soit c = {z(t) 0 < t < 1} une courbe

rectίfiable situee dans un domaine D dans le plan z — xΛ iy, avec ses ex-

tremites. A I'ordinaire, on definit la longueur s(I) de Γimage d'un intervalle
n-l

I : ( 0 < ) ί i < ί < f e ( < D par sup Σ I z(f) - z(ti+1) I oύ δ est une division de / : tι

δ 2 = 1

= tι < f < . . . < f' = t2. A partir de cette fonction d'intervalle une mesure

s*(JB) sur la famille des ensembles boreliens dans (0, 1) est definie (voir [9],

Chap. Ill) on Γappellera la mesure de longueur. II est bien connu (voir E9J,

Chap. IV) que s* a la derivee au sens general presque partout (p.p.), que

lim \ z(t + At) — z(t) \/\Jt\ existe p.p. et que tous les deux derivees coincident
Δt->0

p . p . sur (0, 1). E t a n t donnee une fonction p(z) reelle non negat ive sur c,

Γintegrale infer ieure \ pds de p(z) prise le long de c est definie p a r ]e s u p r e m u m

de Γintegrale de Lebesgue-Stielt jes \ pds*, oύ P = P{ t) est une fonction bore-
J c ~

lienne non negative dans (0, 1), et non superieure a p(z(t)).

Parmi les representations equivalentes de c, il existe la reprέsentation au

moyen de la longueur d'arc: z(s), 0 < s < s0? oύ s0 est.la longueur totale de c

(voir [8], p. 258). Pour cette representation, l i m — nr~r~ —^ P P
ΔS-*O I ΔS J

sur 0 < s < so, et \ pds est egale au supremum de Γintegrale ordinaire de Le~

besgue d'une fonction ^ p, borelienne et non negative de s. De plus, on peut

p(z(t))ds'(t) est egale a \ p(z(s))ds,

o .̂_o

n'importe quel parametre t etant choisi pour representer c a la maniere equi-

valente.

Soit f(z) un homeomorphisme de D sur un domaine G dans le plan w =

u+ iυ. On dira que f(z) est absolument continu sur c, si u(z(s)) et v{z{s))

sont des fonctions absoltiment continues de s, et que f(z) est totaiement deri-

vable sur c si u{z) et v(z) sont totaiement derivables en chaque point de c.

Lorsque f(z) est totaiement derivable en un point z, DQw = DQW{Z) =

lim (f(z + ret()) -f(z))/rei0 existe pour tout θ, 0 ^ θ ^ 2π, et egale (uxcosθ +

-{- vy$mθ).

D'abord on prouve
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LEMME 1. Soit c une courbe rectifiable placέe dans un domaine D dans le

plan z, avec ses deux extremitέs, et soit p(z) une fonction rέelle non negative

dέfinie sur c. On transforme D en un domaine dans le plan w par un homέo-

morphisme w — fiz) totalement derivable et absolument continu sur c. Alors

Γimage / ( c ) est rectifiable et on a

(1) pp(z(s))\ Dow(z(s))\ds = ]* p(Γι{w))dsw,

oύ sw est une mesure de longueur sur fie) et DQW(Z(S)) = Dow(z) •= lim (f(z')

- f(z))/(zr - z), qui existe pour presque toute valeur de s, 0 < s < s0.

II est immediat que f(c) est rectifiable lorsque f(z) est absolument continue

sur c. D'apres le theoreme de Radon-Nikodym, on a Sw(Bs) = \ g(s)ds pour

tout ensemble borelien Bs dans 0 < s < s0 avec une fonction borelienne g(s)

definie sur 0 < 5 < so. La derivation des deux membres nous donne

Δz\
~Δs !

= Km IΔ
ΔS-+0 I ΔS I AZ-+0

= lim 1 ^ + ̂ M L = I DQU)(2(S)) I p.p. dans 0 < 5 < s0

Tangle θ est egal a la pente de la tangente en point oύ celle-ci existe e'est

vrai p. p. sur 0 < s < s0. Le changement de variable donne (1) (voir [9], p. 37).

2. Soit $ un ensemble fini ou denombrable de surfaces de Riemann. On

appellera un ensemble fini ou denombrable de courbes sur $ un systeme de

courbes. Soit {c} une famille de systemes de courbes sur £y. On definit une

repartition sur §• par une quantite covariante non negative p: pour chaque z

des parametres locaux de $, p est une fonction p(z) reelle non negative, et si

z et zfl) sont deux parametres locaux correspondant a un meme domaine sur

ty et si p(z) et p'{zf) sont les representations de p en z et z' respectivement,

aίors p'(z') = p(z) \ dz/dz' \. Soit c un element de {c}. II se compose d'un

nombre fini ou denombrable de courbes {ck}. S'il existe une partie compacte

de certaine ck representee par un parametre local en courbe non rectifiable,

on pose \ pds = oo. Dans ce cas on dira que c est localement non rectifiable.
ΐίc

Sinon, d'apres le lemme 1, Fintegrale inferieure \ pds de p prise le long d'une

partie compacte Co quelconque de ck est bien definie; ici? on utilise le fait que,

si CQ est divisee en deux courbes cγ -f c* ayant une extremite commune, alors

ί pds = \ pds + \ pds. L'integrale \ pds prise le long de ck sera definie par

1 } Pour le moment, Γaccent ' ne signifie pas la derivation.
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lim \ pds, et C?(c) = \ pds sera egale a Σ \ pds.
c^c*±cϋ z-c k ±ck

Maintenant, π(P) etant une function reelle non negative sur $, le module

MΛc) de {c} de poids π est, par definition, inf \\ πp2dxdy pour les reparti-

tions p sur S telles que CP(c)^l pour tout c e { c } ; on dira que p est une
rόpartition en concurrence si cette condition est remplie p EΞ °o est toujours
une repartition en concurrence. Ici Γintegrale superieure ff πp2dxdy2) est

egale a inf \\~ψdxdy, oh ψ est une fonction mesurable non inferieure a πp2.

La longueur extrέmale λ*{c} de poids π signifiera 1/Mπ{e}. Lorsque, en parti-
culier, π = 1, on ecrira simplement M{c} et λ{c}.

Notre definition d'integrales et done les definitions de module et de longueur
extremale sont differentes de celles de Hersch [3], mais nos notions possedent
les proprietes analogues a celles des notions definies par Hersch [3].3) Par
exemple:

a) Monotonie : si {cί} C {c2}, λ^{ci) ^ λn{c2) I
b) MΛici) U {c2}) έ MΛci) + MΛcz)
c) si c i C ^ C g, C2 C g2 C g et ^ Π ̂ 2 = Φ, alors

ΛfΛ({ci}U{ca» =MΛ{^}-f MM;
d) si {ci} C & C ^, {c2} C &> C S, gi Π $2 = ψ et chaque c d'une famille

{c} contient au moins un Ci et un c2, alors AΛ{̂ } ^ λ^{d} -f ^Λ{c2};
e) ffi etant un autre ensemble fini ou denombrable de surfaces de Rie-

mann, on transforme ^ en $i par un homeomorphisme f(P), totalement
derivable et absolument continu sur tout element de {c} par rapport
aux parametres locaux. Soit {cι} la famille des images sur gi de {c}.
En definissant le quotient de dilatation q(P) en P, un point oύ f(P) est
totalement derivable et possede le jacobien J(z) = ŵ ê  — uyvx # 0 par
rapport a un parametre local z = x + ry en P et a un parametre local
Mi = » + /i/en /(P), par max I Dβw(z) \2/\J(z)\, et par oo ailleurs sur g,

0SΘS2Λ

on a A{cJ ^ λuQ{c}.
On se reporte a Hersch [3] pour les demonstrations de a)-d) et ici on

demontre seulement e). Nous supposons que λ{ci} > 0. Soit pi une repartition
en concurrence pour ct nous posons p = pi max | DQW I dans la partie de $

oύ/(P) est totalement derivable, et = 0 ailleurs sur $. Si c est localement

non rectifiable, certainement \ pds ̂  1. Soit done c localement rectifible. Alors

2) On pose 0 x oo = 0.
3 1 Voir ce mόmoire pour la bibliographie sur la longueur extrόmale et ses applications.

Comme la, on peut dέfinir le module d'un poids d'une famille numerique de courbes et en
dόduire ses proprie'te's comme ci-dessous.
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par le lemme 1, 1 ^ I pidsi ̂  \ pi max I DQW \ ds = I pds. En substituant p,

on a \\%^ίd)dτ = J j g (pί/q) max I D9w I2 dτ =

Done Mi/β{c} ^ M{ci}, d'oύ Γinegalite pour λ.
Le lemme suivant sera utile dans la demonstration du theoreme 1.

LEMME 2. Soit G un domaine dans le plan z = x + iy de la forme: 0 < x
< 1, 0 < ; y < M # ) ^ °°, £ί S0# X #w ensemble de mesure linέaire extέrieure
m{X) positive dans 0 < x < 1 fe/ #w£, pour tout X&LX, h{x) soit finu Soit K
un continu dans G, et {γ} Γensemble des courbes joignant K et Vensemble Ξ =
{(x, h(x)) x G X) dans G — K tel que chaque courbe aboutit ά un point de Ξ
suivant un segment parallele a Vaxe des y. Alors la longueur extrέmale de la
famille des systέmes {c) de courbes dont chaque c se coupe toutes les courbes de
(r) est positive.

On choisit un sous-ensemble Xx C X de m(Xi) > 0 tel que, pour tout
h(x) soit inferieure a un nombre fini Y > 0. Soit R : (0 < )xi < x < Xz ( < l ) ,
0 < y < jvo un rectangle dans G tel que la partie X2 de Xi dans (xi, x2) ait la
mesure m(X2) > 0 et que le continu K donne soit place hors R. On joint dans
G — K le point (xi, 0) a un point de K par une courbe C\ reguliere placee en
dehors de R, et le point (xi, y0) a un autre point de K par une courbe c2 regu-
liere, disjointe de Ci et placee en dehors de R. On a ainsi un quadrilatere Q de
cotes suivants: ci -f {(x, y) Xi < x < x2t y = 0} {(x9 y) x = x%, 0 < y < y0}
{(Λ:, ^) Xi < x < X2, y = jVo) + c2 une partie de K. On transforme Q conforme-
ment en un rectangle ζ?o 0 < ξ < a, 0 < τ ? < l par C = C(z), C = ? + ί̂ , tel que
le premier et le troisieme des cotes de Q correspondent aux cotes horizontals
de QQ. Pour le moment, on appellera Γimage reciproque dans Q d?un segment
joignant deux cotes de QQ parallele a Γaxe des ξ une ligne dans Q. On pose
Pi — l/m(X2) dans la partie de G appartenant au rectangle 0 < Λ Γ < 1 , 0<y <Y

dC
et = 0 ailleurs, et p2 = dz dans Q et = 0 ailleurs, et on designe par p la

superposition pi -f jθ2. On montrera que p est en concurrence pour la famille
des systemes {c}. Si un systeme c ne se coupe pas un segment a : {{x, y) I
0<y <h(x), x = Ctee X2}, c se coupe toutes les lignes dans Q; en effet,
chaque ligne rencontre a et la reunion de la ligne et a contient une courbe de

{γ} c doit se couper cette courbe et done la ligne Par suite, \ pds ^ \ p2ds
J c J c

—ψ- ds ^ 1. Si c rencontre tous les segments perpendiculaires aboutis-

sant a Ξ, evidemment J pds ^ j pids^l. Done p est en concurrence \\ pdxdy

^ 2<\^J,p\-\-pl)dxdy ^2^-~^ + a) < co e t le lemme est demontre.
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3. Soit £y* un espace topologique connexe, $ C 3* un ensemble fini ou de-
nombrable de surfaces de Riemann, et {Dn} une suite decroissante d'ensembles
ouverts de frontieres {cn) non vides, relatives a #*, telles que ciΓ\cn = Φ in^2)
et chaque cn se compose d'un nombre fini ou denombrable de courbes regulieres
situees dans £y. Nous adjoignons a £y* un nouvel element 2 et definissons sur
S* + {2} une topologie, en prenant {Dn + {2}} pour une base du filtre des
voisinages de 2 et reservant les bases des filtres des voisinages des points de
$*. On dira que 2 est determine par {Dn).

Le theoreme suivant est une generalisation d'un theoreme etoile de Gross:

THEOREME 1. Soient g*> & et 2 respectivement un espace topologique con-
nexe, un ensemble fini ou dέnombrable de surfaces de Riemann dans §-*, et
Γέlέment determine par {Dn) que nous venons de dέfinir. Soit G un domaine
dans le plan z — x + iy de la forme 0 < Λ; < 1, 0 <jy < hix) ^ oo? et soit f(z)
une application continue de G dans $* telle que la restriction de Γapplication
rέciproque de fiz) a $ soit un homeomorphisme de £y. Soit {cn} une famille de
systemes de courbes dans g separant c\ et cn sur $*-k) telle que λ]/Q{cn}->Q lors-
que n -> oo? ou q(P) est le quotient de dilatation du homeomorphisme f~1(P) de
g dans G. On suppose que f~1(P) soit totalement derivable et absolument con-
tinu sur tout cn, par rapport aux parametres locaux. Si, pour chaque valeur x
d'un ensemble X dans 0 < x < 1, h(x) est finie et quil existe une suite yp-*h(x)
telle que fix + iyp) -» 2 lorsque p -> oo pour tout x GΞ X, alors la me sure linόaire
m(X) = 0.

En effet, considerons une composante connexe de Γimage reciproque dans
G de 5* - ft et prenons dans elle un continu K. La propriete e) donne λyQ{cn}
^ λ{cz), oύ Cz est Γimage reciproque de cn. En designant par {c} la famille
des systemes de courbes definie dans le lemme 2, on a λ{cΐ) ^ λ{c) > 0 d'apres
a) et le lemme 2, si Ton suppose m(X) > 0. C'est en contradiction avec Γhypo-
these que λi/a{cn}-> 0 lorsque n -> GO.

4. Dans le theoreme 1 la condition que la longueur extremale λi/q{cn}
tende vers 0 est essentielle. Le theoreme 2 nous donnera une condition suffisante
pour Γexistence de {cn) telle que λι/q{cn} -> 0.

LEMME 3. Soit & un ensemble fini ou denombrable de surfaces de Riemann,
et u(P) une fonction harmonique sur £y. Si c{u) dέsigne la courbe de niυeau:
uiP) = Cte u,0) si A est un certain ensemble de valeurs de u et si πiP) est une
fonction reelle non negative quelconque sur fy, on a

4 ) On di t q i fun s y s t έ m e de courbes s e p a r e a e t cn s u r %*• lorsqu' i l se coupe t o u t e s les
c o u r b e s j o i g n a n t les p o i n t s de ci et les po int s de cn sur f5*.

5 ) Elle consiste en un nombre fini ou denombrable de courbes rόgulieres.
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(2) \ r i " ^ { Φ J Γ M G A } '

oύ v(P) est la fonction harmonique conjuguέe de u(P) dans £y.

En effet, soit p une repartition en concurrence : \ pds ^ 1 pour toute

<?(«), M E A . Par l'inegalitέ de Schwarz, 1 ^ (\ pdv ) £ [ πp2dv \ —ίfe/,

et par suite V ^ Cfo7^2 <̂ <2t/, d'oύ lϊnegalite.

THEOREME 2. Soient £y*, -$ ̂  {Ό»} comme dans le thέoreme 1 ^ows posons
An = Dι — Dn — cn. On suppose quΌn puisse trouver dans Δn une fonction un(P)

harmonique dans ΔnΓ\& telle que WrauniP)—^ et \imun(P)^l et que

\ Λ dun \ qdvn -> °°, ou An est Vensemble de valeurs de un, 0 < un < 1, tel que
J" I l_C(Un)

V ensemble {PGg*; un(P) = Cte un) soit situe dans Δn Π ̂  ^o^r ίowί̂  «n G Λ«.
Si on prend pour {cn} les courbes de niυeau {c(un) \ unEi An), {cn) remplit les
conditions de Γhypothέse du thέoreme 1.

En effet, sur toute courbe γ joignant C\ et cn dans Δn la fonction un(P) varie
continύment de 0 a 1, et done toute cn rencontre γ. De plus, on voit faιq{cn}->Q
par le lemme precedent.

Dans la suite on etudiera en detail le cas particulier oύ fy* — £y, une sur-
face de Riemann et q{P) = 1. Soit Δ un ensemble ouvert dans $, soient c\ et
c 2 deux systemes disjoints de courbes regulieres dans $ qui forment la frontiere
relative de J,6) soit {c} la famille des systemes de courbes dans J homologues
a ci, a une partie de la frontiere ideale de Δ pres?

7) et soit {γ} la famille
des courbes joignant d et c2 dans Δ. On demontrera qu'on peut trouver une
fonction extremale harmonique uo(P) qui donne le maximum a Γ'integrale a
gauche de (2) et telle que la valeur de Γintegrale soit egale a l/λ{c} et aussi
bien qu'a λ{γ}.

D'abord on suppose que Δ ne soit pas compact dans $ et on fait une ex-
haustion de φ par les domaines {Bp) de frontieres regulieres compactes {Γp).
On pose Bp Γ\ A = Δp, Bp Π d = c\9 Bp Π c2 = c% et Γp Π Δ = γp. Soit uP(P) la

fonction harmonique bornee sur Δp, egale a 0 sur c\ et a 1 sur 4 et de derivee
normale ~^~ = 0 sur 77,. Par la formule de Green, Γintegrale \ -^~- ds est

6> Lorsque A est place aux deux cόtes d'un arc de c\ ou C2, on compte cet arc deux fois
comme une partie de la frontiere de Δ.

Ί) Cela veut dire que c et a ensemble forment la frontiere relative έ % d'un certain
sous-ensemble ouvert de Δ.
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constante sur toute courbe homologue a cp, a une partie de γp pres, et egale a
Fintegrale de Dirichlet DΔpZup], Pour q > p il s'en suit encore par la formule
de Green que 0 < DΔp[_uq — up} = DΔpLuQ~] — DΔpίupl. Alors DApZup2 est crois-

sante. Si sa limite est finie, on peut conclure par 3e raisonnement habituel
que up(P) tend vers une fonction harmonique uo(P) localement uniformement
sur Δ + ci + C'2, et que lim DΔpLupl = DΔLuol. Alors uo(P) - 0 sur cj, et = 1

sur cj. On note aussi que, parmi les fonctions {u(P)} harmoniques dans Δ

telles que Yιmu(P) ^ 0 et limw(P) ^ 1, #0(P) est la seule fonction qui donne

Fintegrale de Dirichlet minimale. Si DΔpίup] -» oo? on choisit une suite partielle
de {up(P)} convergente vers une fonction harmonique uo(P) localement uni-
formement sur Δ + Cι -f Co \ c'est possible par le theoreme de Harnack, car
up(P) sont uniformement bornees. Comme DΔZUQI ̂  D&pZupl -> °o? DtZuol = oo.

Comme c (Λ Δp est homologue a c], dans Δp pour c£{c}, a une partie de γp

pres, on a \ J ^ = D*Jup], oύ ^ ( P ) est la fonction conjuguee de up{P). Si

on pose p = \lDΔp\_Up\ dans J^ par rapport au parametre up -f ίV/» et = 0 ailleurs,

on a 1^ \ pds et done l/λ{c}i= \\ pdupdvp = l/DΔ£up], d?oύ {̂̂ } ^ limDΔXw/>]

Soit u(P) une fonction harmonique dans Δ telle que \imu(P) ^0 et limu(P)

^ 1 , soit v{P) la fonction conjuguee, et soit c(u) la courbe de niveau ' u(P) =

Cte u, 0 < u < 1, dans Δ. Le lemme 3 montre que I du \ dv ̂  l/λ{c(u)}.

D'autre part, comme toute c(u) G {c}, on voit que λ{c(u)} ^ λ{c}. Done, en
vertu de Γinegalite λ{c} ̂  J9Δ[^o] obtenue ci-dessus, on en deduit

du ^ 1
(3) % ^ ~ = - ^ ^ ^f rf

0 JC(U)

On va demontrer que UQ(P) est la fonction extremale qui donne a 1'integrale
la valeur maximum, egale a l/λ{c} = l/-DΔCwol Pour cela il est suffissant de

savoir que \ dv0 = DZ^ol pour presque toute valeur de uo. Si ,DΔ[̂ ίo] = c0,

Γintegrale a gauche de (3) est zero et done \ dvo = co pour presque toute
J c(«o)

valeur de ί̂o? 0 < wo < 1. Si DΔC^O] < °°? on prend une partie compacte cf de

c(uo) telle que \ ύ?'̂o < I dυ$Λ- e lorsque la valeur a gauche est finie. Comme

«/,(P) et ses derivees partielles tendent localement uniformement vers uo(P) et

vers ses derivees partielles respectivement, \ dvo = lim \ dvp = lim \ ίfi;̂  ^
* Cf p-±-a J C' p-*ΐo J CrJ
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Jim \ dvp = lim D^Lupl = DΔCWO], oύ cp est la partie de la courbe de niveau

up(P) = Uo dont tout point est joint a un point de cf par une courbe Vp(P)

= Cte. Done \ dv0 ̂  DALUOI. On peut montrer par le meme raisonnement
JC(Uθ)

que Γintegrale est toujours ίinie et done toujours ^ DALUQI. En consideration

de (3) vraie pour UQ et Vo, on a \ dι>o = DALUO] pour presque toute valeur de
Jc(«o)

Wo, 0 < wo <̂  1.
Ensuite on peut demontrer que la distance extremale λ{γ} = 1/DΔCWO].

En effet, en consideration de la repartition p = 1 par rapport a % + ι#o,
on deduit Γinegalite Λ{ r ) ^ l/D±ίuol. Si p est une repartition en con-
currence pour {γ), representee comme une fonction de up + ivp dans Δp9 et si

(fdupdvp < oo, on conclut que

0 ^ \ \ (p — ifdupdvp = \ \ (fdupdvp + DΛSUP] — 2 \ Jz;̂  \

^ j j g'dupdvp - Dh$_upΛ ^ j j pVr - D^upΛ,

d'oύ jDΔp[«^] ^ M{r) ί on a utilise le fait que toutes les trajectoires orthogonales
Vp{P) = Cte, sauf au plus un nombre fini d'exceptions, des courbes de niveau
de up(P) sont des courbes joignant cι et c2 dans Δp. Lorsque p -> co? il en re-
sulte que DALUQI ̂  1/A{r). La comparaison avec Γinegalite inverse conduit a
Γegalite.

Le cas oύ J est compact dans $ peut etre traite tres simplement.
Ainsi:

THEOREME 3. Soient § une surface de Riemann, Ci et c2 deux ensembles finis
ou dέnombrables de courbes rέgulieres disjointes tels qu'ils forment la frontiere,
relative a $, d'un ensemble ouvert Δ dans £y, et U Vensemble des fonctions {u(P)}

harmoniques dans Δ telles que lim u(P) ^ 0 et lim u(P) ̂  1. Alors, quel que

soit u(P) e U, v(P) έtant la fonction conjuguέe de u(P), on a

ί0 •*(«)
dv

ou {c) est la famille des systemes de courbes dans Δ homologues a ci, a une
partie de la frontiere idέale de Δ pres, et {γ} est la famille des courbes qui
joignent Ci et c2 dans Δl λ{γ) est la distance extrέmale de c\ et c2 par rapport
a Δ. De plus, il existe une fonction extrέmale uo(P) G II qui donne la valeur
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maximum, έgale a λ{γ}, a Γintέgrale a gauche et dont Γintέgrale de Dirichlet
est egale a λ{c).

5. On revient maintenant a la suite {Dn} definie dans § 3 sur une surface
de Riemann χ$, et a Γelement 2 defini par {Dn}. Designons par {cn} la famille
des systemes de courbes dans A - Dn — cn - Δn, homologues a Cι a une
partie de la frontiere ideale de Δn pres, par {γn} la famille des courbes joignant
Ci et cn dans Δn et par {γ} la famille des courbes partant de c\ et s'etendant
vers S.δ) En vertu des proprietes a) et d) de longueur extremale, λJ\Cn)
est decroissante mais reste superieure a Λπ( U {cn}), et λn{γn) est croissante

n

mais reste inferieure a λπ{γ}, oύ π est une fonction reeJle non negative quel-
conque sur A . On pose ici les questions si lim λ^{cn) = λΛ U {cn}) et si lim

λn{γn) - λπ{γ}. On ne connait la reponse que dans le cas suivant tres particulier.

THEOREME 4. Soient $ une surface de Riemann, {Dn) une suite decroissante
d'ensembles ouverts de frontiέres relatives disjointes {cn}, {cn} la famille des
systemes de courbes dans A - D» - cn = Δn homologues a cx, a une partie de
la frontiέre ideale de Δn prέs, {γn) la famille des courbes joignant cι et cn dans
Δn et {γ} la famille des courbes partant de cι et s'etendant vers 2 que {Dn)
dέtermine. SHI existe une surface de Riemann £y* ̂  8" ^e^e Que t°ut Δn soit
relativement compact par rapport a 3:* et soit bornέ par un nombre fini de courbes
rέguliέres et si λ{c2} < oo, on a \imλ{cn} = liml/A{r"} = λ( U {cn}) = l/λ{γ}.9)

«->co n-^ co n

On designe par γn la partie de la frontiere de Δn dans $*, differente de ci
et de cn. On prolonge Δn par symetrie le long de γn et note Δn le double ainsi
obtenu, et cn le double de cn. Δn consiste d'un nombre fini de surfaces de
Riemann.10) La condition λ{cn) ^ λ{c2} < co montre que, sur Δn, 6i et cn sont
disjointes. Par consequent, ΓΊntegrale de Dirichlet de la mesure harmonique
ωn{P) de cn sur Δn est finie. La restriction dans Δn de ωn(P) est egale a la
fonction u(n)(P) harmonique bornee dans Δn, egale a 0 sur cι et a 1 sur cn et
ayant la derivee normale qui s'annule sur γn. Par suite on voit facilement que
(oo > ) DAnίu

{n)l ^ DΔJLUΊ pour toute fonction u(P) de la famille VLn des fonc-
tions {u(P)} harmoniques dans Δn telles que J i m ^ ( P ) ^ 0 et lim u(P) ^ 1.

Parmi les fonctions de VLn, on a trouve dans § 4 la fonction unique qui possede
Γintegrale de Dirichlet minimale, egale a λ{cn) < co. Cette fonction est done

S ) Cela veut dire qu'il existe une suite de points sur ϊ qui converge vers 2.
9 ) On peut appeler λ{γ} la distance extremale de c\ et 2.
10> Si la frontiere d'une composante connexe δ de Δn ne contient aucune courbe com-

posante de γn, on n'a pas de surface de Riemann qui est le double de δ. La modification
pour ce cas est facile; on emploiera des terminologies, meme dans ce cas, comme si δ
possedait son double.
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identique a u{n){P). On pose Δ = U Δn et 2 = U Jn. Soit Γ la partie de la
n M

ΐrontiere de 2, differente de cu et soit ω(P) la mesure harmonique de Γ sur ί.
La restriction de ώ(P) dans Δ est egale a «°(P) = lim u{n)(P). Si w°(P) = 0 sur
J, λ{γ} ^ lim A{rn} = °° et Λ( U {cn}) ^ lim λ{£n} = 0. En supposant done que

uQ(P) =£ 0, nous designons par v°(P) la fonction conjuguee de uQ(P) sur la partie
Δf C Δ oύ w°(P) n'est pas constante. Or, il est connu (voir [2]) que sur le double
Δf de Δ' presque toute la trajectoire orthogonale des courbes de niveau ω(P)
— Cte est une courbe partant de c\ et convergeant vers Γ sur laquelle ώ(P)->l.

Comme 2f est symetrique, les trajectoires sont aussi symetriques par rapport a
7o = \J γn9 et presque toutes les trajectoires orthogonales convergent vers S sur Δ'.

n

On note que M{γ) < oo, puisque λ{γ} ^ λ{γ2) > 0. Etant donne ε > 0, soit

0 une repartition en concurrence pour {γ} sur Δ telle que e + M{γ) ^ \\ρ2du°dv0.

Par Γinegalite de Schwarz, on a pour presque toute valeur de #°, 0 < v® < \ dv°,

{n)et done j dvQ έ ^p2duW £ M{γ) + ε. D'apres le theoreme 3 λ{cn) = j dv

et ceci tend vers \ dv°. e etant arbitrairement petit, on a I dv° = lim λ{cn)

= lim l/λ{γn} ^ l/λ{γ). La comparaison avec Γinegalite inverse λ{γn) ^ λ{γ}

nous donne que lim λ{cn) = lim l/λ{γn} = l/^{r). Comme p = 1 \ dv° est une

repartition en concurrence pour U {cn} par rapport a u° H- fz;0, 1/A( U {c*})

^ f [p2du°dv° = l/f ί/z;0 = λ{γ). L?inegalite inverse llλ{γ) = lim ;{c*} ^ ;( U {cn})

est deja connue et il en resulte toutes les egalites. Ainsi le theoreme est
demontre.

COROLLAIRE 1. Soit D un domaine sur une surface de Riemann $, borne
par un nombre fini ou denombrable de courbes rέgulieres non s'accumulant sur
fj Alors la surface symetrique D est paraboUque si et seulement si la distance
extrέmale, par rapport a D, d9un ensemble compact, borne par une courbe dans
D, et la frontiere ideale de D est infinie.

En particulier,

COROLLAIRE 2. Une surface de Riemann §" est paraboUque si et seulement
si la distance extremale d'un ensemble compact borne par une courbe dans $ et
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la frontiere idέale de £y est infinie.n)

6. On va etudier plus profondement des representations paraboliques
definies dans [A].

D'abord il s'agit de la definition generale de transformations quasi-con-
formes, due a PHuger [6] et Ablfors [1].12) Soit T(z) un homeomorphisme d'un
domaine D du plan z = x + iy sur un domaine G du plan w = u H- iv. On appelle
un domaine de Jordan avec quatre points zi, z 2, Zz et z* differents marques sur
la frontiere un quadrilatέre et chacune de quatre parties entre zu z2, Zz et Z\
un cote. Le module Mod (Q) d'un quadrilatere Q = (21, 22, £3? 24) est defini
par la distance extremale de deux cotes Zιz2 et 2324. On suppose que, quel que
soit un domaine Df relativement compact par rapport a D, sup [Mod (Q)/Moά

Q

(Γ(β))] = K(D')< + 00 pourtout qu adrilatere Q dans D'. On pose K(z) =
inf K(D'). II est facile de generalise la definition au cas oύ un homeomor-

phisme d'une surface de Riemann sur une autre est donne. Pour T(z) = u{z)
+ iv{z) defini ci-dessus dans D, Mori [4] a demontre que

i) T(^) est totalement derivable presque partout dans D\
ii) en chaque point z, oύ T(z) est totalement derivable, on a

Maxl A ) ^ I 2 ^ # ( 2 ) \J(z) I;

iii) pour presque toute valeur ^ = jy0, T(ΛΓ, jy0) est une fonction abosolu-
ment continue de x sur Γintersection de la ligne y = Vo et de D.

Maintenant on s'occupe du cas oύ ̂ application est non necessairement uni-
valente, comme dans §1 de [A]. Soit/(P) une application continue, dans une
surface de Riemann ?f,13) d'un nombre fini ou denombrable de surfaces de Rie-
mann g. Soit E un ensemble ferme dont Γimage R par f(P) est de mesure
lineaire nulle dans 2?. Supposons que la restriction de f(P) a § - E soit une
transformation interieure au sens de Stoϊlow. On definira un espace topologique
g* comme suivant. On fait correspondre (P,f(P)) a P G § - E et (EΛ, f(Ea))
a une composante connexe EΛ de E\ nous considerons ces couples comme les
points de τ$* comme/(P) est continue et f{E) = R est totalement discontinue
dans 9ΐ? f(S») est toujours un point. On definit un voisinage V(V) de
(Po, APo)) par {(P, /(P)) P G un voisinage V de Pol et un voisinage V(Vf)
de {Ea, AEa)) par {(P,/(P)) ou (E?, f(E?))', P ou 1?? est compris dans un
ensemble ouvert V D Zsα? dont la frontiere est disjointe de toute composante
de E). Les voisinages V(V) et V(Vf) engendrent les ensembles des voisinages

π> Voir [7] a ce propos.
12- Pour la definition generale de transformations quasi-conformes, voir aussi [4], [10],

[11].
135 On change certaines des notations dans [A] par exemple 3ΐ correspond a 91 dans

[A], K a E, g a G} etc.
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des points de g* et done une topologie est definie sur g*.14) En definissant des
parametres locaux sur la partie g de §* correspondant a g - E a la maniere
usuelle, g devient un nombre fini ou denombrable de surfaces de Riemann
comme des surfaces de recouvrement de 9?. La correspondance g(P^) ' P -»
(P, / (P)) lorsque P G § - E, et P -> (£?*, /(£«)) lorsque P e £«, est une appli-
cation continue de § sur g*, et la correspondance H(P*) : P* = (P, /GP))->/CP)
ou P* = (-£?«, f(E*)) -> f(Ea) est aussi une application continue de $* dans jft.

Supposons que la restriction de f(P) a § - E soit une function localement
pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors e'est-a-dire que la restriction de
g(P) a § - E satisfasse a la condition que nous venons de poser sur T(z).

Soit {Dn} une suite decroissante d'ensembles ouverts dans S? de frontieres
relatives {c.n} telles que chaque dn se compose d'un nombre fini ou denombra-
ble de courbes regulieres et QA Π c_n = φ pour tout n^2, et soit 2. Γelement
determine par {Dn). On suppose que les images reciproques {cn} de {c_n) soient
situees dans g ,* e'est-a-dire que {c_n) et R soient disjoints. Soit un(P) une fonc-

tion harmonique dans Z>i - Ωn - £_n telle que lim un(P) *= 0 et Mm un(P) ^ 1,
CJ Cn

et c(wn) la courbe de niveau un(P) = Cte un, 0<un<l. On pose un(P*) =
un(H(P*)) et c(un) = H~1{c(nn)) et on designe par Cw la famille des c(un)
situees dans $ \ c(un) est disjointe de E_ pour presque toute valeur de un, puis-
que E_ est de mesure lineaire nulle. Soit Cn la sous-famille de Cn dont sur
chaque element c(un)9 la restriction de g~1(P) a & est totalement derivable et
absolument continue; par les proprietes i) et iii), c(un) e C'n pour presque
toute valeur de un. Si ^(P) designe le quotient de dilatation de g~1(.P) defini
dans 31 comme dans e) de §2, la condition

(4)
$ : \ qdvn

entraίne le fait: λi/q(C'n) -> 0 d'apres le theoreme 2, oύ vn(P) est la fonction
conjuguee de un(P) definie sur #.

Or? on appellera une representation continue /(P) de § dans 3?? paraboϊique
(£) si elle est localement pseudo-analytique au sens de Pfluger-Ahlfors en dehors
d'un ensemble E ferme, ayant Γimage E_ de mesure lineaire nulle, et s'il existe
une suite {Dn} determinant £15) telle que/(§) Π £_χ ±? φ et {un(P)}, harmoniques
dans Dι — Dn — (in telle que lim un(P) ^ 0 et lim un{P) ^ 1, qui remplissent la

condition suivante, visiblement equivalente a (4):

(5) \ 7—=^—> 00 avec /?,

U) On peut prouver que cette topologie est separee.
15) On dit que deux suites determinent le meme 8 si elles engendrent le meme filtre.
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oύ q est le quotient de dilatation de fiP) reduite a g - E et? v_n(P) etant la

fonction conjuguee de un(P), Γintegrale J qdυn = J oiP)dvnifiP)) est prise sur

Γimage reciproque de c{un), qui est un systeme de courbes pour presque toute
valeur de un, 0 < un < 1 i on note que q(P) est egal a q(P) en points correspon-
dants. Une representation parabolique (%t) dans [A] peut s'interpreter comme
une telle representation.

Ainsi on est arrive a la position de pouvoir generaliser le theoreme 1 de
[A].

THEOREME 5. Soit 5R une surface de Riemann et soit f(z) une representation
parabolique (2) dans 5R d'un domaine G du plan z, de la forme: 0 < x < 1, 0
<y < h(x) t= oo. Si pour chaque valeur x d'un sous-ensemble X de Vintervalle
0 < # < l , on a h(x) < co et s'il exist e une suite yp -> h(x) telle que fix + iyp)
tende vers 2. lorsque p -> oo pour tout x G X, alors m(X) = 0.

En effet, si fix + iyp) -> 2 Γimage (̂ΛΓ -f />/,) sur g*, definie ci-dessus, tend
vers 2 que {Dn}, oύ Dn = H~1(Dn), determine. Nous avons vu que (4), equi-
valente a (5), entraϊne λifQ(Cn)-* 0, d'oύ on conclut m(X) = 0 par le theoreme 1.

7. Une fois la generalisation du theoreme 1 de [A] etant obtenue, les
theoremes 2, 3, 4 et 7 de [A] peuvent etre generalises pour des representations
paraboliques (β) ici on ne les enonce pas. Cependant, on s'interesse a la
generalisation du theoreme 5 de [A].

Dans le cas particulier oύ 2, peut etre identiίie a un point sur une surface

de Riemann, la condition (5) est locale et ecrite au moyen d?un parametre

local: soit en ω. On pose Dn = {{ ω\ < 1/n} et c_n = {[ ω | = 1/n} I Γintegrale
C1 dt

dans (5) s'ecrit \ ? ~ (ω = teiφ), oύ Γintegrale du denominateur est egale
J an) QtdΨ

a la longueur totale de densite q des courbes sur g situees au-dessus de | ω | = t9

et elle sera notee λ(t).m L'integrale \ [qtdψdt = \ λ{t)dt est egale a Γaire

de densite q de la partie de g, qui se projette dans I ω I < t \ on la designera
par Sit).

Soit 1 > tι > t[ ^ U > f2 ^ U - . . -» 0. Par l'inegalite de Schwarz on a

{U - tl)2 = (C.dt)2 έ C,λdt C-4* = {SiU) - S(ίl)}

Done

^ D ; Ϊ T I S U V ) - S ( ί l ) = Jo A

16> Cela n'est pas la longueur extremale.
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Si on peut choisir ίv et t[ tels que la serie a gauche diverge, la condition (5)

sera satisfaite. II en est ainsi lorsque t[/t^<tc<l et Σ tl/S(tv) — oo. Ceci est
V = 1

vrai si lim S(t)/t2< oo comme dans le theoreme 5 de CA]; en effet, prenant

ίi > ίί- = 4 ^ fe > ή = -f- ^ . . . tels que S(fJ/# < ϋΓ< oo, on a Σ ί / S ( ί ) >
00

Σ l/ϋΓ= °° D'autre part Pfluger [7] a demontre recemment que si ω =/(C) est
V = l

une fonction non constante meromorphe dans I C I < 1, si Γaire spherique de son
image est finie et si S{t) = o(f log lit), alors Γensemble des points sur | C | = 1
oύ lim/(yβlθ) =0 (C = reίθ) est de capacite logarithmique (exterieure) nulle. Le

r-*i

theoreme 6 montrera que Γaire spherique n'en faut pas etre finie et qu'on peut
ameliorer sa condition sur S(t) en la remplagant par S(t) = O(f logl/t). On

CO - 00 -j

note que, si on pose U = ίί-i = £~v, on a t'Jtv = e'1 et Σ^"2 vΛS(e"v) ^ ~τ^Σ —
V = l M v = l V

= oo, oύ. Mest une constante finie telle que Sit) <=Mt2\ogl/t. On peut encore

relacher la condition: S(e~v) = Oie'^h(v)) avec /z(ẑ ) > 0 tel que *Σl/h(v) = ^ .
V = l

Cependant, aucune de cette condition et la condition limS(t)ft2 < oo n'entraϊne
ί->0

Γautre.
On enonce une generalisation du theoreme 5 de [A] comme suivant:
THEΌREME 6. Soit f(ζ) une fonction non constante continue dέfinie dans

Uζ\ i C I < 1 et prenant des υaleurs sur une surface de Riemann 3f. On suppose
de plus que f(ζ) soit une representation localement pseudo-analytique au sens
de Pfluger-Ahlfors en dehors d'un ensemble Eζ fermέ dans Uζ ayant Vintage R
dans jft de mesure linέaire nulle. On dέsigne par S( t) Γaire euclidienne de
densite q, έgale au quotient de dilatation, de la par tie des surfaces de Riemann
homέomorphes a Uζ - Eζ, qui se projette dans le cercle \ ω\ < t < 1, oύ ω est
un paramέtre local fixe tel que ω = 0 corresponde a PELΪR. Si on peut choisir
1 > t\ > t[ ^ U > ύ ^ 3̂ . . . -> 0, tels que la serie a gauche dans (6) diverge,
Vensemble des valeurs sur I C I = 1 oύ lim f(ret0) = P (C = ret0) est de capacite

logarithmique {exterieure) nulle.

La meme idee que dans la demonstration du theoreme 5 de [A] s'appli-
quera si le lemme suivant est etablit on n'a pas besoin de supprimer P de !R,
ce que nous avons fait dans CA], puisque 2 peut etre identifie a un point in-
terieur de %t dans le present memoire.

LEMME 4. Sous les conditions dans le thέorέme 6, si f(C) a la limite P
radialement a un point et0, Γimage de toute courbe aboutissant a etθ dans Uζ
s'έtend vers P.
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Soit I ω I < 1 un cercle parametrique, oύ ω = 0 correspond a P. Supposons
qu'il existe une courbe / dans Uζ aboutissant a etB et disjointe au rayon Oetθ

telle que son image/(C) se trouve hors I ω | < 1. Nous representons Uζ par
log (1 - Ce~t0) sur un domaine dans le plan w = u H- «/. L'image J5 est placee

entre les droites t; = - -~ et υ = -y, et le rayon O?θ correspond a 0 < u < oo.

On divise 5 en parties se trouvant dans les bandes 0 < u <1, 1 < u <2, . . .
et designe par Bp la partie dans p < u <p + 1 2^ est comprise dans le rectangle

p < u <p + 1, - -5- < tf < -|-. Si ^ est suffisamment grand, l'image dans 5g

du segment p < u <p + 1 est situee dans un vόisinage I ω I < 1/n de £. L'image
r(ί) dans i%> de I ω I = t existe pour presque toute valeur t de 1/n < t < 1, et
la longueur de toute γ{t) est ^ 1 , puisque r ( ί ) se coupe tous les segments,
joignant Γaxe des u et l'image w(l) et paralleles a Γaxe des v. Done la
longueur extremale de ir(t)} ^ 1/π. Mais comme on 3'a vu, la condition (6)
montre que la longueur extremale de poids 1/q de la famille des systemes de
courbes sur les surfaces de recouvrement, se projetant sur I ω \ = t, 1/n < t <1,
tend vers 0 lorsque n -* oo. La propriete e) dans § 2 conduit a une contradiction.

On peut etendre le theoreme 6 de [A] a la meme maniere. L'idee de la
demonstration du lemme 4 sera reprise pour generaliser un theoreme de Lindelδf
dans un memoire sous preparation.

Enfin je signale que j'ai 1'intention de prendre d'autres occasions pour
examiner les resultats dans § § 8-9 de [A] et ameliorer les resultats sur les
ensembles d'accumulation obtenus dans [51

Addenda: apres avoir complete ce memoire, le travail suivant a ete publie,
qui est etroitement lie a nos § § 4-5:

K. Strebel: Die extremale Distanz zweier Enden einer Riemann'schen
Flache, Ann. Acad. Sci. Fenn., A.I., (1955), no. 179, 21 pp.
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