
SUR LA THEORIE DES VARIETES ALGEBRIQUES

C. CHEVALLEY

Introduction

A. Weil a generalise la notion de variete algebrique d"un espace affine (ou

projectif) en introduisant la notion de variete abstraite (nous dirons simplement

"variete" au lieu de "variete abstraite/' appelant varietes affines les varietes

algebriques d'un espace affine). La definition donnee par A. Weil des varietes

algebriques s'inspire manifestement de la notion de variete differentiable, congue

comme reunion d'un nombre fini de morceaux dont chacun peut etre considere

comme une partie ouverte d'un espace numerique, les vanetes des espaces affines

se substituant aux ensembles ouverts des espaces euclidiens. II subsiste

cependant une difference notable entre la notion de variete differentiable et

celle de variete algebrique au sens de A. Weil: dans une variete differentiable,

il n'existe aucun systeme de coordonnees privilegie, et la me me variete differ-

entiable peut se representer de bien des manieres differentes comme reunion

de morceaux euclidiens; au contraire, une variete au sens de Weil se trouve

munie d'une decomposition uniquement determinee en varietes affines, et

chacune de ces varietes affines est plongee d'une maniere bien determinee dans

un espace affine, ce qui signiίie qu'elle est munie d'un systeme de coordonnees

privilegie.

Ceci etant, il peut paraϊtre desirable de pousser plus loin Γanalogie entre

varietes differentiates et varietes algebriques en cherchant a defmir ces dernieres

de maniere invariante par rapport aux changements de coordonnees. Le pro-

bleme peut se formuler ainsi. Appelons invariant d'une variete V tout objet

M(V) intrinsequement attache a une variete V quelconque et tel que, si deux

varietes V, V sont en correspondance birationnelle partout bireguliereυ les

objets M(V) et M(V') attaches a V et a V soient isomorphes (nous supposons

que ces "objets" sont des ensembles munis de structures convenables). Le

probleme est alors de determiner un invariant M(V) tel que, reciproquement,
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J ) Nous entendons par 1̂  qu'il y a entre V et Vf une correspondance birationnelle telle

qu'a tout point de V corresponde un point de V et reciproquement, la correspondance etant
de plus bireguliere.
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deux varietes V et V* pour ίesqueίles M(V) et M(Vf) sont isomorphes soient

en correspondance birationnelle partout bireguliere. II resulte implicitement

des travaux de M, Zariski que ce probleme peut se resoudre de la maniere

suivante. Pour chaque point P de V, Γensembie des fonctions sur V qui sont

definies en P est un sous-anneau o(P) du corps des fonctions sur V; Γensemble

Mi V) de tous les anneaux o(P), pour tous les P ε V, possede alors les proprietes

requises d'invariance: c'est ce que nous demontrons explicitement dans la

premiere partie. Nous appelons Γensemble M(V) le modele de la variete V.

De plus, nous caracterisons les ensembles de sous-anneaux d'une extension de

type fini du domaine fondamental qui sont des modeles de varietes. II resulte

notamment de cette caracterisation que toute variete est birationnellement

equivalente (au moyen d'une correspondance partout bireguliere) k une variete

qui est definie au moyen de varietes affines mais depourvues de frontieres.

Ceci fait, nous proposons une nouvelle definition, entierement invariante,

de la notion de variete. On peut k vrai dire objecter k cette definition qu'on

y perd la notion du corps de definition d'une variete ainsi que celle de point

generique par rapport k un corps de definition. De fait, ces notions sont in-

compatibles avec la condition d'invariance que nous nous sommes imposee. En

effet, il est bien clair qu'il n'y a aucune relation necessaire entre les corps de

definition de deux varietes V et V qui sont birationnellement equivalentes

et, si K est un corps de definition commun pour ces deux varietes, un point de

V peut etre generique par rapport a K alors que son correspondant dans Vf est

rationnel sur K: c'est ce que montre dej& Γexemple simple oύ V, V sont des

droites convenables d'un plan affine. Si J'on admet que Γobjet de la geometric

algebrique est Γetude des proprietes des varietes qui sont invariantes par les

transformations birationnelles (soit que Γon admette toutes les transformations

birationnelles soit que Γon se limite k celles qui sont partout biregulieres), il

psut paraϊtre facheux, au moins d'un point de vue esthetique, de faire jouer a

la notion non invariante de corps de definition un role aussi important que celui

que lui fait jouer A. Weil. Par contre, il est indiscutabJe que la notion de point

generique par rapport k un corps de definition K, dont nous critiguons le role

dans la definition d'une variete, se revele d'une utilite technique considerable.

Pour pouvoir en disposer dans Ja definition que nous proposons, nous intro-

duisons la notion de if-variete, K etant un sous-corps du domaine fondamental
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Ω sur lequel Ω est de degre de transcendance infini. Toute variete peut etre

munie de structures de ϋΓ-varietes pour tous les sous-corps suffisamment vastes

du domaine universe! mais, meme une fois K fixe, une meme variete V peut

etre munie de plusieurs structures differentes de ϋΓ-variete. La notion de point

generique par rapport a K (ou a un sur-corps de K) est definie pour les K-

varietes et possede les proprietes usuelles.

Une autre divergence entre la definition de A. Weil et la notre est que

nous revenons au point de vue " ensembliste" classique, duquel une variete est

Γensemble de ses points. II nous semble que 3e langage de la theorie des

ensembles, autant et meme peut-etre plus que le langage geometrique, constitue

une aide precieuse a la comprehension de la geometrie algebrique. La raison

pour laquelle A. Weil s'est cru force de renoncer aux facilites de ce langage,

a savoir que la projection (au sens de la theorie des ensembles) d'une sous-

variete d'un produit £ x F de deux varietes sur E (ou sur F) n'est pas neces-

sairement une sous-variete, nous a paru bien mince en proportion au sacrifice

impose. Rien n'empeche d'introduire un mot tel que "projection fermee" ou

"projection algebrique" pour designer ce que A. Weil appelle projection. Nous

appelons constructibles les sous-ensembles d?une variete qui peuvent s'obtenir

a partir des sous-varietes par les operations suivantes: prendre le complemen-

taire d'un ensemble prendre la reunion ou Γintersection de deux ensembles.

Les projections d?une partie constructible du produit de deux varietes sur les

facteurs du produit sont alors constructibles, ce qui montre que la classe des

ensembles constructibles est fermee relativement aux operations les plus impor-

tantes que Γon ait a faire en geometrie algebrique. A ce sujet, nous voudrions

faire Γobservation suivante. Soit $ une propriete que peuvent ou non posseder

les points d'une variete E. On peut attribuer (au moins) deux significations

precises distinctes a la phrase vague "les points de E possedent en general la

propriete %" a savoir les suivantes: 1) tout point de E qui est generique par

rapport a un corps convenable possede la propriete φ 2) Γensemble des points

qui possedent la propriete $ contient une partie ouverte non vide (au sens de

la topologie de Zariski) de E, c'est-a-dire: il existe un nombre fini de sous-

varietes de E9 de dimensions inferieures a celle de E, telles que tout point de

E n'appartenant a aucune de ces sous-varietes possede la propriete φ. La con-

dition 2) entraϊne manifestement 1), mais la reciproque n?est pas vraie. II est
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souvent beaucoup plus facile d'etablir 1) que d'etablir 2) (par exemple, il est

bien plus facile d'etablir qu'une section generique d'une variete normale par

une hypersurface est normale que de montrer que "presque toutes" ces sections

sont normales). Neanmoins, il nous semble qu'il y a lieu d'etablir, toutes les

fois que c'est possible, que la condition plus forte 2) est satisfaite. En effet, si

K est un corps tel que E possede "assez" de points rationnels sur K, la condi-

tion 2) entraϊne qu'il existe un point rationnel sur K qui possede la propriete φ,

alors qu'il n'en est pas ainsi de la condition 1). Notons en passant que, si

Γensemble des points qui possedent la propriete $ est constructible et si la con-

dition 1) est satisfaite, il en est de meme de 2).

Nous avons cru devoir nous ecarter de la terminologie de A. Weil sur un

autre point encore, a savoir en ce qui concerne la definition des sous-varietes.

II nous paraΐt en effet indesirable de refuser ce nom aux analogues pour les

varietes algebriques des sous-varietes ouvertes des varietes differentiates. Pour

prendre un exemple, dans la terminologie de A. Weil, un espace projectif est

une variete P, Γespace aflfine qu'on en deduit par ablation d'un plan a Γinfini

est egalement une variete S, mais S n'est pas une sous-variete de P. Nous

proposons done d'appeler sous-varietes de E toutes les varietes qui sont des

parties relativement ouvertes (au sens de la topologie de Zariski) de sous-varietes

de E au sens de A. Weil.

Les demonstrations que nous faisons dans les parties II, III, IV sont

peuvent etre lues sans connaϊtre la theorie des varietes de A. Weil (sauf celle

par laquelle nous etablissons au debut de II Γequivalence entre notre defini-

tion et celle de A. Weil). Les resultats que nous y etablissons sont en partie

des resultats plus ou moins connus de tous les specialistes en geometrie alge-

brique, mais qui n'avaient pas encore ete formules explicitement (a notre con-

naissance du moins), en partie des resultats deja etablis par A. Weil dans sa

theorie des varietes. En ce qui concerne ces derniers, si nous en avons donne

des demonstrations, ce n'est pas avec Γillusion de presenter dans les pages qui

suivent une exposition complete de la theorie a partir des definitions que nous

proposons, mais plutδt pour montrer in concreto sur quelques exemples la maniere

dont fonctionnent les notions que nous avons introduites.
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I.

Nous appellerons varietes les varietes abstraites de A. Weil? et varietes

affines les varietes de A. Weil. Nous designerons par Ω un domaine universel

fixe (au sens de A. Weil).

Soit V une variete: Γensemble, que nous designerons par 3ί(F), des

fonctions sur V est alors muni d'une structure de corps2) les functions con-

stantes forment un sous-corps de 3M V) canoniquement isomorphe a Ω et que

nous identifierons a Ω, tout element a e Ω etant identifie a la fonction constante

de valeur a.

Soient K un corps de definition de V et P un point genenque de V par

rapport a K. L'ensemble des fonctions / sur V qui sont definies sur K est alors

un sous-corps de 3l(V), soit WAV), et Γapplication /->/(P) est un î -isomor-

phisme (i.e. un isomorphisme laissant les elements de K fixes) de 3i*( V) sur

K(P). Le corps 3K V) est la reunion des corps 3ίχ(F) pour tous les corps de

definition K de V. Si Kf est un corps de definition de V contenant K, et P un

point generique de V par rapport a K', le corps K'(P) est engendre par Kf et

K{P), et les extensions K(P)/K, K'/K sont lineairement disjointes sur K\ ces

assertions se deduisent immediatement du fait qu'elles sont valables pour les

varietes afϊines.

Supposons la variete V donnee par des varietes affines Va, des correspon-

dances birationnelles T?a et des frontieres F*. Soit n{cc) la dimension de Γespace

affine dans lequel se trouve la variete Va \ soient K un corps de definition de

V et Pa un point generique de Va par rapport a K. Soient Xi les coordonnees

de Pa(l^i^n(a)). Le point Pa est un representant d'un point generique P de

V sur K* II existe des fonctions/; sur V telles que fάP) = Xi \ ces fonctions

ne dependent que de Vaΐ non des choix de K et de P*. En eftet, si P' - (x[,

. . - , x'n{*)) est un autre point genenque de V sur K, P' est une specialisation

(generique) de P par rapport a K, d'oύ/*(P') = x\, ce qui montre que, pour K

donne, les /,- ne dependent pas du choix de P. Pour montrer que les /; ne

changent pas si on remplace K par un autre corps de definition Kf, il suffit de

prendre pour Pα un point de Va qui est generique aussi bien par rapport a K

que par rapport a K\ Les fonctions /; sont appelees les fonctions coordonnees

relatives a Va ', Γanneau Ωίfi, . . . , fmaj s'appelle, Γanneau affine relatif a V*.

D'une maniere generate, nous appellerons anneaus afifine du corps 9ϊ( V) tout

2) Ce n'est pas un sous-corps du domaine universel c'est done un corps abstrait dans la
terminologie de A. Weil.
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sous-anneau de ce corps contenant Ω, engendre par un nombre fini d'elements

sur Ω et dont le corps des quotients est Dΐ(V).

Lorsque V est une variete affine, nous pourrons parler des fonctions coor-

donnees sur V et de Γanneau affine de V sans donner de precision supplementaire.

Revenant aux notations utilisees plus haut, il est clair qu'il existe pour

chaque a un isomorphisme bien determine du corps 9f(Fα) sur 3KF), soit θa,

qui peut se definir comme suit : si /α est une fonction sur Fα, definie sur un

corps de definition K de V, et Pα un point generique de Vα par rapport a K,

representant d?un point P de V, ΘJfΛ) prend en P la valeur /α(Pα). L'isomor-

phisme θa fait correspondre aux fonctions coordonnees sur VΛ les fonctions

coordonnees sur V relatives a V*.

Soient maintenant U et V des varietes, et T une correspondance biration-

nelle entre U et V. II correspond alors a T un isomorphisme T* de 3ϊ(Z7) sur

9ί(V), qui se definit de la maniere suivante. Soient / un element de 9KC/), K

un corps de definition commun pour U, V, f et T et P un point generique de

U par rapport a K. II y a alors un point Q et un seul de V tel que PxQ soit

dans T, et Q est generique sur V par rapport a ϋΓ(cela resulte immediatement

de [Wl IV, 7, th. 16). II y a done une fonction g sur V, definie sur K, telle

que g(Q) = / ( P ) . Cette fonction ne depend pas des choix de K et de P. II

suffit de montrer que g n'est pas changee si on remplace K par un corps de

definition Kf contenant K et P par un point generique P1 de U par rapport a

K'. Or, si Q' est le point tel que P'xQ' soit dans T, PxQ est specialisation

generique de P'xQ1 par rapport a K, d'ou il resulte tout de suite que 1'egalite

g(Q) = f{p) entraΐne g(Q') = / ( P ' ) . Nous poserons g = T*(/) on verifie tout

de suite que Γapplication T* ainsi definie est un isomrphisme de 3i(U) sur 3ί( V).

Si Pi x Qi est un point de T tel que / soit defini en Pi et g defini en Qι9 on a

/(Pi) =g(Qι), comme il resulte tout de suite du fait qu'avec les notations uti-

lisees ci-dessus PiXQi est une specialisation de P x Q par rapport a K.

A tout point P d'une variete V, on peut associer un sous-anneau o(P) du

corps 3K V), a savoir Γanneau des fonctions sur V qui sont definies en P et y

prennent des valeurs finies. Supposons la variete V donnee au moyen de vari-

etes affines Va, de frontieres F* et de correspondances birationnelles Tpα. Soit

a un indice tel que P ait un representant Ptt dans Fα. L'anneau o(P) contient

alors evidemment Γanneau affine $8* relatif a Va. De plus, les fonctions de $ α
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qui prennent la valeur 0 en P forment un ideal maximal pa de 53α. et o(P) con-

tient Fanneau local o' de J>« (i.e. Γensemble des //g, ou/, g sont dans 35α mais

oύ g n'est pas dans pa). On a d'ailleurs o(P) = o'. Soient en effet K un corps

de definition pour V et pour une fonction/Go(P) et Q un point generique de

V par rapport a K. Soient f\, . . . , /M(α) les fonctions coordonnees relatives a

Va, yi, . . . , yn,a) les coordonnees du representant Qa de Q dans Fα et #1, . . . ,

AΓn(α) les coordonnees de Pa. Puisque / est definie en P, f(Q) appartient a Γan-

neau de specialisation de Pdans K(Q),ce qui montre que f(Q) est de la forme

Aiyi, . . . , yn)B'ι{yu - - , Vn) oύ A, B sont des polynomes a coefficients dans

K tels que B{χu . . ., xn)*0. II en resulte que Von a / = Λ(/ι? . . . , fn)B~\fu

. . . ./«), d'oύ o(P)=o'. Nous appellerons o(P) Yanneau local du point P.

C'est un fc<anneau local" au sens technique du terme son ideal maximal se

compose des fonctions sur V qui prennent la valeur 0 en P.

PROPOSITION 1. Soient T une correspondance birationnelle entre une υariέtέ

U et une variέtέ V, 71* Γisomorphisme ccrrespondant de %i(U) sur OKF), Pun

point de U et Q un point de V. Pour que PxQ appartienne a T, il faut et

suffit que la condition suivante soit satisfaite: si on dέsigne par p et ς les idέaux

maximaux des anneaux locaux o(P) et o(Q) de P et de Q9 Videal engendrέ par

T*(p) et q dans Γanneau engendrέ par T*(o(P)) et o(Q) ne contient pas 1.

Les projections de T sur U et sur V sont des correspondances biration-

nelles les inverses de ces correspondances definissent des isomorphismes πu et

7rr de M{U) et 3ϊ( V) sur 9ί(Γ). Supposons d'abord que PxQ appartienne a

T. II est clair que, si / est une function sur U definie en P, πu(f) est definie

en P x Q de raeme, si une fonction g sur V est definie en Q, πΛg) est definie

en PxQ. De plus, s i/e j) , πL(f) appartient a Γideal maximal r de o(PxQ),

puisque (πu(f))(PxQ)=f(P)'> de raeme, si g&q, on a πAg)Gt. L'ideal

engendre par πdp) et 7Γr(<ϊ) dans o(PxQ) est done contenu dans r. Comme

on a πσ = πr ° T*, on voit que la condition enoncee est necessaire. Supposons

la maintenant reciproquement satisfaite. Supposons les varietes U et V don-

nees par des varietes affines Ua, FT, des frontieres sur ces varietes affines et

des correspondances birationnelles. Supposons que P admette un representant

Pot dans U* et Q un representant Qr dans F τ . Nous identifierons 3i(U*) a

9i(C/) au moyen de Γisomorphisme qui fait correspondre les fonctions coordon-

nees relatives a Ua aux fonctions coordonnees sur U* et de meme pour 3i(Vr)
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et 9ί(F). La correspondance birationnelle T1 donne une correspondance bira-

tionnelle XV α entire Ua et W Γisomorphisme de 3t(U*) sur 3ί( Vτ) associe a TTα

est encore T* (grace a nos identifications). De plus, on a o(P) = o(PΛ), o(Q) =

o(Qτ). Soient Uα Γanneau affine de UΛ et 95T celui de Vτ. Nous identifierons

encore 3ί(Tr«) a 9ί(Γ) au moyen de l'isomorphisme qui fait correspondre les

functions coordonnees relatives a Tra aux functions coordonnees sur Tr*. Nous

allons montrer que Γanneau affine % de TTα est identique a Γanneau engendre

par 7Γ{,-(it<χ) et 7Γr(3Sτ). Les varietes UΛ et W sont dans des espaces affines

Tra est une sous-variete du produit de ces espaces affines dont les projections

sur les deux facteurs sont UΛ et Vτ respectivement. Si /i, . . . , fmκ*) et gi, . .

• , £n(Ύ) sont les functions coordonnees sur UΛ et sur W, les fonctions coordon-

nees sur TV* sont done les πυ(fi) et les πvigj), ce qui demontre notre assertion.

Puisque πc = πy ° T*, il resulte de notre hypothese que Γideal engendre par pf

= πc(p) et ς' = 7Γr(q) dans Γanneau § engendre par τrr(o(P)) et πv(o(Q)) ne con-

tient pas 1. Cet ideal est done contenu dans au moins un ideal maximal r de

§. Soit ψ Γhomomorphisme canonique de § sur §/r identifiant Ω a un sous-

corps de §/r, ^ coincide avec Γidentite sur i2. On a/ ,=/, (P) (mod p), d'oύ

7Γc(/f) =MP) (mod })'), et de meme πΛgj) = gj(Q) (mod q'). On en deduit

que y(τrcτ(/, )) =//(P), f(τrr(^)) = ^(Q). On a d'ailleurs //(P) = /, (Pβ), «/(Q)

= gj(Qr). Comme p induit un homomorphisme de X, on voit qu'il y a un

homomorphisme de % dans Ω qui coincide avec Γidentite sur Ω et qui applique

les fonctions coordonnees sur TTα sur les coordonnees du point PaxQΎ. Ce

dernier appartient done a TTα, ce qui montre que P x Q appartient a T.

COROLLAIRE. Soient P, Q des points distincts dune variete V, et p, q les

idέaux maximaux de leurs anneaux locaux o(P) et o(Q). Uideal engendre par

p et q dans Γanneau engendre par o(P) et o(Q) contient alors 1.

II suffit d'appliquer la prop. 1 au cas oύ U = V et oύ T est la diagonale de

VxV.

Soit V une variete donne par des varietes affines Va, des frontieres Fa sur

les Va et des correspondances birationnelles entre les varietes Va. Soit ?βΛ

Γanneau affine retatif aF«, et soit Ma Γensemble des anneaux locaux des points

de V qui ont des representants dans Va. Nous identifions ^3a a Γarmeau affine

ds VΛ. Les fonctions de $ a qui sont nulles en tout point de Fa forment un

ideal |α. II est clair que MΛ est Γensemble des anneaux locaux des ideaux
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maximaux de 35* qui ne contiennent pas fα.

D'une maniere generate, si S/i? est une extension de type fini de Ω, nous

appellerons anneau afβne de SR tout sous-anneau de 3ΐ contenant Ω, de la forme

Ω{_Xχ, . . . , ΛΓ«] (ou les ΛΓi sont dans 3ί) et admettant 9ΐ comme corps des quo-

tients. Nous appellerons localitέ de 3£ tout sous-anneau de $ qui est anneau

local d'un ideal maximal d'un anneau affine de 3?. Si 33 est un anneau affine

de 3?? nous appellerons modele affine attache a 3?, et nous designerons par M(33),

Γensemble des anneaux locaux des ideaux maximaux de 33. Tout ensem-

ble de localites qui peut se mettre sous la forme M(33) pour un certain anneau

affine 33 sera appele un modele affine. Soient o, o' des localites, et p, p' leurs

ideaux maximaux nous dirons que o et o' se correspondent si Γideal engendre

par p et pf dans Γanneau engendre par o et o' ne contient pas 1. Nous dirons

qu'un ensemble non vide M de localites de 3ί est un modele (du corps 3t) si les

conditions suivantes sont satisfaites: a) deux localites distinctes de Γensemble

M ne se correspondent jamais; b) M est la reunion d'un nombre fini de mo-

deles affines. Notre terminologie n'est pas contradictoire, car tout modele affine

de 3ί est un modele de 3ϊ au sens que nous venons de definir. Soient en effet

o et o' les anneaux locaux de deux ideaux maximaux distincts SDt et W d?un

anneau affine 93. Puisque Wl est maximal, 2W -f 3Jί; contient 1, et il en resulte

immediatement que o et o' ne se correspondent pas.

Etablissons maintenant le

LEMME 1. Soient 33 un anneau affine de % et \ un ideals {0} de 33. Ven-

semble M des anneaux locaux de ceux des ideaux maximaux de 93 qui ne con-

tiennent pas f est alors un modele de 9ί.

II est clair que f admet un ensemble fini de generateurs χl9 . . . , x/t tous

=¥0. Soit 2δz = 33 OΓ 1 ] ί chaque 2B, est manifestement un anneau affine de 3ϊ.

Soient 9JΪ, un ideal maximal de SB, , o son anneau local, p = 2J?, o Γideal maximal

de o et m Γideal premier p Π 33 de 33. Puisque 3Jί, est maximal, SB, /5K, = i2 il

en resulte que o/p = i? o n a ^ C SJ/3K C o/p = β, d'oύ 3S/̂ Jl = β, et 2R est un ideal

maximal de 33. Tout element de o non contenu dans p etant inversible dans o,

il est clair que Γanneau local o' de DJl est contenu dans o. Tout element de SB/

peut se mettre sous la forme xTey, avec e>0, vG33, et tout element de o se

met sous la forme uυ'1, oύ u, v sont dans SB/, vφiΊRi ecrivant u = Λ:/"^, # = ΛΓΓ^,

avec v? z e 33, on a mΓ 1 = xfi~eyz~ι. Puisque ΛΓΓ1 e 9B/, ΛΓ, n'est pas dans TO,, ni
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par suite dans Ίίl, et z = xf\v $ 2W, , d'oύ 2 φ 9JΪ il en resulte que uv'1 G 0', d'ou

0' = 0. Le modele affine attache a SB/ est done contenu dans M. Soient reci-

proquement 0 un element de M, anneau local d'un ideal maximal 3ft de $ qui

ne contient pas f. II y a alors un / tel que xι φ 2ft, d?oύ xf1 G 0, 2B, Co. Si J) =

3Ro est l'ideal maximal de 0, et 9JI/ = p n 2B, , on a J2 C SB//3R,- C o/> = #, et 2Jί, est

un ideal maximal. On voit tout de suite que 0 est son anneau local. L'ensem-

ble M est done la reunion des modeles affines attaches aux anneaux 2B/, ce qui

demontre le lemme 1.

PROPOSITION 2. Si V est une variέtέ, Γensemble des anneaux locaux des

points de V est un modele du corps des fonctions sur V.

Cela resulte immediatement du lemme 1 et de ce qui a ete dit plus haut.

Nous dirons que Γensemble des anneaux locaux des points de V est le

tnodele de la variέtέ V.

Soient %l!Ω et 9ϊ;/i2 des extensions de type fini de Ω, M un modele de 9ϊ

et M! un modele de SR\ Nous dirons que M et M sont isomorphes s'il existe

un i?-isomorphisme / de sJί sur W tel que les images par / des localites de

3'ensemble M soient toutes les localites de l'ensemble M' on dit alors aussi que

/ est un isomorphisme de M sur M'.

PROPOSITION 3. Tout modele M d'um extension SR/i2 de type fini de Ω est

isomorphe au modele d'une variέtέ V.

Representons M comme reunion d'un nombre fini de modeles affines Mitt

= 1,. . . , h) Mi est le modele affine d'un anneau affine 95/ = Ωlxi,i, . . . , #/,*</)].

Soit β̂ι l'ideal premier de l'anneau des polynδmes en ntt) lettres a coefficients

dans Ω compose des polynδmes P tels que P(xi,ι, . . . , Xi,nd))= 0. L'ensemble

des points (aι, . . . , «»<,*)) de Γespace affine de dimension ntt) tels que P(βi,

. . . , and)) = 0 pour tout P G φ, est l'ensemble des points d'une variete affine V, .

Soient//y (l^j^n(i)) les fonctions coordonnees sur Vi) il est clair qu'il existe

un isomorphisme /,• de 9i( Vf ) sur 5R qui applique fij sur Xij (lt=jt=n(i)) et qui

coincide avec Γidentite sur Ω. Cet isomorphisme est un isomorphisme du modele

M(Vj) de Vi sur Mi. Si i et j sont des indices entre 1 et h, Jjι °Ji est un iso-

morphisme Tfi de 5R(Vf) sur 9i(V». Or, on a le resultat suivant:

LEMME 2. Soient U et V des variέtέs affines et T* ww isomorphisme de

3ϊ(ί/) s&r Oί(F). Uisomorphisme T* />£#£ «/ors 5̂  definir au moyen d'une cor-
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respondance birationnelle T entre U et V, qui est uniquement determinee. Si

P&LU et Q ε V se correspondent par T, une condition nέcessaire et suffisante

pour que ces points se correspondent rέgulierement est que T* applique Γanneau

local de P sur celui de Q.

Soient /,• (1 ^ i ^ m) et gj (1 ^ j ί= n) les functions coordonnees sur U et

sur V respectivement. On peut evidemment trouver un corps K qui est un

corps de definition pour U et pour V et qui est tel que les T*(/, ) (1 ^ i *= m)

appartiennent a Kigu . . . , gn) et les {T*)~ι(gj) a K(fu . . . ,fm). Soit M

un point generique de U par rapport a K, et soient Xi, . . . , xn les coordonnees

de M; soit de meme iVun point generique de Vpar rapport a K, de coordonnees

Vi, . . . , yn* II y a un ϋf-isomorphisme λ de K(M) sur K(fi, . . . . fm) tel

que λixi) -fi (1 ^ i *= »ι) et un ^Γ-isomorphisme μ de ϋΓ(̂ Ί, . . . , ^ «) sur K(N)

tel que M& ) =// (1 = 7 « w). Par ailleurs, il est clair que T* induit un ϋC-iso-

morphisme de ΛΓ(/i, . . . , fm) sur K(gu . . . , gn) I μ ° T* ° λ est alors un K-iso-

morphisme de K(M) sur K(N), et definit par suite une correspondance biration-

neίle T entre Uet V. ϊl est clair que T* est Γisomorphisme de 81(17) sur SR(F)

defini par la correspondance T. La connaissance de !Γ* determine, en vertu de

la prop. 1, les couples de points (P,Q) tels que PxQ appartienne a T; T est

done uniquement determinee par Γ*. Supposons maintenant que P et 0 se cor-

respondent biregulierement choisissons pour point generique N de V le point de

V qui correspond a il/, de sorte que K(M) = K(N) I Γanneau de specialisation de

P dans /ΠAf) est alors identique a celui de Q dans K(N) ([WD, cor, 3 au th.

17, IV, p. 111). Si / est une fonction appartenant a Γanneau local de P, et de-

finie sur K, f est Γimage par λ d'un element u de Γanneau de specialisation de

Pdans K(M)9 a savoir u=-f(P), et on a (Γ*(/)) (©) = / ( P ) = « ; puisque #

appartient a Γanneau de specialisation de Q dans K{N), T*(/) appartient a

Γanneau local o(Q) de Q. Comme iϊ" peut etre un sous-corps quelconque de Ω

possedant les proprietes enoncees plus haut, on voit que T* applique o(P) dans

o(Q) on voit de la meme maniere que T*""1 applique o(Q) dans o(P). Suppo-

sons maintenant reciproquement que T*(o(P)) = D(Q). Les T*(//) etant dans

o(ζ>), les images des ^, par Γisomorphisme ,«° T*°/ de K{M) sur K(N) sont

dans Γanneau de specialisation de 0 dans K(N) mais, iV etant le point qui

correspond a M, μ ° T* ° A est Γautomorphisme identique, et les Xi appartiennent

a Γanneau de specialisation de Q dans K{N). On voit de meme que les yj
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appartiennent & Γanneau de specialisation de P dans K(M)l il en resulte im-

mediatement que P et Q se correspondent regulierement.

Ceci dit, revenons a la demonstration de la prop. 3. Pour chaque couple

(i,j), Tji definit une correspondance birationnelle Tji entre Vi et Vj, et ces

correspondances sont manifestement coherentes. Montrons qu'elles sont partout

biregulieres. Soient Pi, Pj des points de Vi, Vj tels que Pi x Pj appartienne a

Tji soient o(P, ) et o(P/) leurs anneaux locaux, et pi, pj leurs ideaux maximaux.

II resulte alors immediatement de la prop. 1 que Γideal engendre par Ji{pi) et

Jj(pj) dans Γanneau engendre par /, (o(P, )) et/y(o(P/)) ne contient pas 1. Mais

Ji(oiPi)) etJjio(Pj)) sont des localites du modele M, et leurs ideaux maximaux

sont Ji(pi) et Jj(pj) respectivement. Comme deux localites de M ne peuvent

se correspondre sans etre identiques, on a JiioiPi)) =Jj(o(Pj))9 d'oύ Tf) (o(Pi))

= o(Pj). II en resulte que Pi et P, se correspondent regulierement. Posons Fi

= 0 pour tout i alors les varietes affines Vi, les frontieres Fi et les correspon-

dances birationnelles Tji definissent une variete V. Pour chaque i, il y a un

isomorphisme ]\ de 9i( F, ) sur 3f(V) qui applique les//y sur les fonctions coor-

donnees sur V relatives a Vi I il est clair que TJ] = yj"1 ° j \ . II y a done un iso-

morphisms H de S sur 3i(V) tel que Γon ait Ji = H°Ji pour tout *'; il est clair

que H est un isomorphisme du modele M sur le modele de V.

Remarquons maintenant que le lemme 2 s'etend aux varietes quelconques:

PROPOSITION 4. Soient U et V des varietes et Γ* un isomorphisme de 9ί(ί7)

sur 9?(F). L9isomorphisme T*peut alors se definir au moyen d'une correspon-

dance birationnelle T entre U et V, qui est uniquement determhύe. Si PEL U et

0 e F se correspondent par T, une condition nέcessaire et suffisante pour que

ces points se correspondent regulierement est que Γ* applique Γanneau local de

P sur celui de Q.

Supposons la variete U donnee par des varietes affines U*, par des frontieres

Fa sur les UΛ et par des correspondances birationnelles Apa, et V par des varietes

affines Vr, des frontieres Gr et des correspondances birationnelles Bδl. Nous

identifierons comme nous Γavons deja fait plusieurs fois les 9ί(Z7β) a 9t(£/) et

les 3ϊ(Fτ) & 9UF); les isomorphismes A*α? Bst associes aux correspondances

An*, BST deviennent alors des automorphismes identiques. Pour chaque couple (a,

γ), T* definit une correspondance birationnelle TTα entre Ua et Vr. Supposons
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qu'un point P e U ait des representants PΛ et Pp dans Ua et U? et qu'un point

Q EiV ait des representants Qτ et Qδ dans Vτ et Vs. Nous allons voir que, si

P d xQr appartient a Γrβ, P^xQs appartient a TV On a en effet o(P) = o(Pα)

= o(Pτ), o(Q) =o(0P) =o(Qβ) soient £ et ς les ideaux maximaux de ces an-

neaux. II resulte de Γhypothese faite que Γideal engendre par T*(p) et q dans

Γanneau engendre par T*(o(P)) et o((?) ne contient pas 1 on en conclut que

PβXQs appartient a T^. II resulte de la que les TV* sont les representants

dans les UΛx Vr d'une sous-variete T de U x V; il est clair que T est une cor-

respondance birationnelle et que Γisomorphisme correspondant de W(U) sur

3i(F) est T*. Le fait que Test uniquement determinee et la deuxieme asser-

tion de la prop. 4 resultent immediatement du lemme 2.

PROPOSITION 5. Soient U et V des variέtέs. Pour quit existe une corres-

pondance birationnelle part out bireguliere entre U et V, il faut et suffit que les

modeles de U et de V soient isomorphes.

Cela resulte immediatement de la prop. 4.

II.

Nous allons maintenant proposer une nouvelle definition de la notion de

variete. Nous designerons toujours par Ω un '"domaine universel" qui sera

considere comme fixe. Soit E un ensemble. Nous appellerons structure de variete

sur E une structure constitute par la donnee d'un ensemble SR d'applications de

parties de E dans Ω qui possede les proprietes suivantes:

I. Si /, g GΞ 9ΐ, il existe des έlέments u, v de 31 qui posse dent les propriέtέs

suivantes: si P est un point de E en lequel f et g sont tous deux dέfinis, u et v

sont dέfinis en P et on a u(P) =f(P)+g(P), v(P) = u(P)g(P) de plus, ces

elements u et v sont uniquement determinέs. On les dόsigne par j'+ g et fg.

II. Les his de composition (f,g)-*f+get(f,g)-*fg dέfinissent sur SR une

structure de corps.

III. Toute application constante de E dans Ω appartient a 9ΐ.

II est clair que les applications constantes de E dans Ω forment un sous-

corps Ωf de 9ϊ, isomorphe a Ω, et que nous identifierons a Ω en identifiant Γappli-

cation constante de valeur a a Γelement a de Ω.

IV. S/ P6Ξ E. dέsignons par o(P) V ensemble des / e 5 ί dont les domaines de
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definition contiennent Pi Vapplication P-» o(P) est alors une application biuniυo-

que de E sur un modele du corps Oΐ.

(La notion de modele n'etant definie que pour 3es extensions de type fini

de Ω, IV implique que Γextension ϋΐ/Ώ est de type fini). Nous appellerons de-

sormais "varietes (W)" les varietes au sens defini par A. Weil. Si V est une

variete (W), Γensemble des points de V possede une structure evidente de va-

riete, le corps 3i etant le corps des functions sur V. De plus, si U et V sont

des varietes (FT), une condition necessaire et suffisante pour que les structures

de varietes de U et de V soient isomorphes est qu'il existe une correspondance

birationnelle partout bireguliere entre U et V, comme il resulte aussitδt de la

prop. 5, I.

Reciproquement, nous allons voir que toute variete E est isomorphe & une

variete portee par une variete (W). Utilisons les memes notations que plus

haut. Soit M le modele de 31 forme des anneaux o(P) pour PEiE. NOUS

savons qu'il existe une variete (W), soit V, dont le modele M(V) est isomor-

phe a M\ soit T* un isomorphisme de M{V) avec M. Soit Er Γensemble des

points de V. II existe done une application biunivoque H de E sur Ev telle

que, pour tout PEzE, O(P) soit 1'image par T* de Γanneau local ΰ(H(P)) du

point HiP) de Ev. Nous voulons montrer que, si /<Ξ o(HiP)), on a/(H(P))

- (T I*(/))(P) U en resultera evidemment que H est un isomorphisme de Ev9

muni de sa structure de variete, sur la variete E. Or, il est clair que f—f(H{P))

n'est pas inversible dans ϋiHiP)); puisque T* laisse les elements de Ω fixes,

on en conclut que T*(/) —f{H(P)) n'est pas inversible dans o(P). II en est

de raeme de T*(/) - (Γ*(/))(P) en effet, si cet element h avait un inverse

g dans o(P), on aurait, h(P)g(P) = 1, ce qui est impossible puisque hiP) =0.

Or o(P) est un anneau local; les elements non inversibles de cet anneau for-

ment done un ideal, et on en conclut que

(T*(/))(P) -f{H(P)) = (Γ*(/) - fUHP))) - (Γ*(/) - (T*(/)KP))

n'est pas inversible. Mais le premier membre de cette formule represente un

element de Ω, qui ne peut manquer d'etre inversible que s il est nul. Notre

assertion est done etablie.

Soit E un ensemble muni d'une structure de variete. Les notations etant

les memes que plus haut, nous dirons que les elements de 3ϊ sont les functions

sur E, et que? si P ε E, o(P) est Yanneau local de P. II resulte du raisonnement
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que nous venons de faire que Γideal maximal de Γanneau o(P) est Γensemble

des fonctions/ de cet anneau telles que/(P) =0.

Le corps 91 des fonctions sur E sera designe par 9K£), et le modele de

9f dont les elements sont les anneaux locaux o(P), Pt=E, par M(E)\ M(E)

s'appelle le modele de E. Si M(E) est un modele affine, on dit que E est une

variέtέ affine: M(E) est alors le modele affine associe a un anneau affine 53 de

9HZ£). Cet anneau est uniquement determine, comme il resulte du

LEMME 1. Si 53 est un anneau affine de 9?, 53 est Vintersection de tous les

anneaux de son modele affine.

II est clair que 53 est contenu dans cette intersection 53'. Soit reciproque-

ment x un element de 53'. Les elements y €Ξ 53 tels que xy EΞ 53 forment evi-

demment un ideal f de 53. Si 9ft est un ideal maximal de 53, x appartient a

Γanneau local de Ίfl, d'oύ il resulte immediatement que f contient un element^

n'appartenant pas a Ίfl. L'ideal f, qui n'est contenu dans aucun ideal maximal

de 33, doit contenir 1, d'ou *G53.

L'anneau affine du modele d'une variete affine E s'appelle Yanneau affine

de E.

Soit E une variete. Si U est un ensemble quelconque de parties de E, nous

appellerons topologie engendree par U la topologie la moins fine sur E dans la-

quelle les ensembles de iΐ sont ouverts les ensembles ouverts de cette topolo-

gie sont ceux du plus petit ensemble de parties de E contenant It tel que Γin-

tersection d'un nombre βni ( ^0) de parties et la reunion d'un nombre quelcon-

que de parties appartenant a cet ensemble appartienne a cet ensemble et que E

appartienne a Γensemble. Si 53 est un anneau affine de 3KE), nous designerons

par M(53) le modele affine associe a 53 si f est un ideal de 53, nous designerons

par M(5S f) Γensemble des anneaux locaux de ceux des ideaux maximaux de

53 qui ne contiennent pas f. Si Λf (55) est contenu dans M(E), nous designerons

par ί/(53)(respectivement: par £7(53 ί)) Γensemble des points PELE dont les

anneaux locaux oiP) appartiennent a M(53)(respectivement: a M(55;f)). Si

/ e OH-β1), nous designerons par Dif) Γensemble des points de E en lesquels /

est definie.

TH£OREME 1. La topologie engendree par la famille des ensembles Dif),

pour f SΞ WiE), est identique a celle engendree par les ensembles £7(53), pour tous

les anneaux affims 53 de SUE) tels que M(53) soit contenu dans le modele M(E)
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de E. Si 55 est Γun de ces anneaux, les parities de £7(55) qui sont ouvertes dans

la topologie ainsi dέfinie sont les £7(55 f), oύ f parcourt les ideaux de 55. Toute

famille non vide d'ensembles ouverts de cette topologie contient un έlέment maxi-

mal. Tout ensemble ouvert peut se reprέsenter comme rέunion d9un nombre fini

d'ensernbles £7(55) relatifs a des anneaux affines ϊβ tels que M(55)CM(Zs).

Soit II la famille des reunions finies d'ensembles de la forme £7(55), les 5)

etant des anneaux affines tels que M(55)CM(£).

1. Si 55 est un anneau affine tel que M(^S)CM(E), £7(55) se compose des

points PEiE dont les anneaux locaux contiennent 55. II est en effet clair que

3$Co(P) pour tout Pe£7(5S). Soit reciproquement P un point de E tel que

95Co(P). Soient p l'ideal maximal de o(P) et 2R l'ideal }>ΠS8 de 55 501 est

done le noyau de la restriction a 55 de Γhomomorphisme / - > / ( P ) de o(P) sur

Ω, ce qui montre que 9ft est un ideal maximal de 55 son anneau local peut

done se mettre sous la forme o(P'), avec un P'EiE. Un element de 55 non

situe dans 9ft etant inversible dans o(P), on a o(P')Co(P) l'ideal maximal de

o(P'), qui est engendre par 9ft, etant contenu dans p, il est clair que o(P) et

o(P') se correspondent, d'oύ o(P) = o(P') et Pe£7(55). Soient fu - , fm des

elements de 55 tels que 55 = Ωί/i, . . . ,fml', pour que 55Co(P), il faut et suffit

que l'on a i t/ ,eo(P), i.e. PGD(/i)(l £iέm) on a done £7(55) = D(/i)Π . . .

2. L'anneau 55 etant comme dans 1., et / une fonction sur E, il y a un

ideal ϊ*{0} de 55 tel que D(f)Π£7(55) = £7(55 f). Soit en effet f Γensemble

des ΛΓG55 tels que Λτ/e55; e'est evidemment un ideal = {̂0}. Soit P un point

de £7(3)) o(P) est alors 3'anneau local d'un ideal maximal %R de 55. Pour que

P e D ( / ) , il faut et suffit que / ε o ( P ) , done qu'il y ait un xG55 n'appartenant

pas a 9JΪ tel que x/E: 55: cela signifie que 5ft ne doit pas contenir f. L'anneau

55 etant affine, done isomorphe a un anneau quotient d'un anneau de polynδmes,

il est bien connu que, pour tout x # 0 de 55, il y a un ideal maximal 3Jt de ty

ne contenant pas x on en conclut que Z)(/)Π£7(55) #J0Γ.

3. L'anneau 55 etant comme dans 1., et f etant un ideal # {0} de V, £7(55 f)

appartient a U. Cela resulte du lemme 1, I.

4. Si /i, . . . ,fm sont dans $ ( £ ) , D(/i)Π . . . Γ\D(fm) est un ensemble

non vide de U. Pour m = l, cela resulte de ce que EE:VL (en vertu de la de-

finition d?un modele) et de ce que, si 55 est un anneau affine de 3t(2?) tel que
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Mi^β)CM(E), £7(55) Π£>(/) est un ensemble non vide de U en vertu de 2. et 3.

Dans le cas general, on procede par recurrence sur m. Si m>\ et si notre as-

sertion est vraie pour nz — 1, D(/i)Γ\ . . . Γ\D{fm-i) est non vide et est la re-

union d'un nombre fini d'ensembles de la forme £7(35), les 55 etant des anneaux

affines tels que M(55)CM(£), et Γintersection de chacun de ces ensembles

avec D(/m) est dans H.

II resulte deja de 1. et de 4. que Γintersection de deux ensembles de II est

dans Π et que les topologies engendrees par les ensembles £7(2$), oύ les 55 par-

courent les anneaux affines de 3i(2?) tels que M(%)CM{E), et par les D(f),

/GϋHE), sont identiques.

5. Soit 55 corame dans 1., et soient f, f des ideaux de 55 ) on a alors

£7(55 ί)U£7(55 f) = Z7(»; H i ' ) , £7(55 ί)Π£7(55 f;) = £7(53 if). En effet,

pour qu'un ideal premier de 55 ne contienne pas f -f f, il faut et suffit qu'il ne

contienne pas a la fois f et f, et, pour qu'il ne contienne pas ]]\ il faut et suffit

qu'il ne contienne ni \ ni f. II resulte immediatement de la que, pour tout

£7 ell, £7Π £7 (5S) est de la forme £7(55 f). pour un ideal f convenable. Recipro-

quement, tout ensemble de cette forme est dans U (lemme 1, I).

6. L'anneau 55 etant comme dans L, et U un ensemble de II contenu dans

£7(53), il y a en general plusieurs ideaux f tels que U = £/(5S; f) mais, parmi

eux, il y en a un qui contient tous les autres, a savoir l'intersection \{U) de

tous les ideaux maximaux dont les anneaux locaux sont les anneaux locaux de

points de £7(3$) n'appartenant pas a U. En effet, il est clair que si un ideal

maximal 3JΪ ne contient pas ](U), son anneau local est l'anneau local d'un point

de U. Par ailleurs, si U = £7(55 \), il est clair que \ Cf(£/), et, si un ideal

maximal ne contient pas ί, il ne contient pas non plus f(£7). Si £7, £7; sont des

ensembles de U contenus dans £/(5S), une condition necessaire et suffisante pour

que U C Uf est que |(Z7) Cf (£/'). Or, l'anneau 55 etant noetherien, tout en-

semble non vide d'ideaux de 55 admet un element maximal. II en resulte que

toute famille non vide de parties de U appartenant a U contient un element

maximal.

7. Soit (£7Λ) une suite croissante d'ensembles appartenant a U. Mettons E

sous la forme £7(3$i) U . . . U £7(3$Λ), oύ les 55/ sont des anneaux affines de 3ϊ(E)

tels que les Af(55/) soient contenus dans M(E). Pour chaque /, les membres

de la suite (Un Γ\ £7(2$ί)) sont tous egaux a partir d'un certain rang; il en re-
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suite immediatement que les Un sont tous egaux a partir d'un certain rang.

Ceci montre que toute partie non vide de I! admet un element maximal. II

en resulte que toute reunion (finie ou infinie) d'ensembles Ua appartenant a 11

appartient a U (il suffit d'appliquer le resultat precedent a la famille des reuni-

ons finies d'ensembles Ua). On en conclut immediatement que U est la famille

de tous les ouverts de la topologie consideree. Le theoreme 1 est done demontre.

La topologie definie dans Γenonce du theoreme 1 s'appelle la topologie de

Zariski sur EI elle n'est en general pas separee. D'une maniere generate, nous

appellerons espace de Zariski un espace topologique dans lequel toute famille

non vide d'ensembles ouverts admet un element maximal, e'est-a-dire aussi

dans lequel toute famille non vide d'ensembles fermes admet un element mini-

mal. II est clair que tout sous-espace d'un espace de Zariski est un espace de

Zariski.

Soit E un espace de Zariski. Une partie A de E est dite irrέductible si les

conditions suivantes sont, satisfaites: a) A n'est pas vide b) il n'existe aucune

representation de A comme reunion de deux parties relativement fermees de A

toutes deux distinctes de A. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et suffit que Γad-

herence A de A soit irreductible. Car, supposons A irreductible, et soit A =

B U B'9 oύ B, B' sont fermes; aJors A = (B Γ\ A)\J(B' ΠA), et, comme BΠA,

B1 Π A sont relativement fermes, Γun de ces ensembles, soit B Π A, est A tout

entier comme B est ferme, B = A, et A est irreductible. Supposons recipro-

quement A irreductible. Toute partie relativement fermee de A est Γinter-

section de A avec une partie fermee de A soient B, B' des parties fermees

de Ά telles que A = (B Γ\ A)U (B' Γ\ A). Comme BUB' est ferme et contient

A, on a BU B' = A, et Γun des ensembles B, B\ soit B, est A tout entier, d'oύ

B Γ\ A = A, de sorte que A est irreductible. II resulte immediatement de la de-

finition que, pour qu'une partie non vide A de E soit irreductible, il faut et suffit

que Γintersection de deux parties relativement ouvertes non vides de A soit

toujours non vide, ou encore que tout ensemble relativement ouvert non vide de

A soit dense dans A ceci entraίne que Γintersection d'un nombre fini quelcon-

que de parties relativement ouvertes non vides de A est non vide et dense dans

A. De plus, il resulte de la partie 4 de la demonstration du theoreme 1 que,

si E est une vαriέtέ, E est un ensemble irrέductible.

THEOREME 2. Soit E un espace de Zariski. Toute partie A de E peut alors
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se representer comrne reunion dτun nombre fini de parties relattvement fermέes

irrέductible s Au . . . , Ah de A telles que Ai ne soit pas contenu dans Aj si i±?j\

les Ai sont uniquement dέterminέs et toute partie irrέductible de A est contenue

dans Γun de ces ensembles.

Soit % Γensemble des reunions fϊnies de parties irreductibles de E. Mon-

trons que toute partie fermee de E est dans 31, Supposons le contraire Γen-

semble des parties fermees de E n'appartenant pas a % admet alors un element

minimal B. II est clair que B n'est ni vide ni irreductible. On a done B =

B' U B", oύ B1 et B" sont fermes et distincts de B. II resulte du caractere mini-

mal de B que B' et B" sont dans % la reunion de deux ensembles de ?ί etant

evidemment dans 3ί, on a B G ?f, d'ou contradiction. Soit A une partie quelcon-

que de E: son adherence A est alors dans 21, et peut par suite se representer

comme reunion d'ensembles irreductibles Bi, . . . , Bh dont on peut evidemment

supposer qu'ils sont fermes et que Bi <£ Bj si i*j; A est la reunion des en-

sembles Ai = AΠBi, Montrons que Ai est dense dans Bi. Si * # / , on a BiΠ

Bj *? Bi Bi, etant irreductible, n?est done pas la reunion des Bj Γ\ Bi pour tous

les j ^ /. Mais on a Ai C Bi et A est la reunion des A, Bi est done la re-

union de Ai et des Bj Π Bi pour j # i Bi etant irreductible, on a Bi = Ai. On

en conclut que les Λ, sont irreductibles et que Aj c£ Ai si j =*F /. Si A1 est une

partie irreductible de A, A' est la reunion des A1 Π Ai qui sont relativement

fermes dans A1 \ on a done A1 = A' Π Aί, A' C A/ pour au moins un z. Les A/

sont done toutes les parties irreductibles maximales de A ils sont uniquement

determines.

Les ensembles A, s'appellent les composantes irreductibles de Γensemble A.

Soit maintenant A une partie irreductible de E. On dit qu'une fonction

/€= $(£) adtnet une trace sur A si / est defini en au moins un point de A.

Dans ce cas, on designe par pA(f) la restriction de / a la partie A Π D(f) de

son domaine de definition. Soient f,fi,...,fm des functions qui admettent

des traces sur A si on a f(P) - 0 en tout point P e A en lequel /, fu . . , fm

sont toutes definies, on a pA(f)=0, (i.e./(P) = 0 pour tout P ε A Π D ( / ) ) .

Supposons en effet f ±t 0; si p^(/) etait #0, Z"1 aurait une trace sur A et les

ensemble relativement ouverts D(f)Γ\A, D(f~x)Γ\A, D{/i)ΠA (l^i^m), tous

non vides, auraient un point commun P\ on aurait / ( P ) = 0 , ce qui est im-

possible puisque P £ Dif'1). Appliquant ceci au cas oύ / = 1, on voit que des
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fonctions en nombre fini qui ont toutes des traces sur A sont toutes definies

simultanement en au moins un point de A. II en resulte immediatement que

Γensemble o(A) des fonctions qui ont des traces sur A est un sous-anneau de

3UE), contenant evidemment Ω. Soit p Γensemble d e s / e o ( A ) tels que PA(/)

= 0; si/, gsont dans p et h dans o(A),f—g et fh prennent la valeur 0 en tout

point oύ /, g, h sont definies, d'oύ f—gGp,flιGp;p est done un ideal de o(A).

Si / est un element de o(A) non situe dans p, il y a un P e A tel que P 6 D ( / ) ,

/ ( P ) # 0 , d*oύ/^Gi o(A). On en conclut que J> est Γunique ideal maximal de

o(A), done que o(A)/p est un corps. Si / * est un element queJconque de ce

corps, nous designerons par D(f*) la reunion des ensembles A Γ) D(f) pour

tous les / e o(A) appartenant a la classe / * modulo p. Soit P un point de cet

ensemble si /, g sont des representants de /* tous deux definis en P, on a

f(P) = g(P) puisque f — g& pi nous designerons par σA(f*) la fonction definie

sur D(/*) dont la valeur en un point P e D ( / * ) est la valeur commune en P

de tous les/Go (A) qui appartiennent a la classe/* et qui sont definis en P.

Si / e /*, nous dirons que σA(f*) est la frace <2e / sur A cette fonction pro-

longe evidemment PA(/), sans lui etre en general identique. Nous designerons

par 5R(A) Γensemble des traces de fonctions de o(A). Si /*, g* sont dans

o(A)/p, il y a des elements uniquement determines u*, υ* de o(A)/p tels que

(^(/*))(P) + (σΛ(g*MP) = (^(«*))(P) et (<^(/*))(P)U.(£*))(P) = (^(»*))

(P) en tout point P ε D ( / * ) Π D ( Λ En effet, «o*^=/* 4-^* et z; 0*=/*^*

possedent evidemment la propriete requise. Par ailleurs, supposons que w*? v̂

la possedent. Soient /, g, u, v des representants de /*, g*, w*, v*\ on a done

u(P)=f(P) + g(P), v(P)=f(P)g(P) en tout point PeA en lequel /, g, u,

v sont toutes definies, d'oύ w--(/ + ^ ) 6 | ) , v-fgGp etu* = / * -h ̂ *, e>* = / * ^ * -

En particulier, Γapplication /*-*σA(f*) de o(A)/p sur 9i(A) est biunivoque; elle

transporte a 3ϊ(A) la structure de corps de o(A)/j>. Le corps ainsi defini s'ap-

pelle le corps des fonctions sur A il contient toutes les applications constantes

de A dans Ω, que nous identifierons aux elements de Ω.

Nous nous proposons maintenant de determiner a quelle condition la donnee

du corps 3UA) definit sur A une structure de variete. Les conditions I, II, III

du debut de II. sont evidemment satisfaites pour A et 3t(A) il reste a exami-

ner la condition IV. Si P&A, nous designerons par cu(P) Γensemble des fonc-

tions de-3l(A) qui sont definies en P. Nous designerons d'autre part par θ
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Γhomomorphisme de o(A) sur 5R(A) qui applique tout/EΞ o(A) sur sa trace sur

A. Soient P un point de A et m Γideal maximal de o(P) on a evidemment

o(P)Cΰ(A),pCm. Montrons que θ(oiP)) = oA(P), et que 0(m) est Γideal des

functions de oA(P) qui sont nulles en P. II est clair que la trace sur A de

toute fonction /€Ξ o(P) est dans oA(P) et que, si /€Ξ m, sa trace est nulle en P.

Reciproquement, si gE: oA(P), g est Γimage par σA d'un element / * G o(A)/p qui

est represente par un element / e o(A) defini en P, done appartenant a o(P),

et, si ^(P) =0, on a / ( P ) = 0, d'oύ / e m ; nos assertions sont done etablies.

II en resulte immediatement que θ(m) est Γunique ideal maximal de oA(P) et

que oA(P)/θ{m) est isomorphe a Ω. Soient par ailleurs Pf un point =^P ap-

partenant a A et m' Γideal maximal de o(P'). L'ideal engendre par nt et m'

dans Γanneau engendre par o(P) et o(P') contient 1; il en resulte immediate-

ment que l'ideal engendre par les ideaux maximaux de oA(P) et de oA(P') dans

Γanneau engendre par ces deux anneaux contient 1.

Soit 53 un anneau affine de SR(£) tel que M(53)CM(£); si 17(3$) ren-

contre A, il est clair que $}Co(A) soit alors S54 = ̂ (58) e'est un sous-anneau

de 9HA) contenant Ω et engendre par un nombre fini d'elements sur Ω. Si P

eC7(33)ΠA, o(P) est Γanneau local d'un ideal maximal 9ft de ®, intersection de

55 avec l'ideal maximal m de o(P); il est clair que pΠ^SC^l. On a oA(P)

= 0(o(P)), et on veriίie immediatement que cet anneau est Γanneau local de

l'ideal premier 0(9tt) de 55̂ . L'anneau ϊ&A/θ(Wl) est un sous-anneau contenant Ω

de oA(P)/θ{m) =Ωl cet anneau est done Ω, et β(Ίfl) est un ideal maximal de ?&A.

Soit reciproquement P un point de A tel que ?&ACoA(P) Γintersection TiA de

3Ĵ  avec l'ideal maximal πu de oA(P) est alors un ideal premier de %A, et se

met sous la forme 0(2ft) oύ 3UΪ est un ideal de 55 contenant pΠ55 θ defirdt un

isomorphisme de 53/2K sur le sous-anneau %A/?ΰlA de oA(P)/n\A = Ω; comme Ω

C5S/TO, on a 53/9Jί = j2 et 2Jί est un ideal maximal de 93. Puisque Λf(3J) CM(£),

l'anneau local de ΪR peut se mettre sous la forme o(P'), P ; etant un point de

E. Nous allons montrer que P' = P. L'ideal 9ft contient ί Π % d?ou il resulte

que o(POCo(A); il est clair que θ applique o(P') sur o^(P) et Γideal maximal

m' de o(P') sur mA. Mais nous savons que Γon a aussi 0(o(P)) = <u(P), 0(m)

= m ,̂ si m est l'ideal maximal de o(P). L'homomorphisme θ applique done

l'anneau engendre par o(P) et o(PO sur oA(P) et l'ideal de cet anneau engendre

par m et m' sur mA; ce dernier ideal ne peut done contenir 1, d'oύ P=P'.
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L'ensemble £7(35) Π A est done l'ensemble des points P e A tels que W* C cu(P),

et, pour tout point P de cet ensemble, oA(P) est Γanneau local d'un ideal maxi-

mal de ΐβA. Soit / un element quelconque de o(A)', l'ensemble D(f)Γ\A est

done non vide et relativement ouvert dans A; il en est de meme de £/(35)ΠA;

A etant irreductible, l'ensemble A Π D(f)Γ\ Z7(3S) contient au moins un point

P ; on a θ(f)&oA(P), et oA(P) est Γanneau local d'un ideal maximal de %$A I

il en resulte que / appartient au corps des quotients de ^SA. Ce dernier est done

3ϊ(A) tout entier. On en conclut que Γextension *5t(A)/Ω est de type fini et que

35̂  en est un anneau affine. Les oA(P) sont done des localites de 9ΐ(A), et deux

distinctes de ces localites ne se correspondent jamais, comme nous Γavons etabli

plus haut. Si nous designons par UA(%A) Γensemble des P&A tels que cu(P)

contienne 35̂ , on a UA^) = £7(33) Π A. II est clair qu'on peut trouver un

nombre fini d'anneaux affines 33/ (l^i^h) de $(2?) dont les modeles sont

contenus dans M(E), tels que J7(3$, )Π A # 0 (l^i^h) et que A soit la

reunion des £/(35,)Π A A est alors la reunion des £k(35f). Mais UΛΉf) n'est

en general pas l'ensemble des anneaux locaux de tons les ideaux maximaux

de 3tf.

Soit B Γadherence de A e'est encore un ensemble irreductible. Si / e o(B),

l'ensemble D(f) Π B, non vide et relativement ouvert dans B, rencontre A il

en resulte immediatement que o(£) = o(A) et que p est aussi l'ensemble des

fonctions de trace nulle sur B. Si / G o(A) = o(Z?), soit θB(f) sa trace sur B \

il est clair que βB(f) prolonge la function θ(f) et qu'il y a un isomorphisme /

de SK(A) sur 3t(B) tel que J(θ{/)) = θB(f) pour tout / ε o ( A ) . L'anneau SJ

etant comme plus haut, on peut maintenant affirmer que l'anneau local de tout

ideal maximal de %SA est de la forme oB(P), pour un P £ β . II suflfit pour cela

de montrer que, si Ίfl est un ideal maximal de 55 contenant p Π 53, et P le point

de E tel que o(P) soit l'anneau local de $R, on a P G 2?. Or, le complementaire

ί/ de U{%) ΠB par rapport a ί/(53) est ouvert; si done f est Γintersection des

ideaux maximaux 5ΐ de 35 tels que Γanneau local de 9ί soit anneau local d'un

point de UC$) Π B, l'anneau local de tout ideal maximal de 3S contenant f est

anneau local d'un point de U(<i8)ΠB. Or il est clair que | ) Π S C f (on voit

d'ailleurs facilement que f = p Π 55), et notre assertion est demontree. Le corps

9?(P) definit done sur B une structure de variete. Montrons que la topologie

de Zariski de cette variete est celle induite par la topologie de Zariski de E.
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Si 53 est un anneau affine de 3l(E) tel que Λf(33) soit contenu dans M(E) et

que Z7(53) Π β # 0 , o n a £7(58) Π £ = UB(%B) I il en resulte immediatement que

Γintersection avec £ de toute partie ouverte de E est ouverte dans la topologie

de Zariski de B. Soit maintenant g un element quelconque de ίSl(B) I Γensemble

DB(g) des points de B en lesquels g est definie est alors la reunion des D(f) Γ\ B

pour tous les / e o(JB) dont la trace sur B est g; c'est done 3'intersection de B

avec une partie ouverte de E, et il en resulte que toute partie ouverte de B

(au sens de la topologie de Zariski de B) est Γintersection avec B d'une partie

ouverte de E, ce qui demontre notre assertion.

Ceci dit, supposons que la donnee de 3i(Λ) definisse sur A une structure

de variete. L'ensemble des ι\AP) pour PELA est alors un modeJe de SKA).

Tenant compte de Fisomorphisme / de 3t(A) sur 3ί(J3) et observant que Fon a

evidemment J(oA(P)) =o β(P) si P G A , on voit que l'ensemble des oB(P), pour

P e A , est un modele de 3t(B) cela signiίie que A est une partie ouverte de

la variete B. Reciproquement, le meme raisonnement, pris dans Γautre sens,

montre que, si A est ouvert dans B, la donnee de 3i(A) definit sur A une

structure de variete.

Lorsque l'ensemble irreductible A est ouvert dans son adherence, nous

dirons que A, muni de la structure de variete definie par SR(Λ), est une sous-

variέtέ de E. Nous nous ecartons ici de la terminologie de A. Weil qui n'appelle

sous-varietes que les objets qui correspondent a celles des sous-varietes en notre

sens qui sont fermees (cf. Γintroduction). On notera que toute partie ouverte

non vide de E est Γensemble des points d'une sous-variete de E.

Si A est une sous-variete de E, la. structure de variete de A est uniquement

determinee par la connaissance de Γensemble A \ par abus de langage, on dit

qu'une partie de E est une sous-variete si c'est Γensemble des points d'une

sous-variete.

Toute sous-variete ouverte de E est la reunion d'un nombre fini de sous-

varietes αffines ouvertes de E. Si V est une sous-variete affine ouverte de E, il

y a un anneau affine 53 bien determine du corps %l(E) tel que les anneaux

locaux des points de V soient les anneaux locaux de tous les ideaux maximaux

de 58 on dit que 53 est Γanneau affine de V. L'anneau 53 est l'ensemble des

functions sur E qui sont definies en tous les points de V.

Soit E une variete affine d'anneau 53. Pour qu'une partie A de E soit
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fermee, il faut et suffit qu'il existe des functions /i, . . . , fm de 93 telies que

A soit Γensemble des points P G E en lesquels fl9 . . . , fm prennent la valeur

0. En effet, si A est ferme, son complementaire U est ouvert; soit \{A) Γinter-

section des ideaux maximaux de 53 dont les anneaux locaux sont des anneaux

locaux de points de A A est alors Γensemble des points de E dont les anneaux

locaux sont des anneaux locaux d'ideaux maximaux de 58 contenant ]{A) (cf.

la demonstration du theoreme 1, partie 6). Si {/i, . . . , fm) est un ensemble

de generateurs de \(A), A est Γensemble des PG E tels que fi(P) = 0(1;== i^m).

L'ideal f(A) s'appelJe Vidέal de dέfinition de A. Reciproquement, supposons la

condition satisfaite. Les functions /,• etant partout definies sur E, A est Γinter-

section des complementaires des ensembles ouverts Di/Γ1) (1 ^ i ^ m), done

est ferme. Pour que la partie fermee A de E soit une εous-variete, il est

manifestement necessaire et suffisant que A soit irreductible. Pour qu'il en soit

ainsi, il faut et suffit que f(Λ) soit premier. En effet, si A est irreductible,

f(-A) est Γintersection de 5S avec Γensemble p des functions de $l(E) de trace

nulle sur A, et nous savons que p est un ideal premier de Γanneau o(Λ) defini

plus haut. Comme 55 C o(Λ), f(A) = | ) Π S est premier. Par ailleurs, si A n'est

pas irreductible, soit A = Ai U A2, oύ Au A2 sont des ensembles fermes # A.

On a done f(,A, ) #f(-A) (« = 1, 2); par ailleurs, si 9J? est un ideal maximal qui

contient f(A), son anneau local est Γanneau local d'un point de A, et ce point

appartient soit a Ai soit a A2, de sorte que Fun au moins des ideaux f(-Ai),

f(Λ2) est contenu dans 9M, d'oύ UAi)\(A2) C 5K. Puisque f(A) est Γintersection

des ideaux maximaux qui le contiennent, on a f(Ai)ί(Λ2) C ί(A), et f(Λ) n'est

pas premier. Observons enfin que tout ideal premier p de 55 peut se mettre

sous la forme f(A), pour une certaine sous-variete A de V. II suffit pour ΓetabJir

de montrer que p est Γintersection des ideaux maximaux qui le contiennent.

Or, $/p est un domaine d'integrite 2B qui est engendre par adjunction d?un

nombre fini d'elements a Ω ] si x est un element de $ non contenu dans p, la

classe x* de x modulo p est #0, et on sait qu'il y a alors un ideal maximal

W* de SS ne contenant pas #* on peut ecrire 9ft* = 2W/fc oύ W est un ideal

maximal de 55 contenant j> mais ne contenant pas x, ce qui demontre notre

assertion.

PROPOSITION 1. Pour qiCune partie A d'une variέtέ E soit une sous-variete,

il faut et suffit que les conditions suivantes soient satisfaites: a) A est irreduc-
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tible; b) pour tout P^A, il y a un voisinage U de P dans E et un certain

nombre de fonctions fu...9fm dέfinies en tout point de U telles que ACλU

soit Γensemble des points Pf e U tels que / ,(P') = 0 (1 ^ i ^ m).

Supposons que A soit une sous-variete. Alors A est Γintersection de son

adherence A avec un ensemble ouvert V de E. Si P G A9 il y a une sous-

variete affine ouverte U de E contenant P et contenue dans F. L'ensemble

A Π U etant relativement ferme dans U, on voit que la condition b) est satisfaite.

Supposons maintenant les conditions a), b) satisfaites. Les notations etant celles

de la condition b), AKJ U est Γintersection de U et des complementaires des

ensembles ouverts D(fϊι) (1 ^ i ^ m) (on peut evidemment supposer les /,* =̂  0)

A Π U est done relativement ferme dans U. Si Uι est Γinterieur de U, A Γ\ U±

est relativement ferme dans Uu d'oύ AΓ\Uι~ AΓ\Uχ puisque Uι est ouvert.

II resulte tout de suite de la que A est relativement ouvert dans A etant ir-

reductible, e'est une sous-variete.

Soient E et F des varietes. Nous allons deίinir une structure de variete

sur le produit cartesien E x F. Le corps Ω etant algebriquement clos, il est

bien connu que Γalgebre 3l(jB)®3i(F) est un domaine d'integrite soit 3? son

corps des quotients. Si 91 et 33 sont des sous-espaces vectoriels de 3t(E) et 9ΐ(F)

sur Ω, leur produit tensoriel 9f ® 33 s'identiίie a un sous-espace de ϋϊ. Soient

P un point de E et Q un point de F; il y a alors un homomorphisme <fpt$ de

o(P) ® o(Q) sur Ω qui applique / ® # sur f(P)g(Q) si / e o(P), ^ e o(ζ?) le

noyau mP)(? de cet homomorphisme est mP ® o(Q) -f o(P) ® m ,̂ oύ trip, τπ0 sont

les ideaux maximaux de o(P) et o(Q). Nous designerons par o(P, Q) Γanneau

local de Γideal premier mp,ρ. II est clair que <fp,Q se prolonge en un homo-

morphisme, que nous designerons encore par <fp,Q, de o(P, Q) sur Ω tel que

ψp^iuv'1) = <fp,Q(u){<fpiQ{v))~l, si u, v sont dans o(P) ® o(<?) et si z; n'est pas

dans πip.ς). Si w est un element quelconque de 3Ϊ, nous designerons par D(u)

l'ensemble des points (P, (?) tels que M £ O ( P , $ ) et par β(u) Fapplication

(P, Q) -> ψp,Q(u) de ,D(^) dans i2. Si u, v sont des elements de 9?, et si (P, ζ>)

e D ( w ) Π D ( v ) , on a (P, Q) <Ξ D{u + v), (θ(u + v)){P, Q) = (θ(u))(P, Q)

-\-(θ(v))(P, Q). Soit reciproquement w un element de 3ΐ tel que D(zι )

DD(u)Γ\D(v) etque (0(w))(P,Q) = (0(u))(P, Q) + (θ(v))(P, Q) pour tout point

(P, Q) de Z)(w) Γ\ D(^). Soient U, V des sous-varietes affines ouvertes de E, F,

et II, %$ leurs anneaux. II est alors clair que 3ί est le corps des quotients de
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II ® 53. Montrons que, pour tout ideal maximal 9ft de U ® 53, Γanneau local o de

9ft peut se mettre sous la forme ΰ(P, Q), avec P&LE, Q G F. L'ensemble 9ftE

des / G i l tels que / ® 1 G 9ft est un ideal. L'homomorphisme / - > / ® 1 de U

dans 11 ® 33 definit un isomorphisme de VL/TIK sur un sous-anneau de (II ® 55)/5CR.

Or II ® 53 est manifestement un anneau affine sur Ω', il en resulte que

(11® 53)/9ft = i2, done que U/5Dti? = J2. L'ideal % est done maximal. On voit

de meme que l'ensemble WF des gEz 33 tels que 1 ® <g"G 9ft est un ideal maximal.

II y a done un point (P, Q)E: Ex F tel que o(P) et o(ζ>) soient les anneaux

locaux de 9ft E et de 9ftF. Le noyau 9ft* ® 53 -h U ® SB* de la restriction de ^p,y

a 11 ® 53 est contenu dans 5)1 et est un ideal maximal il est done identique a

9ft? et il en resulte immediatement que o(P) ® o(Q) C o. Puisque it ® S3

Co(P)®o(Q)Co et puisque o est Γanneau local d'un ideal premier de 11® S3,

on voit tout de suite que e'est Γanneau local d'un ideal premier de o(P) ® o«?),

intersection de cet anneau avec l'ideal maximal de o. Soit m' cet ideal mP

et mQ etant engendres par 9ft κ et 9ftF respectivement, il est clair que m' contient

tΠp,ς), done lui est identique, puisque XΪ\P,Q est maximal. On a done bien o = o( P, Q).

Ceci dit, on peut ecrire u — uiuϊ1, v — ViVo1, w — WiWz1, oύ ui, uo, Vi, V2, Wι, 1V2

sont dans 11 ® 35 et U2V2W2 # 0. Si u2v2wo n'est pas dans 9ft, on a (P, Q)

&D(u)Γ\D{v), et il resulte de Γhypothese faite sur w que (θ(w))(P, Q)

- (θ(u))(P,Q) + {θ(v))(P,Q), d o n e q u e Γ e l e m e n t uzV2Wt(w ~ (u + v)) d e U ® 53

est dans 9ft. Or? 11(8)53 etant un anneau affine, si U2V2to2(w - {u + v)) n'etait

pas nul, il y aurait un ideal maximal 9ft de U ® 53 qui ne contiendrait pas cet

element: e'est impossible, comme on vient de le voir. On a done w-u+v. On

voit de meme que le seul element £ G 3 Ϊ tel que D(u) Π D(v) C Dit) et que

(θ(t))(P,Q) = (θ(u))(P.Q)(d(v))(P,Q) pour tout (P, Q) G D(u) Γ\ D(v) est uv.

Nous designerons par 3i(ExF) l'ensemble des fonctions θiu), u G 3f. II resulte

de ce que nous venons de dire que θ est une application biunivoque de 5R sur

WiExF); cette application transporte a $t{ExF) la structure de corps de 9f.

Les conditions I, II, III du debut de II sont manifestement satisfaites pour

ExF et UiExF).

Reprenons les notations utilisees plus haut. Nous allons montrer que

reciproquement, si iP, Q) est un point quelconque de Ux V, oiP, Q) est Γanneau

local d'un ideal maximal de II ® 95. On a 11 ® 53 C o(P) ® o(Q) C o(P, Q)

Γhomomorphisme <fp,Q de ΰ(P, Q) sur Ω induit un homomorphisme de 11 ® 53

sur Ω dont le noyau est un ideal maximal 9ft. L'anneau local de 9ft est de la
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forme o(P'9 Q')9 ou P' est un point de U et Qf un point de V\ de plus, si ΏlE,

WF sont les ideaux maximaux de H, 35 dont les anneaux locaux sont ϋ(P'),

oίβO, 5̂ κ est Γensemble des / e J7 tels que / ® l e 3R, done tels que f{P) = 0,

ce qui montre que P=P', et on voit de meme que Q-Q' o(P, Q) est done

1'anneau local de 2JΪ. L'ensemble des o(P, Q) pour tous les (P, Q) e ί/x F est

done Γensemble des anneaux locaux des ideaux maximaux de II ® 58. Or, la

variete JE est la reunion d'un nombre fini de sous-varietes ouvertes affines

Ui (1-ύ i ^h) et F d'un nombre fini de sous-varietes ouvertes affines Vj

(l^j^k) Ex F est done la reunion des ensembles R x F; (l^i^h 1 £j^k).

II ne reste done qu'a montrer que, si (P, ζ)) et (P', Q') sont des points distincts

de ExF, les localites o(P, Q) et o(P', Q0 ne se correspondent pas. Supposons

par exemple que P^-P1, et soit o Γanneau engendre par o(P) et o(P'). Les

elements /(8>1, / G o , forment alors un sous-anneau de Γanneau engendre par

o(P, Q) et o(P;, 00. Puisque P * P\ Γideal engendre par lΐip et mP/ dans o

contient 1 puisque rπp ® {1} C mp,ρ, rπp/ ® {1} C Π7p>,</ on en conclut que Γideal

engendre par m ^ et tnp/,̂  dans Γanneau engendre par o(P, Q) et ΰ{Pf, Q()

contient 1.

Le corps ΪR(ExF) des fonctions sur ExF est, comme nous Γavons vu,

canoniquement isomorphe au corps des quotients 9i de 3t{E) ® 9ϊ(F) on

identifiera en general 3ί(^xF) a 9ί.

La variete E x F s'appelle le produit des varietes E, F. On a vu au cours

de la demonstration que le produit d'une sous-variete affine ouverte de E, d'an-

neau II, par une sous-variete affine ouverte de F, d'anneau 53, est une sous-

variete affine ouverte de ExF, d'anneau U ® S8. Toute partie ouverte d'une

variete etant reunion de sous-varietes affines ouvertes, il en resulte immediate-

ment que les projections de Ex F sur E et sur F sont continues (au sens de la

topologie de Zariski). Mais la topologie de Zariski de E x F est en general

differente du produit des topologies de Zariski de E et de F, comme on le voit

deja dans le cas oύ E, F sont des espaces affines de dimension 1.

PROPOSITION 2. Soit u une fonciion sur le produit de deux varietes E et F,

et soit (P, Q) un point de Ex F en lequel u est dέfinie, U ensemble V des points

Qf GΞ F en lesquels u est dέfinie est alors ouvert, et Γapplication Q1 -* u(P, Qf)

de cet ensemble dans Ω est la restriction a V d'une fonction sur F.

On peut representer u comme quotient de deux fonctions ui, uι appartenant
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a o(P)®o(Q) de telle maniere que u2(P, Q) # 0. Posons Uι =
t = 1

= Σ / j ® £ 7 ? les/ί, /} etant dans o(P) et les gi, gj dans o(Q). La fonction
.7 = 1

n

Σ/y(P)^y = ̂ f est # 0 et g'~ι est definie en Q. L'ensemble V des points de

F en lesquels # , . . . , #m? #!, . . . , g'n, g'"1 sont toutes definies est ouvert et

contient Q,' il est clair que cet ensemble est contenu dans V et que la restric-

tion a cet ensemble de Γapplication Qf -» u{P< Qf) est aussi la restriction d'une

fonction hf sur F. II resulte de la que tout point de V est contenu dans un

ensemble ouvert de F contenu dans V, done que V est ouvert, De plus, si h"

est une fonction quelconque de 3KF) et V" une partie ouverte non vide de V

telle que ft" soit definie sur V" et que h"(Q')^u(P, Q') pour tout Qf e V", ft"

coincide avec ft' sur l'ensemble ouvert V Π F " ; F etant irreductible, V Π V"

est dense dans F, et il en resulte que hf = ft". La prop. 2 est done demontree.

On aurait evidemment une proposition analogue a celle que nous venons

de demontrer en echangeant les roles joues par E et F.

Soient E et F des varietes, et πF, πF les projections de ExF sur F et sur

F. Si P £Ξ E, l'ensemble {P}xF, image inverse de {P} par rapport a πκ9 est

ferme. La restriction de πF a cet ensemble est une application continue bi-

univoque de {P} x F sur F. Montrons que e'est un homeomorphisme. II suffit

de montrer que Γimage d'une partie relativement ouverte de {P}xF est ouverte

dans F. Or la topologie de ExF est engendree par ϊes ensembles D(u)

(u^UiEx F))9 ou D(u) est l'ensemble des points en lesquels u est definie;

et il resulte de la proposition 2 que l'image par πF de D(u) Π ({P} x F) est

ouverte dans F; ceci demontre notre assertion.

PROPOSITION 3. Soient E et F des vaήέiέs, A une sous-varietό de E et B

une sous'variέtέ de F. La variέtέ produit AxB est alors une sous-varietέ de

ExF.

Montrons d'abord que A x B est irreductible dans ExF. Soit AxB^CiU C2

une representation de cet ensemble comme reunion de deux parties relativement

fermees Ci, C2. Soit P u n point de A; designons par BAP) Γensemble des

QE:B tels que (P,Q)&Ci (ι '=l, 2); on a B - BAP) U B2(P). L'ensemble

BAP) est la projection sur F de l'ensemble C, Π ({P}xF), qui est relativement

ferme dans {P}xB. Puisque la projection sur F induit un homeomorphisme
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de {P}xF, Bi(P) est relativement ferme dans B. L'ensemble B etant irreduc-

tible, Γun des ensembles Bχ(P), B2(P) est B tout entier. Soit A\ l'ensemble

des P G A tels que {P}xBC d (/ = 1, 2) on a done AiUA 2 = A Or, Ai est

Γintersection pour tous les Q&B des ensembles Ai(Q), oύ A(Q) est Γensemble

des P ε A tels que (P, Q) G C* on voit comme plus haut que les Ai(Q) sont

tous relativement fermes dans A, done qu'il en est de meme de Ai. Comme

Λ est irreductible, Γun des ensembles Au A2 est A tout entier si Ai = A, on

s. d- AxB', AxB est done bien irreductible.

Soit u une function sur ExF qui a une trace &* sur AxB] nous nous

proposons de montrer que u* est une fonction sur la variete produit AxB.

Supposons u definie en un point {P, Q) de AxB. Ecrivons u-uxih1, ux
m n

- Σ / / Θgi, «2 = Σ/y®5'y, oύ les/;, /y sont dans o(P), les gi, gj dans o(Q)
•rt

et oύ Σ/y(.P)#/(Q) ^ 0. Les functions //, fj ont done des traces Fi, Fj sur
.7 = 1

n

A, les functions gi , ^j des traces G, , Gy sur JB on a Σ Fj ® Gy =̂F 0 et le
j = l

in n

quotient i7 de Σ F / ® G / par Σ F / ® G j est deήni en (P, Q). Soit PFi Γen-
n

semble des points de AxB en lesquels (ΣFyΘGJ)""1 est definie. Soit Z7
j = l

Γensemble des points de A en lesquels fu . . . , /m, / { , . . . , / « sont tous definis,

et soit V Γensemble des points de B en lesquels # , . . • , ^ , # ( , . . . , £ « sont

tous definis, Soit (P(, Q') un point de WiΓλ(UxV); les fonctions F;, Fy sont

alors definies en P', les G, , Gy sont definis en O'? on a //(P () = F, (P ') , /y(P')

= F J ( P ' ) , 5 ϊ ( O l ) = G ; ( β 0 , ^y(O')=Gy(©') ; puisque ( P ; , ©') e Wu on a
71

Σ/yίPO^yίQ') #0. La fonction w est done definie en (i3', 00 il en est de

meme de w* et de H, et on a u(P'f Q') = «*(P', Q')=H{P', Q'). Les topologies

de Zariski de A et de Z? etant induites par celles de E, F respectivement, U et

V sont ouverts dans ces topologies. Les projections de AxB sur A et sur B

etant continues relativement a la topologie de Zariski % de la variete produit

AxB, Ux V est ouvert dans %, et il en est de meme de (Ux V) Π Wu De

plus, ce dernier ensemble contient (P, Q). Si (P, Q) est un point quelconque

en lequel u* est defini, u* est la trace sur AxB d'une fonction u sur ExF

definie en (P, Q); on en conclut qu?il y a alors une partie ouverte W (pour

la topologie %) άe AxB sur laquelle u* est definie et coincide avec une fonc-

tion sur la variete produit. L'iritersection de deux parties ouvertes non vides

de Λ x β (relativement a %) est dense dans AxB I deux fonctions sur AxB



30 C. CHEVALLEY

qui sont definies et coincident sur cette intersection sont done egales. II en re-

sulte immediatement qu'il y a une fonction H sur la variete produit qui est

definie en tous les points oύ u* est definie et qui prolonge #* de plus, Γensemble

des points de A x B oύ u* est defini est ouvert dans la topologie %.

Partons maintenant reciproquement d'une fonction H quelconque sur la

variete produit A x B, et soit iP, Q) un point en lequel cette fonction est definie.
m n

Nous pouvons mettre la fonction H sous la forme ( Σ Ή ® Gi)CΣFj ® Gj)~\
t = l 3 = 1

ou les Fi, Fj sont des functions sur A definies en P et les G%9 Gj des functions

sur B definies en Q et ΣFJ(P)G'(Q) * 0. On peut representer les Fi, Fj
j = l

comme des traces sur A de fonctions fi, fj sur 2s definies en P et les G, ,

Gj comme des traces sur B de fonctions gi, g'j definies en Q. Posons
m n

» = (Σyi®5ϊ)(Σ/y®5y)"1; u est une fonction sur ExF definie en (P, Q).
i=L J = l

Soit M* sa trace sur A x B. Definissons les ensembles U, V comme plus haut,
n

et soit W[ Γensemble des points de AxB en lesquels (Σ/yΘ^i)"" 1 est defini.

On voit alors tout de suite que w* et ϋΓ sont partout definis et coincident sur Γen-

semble (Ux V) Γ\ W[, qui contient (P, Q), et coincident Γune avec Γautre sur

cet ensemble. Soit V la topologie induite sur AxB par la topologie de Zariski

de ExF. Les ensembles Uet V etant relativement ouverts dans A et B respec-

tivement et les projections de ExF sur E et F etant continues, il est clair que

UxV est ouvert dans %'. II en est evidemment de meme de W[ Γensemble

(Ux V) Π WΊ est done ouvert dans %f. Puisque AxB est irreductible dans

ExF, si les traces sur AxB de deux fonctions sur ExF sont definies et

coincident sur un ensemble non vide ouvert dans la topologie %', ces traces

coincident. On voit alors de la meme maniere que plus haut qu'il y a une

fonction sur ExF dont la trace sur AxB est definie en tous les points du

domaine de definition de H et prolonge H. Or, si deux fonctions sur une meme

variete sont telles que Γune soit une restriction de Γautre, ces fonctions sont

manifestement identiques (leur difference etant nulle sur un ouvert non vide).

On en conclut que les fonctions sur la variete produit AxB sont identiques

aux traces sur AxB άe celles des fonctions sur ExF qui ont des traces sur

cet ensemble, ce qui demontre la proposition 3.

On appelle correspondance irrέductible entre les varietes E et F toute sous-

variete T du produit ExF. Etant donnee une correspondance irreductible T
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entre E et F, on dit qu'un point Q de F correspond a un point P de E par T si

(P, Q) G T. La projection de T sur £" s'appelle le domaine de la correspondance

T, et sa projection sur F le contre-domanie de T.

PROPOSITION 4. Lg domaine et le contre-domaine d'une correspondance

irrέductible entre deux variέtέs sont des ensembles irrέductibles.

Cela resulte immediatement du

LEMME. Soit H une application continue d'un espace de Zariski A dans un

espace de Zariski B. Si C est une partie irrέductible de A, H(C) est une partie

irrέductible de B.

Soient Du D>> des parties relativement fermees de H(C) dont la reunion

est HiC) soit Ci Γensemble des PG C tels que H(P) = A. Les ensembles

Cι, C2 sont relativement fermes dans C puίsque H est continue, et leur reunion

est C. L'un de ces ensembles est done C tout entier, et Fun des ensembles

Du Dz est H(C).

Nous examinerons plus tard de maniere plus precise la nature du domaine

et du contre-domaine d'une correspondance irreductible.

Une correspondance irreductible T entre des varietes E et F est dite non

dέgέnerέe si les conditions suivantes sont satisfaites: le domaine de T est dense

dans E et son contre-domaine est dense dans F. S'il n'en est pas ainsi, soient

A et B les adherences du domaine et du contre-domaine de T\ ce sont des

sous-varietes de E et de F (en vertu de la proposition 4), et T est une cor-

respondance irreductible entre A et B (en vertu de la proposition 3). L'etude

des correspondances irreductibles quelconques peut done se ramener a Γetude

de celles qui sont non degenerees.

Soient illΩ, 0ϊ'/£ deux extensions de J2. On appelle extension composόe de

ces deux extensions un systeme (2, λ, λf) compose d'une extension 2/Ω de Ω

et d'isomorphismes λ de 9? et λf de 9ΐ' sur des sous-corps de 2 qui possedent les

proprietes suivantes: λ et λf coincident avec Γidentite sur Ω 2 est engendre

par les corps Λ(3ϊ) et ^HDϊ'). Deux extensions composees (2, λ, λ') et (2i, λi,

λl) de 9f/i? et dl'/Ω sont dites isomorphes s'il existe un isomorphisme θ de 2

sur Si tel que λi = 0 ° λ et λ[ = θ ° λ'.

Generalisant la definition que nous avons donnee pour les localites d'un

corps, nous dirons que deux sous-anneaux 0 et 0' d'un merae corps qui sont des
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anneaux locaux (i.e. dans chacun de ces anneaux, les non-unites forment un ideal,

qui est alors Γunique ideal maximal de Γanneau) se correspondent si Γideal en-

gendre par les ideaux maximaux de o et c' dans Γanneau engendre par o et o'

ne contient pas 1.

THEOREME 2. Soient E et F des variέtέs, et soit (2, λ, λ') une extension

composέe des extensions ΪR(E)/Ώ, $t(F)/Ω. A cette extension composέe se trouve

alors associέe une correspondance irrέductible non dέgέnέrέe fermέe T (i.e. T

est une sous-υariέtέ fermee de Ex F) entre E et F qui se compose des couples

(P, Q)G ExF tels que λ(o(P)) et λ'(o(Q)) se correspondent dans 2 I 3t(T) est

isomorphe a 2. Toute correspondance irrέductible non dέgέnέrέe fermέe entre E

et F peut se definir de la maniere prέcέdente. Pour que deux extensions com-

posέes de 3t(E)/Ω, $t(F)/Ω dέfinissent la me me correspondance, il faut et suffit

quelles soient isomorphes.

Si (2, λ, λf) est une extension composee de 3t(E)/Ω et de <3i(F)/Ω, il existe

un homomorphisme A de 3t(JE)®3ϊ(F) dans 2 tel que Λ(f"®g) =λ(f)λ'(g) si

/e3ί(jB), ^GSR(F). Soit p le noyau de cet homomorphisme: c'est un ideal

premier. Si (P, ζ))G E xF, nous designerons par mF, mQ les ideaux maximaux

de o(P), o(Q) et par mP}Q I'ideal maximal mP$)ΰ(Q) + o(P)® mρ de o(P)®o(Q).

Soit T Γensemble des couples (P, Q) tels que p Π(o(P)g) o(Q)) C mPtQ. Nous

nous proposons de montrer que T est une partie fermee de ExF. II suffira

evidemment de montrer que, si U et V sont des sous-varietes affines ouvertes

de E et de F, TΓ\(Ux V) est relativement ferme dans UxV. Soient U et 85

les anneaux affines de U et V\ celui de U x V est alors U® 55. Supposons que

(P, Q) ε U x V soit ΊRP = mP Π U, 3ΛQ = n^ Π SB o(P, Q) est alors Γanneau local

de Γideal maximal WlP,Q = WP ® S + U ® 2Kρ de U ® 53, et 2Jlp,g = (U ® S) Π mP,α

(car mp,ρ contient manifestement 5J?p,g et ce dernier est maximal). Si (P, Q)

GT, on a })Π(U®23)C %RP,Q. La reciproque est vraie. Supposons en effet que

pΠ(U®58) soit dans WP,Q. Soit u un element de p Π(o(P)® o(Q)). II est

clair qu'on peut trouver des elements / e K , # e 53 tels que / φ %RP, gφΊRg et

que (/® £ ) t t ε U ® 53(o(P) et o(Q) sont en effet les anneaux locaux de WP et

de 5Wρ). On a aussi ( / ® ^ ) « G | J ; cet element est done dans %RP,Q et peut se
m n

mettre sous la forme (f®g)u = Σ ^ ί ® 5ϊ 4 - Σ / y ® ^ oύ les x, sont dans 3RP,
t = l ^ = 1

les 5? dans o(Q), les fj dans o(P) et les yj dans 5Dlg il en resulte immediate-
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ment que M £ mP,Q; on a done p Π(o(j°)® o(Q^) C irir,g et (P, ζ))GT. L'ensem-

ble ( Z 7 x F ) Π T e s t done une sous-variete irreductible fermee de U x V. De

plus, les functions de 9l(£x F) qui ont des traces sur cette sous-variete sont

celles de Γanneau local o de Γideal premier ί)Π(llg)^) de 11 ® 55. Cet anneau

local est aussi celui de Γideal p de 9M2?) ® 9MF). Soient en effet x et y des

elements =*F 0 quelconques de U et de 55. Puisque λ et λf sont des isomorphismes

de SME) et 3HF) respectivement, on a Λ(#)#0, Λ'(jy)#O d'oύ /i(#®jy)#O et

(ΛΓ ® y)"1 Go. Si / et # sont des elements quelconques de ίR(E) et 9HF) res-

pectivement, on peut ecrire / = x~1x', avec x,x'θ. U et g ~y~ιy', avec y,y' G 55

il en resulte immediatement que / g ^ E o , d'oύ S(£)®9ί(F)Co. Soit q Γideal

maximal de o; il est engendre par (11 ® 55)Π|), et il est clair que o est Γanneau

local de Γideal q Π(9ί(£)<g)9HF)) de Oϊ(£)®Uί(F). Par ailleurs, 3t(£)®3f(F)

est Γensemble des elements de la forme s"1^, oύ « £ 11®55 et oύ s parcourt Γ-

ensemble S des elements de la forme x (g) y, oh x, y sont =* 0 dans 11 et 55 res-

pectivement. II en resulte que tout ideal r de $t(E) ® 3ί(F) est engendre par

son intersection avec 11®55; car, si s"!MGr, on a wGrΠ(U®55), et s~1&'3\(E)

®9f(F). Les ideaux p et q Π(3K£)®9ί(F)), ayant meme intersection avec

11 ® 55, sont identiques, ce qui demontre notre assertion. L'anneau o ne depend

done pas des choix de U et de V. Soit Ti une composante irreductible de TI

on peut trouver des sous-varietes ouvertes affines U de E et V de F telles que

Ux V rencontre 7Ί. L'ensemble non vide (Ux V)Γ\Ti est relativement ouvert

dans TΊ, done dense dans 7Ί TΊ est done contenu dans Γadherence de Γen-

samble ferme irreductible (UxV)ΓλT; puisque TΊ est une composante irreduc-

tible de T, il est identique k Γadherence de {UxV)Γ\T, et les fonctions de

ϋl(E x F) qui ont des traces sur T\ sont les memes que celles qui ont des traces

sur (UxV)ΠT: ce sont celles de l'anneau o, qui ne depend pas de Ti. Or,

Ti est ferme, et une partie irreductible fermee de E x F est determinee de

maniere unique par la connaissance de l'anneau des fonctions qui ont des traces

sur cette partie. On en conclut que T n'a qu'une seule composante irreductible,

done que e'est une correspondance irreductible fermee. De plus, le corps 3ϊ(T)

des fonctions sur T est isomorphe a l'anneau o/q, et il est clair que ΓhomomoΓ-

phisme A defΐnit un isomorphisme de ce corps sur 2 9f(T) est done isomorphe

a 2. II nous reste a montrer que T n'est pas degeneree ,* nous allons en fait

etablir un resultat beaucoup plus fort, a savoir le suivant: les projections sur



34 C. CHEVALLEY

E et sur F d'une partie ouverte non vide To de T contiennent des parties

overtes non vides (done denses) de E et de F. Utilisant les memes notations

que plus haut, nous poserons de plus U' = λ(U), 35' = Λ'(3B), 2B' = Λ(U ® SB) ce

sont des sous-anneaux de 2 dont chacun est engendre sur Ω par un nombre

fini d'elements de plus, W est engendre par II' et 35'. L/ensemble To est

Γintersection de T avec une. partie ouverte W de E x F. II y a un ideal

ft) * {0} de II ® 35 tel que WΓ\(UxV) soit l'ensemble des points de U x V dont

les anneaux locaux sont les anneaux locaux d'ideaux maximaux de II ® 55 ne

contenant pas ft). L/ensemble TD(UxV) est Γensemble des points dont les

anneaux locaux sont les anneaux locaux d'ideaux maximaux de U $ 55 contenant

p Γί (lί ® 35). Or, T etant irreductible, To rencontre TΓ\(UxV); i l y a done un

ideal maximal de U g> 35 qui ne contient pas ft) mais qui contient p Γ\ (II ® 35) ft)

contient done un element w n'appartenant pas a p. Posons w1 = Ado) e'est un

element # 0 de SB'. Or, SB' se deduit de II' par adjonction d'un nombre fini d'-

elements (par exemple, d'un ensemble de generateurs de 3J' sur Ω). On saίt

que, dans ces conditions, il existe un element / ' =*= 0 de U' qui possede la pro-

priete suivante: tout homomorphisme de U' sur Ω qui coincide avec Γidentite

sur Ω et qui n'applique pas / ' sur 0 se prolonge d'au moins une maniere en un

homomorphisme de SB' sur Ω qui n'applique pas w1 sur 0. Soit / Γelement de

II tel que λ(f) = / ' , et soit P un point de U tel que f{P) # 0. Soit φ l'homo-

morphisme x -> x(P) de II sur Ω ψ ° ^ - 1 est alors un homomorphisme de II'

sur Ω qui se prolonge en un homomorphisme ψ de SB' sur Ω qui n'applique pas

wf sur 0. L'application ψ ° A est homomorphisme de II ® 35 sur Ω son noyau

9Ϊ est un ideal maximal de II ® 35 qui contient le noyau J> Π(U ® 53) de la re-

striction de A a II ® 35, mais qui ne contient pas w. II en resulte que % ne

contient pas tυ Γanneau local de 5Ϊ est done l'anneau local d'un point de To.

La restriction de ψ ° A a II etant ψ, il est clair que la projection de ce point

est P. On voit done que tout point P de U tel que f(P) =*F 0 appartient a la

projection de To sur E, ce qui montre que cette derniere contient une partie

ouverte non vide de E. On voit de meme que sa projection sur F contient une

partie ouverte non vide de F.

Supposons qu'une autre extension composee (2i, λu λl) definisse la meme

correspondance T. Les homomorphismes /i. /( definissent un homomorphisme

Aι de 3t(E) ® 3i(F) dans £i. Les noyaux de A et /ίi sont tous deux identiques
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a I'ensemble des fonctions de 3HF) ® 9KF) de trace nulle sur T. On en deduit

qu'il y a*un isomorphisme θ de Λ(3t(E) ® 3ϊ(F)) sur Λi(3HF) ® 3KF)) tel que

6 o A = Λι. Cet isomorphisme se prolonge en un isomorphisme, que nous de-

signons encore par d, de 2 sur 81, et il est clair que λι = θ ° λ, λ[ = θ ° λ', ce qui

montre que les extensions composees (8, λ, λf) et (δi, h, λ[) sont isomorphes.

Reciproquemenf, il est evident que des extensions composees isomorphes de-

finissent la meme correspondance.

L'ensemble T a ete defini comme I'ensemble des couples (P, Q) tels que

p Π (o(P) ® o(Q)) C rr\p,Q. Si cette condition est satisfaite, Γanneau local o(P, Q)

de mP,Q est contenu dans le domaine de definition o de Γhomomorphisme J(rap-

pelons que o est l'anneau local de l'ideal p de *R(E) ® SM(F)) λ(o(P)) et λ'MQ))

sont contenus dans Λ(o(P,Q)), et les ideaux maximaux λ(mP), λ'(mQ) de ces

anneaux sont contenus dans l'ideal maximal Λ(mP,Qo(P,Q)) de Λ(o(P,Q)); il

en resulte que λ(o(P)) et λf(o(Q)) se correspondent. Supposons maintenant que

la condition ne soit pas satisfaite. Comme mP,Q est un ideal maximal de o(P)

®o(<?), l'ideal mPtQ + p Π (o(P) ® o(Q)) contient alors 1. Puisque Λ applique

les elements de p sur 0, Λ(mPfQ) contient i. Or on a mPtQ = mP ® o(O) -f o(P)

® tn^; l'ideal engendre par ^(rπp) et λf(mQ) dans l'anneau engendre par λ(o(P))

et ^'(o(Q)) contient done 1, et Λ(O(JP)), /'(o(Q)) ne se correspondent pas.

Reste a montrer que toute correspondance irreductible fermee non degene-

ree T entre E et F peut se definir au moyen d'une extension composee conven-

able. Soient o l'anneau des fonctions de dl(E x F) qui ont des traces sur T et

q l'ideal de o compose des fonctions de trace 0 8 = o/q est done un corps iso-

morphe a 3?(T). L'ideal q n'a que 0 en commun avec 9H£)®1. Soit en eft'et

/ une function # 0 de SUE). La projection de T sur E, qui est dense, recontre

l'ensemble ouvert non vide des points de E ou / et f'1 sont toutes deux definies >

il y a done un point (P,Q) e T tel que / soit defini en P et y soit =*F 0 / ® 1

est alors defini et non nul en (P,Q), ce qui montre que / ® 1 n'est pas dans q.

On en deduit que Γhomomorphisme canonique de o sur o/q = 8 definit un iso-

morphisme λ de 3MZs) sur un sous-corps de 2 qui applique tout / G 9ί(2?) sur la

classe de / ® 1 modulo q. On definit de maniere analogue un isomorphisme λ'

de 3?(F) sur un sous-corps de 8. Toute fonction u sur Ex F qui a une trace

sur T peut d'ailleurs se mettre. sous la forme du quotient de deux fonctions

appartenant a 3ϊ(F) ® 3ϊ(F), le denominateur n'etant pas dans q. Soit en effet
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(P,Q) un point de T en lequle u est definie u appartient alors a o(P,Q) qui

est Γanneau local de l'ideal mP,Q = mP ® o(©) 4- o(P) ® *D?ρ, de o(P) ® o(©)(mP

et rtiς etant les ideaux maximaux de o(P) et o(Q)). Puisque (P,<3) G T, on a

q Π(o(P) ® o(Q)) C tnp,g; la fonction u se represente comme quotient de deux

elements de o(P) ® o(Q), avec un denominateur n'apprtenant pas a τnP,ρ, done

n'appartenant pas a q. II resulte tout de suite de la que le corps 2 est en-

gendre par λ(3i(E)) et A'(3t(F)), done que (S, λ, λ') est une extension composee

de 3l(E)/Ω et ΪR(F)/Ω. II est clair que cette extension composee definit la cor-

respondance T. Le theoreme 2 est done demontre.

On notera que la demonstration a etabli que les projections de toute partie

ouverte non vide de T sur E et sur F contίennent des parties ouvertes non

vides de ces varietes.

III.

Soit E une variete. On appelle constructible toute partie de E qui peut se

representer comme reunion d'un nombre fini de sous-varietes de E.

PROPOSITION 5. Pour qu'une partie de E soit constructible, il faut et suffit

qu'elle puisse se reprέsenter comme rέunion dun nombre fini d'ensembles dont

chacun est Γintersection d'une partie fermέe et d'une partie overte de E.

Une sous-variete de E est relativement ouverte dans son adherence, done

est Γintersection d'un ensemble ferme et d'un ensemble ouvert ί la condition

est done necessaire. Pour montrer qu'elle est suffisante, il suffit de montrer que

Γintersection d'une partie fermee A et d'une partie ouverte U est constructible.

Les composantes irreductibles Aι, . . . , Ah de A sont des sous-varietes fermees

de E, et A Γ\ U est la reunion des AiΠU', chaque At Π U; est ou bien vide ou

bien une sous-variete.

PROPOSITION 6. La rέunion et Vintersection de deux parties constructibles

de E sont constructibles.

Cela resulte immediatement de la proposition 5.

PROPOSITION 7. Les composantes irrέductibles dune partie constructible de

E sont constructibles.

En effet, si A est constructible, les composantes irreductibles de A sont
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relativement fermees dans A, et sont par suite les intersections de A avec des

ensembles fermes, done constructibles.

PROPOSITION 8. Soit A une partie de E. Supposons que, pour chaque point

Po de A il y ait une partie ouυerte U de E et des fonctions fι, . . . , gm, gu - ., gn

sur E, definies en tout point de U, telles que AΓλU soit Vensemble des points P

de Uteϊs que Von ait fΛP) = 0, . . . , fm(P) = 0, gi(P) * 0 , gn(P) *0 A est

alors constructive.

Designons par U(P0) un ensemble ouvert ayant la propriete requise. L'-

ensemble A Π U(PQ) est Γintersection d?une partie ouverte de UiPo) avec une

partie relativement fermee de cet ensemble il est done constructible. Par ail-

leαrs, la famille des reunions finies d'ensembles de la forme U(P0) admet un

element maximal U; il est clair que A C U, done que A est la reunion d'un

nombre fini des ensembles A Π U(P0).

TH^OREME 3. Soient T une correspondance irrέductible entre une variέtέ E

et une variέtέ F et B une partie constructible de F. Πensemble des points de

E qui correspondent par T a des points de B est alors constructible.

Nous procederons par recurrence sur la somme n des dimensions de E et

de F. Le theoreme est evident si n = 0. Supposons que n > 0 et que le theo-

rerae soit vrai pour les couples de varietes dont la somme des dimensions est

< n. Supponsons d'abord la correspondance T degeneree. Ses projections sur

E et sur F sont irreductibles leurs adherences E\ F' sont done des sous-vari-

etes fermees de E, F, et on a ou bien E' ±? E ou bien Ff ^ F; dans les deux

cas, la somme des dimensions de Ef et de Ff est < n. L'ensemble B Π F' est

une partie constructible de F' I Γensemble A des points de E qui correspondent

a des points de B est aussi Γensemble des points de Ef qui correspondent a des

points de B Π Ff il est par suite constructible dans E', done aussi dans E.

Supposons maintenant T non degeneree. II est clair qu'il suffit de demontrer

le theoreme dans le cas oύ B est une sous-variete. Supposons d'abord que

Fadherence Έ de B soit * F. Nous designerons par 7rκ et πF les projections

άe E x F sur E et sur F. L'ensemble πl^CE) Γί T est relativement ferme dans

T; ses composantes irreductibles sont des correspondances irreductibles TΊ, . .

. , Th toutes degenerees. L'ensemble des points de E qui correspondent a des

points de B par T est la reunion des Aid- 1, . . . , h), oύ At est l'ensemble des
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points de E qui correspondent a des points de B par T,: cet ensemble est done

constructible. Supposons maintenant que B soit dense dans F. Cet ensemble

est alors ouvert, et TQ-T P\π~F

ι(B) est une partie ouverte, d'ailleurs non vide

(puisque la projection de T sur F est dense dansF) de T: σest done une cor-

respondance irreductible entre E et B, et on est ramene au cas oύ B = F. S?il

en est ainsi, Γensemble considere est la projection de T sur E. L'adherence

T de T est une correspondance irreductible fermee, que Γon peut supposer non

degeneree, et T est une partie relativement ouverte de T. Nous avons vu qu'il

en resulte que la projection de T sur E contient une partie ouverte JEΌ non vide

de E. Le complementaire de JEΌ par rapport a E se decompose en un nombre

fini de sous-varietes fermees C, (l *= i ^ m) \ Γensemble TC jτϊHCi) est relative-

ment ferme dans T\ s'il n'est pas vide, il se represente comme reunion d'un

nombre fini de sous-varietes Ί)j (/ = 1, . . . , r(i)). La projection de T sur E

est la reunion de Eo et des projections des TV/. Or les Tij sont des correspond-

ances irreductibles degenerees leurs projections sont done constructibles, et il

en est de meme de la projection de T.

COROLLAIRE. Solent E et F des variέtέs, et C une partie constructible de

E x F. Les projections de C sur E et sur F sont alors constructibles.

II suffit de considerer le cas oύ C est une sous-variete de Ex F, done une

correspondance irreductible entre E et F] dans ce cas, le corollaire resulte im-

mediatement du theoreme 3.

IV.

Nous appellerons admissibles les sous-corps K du domaine fundamental Ω

tels que Ω soit degre de transcendance infini sur K. On appelle structure de

K-variέtέ sur un ensemble E une structure constitute par les donnees d'une

structure de variete sur E et d'un sous-corps %lκ(E) de 9ί(2£) qui possede les

proprietes suivantes: %IAE) contient K\ les extensions Ω/K et %lκ(E)/K sont

lineairement disjointes sur K, et on a 3t(E) = Ω($lκ(E)). La structure de vari-

ete qui intervient dans la definition d'une structure de Zf-variete s'appelle la

structure de variete sous-jacente a la structure consideree de ϋΓ-variete. Definir

sur une variete E une structure de if-variete, ce sera, par definition, definir une

iΓ-variete dont la variete donnee soit la variete sous-jacente. Si E est une K-

variete, les functions de %lκ(E) sont dites "definies sur K'\
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Si E est une iΓ-variete et K1 un sous-corps admissible de Ω contenant K, soit

yiκ>(E) le corps Kf(ΐRκ(E)); les fonctions de ce corps sont dites etre "definies

sur Kn\ II est clair que les extensions Ω/K', ΪRK>(E)/Kf sont lineairement dis-

jointes et que 3l(E) = Ω(3iκ>(E)) Je corps ΐίtκ>(E) definit done sur E une struc-

ture de K -variete, dont on deduit qu'elle se deduit de la structure donnee de

ϋf-variete par extension a Kf du corps de base.

Nous dirons qu'une structure de iΓ-variete defmie par un corps 9ϊκ(2s) est

"forte" si Γon peut representer E corπme reunion d'un nombre ίini de varietes

affines Vi, . . . , Vh telles que, pour chaque i, Γanneau affine de Vi soit engendre

par adjunction (d'anneau) a Ω d'un certain nombre (fini) de fonctions defines

sur K.

Montrons que, pour toute variete E, il existe des sous-corps admissibles K

de Ω tels que E puisse etre munie d'une structure de iΓ-variete forte. Repre-

sentons d'une maniere quelconque E comme reunion d'un nombre πni de vari-

etes affines Vi (i ^ 1, . . . , ft), et soit % Γanneau affine de Vi. Mettons % sous

la forme ΩLfn, . . . , fi,n{iγ\, ou les fij sont des fonctions sur E. II existe

alors un homomorphisme d% de Γanneau Ω[_Xi, . . . , Xnd)Ί des polynδmes en n

lettres a coefficients dans Ω sur % qui coincide avec Γidentite sur Ω et qui ap-

plique Xj sur fij (1 ^ j ~ n(i)). Le noyau φ, de cet homomorphisme est un

ideal premier; on sait qu'il existe un corps Ki engendre (au sens absolu) par

un nombre fini d'elements de Ω tel que % ait un systeme de generateurs com-

pose de polynόmes a coefficients dans Ki', de plus, si Ki est un corps quelcon-

que satisfaisant a cette condition, les extensions Ω/Ki, KAfi.i, . . . , fitnκi)) sont

lineairement disjointes. En effet, ces extensions sont manifestement algebrique-

ment disjointes Γune de Γautre, et on sait que la propriete enoncee du corps Kt

entraΐne que Ki(ft\, . . . , fund))!Ki est une extension reguliere. II existe un

corps K engendre par un nombre fini d'elements qui contient tous les corps Ki

et qui est tel que les h corps K(fn, . . . , //,«(;))(/ = 1, . . . , ft) soient identiques

les uns aux autres. Exprimons en effet les fij (1 ^ j ^ n(i)) comme fractions

rationnelles a coefficients dans Ω en les/,v7v (/ = 1,. . . , n(i')), et ceci pour tous

les couples ii,i') d'indices distincts entre 1 et ft il suffit alors de prendre pour

K le corps engendre par tous les Ki (1 ^ i ^ h) et par les coefficients des frac-

tions rationnelles que Γon obtient. II est alors clair que le corps ^

-K(fi\. . . . , fund)) definit sur E une structure de ϋΓ-variete forte.
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Soit E une iΓ-variete. Nous appellerons K-topologie sur E la topologie en-

gedree par les ensembles D(f), ou / parcourt Γensemble des fonctions definies

sur K. II est clair que cette topologie est moins fine que la topologie de Zariski

sur E (et, en general, strictement moins fine), c'est-a-dire que les ensembles

ouverts (ou fermes) de la iΓ-topologie sont aussi ouverts (ou fermes) dans la

topologie de Zariski. II resulte de la que Γespace E, muni de sa iΓ-topologie,

est un espace de Zariski. L'application identique de E, muni de sa iΓ-topologie,

dans E, muni de sa topologie de Zariski, etant continue, tout ensemble irre-

ductible pour la iΓ-topologie est aussi irreductible dans la topologie de Zariski

la reciproque n'est en general pas vraie.

Si K1 est un sur-corps admissible de K, on appelle iΓ-topologie celle de-

duite de la structure de iΓ'-variete sur E deduite de sa structure de iΓ-variete

par extension du corps de base. Cette topologie est plus fine que la iΓ-topologie.

Nous dirons qu'un point P ' de E est une specialisation d?un point P par

rapport a K si P1 appartient a Γadherence de Γensemble (P) (reduit au point

P) dans la iΓ-topologie. II est clair que P' est alors aussi specialisation de P

par rapport a tout sur-corps (admissible) de K.

PROPOSITION 9. Pour quun point Pf soit specialisation dun point P par

rapport a K, il faut et suffit que toute fonction sur E dέfinie sur K et dέfinie

en Pf soit dέfinie en P ; cela enϊrame que que toute fonction dέfinie sur K et

dέfinie en P1 qui prend la valeur 0 en P prend la υaleur 0 en P1.

Supposons que P1 soit specialisation de P. Soit / une fonction definie sur

K\ si / est definie en P1, on a P'&Dif). Or, D(f) est ouvert dans la iΓ-

topologie; puisque P' est adherent a {P}, D(f) rencontre {P} et P^D(f).

Supposons reciproquement la condition satisfaite. Tous les ensembles de la

forme D(f), pour / e $K(E), qui contiennent P' contiennent aussi P\ il en re-

sulte immediatement que tout ensemble ouvert de la iΓ-topologie qui contient

P' contient aussi P, done que P ' est adherent a {P}. Si une fonction / e 9ix(£)

est definie en Pf et si /(P) = 0, la fonction f1 (si / =¥ 0) n?est pas definie en

P, done ne 3'est pas non plus en P ' (si Pf est une specialisation de P), ce qui

entraΐne que f(P') = 0.

Soit P un point quelconque de E. Considerons Γanneau o(P) Π WAE) des

fonctions definies sur iΓ qui sont definies en P. L'application /-» / ( P ) definit
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un homomorphisme de cet anneau dans Ω, et Γimage de o(P) ΠWAE) par cet

homomorphisme est manifestement un sous-corps de Ω contenant K\ on designe

ce corps par K(P). Supposons que P' soit une specialisation de P par rapport

a K. L'anneau o(P') Π Wκ(E) est alors contenu dans o(P) Π ί)fκ(is) son image

dans K(P) est un sous-anneau de K{P), appele anneau de la specialisation P -»P1

il y a un homomorphisme de cet anneau sur K{Pf) qui applique /(P) sur f(P')

pour toute fonction./ G ΪRκ(E) qui est definie en P'.

Lorsque la structure de K-variέtέ de E est une structure forte, lά *connais-

sance de Γanneau o(P) Π 3ίκ(jB) et de Γhomomorphisme f -» /(P) cfe c#£ anneau

sur K(P) dέtermine entierement le point P. Le point P est alors en effet con-

tenu dans une sous-variete affine ouverte V de E dont Γanneau affine 53 est

engendre sur Ω par des elements de 3tκ(E). Si P ' est un point de E tel que

o(P') ΠDfeGE) =o(P) ΠίRϊtE), o(P') contient l'anneau SB Π 3tκCE), done aussi

18 il en resulte, comme on le sait, que P' appartient a V. Si les homomorphis-

mes / -> f(P) et / -*f(P9) de o(P) Π 3ίx(is) sont identiques., toutes les fonctions

de S3K prennent la meme valeur en P et en P' il en est done de meme de

toute fonction de % d'oύ P = P'. Par contre, notre conclusion tomberait en

defaut si nous ne faisions pas Γhypothese que la structure de i£-variete de E

est forte. Indiquons comment on peut en construire un exemple, sans entrer

dans les details. Partons du plan affine iΐo \ soit K un sous-corps admissible

quelconque de Ω, et soit ίίtκ(Eo) le corps obtenu par adjonction a K des fonc-

tions coordonnees sur £Όϊ la donnee de ce corps definit sur EQ une structure de

if-variete. Soit maintenant E une variete qui se deduit de Eϋ en transformant

en une courbe un point Po de £Ό dont les coordonnees a et b sont algebrique-

ment independantes par rapport a K, On a done 3t(E) = 3i(i?o) (a un isomor-

phisme pres), et la structure de K-variete de Eo definit une structure de K-vari-

ete de E. Soit P un point quelconque de la courbe C qui correspond a Po," les

fonctions coordonnees x et y sur JEΌ sont alors definies en P et jy prennent les

valeurs a et &. II est clair que toute fonction / de 3tκ(E) est definie en Po (en

tant que fonction sur £Ό) et en P (en tant que fonction sur E) et que/(P) =/(P 0 ).

On a done o(P) Γ\)Rκ(E) = $tκ(E), et f(P) =/(P 0 ) pour t o u t / e 3k(^) les

fonctions de ^ ( J E 1 ) prennent par suite toutes la meme valeur en deux points

quelconques de C.

II serait done peut-etre preferable de iradmettre que les structures de K-
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varietes qui sont fortes au sens precedemment defini. Cependant, nous allons

voir que certains resultats sont valables pour les structures de i£-varietes quel-

conques.

PROPOSITION 10. Pour qu'une partie de E ferrnέe dans la K-topologie soit

irrέductible, il faut et suffit qu'elle se compose de toutes les specialisations {par

rapport a K) d'un meme point P.

L'ensemble S(P) des specialisations d'un point Pest l'adherence de {P} dans

la i£-topologie, done est ferme. L'une au moins des composantes irreductibles

(dans la if-topologie) de S(P), soit Sι(P), contient P\ l'ensemble Si(P), etant

ferme, contient alors l'adherence S(P) de {P}, ce qui montre que S(P) est irre-

ductible. Soit reciproquement A une partie irreductible de E (dans la if-topolo-

gie). L'ensemble A se represente alors comme reunion d'ensembles Aid =̂ i ^h)

irreductibles dans la topologie de Zariski A etant ferme dans la topologie de

Zariski, il en est de meme des At, qui sont des sous-varietes de E. Soit F/ une

sous-variete affine ouverte de E qui rencontre A%9 et soit 35/ son anneau affine.

Les functions de 35/ de trace nulle sur Ai forment un ideal premier pi de F/. On

peut trouver un corps Kf qui se deduit de K par adjonction d'un nombre fini

d'elements et qui possede les proprietes suivantes: il exίste des functions j \ , . .

. , fn de ΐflκ>(E) telles que 35/ = Ω\_fu . . . , / « ] et des functions uu . . . , um de

'Siκ'(E) qui forment un ensemble de generateurs de Γideal pi. Posons 35/ = 35/

Π MAE), p'i = pi n 35/; p\ est alors un ideal premier de 35/ et 35/ = K'Zfl9 . . . ,

/«]. Le corps des quotients L de Γanneau 3S//p/ contient K' comme sous-corps

et LIK' est une extension de type fini. II y a done un isomorphisme ψ de L

sur un sous-corps de Ω qui coincide avec Γidentite sur K1 (car Ω est algebrique-

ment clos et de degre de transcendance infini sur Kf). Cet isomorphisme, com-

pose avec Γapplication canonique de 35/ sur 35//p/, donne un homomorphisme ψ'

de 3)ί dans Ω. Puisque K1 contient K, les structures d'algebres sur K1 de 35/

et de Ω sont lineairement disjointes, et ψ1 se prolonge en un homomorphisme

φ de 35/ dans Ω. Le noyau de ψ est un ideal maximal 9ft/ de F/ dont Γanneau

local est celui d'un point P/ de F/. II est clair que ψ(ui) = 0(1 ^ i ^ m), d'ou

pi C 5ft et Pi EL Ai. Tout point P/ de V, Π Ai est une specialisation de P/ par

rapport h Kf. Soit en effet / une fonction de dlκ>(E) definie en P/ elle se met

sous la forme Λ(/i, . . . , fn)/B(fi, . . . , /«), oh A et B sont des polynδmes a
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coefficients dans Ω et oύ B(fi(P'i)< . . . , fn(Pi)) # 0. Soit (ω, )ySj une base de

Ω/K' on peut ecrire A = "ΣωjAj, B = *ΣωjBj, oύ les Aj, Bj sont des polynomes

& coefficients dans iΓ. On a Σωy(A;(/i, . . . , /«) - fBj{fu • . . , /«)) = 0 ; les

ωy etant lineairement independants sur K'ifi, . . . , / n ) , on a Ajifi, . . . ,/«)

=/Bj(fi, . . . , / „ ) pour tout /. Or, il existe au moins un j tel que BjifdPi),

. . . , fn(Pi)) # 0 on voit done que Γon peut supposer sans restriction de ge-

neralite que A et S sont a coefficients dans K'. Puisque P'i appartient a At,

toute fonction de pi prend la valeur 0 en Pi, d'oύ B{fu . . . , / » ) φ}){ . II en

resulte immediatement que B(fι{Pd, . . . , fn(Pi)) =¥ 0, done que / est deίinie en

Pt P'i est une specialisation de Pi par rapport & K\ done β fortiori par

rapport a Tί. Soit S(P/) Γensemble des specialisations de Pi par rapport a K\

S(Pi) est done ferme dans la i£-topologie, et par suite aussi dans la topologie

de Zariski. L'ennsemble V* Π Ai etant dense dans Ai, S(Pi) contient At. L'en-

semble A est done la reunion des S(Pi)(i = 1, . . . , h) ί etant irreductible, il

coincide avec Fun des S(Pi), ce qui demontre la proposition 10.

II est d'ailleurs facile de montrer, par le raisonnement au moyen duquel

nous avons etabli Γexistence de structures fortes, que, pour toute sous-variete

A de E, il existe des corps admissibles K' contenant K tels que A soit ferme

dans la K'-topologie: on appelle alors point gέnέrique de A par rapport a Kf

tout point de A tel que A soit Γensemble des specialisations de ce point par

rapport a K\
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