
LA NOTION D'ANNEAU DE DECOMPOSITION

C. CHEVALLEY

Introduction

Soit o un domaine d'integrite integralement clos dans son corps des quo-

tients, et soit in un ideal premier de o. Soit 3 un domaine d'integrite integrale-

ment clos dans son corps des quotients et dont o est sous-anneau soit 3D? un

ideal premier de 3 tel que m = 3D?Πo. M. Nagata ([4], I, §1) a pose la defini-

tion suivante: on dit que 3 est anneau de decomposition pour 3D? s'il existe

une extension normale separable L'/K du corps des quotients K de o et un ideal

premier W de la clδture integrate Qf de 3 dans I! tel que 3D?'Π3 = 5K et que 3

soit Γensemble des elements de -3' invariants par Jes automorphismes du groupe

de Galois de L'/K qui conservent Γideal 3D?'. Appliquee au cas oύ o est Γanneau

des entiers rationnels et L/K une extension de degre fini? cette definition im-

plique que L doit etre le corps de decomposition tout entier d'un ideal premier

contenant m de la plus petite extension normale de K contenant L. II convient

done de generaliser quelque peu cette definition: car, si 30? est de degre relatif

1 et non ramifie par rapport au corps des rationnels, on desire evidemment

pouvoir dire que 3 est anneau de decomposition pour 3D?. Dans le cas general, on

est done amene a demander non pas que 3 soit Γensemble de tous les elements

de 3f invariants par les operations du groupe qui laisse 30?' ήxe, mais seulement

que 3 soit contenu dans cet ensemble. On arrive ainsi a ce qu'on peut appeler

la definition algebrique des anneaux de decomposition. Mais on peut aussi

chercher a generaliser la definition arithmetique (30? non ramifie et de degre

relatif 1). II est assez curieux que Γon arrive ainsi a une definition generate

(sans faire aucune supposition sur les domaines d'integrite o et 3 autre que

celle que o soit sous-anneau de 3) de Γanneau de decomposition par rapport

a o d'un ideal premier W de 3 '• e'est le plus grand sous-anneau ϊ) de 3 Qui pos-

sede les deux proprietes suivantes: tout element de ί) est congru modulo 3D? a

un element de o, et Γideal maximal de Γanneau des quotients de 3D? Π ί) est

engendre par m = 33? Π o (condition qui generalise celle de non ramification).
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C'est cette definition que nous exposons ici nous montrons qu'elle conduit au

meme anneau que celui defini par M. Nagata dans le cas considere par ce

dernier, tout au moins si on suppose que o est noetherien et est identique a

Γanneau des quotients de m.

Nous obtenons egalement Incidemment le resultat suivant. Supposons que

o soit un domaine d'integrite noetherien qui ne possede qu'un seul ideal maxi-

mal m. Soit o la clδture integrale de o dans son corps des quotients, et soit m

un ideal maximal de o il y a alors un anneau de valuation discrete non triviale

du corps des quotients de o dont Γideal maximal contient in, de sorte que la

topologie m-adique de Γanneau des quotients de m est separee.

Terminologie

Nous appelons anneau local tout anneau qui ne possede qu'un seul ideal

maximal. Si p est un ideal premier d'un anneau o, nous dirons que son anneau

des quotients est son anneau local Nous appelons norma) un domaine d'integrite

qui est integralement clos dans son corps des quotients, et anneau derive normal

d'un domaine d'integrite o la clδture integrale de o dans son corps des quotients.

Tous les anneaux considered sont commutatifs et pourvus d'un element unite.

§ 1. Definition de Γanneau de decomposition

Nous designerons dans ce § par 3 un domaine d'integrite, par o un sous-

anneau de 3, par 9ft un ideal premier de 3 et par m Γideal premier 9ft Π o de o.

DEFINITION 1. Nous dirons que 9ft n'est pas ramifie par rapport a o si Γideal

maximal de Vanneau local de 9ft est engendre par tn. Nous dirons que 9ft est

contrble par r> si les conditions suivantes sont satisfaites ' Wl n'est Pas ramifie

par rapport a o et toute classe de restes de -3 modulo 9ft contient un element

de o.

La condition que 9ft ne soit pas ramifie par rapport a o signifie que, pour

tout x G 9ft, il existe un element y de S n'appartenant pas a 9ft tel que xy ap-

partienne a l'ideal engendre par m dans 3. Si 3 est noetherien, cette condition

est equivalente a la suivante: Γideal (m3) : 9ft n'est pas contenu dans 9ft; en

effet, 9ft a alors un ensemble fini de generateurs Xι, . . . , XHS et il existe un

y e 3, y φ 9ft tel que xiy ε m 3 (1 <g / ^ h)9 d'oύ 9ft̂  C rn^. La condition que

toute classe cie restes de 3 modulo 9ft contienne un element de o est equivalente

a Γegalite 3 *= 9ft + o.
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THEOREME 1. Soit F un ensemble de sous-anneaux de S contenant o tel que,

pour tout anneau ί) appartenant a F, Γideal 9ft Π ί) soit contrblέ par o. Si £>

est le sous-anneau de 3 engendre par tous les anneaux de Vensemble F, Γideal

5ft Π ξ> est controle par o.

Nous designerons par 91 Γideal 9ft Π § et par 91' Γensemble des jcGξ) pour

lesquels il existe u n j Έ ξ i n'appartenant pas a 9ί tel que #;y G trφ. Cet ensemble

est uπ ideal, intersection de ξ) et de Γideal engendre par m dans Γanneau local

de 9?. Tout anneau % G F est contenu dans o -f- 9ί'. En effet, si x G % il y a un

a G o tel que x - a G 9JΪ, d'ou * - 0 G 9ft Π ϊj. Puisque 9ft Π f) n'est pas ramiίie

par rapport a 0, il y a un y G ^ n'appartenant pas a 9ft tel que y(x — a) appar-

tienne a m% done, a fortiori, a tn£>. II en resulte immediatement que x - a G 9?',

# G 0 + 9ϊ'. Or 0 + 9Ϊ' est l'image inverse par rapport k Γhomomorphisme canoni-

que de ξ> sur £>/9J' de l'image de Γanneau 0 e'est done un anneau, d'oύ § = 0

+ 9?'. Si u G % il y a un b G 0 tel que u - 6 G 9t' on a ^ = u - (« - b) G 9? Π 0

= m C 51', d'oύ u G 9c', et 9ί = 9ϊ; 9ί n'est done pas ramine par rapport a 0.

Puisque 9ί = 9?, on a § = 0 4- 9Ϊ, et 9Ϊ est controle par 0.

Le theoreme 1 legitime la definition suivante:

DEFINITION 2. On appelle anneau de decomposition de 9ft par rapport a 0

le plus grand sous-anneau ϊ) de 3 contenant 0 ί£/ <?ŵ  931 Π ^ sofί controle par 0.

II est clair que Γanneau de decomposition de 9ft Π ί) par rapport & 0 est

alors ί).

PROPOSITION 1. Supposons que Γanneau de decomposition de 9ft par rapport

a 0 soit Q lui-meme. Soit x un element de Γanneau local 9̂01 de 9ft. Pour

tout entier n > 0, il y a un element an de Γanneau local Dm de rπ tel que x — an

Considerons d'abord le cas oύ n = 1. On a x=yz~\ ou jy, z sont dans 3,

2 <£ 9ft. II y a des elements b, c de 0 tels que ^ - ^ G m ^ , 2 - c e m3a#? et,

puisque m3>$ Π 3 est contenu dans 9ft, c n'est pas dans m, d'ou be"1 G Dm. On

a x - 6c"1 = (jyc - zb)(cz)~ι, d'ou # - be'1 G τn3aκ. Supposons maintenant Γasser-
h

tion vraie pour un n > 0. O n a x - α « = *ΣdiUi, les d, etant dans mn et les «/
t = 1 h

dans 3 ^ ί il y a des tf GDm tels que «/- ^ e m âw»" si on pose βΛ+i =

+ <Zn, Λτ-αn+1 est dans m M + 1 3 ^

Sόit ή Γanneau de decomposition de 9ft par rapport a 0, et soit 0' un sous-
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anneau de ϊ) contenant o. On peut se demander si Γideal premier f Π o ' de o'

est contrδle par o. II est evident que toute classe de residus de o' modulo TO Π o'

contient un element de o. Mais il paraϊt peu probable que Γon puisse affirmer

en general que ffiΠo' n'est pas ramifie par rapport k o.

PROPOSITION 2. Soient ϊ) Vanneau de decomposition de TO par rapport a o

et o' un sous-anneau de ΐ) contenant o tel que W Π c/ ne soit pas ramifie par

rapport a o. Vanneau i) est alors Vanneau de decomposition de TO par rapport

a o'.

On a ϊ) = ΰ + (Wtnt)) = oβ+ (SKΠ5). Si # e 2 » n ϊ j , ii y a u n ^ e ζ n'appar-

tenant pas & TO tel que #y e mϊj, et on a # fortiori xy e (TO Π o')ϊ), de sorte que

5DI Π ϊj n'est pas ramifie par rapport & o' et que i) est contenu dans Γanneau de

decomposition if de ?ΰl par rapport ^ o'. On a ή' = o' 4- (TO Π ήθ, et, puisque o' C ή,

o' C o + (TO Π ή) puisque ή C ϊ}', on a ^ = o -f (TO Π ty). Soit x' un element de

m Π ^ ίl y a un element yf de ^ n'appartenant pas a TO tel que x'jy' e (TO Π oθ ή.

Ecrivons #'/==Σ«/0ί, «! eTOΠo ;

? vί e ή f ; il resulte de i'hypothese faite sur
i = l

o' qu'il y a des vo\ e o' n'appartenant pas & TO tels que M/M;/ e mo' soit ^ ' leur

produit. Alors α 'y est un element de ίf n'appartenant pas k TO et xf wf est dans

m '̂, ce qύi montre que TO Π if n'est pas ramifie par rapport a os d'ou ή'Cή et

V = ή.

§2. Extensions entieres d'anneaux locaux noetheriens

Nous utiliserons les memes notations qu'au § 1, mais nous supposerons de

plus les conditions suivantes satisfaites: Vanneau o esί un anneau local noetherien

dont m est Videal maximal, et $ est entier sur o.

Lorsque }̂ est fini sur o, c'est-έi-dire peut etre obtenu par adjonction d'un

nombre fini d'elements h o, Γintersection des ideaux mnSm se reduit & {0}.

Nous nous proposons de montrer qu'il en est encore ainsi dans le cas general.

LEMMB 1. Soit 0* Vanneau derive normal de e. II n'y a alors qu'un nom-

bre fini tfideaux premiers de o* dont Γintersection avec o soit m.

Introduisons une completion o de o, et designons par A Γanneau des frac-

tions de δ. L'anneau A est done noetherien. Nous allons montrer qu'il en

resulte que 1 s'y decompose en la somme d'un nombre fini d'idempotents or-

thogonaux primitifs (un idempotent e etant appele primitif si e # 0 et s'il est
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impossible de representer e comme somme de deux idempotents orthogonaux

=^0). Supposons en efϊet le contraire, et soit E Γensemble des idempotents ^ 0

qui ne peuvent pas se reprέenter comme sommes d'idempotents orthogonaux

primitifs. Construisons inductivement une suite (en) d'elements de E comme

suit. On pose e0 -1. Si en est deja determine, en n'est pas primitif et peut

par suite se decomposer en la somme de deux idempotents orthogonaux # 0

Γun au moins de ces deux idempotents est dans E, et nous le designerons alors

par en+ι. On a A(l - en) C A(l - en+i), car, si en = en+i+fnτi, fn+i etant un

idempotent =̂  0 orthogonal a en+i9 on a 1 —en = (1 - en+i)(l —fn+i) de plus,

Λ(l -en+ι) # A(l-en), car (l-en)en = 0, (l-*n+i)*»=/n+i =* 0. On obtient

done une suite infinie strictement croissante d'ideaux de A, ce qui est impossible.

Soit done 1 = ex -f . . . + βh une decomposition de 1 en somme d'idempotents

orthogonaux primitifs. Tout idempotent e de A est alors la somme de certains
h

des βi\ car e^^Σeei. et, si eβi^O, eei-ei comme il resulte tout de suite du
i-ί

caractere primitif de βj. On en deduit tout de suite qu'il ne peut exister plus

de h idempotents =*F 0 mutuellement orthogonaux dans A. Montrons alors que,

si o; est un anneau intermediate entre o et o*, fini sur o, il n'y a pas plus de

h ideaux premiers de o1 dont les intersections avec o soient m. L'anneau o' est

un o-module fini e'est done un anneau semi-local dont la completion 3' contient

δ comme sous-anneau, et on a δ' = δ[o'D (cf. [5]? p. 17, g. et h.). II resulte

alors du fait que o' est contenu dans le corps des quotients de o et du fait

qu'aucun element =¥ 0 de o n'est diviseur de zero dans o que δ' est isomorphe

k un sous-anneau de A. Mais, s'il yah1 ideaux premiers distincts de o; dont

les intersections avec o soient in, δ' est isomorphe au produit de hf anneaux (L5],

p. lδ, cor. 2) dont chacun a un element unite, ce qui montre que δ' contient h'

idempotents =v 0 orthogonaux. On a done ti ^ h. II est alors facile de voir

qu'il n'y a pas plus de h ideaux premiers de δ dont les intersections avec o

soient m. En effet, si mi, . . . , m& sont des ideaux premiers distincts de δ dont

les intersections avec o soient m, on peut trouver, pour chaque ensemble {/, j)

de deux indices distincts entre 1 et k, un element Xjj de δ qui soit dans Γun

des ideaux rfi;, my sans etre dans Γautre; si o' = o[. . ., Xij, . . . ] , of est fini sur

D, et les m; Πo' (1 ^ i == k) sont des ideaux premiers distincts de o' dont les in-

tersections avec o sont egales a m.
De plus, la fin du raisonnement montre que Γon peut trouver un sous-an-
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neau o' de δ, contenant o et fini sur o, tel que, pour tout ideal premier m' de o'

dont Γintersection avec o soίt tn, il n'y ait qu'un seul ideal premier de δ dont

Γintersection avec o' soit m' (il est bien connu qu'il existe au moins un pareil

ideal cf. [2]).

LEMME 2. // existe un anneau de valuation discrete non triυiale du corps

des quotients de o dont Vanneau contient o et dont Videal maximal contient m.

Soit en effet (xi, . . . , Xd) un systeme de parametres dans o Γideal α

engendre par xl9 . . . , Xd contient done une puissance de m, mais il n'y a aucun

ideal engendre par moins de d elements ayant la meme propriete. On a done

Xd # 0; posons yi = Xi/xd, o' = oζyl9 . . . , yd\. L'ideal engendre par Xd dans o'

ne contient pas 1. Supposons en effet le contraire on a alors 1 = xjPiyi, ,

yd-i)9 oύ P est un polynδme a coefficients dans o dont nous designerons le terme

constant par a et le degre par s. Soit b Γideal engendre par xx, . . . , Xd-i dans

o; multipliant la relation precedente par xl, on obtient une congruence ΛΓJ

= axSd+1 (mod b). II en resulte par recurrence sur n que Xd^anχSdn (mod b).

Or, %d est evidemment dans m; il vient done * J e m s + n + b. L'ideal b etant

ferme dans la topologie m-adique de o, on a ^ G b. Tout ideal premier p de o

qui contient b contient done aussi Xd9 done α5 et est par suite m o etant

noetherien, il en resulte qu'il y a une puissance de m contenue dans b, ce qui

est impossible. Ceci dit, soit q' un ideal premier minimal de l'ideal of Xd de o'

en vertu d'un theoreme de Akizuki et Krull ([1] et [3]; voir Γappendice pour

une nouvelle demonstration), Γanneau local 0q/ de q' est contenu dans un anneau

de valuation discrete t> du corps des quotients de o dont Γideal maximal ft) con-

tient q'. II est clair que t) contient o et que Xd G it) comme o'CD, on a x% = Xdyi

e m (1 ^ i ^ d) Γideal premier tυ Π o de o contient done α et est par suite

identique a m.

LEMME 3. // existe une valuation non triviale du corps des quotients L de

3 dont le groupe des valeurs est archimedien, dont Γanneau contient 3 et dont

Γideal contient Ίfl.

Soit Lf/K une extension normale de K contenant L/K, et soit 3 ' ^a clδture

ίntegrale de 3 dans V. On sait qu'il y a au moins un ideal maximal 9ft' de 3'

tel que W Π 3 = 9ft. II suffira evidemment de montrer qu'il y a une valuation

non triviale de t! dont le groupe des valeurs est archimedien, dont Γanneau
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contient $f et dont Γideal contίent W. On peut done supposer sans restriction

de generalite que Γextension L/K est normale et que 3 est integralement clos

dans L. Soit o* Γanneau derive normal de o; f Π o * est un ideal maximal de

o*. II y a un sous-anneau o' de o*, contenant o et fini sur o, tel que 9)ΐ Π o*

soit le seul ideal premier άe o* dont Γintersection avec £>' soit 3JI ΓW (cf. les

Hgnes qui precedent Γenonce du Lemme 2). II resulte immediatement du Lemme

2 qu'il y a une valuation discrete non triviale v de K dont Γanneau D contient

o' et dont Γideal maximal contient ΊR Π o'. L'intersection avec o* de Γideal de

valuation de v est alors 9JΪ Π o* *= 3K Π K Soit β Γanneau engendre par t) et 3

montrons que Γideal engendre par W dans β ne contient pas 1. Supposons pour

un moment qu'il n3en soit pas ainsi; il y a alors une relation de la forme
h

Σ#/*ί = l ou les ui sont dans & et les Xi dans 9Jΐ. Soit Lo le corps engendre

par ϋΓ, par xu . . . , Xh et par leurs conjugues par rapport a K\ soit G le groupe

de Galois de Lo/Kl ses operations transforment en lui-meme Γanneau 3Π^o.
h _7c

L'element l = Πs(Σ«/^i) se met sous la forme 'ΣjUjyj oα les uj sont dans ΰ
sεo ί = i j = i

et ou les v/ sont des sommes de produits de la forme TLsxas) (1 = i(s) ^ h,
sec

s e G) et sont invariants par les operations de G. On a done yj G 2)ί pour tout

j de plus, il y a une puissance q de Γexposant caracteristique de K telle que

^} e X pour tout j , dVα z;(y})> 0; la relation l^^u'fyj conduit alors a une

contradiction. On en deduit que 931 est contenu dans au moins un ideal maxi-

mal 31 de it. On sait qu'il y a un anneau de valuation 55 # L de L qui contient

β et dont Γideal maximal contient 9Ϊ. L'anneau 53 Π K contient t) mais est ^ K

(car, sinon, 5B contiendrait L, qui est entier sur K) la valuation t> etant dis-

crete, on sait qu'il en resulte que S5ΠΛΓ=t). Puisque Z est algebrique sur K,

la valuation d?anneau 33, qui prolonge v, est a groupe de valeurs archimedien.
LEMME 4. Uintersection des ideaux mnSm in = 1, 2, . . .) se reduit a {0}.

Soit z; une valuation possedant les proprietes enoncees au Lemme 3. II est

clair que 501 est Γintersection de 3 avec Γideal maximal de v, done que 3fŝ  est

contenu dans Γanneau de v. Soit (cu . . . , cr) un systeme fini de generateurs

de Γideal m soit a le plus petit des v(ck) (1 ύ k *= r) on a done α > 0. II

est clair que la condition 2 g m n 3 i entraϊne viz) ^nal le Lemme 4 resulte

immediatement de la.

THEOREME 2. Soient K et L les corps des quotients de o et de % et soit L'/K
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une extension algebrique normale de K contenant LIK Soit 3' la clbture inte-

grate de 3 dans L1, et soit W un ideal premier de 3' tel que W Π 3 = 3K Les

elements de Γanneau de decomposition de 9ft par rapport a o sont alors invariants

par tout automorphisms de L'/K qui transforme W en lui-meme.

Soit x un element de Γanneau de decomposition. f) de Wl par rapport a o,

et soit n un entier > 0 quelconque. Designons par f Γanneau local de Γideal

premier Ίfl Π ΐ) de ϊ) il y a alors un element a e o tel que x - fl£m"! (prop. 1).

II est clair que ϊ est contenu dans Γanneau local 3g#' de W on a done # - a

G mΛ3g^'. Soit 5 un automorphisme de L'/K qui transforme W en lui-meme;

5 transforme alors 3g#' en lui-meme, et laisse fixes a et les elements de mΛ.

On en conclut que s x - # e m * 3 i b ' Ceci etant v r a i Que^ Q u e s o ^ n> ^ resulte

du Lemme 3 que s x = x, ce qui demontre le theoreme.

Supposons a partir de maintenant les anneaux o et 3 normaux, et supposons

de plus que le corps des quotients L de 3 soit separable sur K. Choisissons une

extension separable normale L'/K de K contenant L/K\ designons par 3' la

clδture integrale de 3 (ou de o) dans L\ et par W un ideal premier de 3 ; tel

que 5 H ' n 3 = 2H Soient H le groupe des automorphismes de L'lK qui trans-

forment W en lui-meme, et ί) Γanneau des elements de 3 qui sont invariants

par tous les automorphismes du groupe H. II resulte du Theoreme 2 que Γan-

neau de decomposition de Wl par rapport a o est contenu dans f). Par ailleurs,

les resultats etablis par M. Nagata montrent que § est contenu dans Γanneau

de decomposition de 9Jί. Nous allons demontrer ici qu'il en est bien ainsi, pour

la commodite du lecteur le raisonnement ne differera que par la forme de

celui de M. Nagata.

Etablissons d'abord que tous les ideaux premiers de 3' dont les intersec-

tions avec o sont m se deduisent les uns des autres par les automorphismes de

Lf/K II est bien connu qu'il en est ainsi pour les extensions finies il ne s'agit

que d'etendre le resultat aux extensions quelconques. Le groupe de Galois G

de L'/K est muni d'une topologie qui en fait un groupe compact on obtient

un systeme fundamental de voisinages compacts de Γunite dans G en prenant

les groupes de Galois des extensions L'/M, ou M parcourt les extensions finies

de K contenues dans ZΛ Le groupe H est ferme. En effet, soit 5 un element

de G adherent a H, et soit u un element de -DR'. Puisque s est adherent a H,

on peut ecrire s = s's'f9 ou s' G i7 tandis que s" appartient au groupe de L'/K(u).
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On a done s « = 5' « G l /

J ce qui montre que s&H. Soit 2Jiί un ideal premier

de 3' tel que 5^1Πo = m. Si M/K est une extension normale finie de K con-

tenue dans L'/K, 3 ' Π M est la clδture integrate de o dans M, et W Γ\M, TOί Π M

sont des ideaux premiers de cet anneau dont les intersections avec o sont m

il y a done un antomorphisme de M/K qui transίorme le premier de ces ideaux

en le second. Cet automorphisme se prolonge en un automorphisme de tl/K\

Γensemble UM des automorphismes de L'/K qui transforment 2Jt' Π M en 3HJ Π M

est done non vide. Cet ensemble est la reunion d'un nombre ίini de classes de

G suivant le groupe de Galois de L'/Ml i\ est done compact. II est clair que

Γintersection d'un nombre fini d'ensembles de la forme UM contient un ensemble

de la merae forme, et est par suite non vide. Le groupe G etant compact, Γin-

tersection de tous les ensembles UM est non vide si t appartient a cette inter-

section, t transforme W en 3R1.

Soit x un element de Γanneau ϊj. Soit L"/K une extension normale finie de

K contenant K(x)/K et contenue dans L'/K; soient 3" Γanneau 3' ΠL" et 311"

Γideal W Π 3". Tout automorphisme s de L"/K qui laisse M" invariant laisse

alors x invariant. En effet, 5 se prolonge en un automorphisme Si de L'/K, et

sϊ1 transforme W en un ideal 2Rί tel que 3ϊtj[Π3"=3Jt" II resulte alors de ce

que nous venons d'etablir qu'il existe un automorphisme 52 de L'/L" qui trans-

forme W en 3J11; S1S2 appartient done & H et laisse par suite x fixe. Mais on

a aussi s2 x = x puisque x G L", d'ou si x — x, ce qui demontre notre assertion.

Les ideaux premiers de 3" dont les intersections avec o sont m, etant con-

jugues par rapport a K, sont en nombre fini. Soient 50l{', . . . , 3HA ces ideaux

(avec Ώl" *ς Wl" si i # j) I on peut supposer que les transformes de W par les

operations du groupe de Galois de Ln/K(x) sont 2Jίί', . . . , 2Jίi'. Les anneaux

3"/3W/' sont entiers sur le corps o/m; ce sont done des corps, et les 3H5' sont

des ideaux maximaux. Soit 5H, le produit des 5Ky' pour j # i I cet ideal n'est pas

contenu dans 2R, ', d'ou ^- ' + % = 3". II y a done un element y" e % tei que

1 - j;,-' e 3R/'. Posons y = ̂ Γ + . . . +y'k 5 y - 1 est done dans chacun des ideaux

Wϊ, . . . , Ίflk, tandis que y' e 3Ry' si > > A. Soit ^ la norme relative de y par

rapport & K(x)l cet element est entier sur o, done contenu dans % Les auto-

morphismes de L"/K(x) permutant 2RΓ, . . . , 2J# entre eux, on a y-lGW"

Π ί). Or, 5WΓ Π ^ est aussi 3JI' Πί) = SK Π ί), d'ou ^ - l G S J l Π ^ . Par contre, si

f est un automorphisme de L"/K qui ne laisse pas x fixe, ί(SK") n'est pas parmi
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Έlϊ, . . . , 5ft*. En effet, s'il en etait ainsi, t pourrait se mettre sous la forme

UU avec U dans le groupe de L"/K(x) et M W ) = 5ft" mais nous avons vu

que cela entraϊnerait que h x = x, d'oύ t x = x. Si f (2Rί')2W", / > ϋf, Γ 1 •/ est

dans 5ftΓ puisque yeSWί'; Γ1 y9 qui est divisible par t~ι y' dans 3", est done

dans 5ft", d'oύ, en particulier, t~x y # jy. On en conclut que ϋΓ(#) = jRΓ( y) >* de

plus, si ^i=y, . . . , ̂  sont les conjugues distincts de y par rapport a /f, 3>2,

. . . , . » sont dans 5ft". Les automorphismes de Z/'/ϋΓ qui transforment y enjyi5

. . . , yp transforment x en Xi = x, x2, . , Xp. La trace S de xy par rapport

a K est done xy + ΛΓ2̂ 2-f . . . -f #/>^ puisque 0 est normal, o n a S ε o . Par

ailleurs, S - xy est dans ί) et aussi dans 5ftί cet element est done dans 5K Π f).

Puisque .y - 1 e 5Jί Π ή, on a Λ: - S e Wl Π 5, et x est congru modulo Wl Π ̂  a un

element de 0. Soit F(F) = ( F - yi). . ΛY-yp) le polynome minimal de y par

rapport a ϋC; la differente de y est done F'GO = (y -^2). . (jy - ^ ) ί puisque

v̂ φ 5K{, ĵ y e 3Rί pour i > 1, F'(^) n'est pas dans 5DH puisque F'(y) e 5 cet ele-

ment n'est pas dans 9ft Π ϊj. L'anneau ^ Π iΓ(Λr) etant la cloture integrale de

o[>] dans K(x)=K(y), il est bien connu que (Ff(y))(ΐ)ΠK(x)) Cv[yl. Si on

designe par ϊ* l'anneau local de Γideal premier 3M Π ̂  Π^*(Λ;) ? t r est done aussi

l'anneau local de Γideal premier 3Jί Πol j ] de oDy]. Cet ideal contient m et y — 1

= zi or, tout element de ΰtyl peut evidemment se mettre sous la forme bo

-f bιz+ . . . +^- 1z / >" 1, les &/etant dans 0; si cet element est dans Wt, il en est

de meme de bo, d'oύ bo G m, ce qui monter que 9QΐΠo[y] est engendre par m

et z. Posonsz;=3v-1 O' = l, . . . ,p),P=Zi. . .zP, P' = z2. . .zP, ά9oύz = P/Pf.

O n a P G ί d'oύ P ε o , et, puisque z e M, P e m. On a P' = P/2 e /Γ(ΛΓ), et,

Pf etant manifestement entier sur 0, P ' e ^ΠUΓ(Λ ). Par ailleurs, si j> 1, on

a # e 5Dlί', d'oύ zj φ TOί', P ' $ TOi' P ' n'appartient done pas a 5ft Π f) Π iff(*),

et la formule 2 = P/P' montre que z appartient a l'ideal mϊ̂ . Puisque W Π o[>]

est engendre par m et z, on voit que l'ideal maximal de ϊ* est engendre par m.

Ceci montre que 5ft Π ϊ) Π K{χ) n'est pas ramifie par rapport a 0. Comme nous

avons deja etabli que tout element de ί) est congru (mod 5ft Πί)) a un element

de o, on voit que TlΠί)ΠK(x) est contrδle par 0, done que ΐ)ΠK(x) est con-

tenu dans l'anneau de decomposition de 5ft par rapport a 0. Comme x etait un

element queϊconque de \ ί) est contenu dans cet anneau de decomposition, et

3ui est par suite identique. Nous avons done etabli le

3. Soient 0 un domaine cΓintegrite noetherien local et normal
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et m son ideal maximal. Soit L/K une extension algebrique separable du corps

des quotients K de o, et soit 3 la cloture integrale de o dans L soit 9ft un ideal

premier de 3 tel que ϋR Π o = m. Soit Lf/K une extension normale de K con-

tenant L/K, et soit 9ft' un ideal premier de la cloture integrale de o dans V tel

que 9ft' Π 3 = 9ft. Uanneau de decomposition de 9ft par rapport a o est alors

Γensemble des elements de 3 qui sont invariants par tous les automorphismes

de L'/K qui conservent 9ft'.

Soient ί) cet anneau et ϊ l'anneau local de 9ft Π ί). Montrons que Γon a

mnt Πo = mM

Soit u un element de mwϊ Π o. Cet element peut s'ecrire sous la forme I

ou les Ui sont dans itΓz, les vl9 Wi dans ϊj et ou aucun Wi n'est dans 9ft. Le corps

K(vi, . . . , vq, Wi, . . . , tt\z) est engendre par un element x, que Γon peut sup-

poser appartenir a f). Utilisons alors, relativement a cet element, les memes

notations que plus haut. II est clair que u appartient a mnϊx. II existe done

un element ί G o W n'appartenant pas a 9ft tel que tu&WlnoZyl. Rappelons

que p designait le degre de y9 done aussi de z, par rapport a K\ tout element

de o[jy] = o[>] se represente done d'une maniere et d'une seule sous forme d'un

polynδme de degre <p en z a coefficients dans o. Posons done ί = ίo + ίiz-f

. . . +^-i2/>~1, avec ίiGo (0 ^ i = p — 1). Puisque ίwEm^oCjy], les Uu sont

dans mn. Par ailleurs, puisque t n'est pas dans 9ft et z G 9ft, U n'est pas dans

m, d'oύ to1 Go et u = to\tou) G mn.

On en conclut que la topologie m-adique de c est celle induite par la topo-

logie mf-adique de f. Comme o est dense dans ϊ (prop. 1), on en conclut que

Γapplication identique de o dans son complete 3 se prolonge en un isomorphisme

de ϊ dans 3 et que 3 peut s'identifier au complete de f relativement a la topologie

definie par mϊ.

M. Nagata a de plus demontre que l'anneau ϊ est noetherien. Rappelons

ici sa demonstration. Identifions le complete de ! a l'anneau 3. L'anneau 3

etant noetherien, il suffira de montrer que, pour tout ideal Q de f, on a α = αo Π ί.

Soit u un element de αS Π f. Cet element appartient a Γideal engendre dans 3

par un nombre fini d'elements Xi, . . . , xn de α. II existe un element x G I) tel

que xl9 . . . , xΛ9 u appartiennent a Γanneau local ϊ* de Γideal 9ft Π ί) Γ\K(x).

Or, nous avons vu que 9ft Π ̂  Π K(x) est contrδle par o son anneau de decom-
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position par rapport a o est done ί) Π K(x) tout entier, et il resulte de ce que

nous venons de voir que o s'identifie a la completion de f*. Si b est Γideal

engendre par Xi, . . ., xn dans ϊ*, Γelement u appartient a Γideal engendre par

b dans la completion de ϊ*. Or, K(x)/K est une extension separable finie; o

etant normal, §Γ\K(x)9 qui est entier sur o, est un d-module fini, done un an-

neau noetherien. L'anneau ϊ* est done noetherien, et on en conclut que «ε l ) 5

d'oύ u G α, ce qui acheve la demonstration.

Appendice

Le theoreme de Akizuki et Krul!

Soit o un domaine d'integrite noetherien qui ne possede qu'un seul ideal

premier m # {0}. Nous nous proposons de montrer que l'anneau derive normal

δ de o est noetherien.

Soit o' un sous-anneau de 6 contenant o et fini sur o. Nous nous proposonos

de montrer que, pour tout element x ±? 0 de m? la longueur du o'-module o'/c'x

est au plus egale a celle du o-module O/OAΓ. Pour ce faire, remarquons que,

pour tout n > 0, la longueur de oxn/oxn+1 est egale a la longueur h de O/OΛΓ;

car Γapplication t -» txn est un isomorphisme de o sur oxn qui applique ox sur

oxn+1. On en conclut que, si m > 0, la longueur de cxn/oxn+m est mh. Par ail-

leurs3 puisque o' est entier et fini sur o3 il y a un element i £ o , J ^ O , tel que

ΰ'dCo. L'ideal od etant primaire pour Γunique ideal maximal m de o (si, comme

on peut le supposer, J G m ) , il y a une puissance de m contenue dans ΰd9 done

aussi un exposant a > 0 tel que xa £ od, d'oύ o '^Co. Tout ideal de o' contenu

dans o'xa est done un ideal de o; de plus, si cet ideal contient ofxa+n, il contient

a fortiori cxa+n. La longueur de o'xa/ofxa+n est done au plus egale a celle? (α

+ n)h, de oloxa+n. Par ailleurs, cette longueur est nh\ si h1 est la longueur

de o'/o'# on a done rih! ^ h(a-\-n). La validite de cette formule pour tout

n > 0 entraϊne hf = h. Ceci dit, supposons pour un moment qu'il existe une

suite infinie strictement croissante (α, ) d'ideaux de o« On peut supposer que

2i # 0 on peut alors trouver un element x *0 dans Si Π 0. Soit h la longueur

de o/ox. Pour chaque /, soit jy, un element de Q, +I non contenu dans Q, , et soit

d = otJVi? ? yπl. Les ideaux o; Π δi, . . . , o; Π aπ+i de o' sont alors tous dis-

tincts les uns des autres et de o'; de plus, ils contiennent tous o'x. L'anneau

X)' est fini sur o, et la longueur de o'/o'# est ^ ft + 1, d'oύ contradiction.
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Le raeme raisonnement prouve manifestement que tout anneau inter-

mediaire entre o et δ est noetherien (resultat dvί a Akizuki).

Par aiΠeurs? il y a au moins un ideal premier rfr de δ dont Γintersection

avec o est m, et il est bien connu que Γanneau local de m est un anneau de

valuation discrete non triviale t> D contient done c, et son ideal maximal con-

tient m: e'est le resultat utilise dans le texte.
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