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SUR LES PRINCIPES DIVERS DU MAXIMUM

ET LE TYPE POSITIF

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Dans la theorie du potentiel par rapport a la noyau-fonction continue

(au sens large), les theoremes de Ninomiya et ceux de Kishi sont tres originels

(cf. [9] et [7]). Dans cet article, en generalisant la notion du noyau, on se

propose de discuter quelques theoremes analoques.

Soient X un espace localement compact et σ-compact, et ξ une mesure

de Radon positive dans X. En fixant X et | , on note respectivement E et M

la σ-algebre constitute par tous les ensembles £-mesurables de X, et la totalite

de fonctions ί-mesurables, bornees dans X, a valeurs reelles et a support

compact. Le sous-ensemble des fonctions non-negatives de M est designe par

M+.

Un noyau N relatif a X et a ζ est, par definition, une application de

ExE a [0, +oo] telle que, quel que soit e0 un ensemble relativement compact

de Ey les applications

E 3 e -> N(e0, e) et E 3 e -> N(e, e0)

soient completement additives sur E et absolument continues par rapport a

f. On pose, quels que soient ex et e2 de Ey N(ely e2) = N{e2, ex), et alors, N est

un noyau relatif a X et a ζ> qui s'appelle le noyau adjoint de N. Si Ton a

N = N, il est dit d'etre symetrique.

Soit iV un noyau relatif a X et a ζ. Pour une fonction / f-mesurable et

non-negative dans X, l'integrale \f(y)N(e, dy) a un sens. Si Γapplication

e-+\f(v)N(e9 dy)

est completement additive et absolument continue par rapport a ζ, sa densite

s'appelle le potentiel de / par rapport au noyau iV et s'ecrit Nf. Si, pour
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134 MASAYUKI ITO

une fonction / ί-mesurable et reelle dans X, Nf+ et Nf" sont definis, on dit

alors que Nf = Nf+ — Nf" est le potentiel de / par rapport au noyau N. II

est clair, d'apres la definition du noyau, que, pour une fonction / de M, Nf

a un sens.

Principe classique du maximum: Un noyau N relatif a X et a ζ satisfait au

principe classique du maximum si, quelle que soit / de M+, Γinegalite Nf ^ 1

est satisfaite pp sur X des qu'elle Test pp sur K(f) = {x e X; f(x) > 0}.

Une propriete a lieu pp sur un ensemble e de E si elle a lieu presque

partout pour ξ sur e. On note (M) la totalite des noyaux qui satisfont au

principe classique du maximum.

Principe de positivite de masse: U n noyau N relatif a X et a ζ satisfait au

principe de positivite de masse si, queues que soient / et g de M+> on a

Nf ^ Ng pp sur X =*> j/rff <

et (PM) est la totalite des noyaux qui satisfont au principe de positivite de

masse.

Principe de domination: Un noyau N relatif a X et aξ satisfait au principe

de domination si, queues que soient / et g de M+, Nf^Ng pp sur X des

que la meme inegalite a lieu pp sur K{f), et leur totalite est designέe par (D).

Principe complet du maximum: Un noyau N relatif a X et a ξ satisfait au

principe complet du maximum si, queues que soient / et g de M+, Γinegalite

Nf^Ng + 1 est satisfaite pp sur X des qu'elle Test pp sur K(f).

Notons (CM) la totalite des noyaux qui satisfont au principe complet du

maximum. On a alors (CM) c (M)Π(D).

On a evidemment, pour deux fonctions / et g de M,

\Nf(x)g(x)dξ(x) = \Ng(x)f(x)dξ(x),

et done, cela peut etre ecrit \\g(x)f(y)N(dx, dy) sans confusion.

On dit que N est de type positif si, quelle que soit / de M, on a

\\f(x)f(v)N(dx, dy)^0.

On se propose d'abord de montrer les quatre resultats suivants:

(1) Sous une condition additionnelle, iVe (D) et iVe (D) sont equivalents.
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(2) Si N est symetrique et si Ton a N <E (D), N est de type positif.

(3) TV e {CM) Π (PM) et N e (CM) Π (PM) sont equivalents.

(4) Si Γon a iVe (CM) Π (PM), iV est alors de type positif.

On examinera ensuite le type positif des noyaux mesurables relatifs a X

et a ί, et on obtient une generalisation du theoreme de Ninomiya. Un

noyau N relatif a l e t a ζ est, par definition, mesurable s'il existe une

fonction (ζ x £)-mesurable n{x, y) dans XxX—Δ et telle que, quels que

soient ex et e2 de E avec ex Π e2 = φ,

^ je2n(α;, y)dξ{y)dξ{x).

En l'appliquant a la theorie du potentiel a la noyau-fonction borelienne, on

obtiendra quelques theoremes correspondant a ceux de Ninomiya, de Kishi et

de Durier dans le cas de noyau-fonction continue au sens large.

2 Les noyaux elementaires et les resolvantes

Soient M et N2 deux noyaux relatifs a X et a ξ. Alors, quels que soient

βι et e2 ensembles relativement compacts de E, Γintegrale

\NlCl(x)N2c2(x)dξ(x)

a un sens, oύ cx et c2 sont respectivement les fonctions caracteristiques de ex

et de e2, et on ecrit

\ J ( « I dy)N2(dy, e2).

Si Γapplication

$ ! , dy)N2{dy, e)

peut etre prolongee sur E x E et si ce prolongement est un noyau relatif a

X et a f, il s'ecrit M Λ/i et s'appelle la multiplication de M et de 7V2. En

particulier, on ecrit {N)n = {N)71"1 (A/") des qu'elle a un sens.

Posons, pour une couple (elf e2) de E,

U{el9 e2) = f (^ Π β2)

cela est evidemment un noyau relatif a X et a f, qui s'appelle le noyau

d'unite. Le potentiel de / e M par rapport au noyau ί7 est egal a /.

On dit qu'un noyau N relatif a I et a ξ est elementaire s'il existe une
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constante non-negative C et un noyau N relatif a X et a ζ tels que

N(eί9 e2) = CΣ>(N)n(eu et)9
n = 0

oύ (N)° = U ou (N)° = 0 d'accord avec N¥= 0 ou N= 0.

Remarque. Si Γon a

n = 0 w = 0

alors N= Nf.

En effet, on a

ί/-iV=(f/-iV) iV.(/7-iV0 = ί/-iV\

On dit done que N est le generateur de N et que N est engendre par iV.

Remarque. Si JV est un noyau elementaire relatif a I et a f, iV Test aussi.

Cela est evident.

On dit qu'un noyau iV relatif a X et a ζ est borne s'il existe une con-

stante C telle que, quel que soit e de E, N(e, X)^Cξ(e). En particulier, si

Γon peut prendre C = 1, N est dit d'etre sous-markovien.

Soit e0 un ensemble de E. Alors, la restriction d'un noyau N relatif a X

et a $ sur e0 est, par definition,

Neo{eu e2) = N{e0 Π el9 e0 n eλ).

Cela est aussi un noyau relatif a l e t a ξ.

P R O P O S I T I O N 1. Pour un noyau N relatif a X et a ξ, il existe une suite {Kn)

de compacts de X telle que Nn et Nn soient homes et que, quels que soient ex et e2

ensembles relativement compacts de E>

KmNn{el9 e2) = N(el9 e2),

oil Nn est la restriction de N sur Kn.
oo

En effet, soit (K'n) une suite croissante de compacts de X et avec U Kή
w = l

= X. On a alors

oύ Cn est la fonction caracteristique de Kή. II existe done un compact Kn
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c Kn et telle que ξ(Kί — Kn) < 1/w et Ncn et Ncn soient bornes sur Kn. On

peut montrer facilement que la suite (Kn) est ce que nous avons desire.

PROPOSITION 2. Si N est elementaire, on a alors iVe (D).

En effet, on peut supposer

oo

iV — 2-1 \™ ) 9
n = 0

oύ N est aussi un noyau relatif a X et a ξ. II suffit de voir que, queues

que soient / ..et g de M+, Nf^Ng pp sur X des que Nf<Ng pp sur ϋC(/),

car Nf> 0 pp sur if(/). Soit (Kn) une suite croissante de compacts de X et

avec U Kn = X. On pose ensuite

oo

AT — N λ (AF ) m

•Lin — / i \l\nj 9

oύ Nn est la restriction de N sur Kn, et alors, quels que soient eγ et e2 de E,

Nn{βi, e2) converge d'une maniere croissante vers N(el9 e2) avec n->oo. Soit

fn la restriction de / sur {x e X; Nf(x) ^ Nng(x)}. On a alors iV /̂̂  ^ iVŵ  sur

K(fn). Si Γon admet Nnfn^Ng pp sur X, alors, faisant n->oo5 on arrive a

la conclusion que Nf^Ng pp sur X. On peut done supposer qu'il existe

un compact K de X telle que la restriction de N sur K soit egale a N.

D'apres N(X, X) = N(K, K)< +oo, ίl existe une suite croissante (Kn) des com-

pacts c K telle que ξ(Kn) / ξ{K) avec n -> oo et que Nn soit borne, oύ Nn

est la restriction de N sur X,,. De la meme maniere que ci-dessus, il suffit

de voir Nn e (D). On peut supposer encore que N est borne. Supposons

que, pour deux fonctions / et g de M+, Nf^Ng sur /£"(/), et posons

t; = Ίnΐ(Nf, Ng); on a alors, quel que soit e de E,

et on a done, quelle que soit u de M+,

\\u(x)(Nf(y) - v(y))(U(dx, dy) - N(dx,dy))

- v(y))N(dx, dy) - §u"{x)v(y)(U(dx, dy) - N(dx, dy)) < 0,

oύ ur est la restriction de u sur K(f) et u" = u — u'. D'apres notre hypo-

these, on a, quelle que soit h de M+, iV& e M+, et done
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- v(y))(U(dx, dy) - N(dx, dy))

d'oύ Nf = inf (Nf, Ng) ̂  Ng pp sur X. Par consequent, N €Ξ (D).

Une famille (Np)p ( p ^ O o u j)>0) des noyaux relatifs a X et a ζ est, par

definition, une resolvante si Ton a, quels que soient p ̂  0 et q > 0,

Np-Nq = (q-p)Np-Nq

et si, quels que soient ex et e2 de E, \imNp(eu e2) = N0(elf e2) dέs que Â o

appartient a cette famille.

L'egalite ci-dessus s'appelle l'equation resolvante.

Remarque. Soient (Np)p^0 et (Np)Pz0 deux resolvantes. S'il existe un

nombre p tel que Np = Np, alors elles sont egaux.

En effet, d'apres l'equation resolvante, on a, quel que soit q(φφ),

(U-(p- q)Np) -(U-(q- p)Nq) = (U - (p - q)Np) (U - (q - p)N'q) = U.

Si q> p, les series

)n et Σ (

convergent, et elles sont noyaux relatifs a X et a ξ. D'apres l'egalite ci-dessus,

on a

Σ ((q ~ p)Nq)
n =

n=0

d'oύ Λ̂ g = Nq. Si ^ < p, la serie

Σ ((P -
w = 0

aussi converge, et on a

d'oύ AT, = NQ.

Par consequent, si, pour un noyau TV relatif k X et a ξ, il existe une

resolvante (Np)p^0 avec Â o = N, elle est unique. On dit done que (NP)P^Q la

resolvante associee a N et que iV est un noyau associe a resolvante. On note

(R) la totalite des noyaux relatifs a X et a ξ associes a resolvante. Cela a
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tres proche relation avec (D).

Remarque. Si (Np) est une resolvante, alors (Np) Test aussi.

Cela resulte du fait que Np Nq a un sens et que Γon a Np Nq = Np* Nq.

P R O P O S I T I O N 3. Soit N un noyau relatif a Xetk ξ. Si N<Ξ (R), alors, quel

que soit c une constante positive, N -\- cU est elementaire. Reciproquement, si N est

elementaire, alors TVe {R).

En effet, on suppose d'abord iVe (R), et on designe par (Np)p^0 la

resolvante associee a N. On montra ici que, pour un nombre p > 0,

oo

De la meme maniere que dans la remarque ci-dessus, la serie Σ (pNp)
n con-

n = 0

verge et

II suffit done de voir que, quel que soit q > 0, N' — Ng = qN' Nq. La multi-

plication N' Nq a un sens et N' Nq - Nq N'. On a

N> - Ng = pN'-Np -(p- q)Nq-Np

= pN' Ng-p(p - q)N''Np Nq + (q-p)Nq Nr + p(p - q)N'-Np'Nq

= qN' Nq.

oo

Reciproquement, soit N = 2 (N)n et posons, pour un nombre p > 0,
n 0

On a alors

et il en resulte alors que la famille {Np)p^ verifie Γequation resolvante.

D'apres les propositions 2 et 3, on a le corollaire suivant:

COROLLAIRE 1. Si N G (/?), alors, quel que soit c> 0, N + cU ^ (D).

LEMME 1. Soit N un noyau borne relatif a X et a ζ. Si Γon a N e (D),

alors NZΞ (R).
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Sa demonstration est achevee de la meme maniere que dans le cas de noyau

de Hunt (cf. [5] et [8]). On repetra ici la demonstration pour notre noyau.

On peut supposer, d'apres notre hypothese, qu'il existe une constante 0 < c

< 1 telle que, quel que soit e de E, N{e, X)<cξ(e). On pose, pour un

nombre p de [0, 1],

et alors, Np est une difference des deux noyaux relatifs a X et a ζ. On a

immediatement

Si Np est un noyau relatif a X et a ξ, alors N^NP. Admettons ici que Np

est un noyau relatif k X et a ζ; alors, quel que soit p de [1, 2], la serie

Np = Σ (1 ~ *) n (M) n + 1

n = 0

a un sens et on a

M - ΛΓP = (p -D^ N, = (p- 1)NP Nlm

On a immediatement

N-Np = pN-Np = pNp-N.

On peut definir, de la maniere inductive, le noyau Np relatif a l e t a ζ

pour tout p > 0, qui verifie l'egalite ci-dessus si Np est un noyau relatif a X

et a ξ des que Γegalite ci-dessus a lieu. Pour que Np soit un noyau relatif

a X et a ξ, il faut et il suffit que, quelle que soit / de M+, Nf^Nfpppsuv

X, oύ fp = pNpf. Cela resulte immediatement du lemme suivant:

LEMME 2. Soit N un noyau borne relatif a X et a ξ. Si Von a N e (D) (resp.

N e (CM)), alors, quelles que soient f et g deux fonctions ζ-mesurables^ non-negatives

et bornees dans X, Γinegalite Nf ^ Ng (resp. Nf<Ng+ 1) est satisfaite pp sur X

des qu'elle Vest pp sur K(f).

En effet, on peut supposer Nf > Opp sur K(f)9 car, d'apres JVe (D),

= 0 pp sur X, oύ / r est la restriction de / sur {x e K(f) Nf(x) = 0}. Par

consequent, il suffit de voir l'implication

Nf < Ng pp sur K(f) ι=> iV/ ̂  Ng pp sur X
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CO

Soient {Kn) une suite croissante de compacts de X et avec U Kn = X, gn la

restriction de g sur Kn et fn la restriction de / sur Γensemble {x e X;

Ngn(x)>:Nf{x)}, On a alors, d'apres N (Ξ (D), Nfn^Ngnpp sur X, d'oή

Nfn(x) ^ iVjgr(a ) pp sur X. On a evidememnt

oo

«(«•(/) n < r u /£•(/„)) = o,

et par suite, Nf^Ngpp sur X, d'oύ notre lemme.

PROPOSITION 4. *SWϊ TV w/z noyau appartenant a (D). Si {N)2 a un sens, alors

N& (R).

De la meme maniere que dans la proposition 2, on peut prendre une

suite croissante (Kn) des compacts de X telle que, quel que soit K un compact

de X, lim (K Π Kn) = ξ{K) et que Nn soit borne, ou Nn est la restriction de
n->oo

iV sur Kn. On a evidemment Nn e (D), et par suite, d'apres le lerrίme 1,

il existe la resolvante (NntP)p^0 associee a Nn. Soient n et m deux en tiers

positifs tels que n^ m. Alors, quelle que soit / de M* et portee par Kn,

(pNn + U)(Nn.pf)(x) ^ (pNn + U)(Nm>pf){x) pp sur X,

et

{pNn + U)(NntPf)(x) = (pNn + U)(Nn,pf)(x) pp smKn.

On designe ici par {pNn + U){NmiVf){x) le potentiel de Nm,Pf par rapport au

noyau pNn + U. Le noyau pNn + ί7 etant elementaire, on a, en vertu de la

methode utilisee dans la proposition 2, Nm>pf<NntPf sur Kn, d'ou, quels que

soient ex et £2 de ̂  et appartenant a /Γn, NmtP(elf e2) ̂ NniP(elte2). Par con-

sequent, quels que soient e1 et e2 ensembles relativement compacts de E>

Nn>p{eu e2) converge avec n-^oo. Posons

^ ( ^ i , e2) = \imNntP{el9 e2);
n->co

alors, Âp peut etre prolonge sur E x E et il est un noyau relatif a X et a f.

Montrons que la famille (Np)pίQ est une resolvante. Pour cela, il suffit de

voir que, quelle que soit / de M+ et quel que soit p > 0,

Nf=(pN+U)(Npf).

Soit # une fonction de M+. On a alors, d'apres notre condition,



142 MASAYUKI ITO

\Nf(x)Ng(x)dξ(x)< +CQ, et done, quel que soit ε > 0, il existe une

comapct K de X tel que

et que Ng soit borne sur K. Ayant Nn.P g£ Nn ^ N, on a uniformeΊnent

et

lim \κNn,pf(x)Nng(x)dξ(x) = \χNpf(x)fig(x)dξ(x),

d'oύ

lim Un > p/(aί)iί nff(*)</€(a!) = \Npf(x)Ng(x)dξ(x).

La fonction g etant quelconque et ayant Γegalite Nn = (piVn + U) NntP, on

a Γegalite que nous avons desire. D'apres Np*N^ίN N, on a, quels que

soient £1 et e2 de is,

i, e2) =

d'oύ iVe (Λ).

Une resolvante (Np)pii0 est, par definition, sous-markovienne si, quel que

soit p > 0, piVp est sous-markovien.

PROPOSITION 5. Soit N un noyau relatif a X et a ξ appartenant a (R). Alors,

N e {CM) si et seulement si la resolvante associee a N est sous-markovienne.

On suppose d'abord que la resolvante {Np)p^ associee a N est sous-mar-

kovienne. De la meme maniere que dans la proposition 2, on obtient le

lemme suivant:

LEMME 3. Soit N un noyau elementaire dont le generateur est sous-markovien.

Alors on a N' (Ξ {CM).

D'apres le lemme ci-dessus, il suίϊit de voir que si, quel que soit c une

constante positive, iV + cU e (CM), alors N e (CM). Si, pour deux fonctions

/ et g de M+, Nf ^Ng + lpp suτ K(f), alors, pour un nombre positif d, il

existe une constante positive c telle que

Nf Λ-cf^Ng + eg + (l + δ)
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pp sur K(f), et done, la meme inegalite a lieu pp sur X. Faisant 3 -> 0, on

arrive a Γegalite Nf <Ng +I pp sur X9 d'oύ iVe {CM).

On suppose reciproquement iVe {CM). On a, quelle que soit / de M+,

Nf~Npf = N{pNpf).

Si Γon a/^l ,on a alors

N{f - pNvf)* < N(f - pNpf)- + A.

p p sur K{{f— pNpf)*). De la meme maniere que dans le lemme 2, Γinegalite

ci-dessus a lieu pp sur X, d'oύ

pp sur X La fonction / (̂ £1) etant arbitraire, pNp est sous-markovien.

3. Le principe divers du maximum et le type positif

On commencera d'abord avec une hypothese.

Hypothese (*): Un noyau N relatif a X et a ξ satisfait a Γhypothese (*)

si, quel que soit e de E, N{e, X) = 0 si et seulement si N(X, e) = 0.

Si Γon a, quel que soit e de E, N{X, e) > 0 et ΛΓ(e, X) > 0 des que

ξ{e) > 0, alors N satisfait evidemment a l'hypothese (*).

LEMME 4. Soit N un noyau relatif a X et a ζ qui satisfait a Γhypothese (*).

Alors, pour que N e (D), il faut et il suffit que quel que soit c > 0, N+ ell e (£>).

On montre d'abord que la condition est necessaire. Supposons que,

pour un nombre positif c et pour deux foncitons / et g de M+, Nf + cf

^Ng + eg pp sur K{f) alors,

N{f - #)+ + c(/ - g)*

pp sur /£"((/ — S')4"), et done, on peut supposer

ξ{K{f) Π K(g)) = 0.

On a alors Nf ^ Ng pp sm K{f)9 et d'apres A^e (Z)), Nf < Ng ̂  Ng + eg pp sur

X, et par suite, Nf + cf^Ng + eg pp sur X, d'ou N+ cU & {D).

On montre reciproquement que la condition est suffisante. On obtient

d'abord l'implication

Nf < Ng pp sur K{f) ι=> Nf ̂  Ng pp sur X



144 MASAYUKI ITO

Soit fn la restriction de / sur la; e K(f); Nf(x) ^ Ng(x) + — ] alors,

Nfn + cfn ^Ng + cg

pp sur K{fn), oύ c est un nombre positif tel que

cfess. sup fix)) ^ — ,

et done, la meme inegalite a lieu pp sur X. Faisant c -> 0, on arrive a

l'inegalite Nfn ^Ng pp sur X, et ensuite, faisant n ~+ oo, on obtient Γegalite

Nf^Ng pp sur X II en resulte que si Nf^Ng et 7V/> 0 pp sur #(/), ΛΓ/

^Afy pp sur X, car, quel que soit a>l, Nf<aNg pp sur K(f). Par conse-

quent, il suffit de voir que, quelle que soit / de M+, Nf = 0 pp sur X des

que la meme egalite a lieu pp sur K(f). Soient / ' la restriction de / sur

Γensemble

U {x e X; ΛΓflF(ί»)>0}

et f" = f— f, II existe alors une suite croissante (gn) de M+ et telle que

l'on ait

ζ({x e X; f'(x) > 0, iV n̂(α;) = 0})< ^ .

Soit / n la restriction de / sur Γensemble {x e X; -Wflrn(») > 0}. On a alors,

quel que soit a une constante positive, JV/n < aNgn pp sur K(fn), et done,

iV/n ^ «Λ n̂ pp sur X. Faisant β -> 0, Nfn = 0 pp sur X, et ensuite, faisant

n —> oo, Nf = 0 pp sur X. D'autre part, quelle que soit g de M, on a

= \Nf"(x)g(x)dξ(x) = 0,

et par suite, Nf" = 0 pp sur X D'apres Γhypothese (*), on a TV/" = 0 pp

sur X, d'oύ Nf = 0 pp sur X.

COROLLAIRE 2. *SΌzί Â  z/̂z w^^w relatif a X et a $ tel que (N)2 ait un sens.

Si N satisfait a Γhypothese (*), alors N ^ (D) et N e (R) sont equivalents.

Le premier theoreme est une generalisation partielle du theoreme de

Kishi pour les noyau-fonctions continues au sens large (cf. [7]).

THEOREME 1. Soit N un noyau relatif a X et ά ξ; supposons que N satisfait

a Γhypothese (*). Alors les deux enonces N e (D) et N G (D) sont equivalents.
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Demonstration. II suffit evidemment de montrer Γimplication N e (D)

N e (D). D'apres le lemme 4, N e (D) est equivalent a N + cU e (D) pour

tout c > 0. On prend une suite croissante (Kn) des compacts de X telle que,

quel que soit K un compact de X, lim ζ(Kn Γ\ K) = ξ(K) et que Nn soit borne,

oύ iVn est la restriction de N sur ϋfn. D'apres les propositions 2, 3 et le

lemme 1, on a, quel que soit c > 0, Nn + cU e (D). Supposons que, pour

deux fonctions / et g de Λf+, Nf + cf^Ng + eg pp sur K(f), et soit « > 1 .

On designe respectivement par gn et par fn la restriction de g sur JFCW et la

restriction de / sur Γensemble

{x e Kn iV/(a?) + c/(s) ^ αiVflrn(α;) + acgn(x)}.

On a alors, d'apres Nn + cί/ e (Z)), iV/n + c/n ̂  aNgn + αc^n ^^ sur Kn, d'oύ

V̂/n + c/n < aNg + «c^ pp sur Kn. La suite (/n) converge d'une maniere crois-

sante vers / pp sur X, et par suite, Nf-{-cf <aNg + acg pp sur X. Faisant

β->l, on arrive a Γegalite Nf + cf <Ng + eg pp sur X, d'oύ TV + cU e (Z>).

La demonstration est complete.

Remarque. Si Γon ne suppose pas Γhypothese (*), le resultat ci-dessus n'a

pas lieu. On peut fournir facilement un contre-exemple dans le cas oύ X

est un espace fini.

En generalisant le theoreme de Ninomiya concernant le type positif (cf.

[9]), on obtient le theoreme suivant:

THEOREME 2. Soit N un noyau relatif a X et a ξ appartenant a (R), et soit

(Np) la resolvante associee a N. Si, quel que soit p >0, Np'Np a un sens et si Γon

a Np Np = Np Np, alors N est de type positif.

On remarque d'abord que TVe (D) n'est pas toujours de type positif et

que les noyaux satisfaisant aux conditions du theoreme ne sont pas toujours

symetriques. En considerant, par exemple, les noyaux de convolution sur

un groupe abelien, cela peut etre facilement compris.

Remarque. Soient N et (Np) les meme que ci-dessus. Si N*N a un sens

et si N-N=N N, les conditions de notre theoreme est alors verifiees.

D'apres Np <N, Np-Np<i un sens. L'egalite NP NP = Np Np resulte de

l'egalite TV = Σ3 to)""1 W n -
n=l

Demonstration du theoreme 2. Si, quel que soit p > 0, Np est de type
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positif, alors N Pest aussi, et done, on peut supposer αue N N a un sens et

N N = N N. On pose, quel que soit c > 0,

et alors, quel que soit n un entier positif, {Nc)
n a un sens, car, quels que

soient m et k entiers positifs,

c™-i(/γc)*t ^ iv et ck-\Ne)
k ^ iV.

On a ensuite

jV. ΛΓ. (cNc) = 4r(N- Nc)-N+ -±-(N- Ne) N£ N N,

et done, N-N (cNc)
n a un sens et la suite {N-N {cNc)

n)%=1 est decroissante.

Par consequent, on a, quel que soit n un entier positif,

Σ (cN)k ^ ~T-(ir(X+ N) + ~rU) Σ (^c)*

±-U) (U - (cNc)n+1) ^ (AT + -LE/ ) (iV + -i-tf),

CO ^

et par suite, la serie ^(cNc)
n converge et elle est un noyau elementaire et

n=0

symetrique. On a done

4 - ( # + iV) + -1-J7 = limc(iV+ -i-C/) (tf+ -1-εΛ . (ί/-(ciVc)
n) . (U- cNc).

Δ C n—»oo \ C / \ C / \ /

Posons, pour un entier positif n,

_2 / \ Δ yL-((rM)n)m

alors, la serie ci-dessus converge et elle est un noyau symetrique relatif a X
oo

et a ί, car la serie J](cNc)
n converge. On a immediatement

0

Par consequent, on a

HU/V+ iV) + -i-y = lim c(N+ ±U) • (N + 4-ί/
Δ C n-><χ> \ C / \ C

= lim c(U-N?,\/2) (U-mW/t) (jV+-τ-^) ' f ^ + —
n~-><χ> N C / \ C
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II en resulte done que, quelle que soit / de M,

\\f(x)f(y)N(dx, dy) + -jr\\f\2dξ

= \\f{x)f{y)\{N{dx, dy) + N(dx, dy)) + -

= lim c\ I (N + -±-U)(((U - N™uz)
0 I \ C /

2
~dξ ^ 0,

d'oύ NΛ U est de type positif, et faisant c-+oo, on arrive a la conclusion
c

que N est de type positif.

Remarque. Soit N un noyau relatif a l e t a ξ. Pour que Λ̂  iV ait un

sens, il faut et il suffit que, quelle que soit / de M, \\Nf\2dξ < -f oo.

Si N est de type positif, alors, quel que soit φ > 0, Np Np a un sens,

car U -— pNp est aussi de type positif. Mais notre condition du theoreme 2

n'est pas la meilleure pour que N soit de type positif. II existe noyaux de

type positif et appartenant a (i?), qui ne satisfont pas a la condition que, quel

que soit p > 0, Np Np = Np Np.

COROLLAIRE 3. Soit N un noyau relatif a X et a ξ. Si iVe (D) et N-N

= N'N, alors N est de type positif.

Si les multiplications N N et N N sont definies, alors, (iV)2 a aussi un

sens. Notre corollaire est un resultat immediat de la proposition 4 et du

theoreme 2.

COROLLAIRE 4. Soit N un noyau symetrique relatif a X et a ξ. Si N e (D),

il est alors de type positif.

En effet, il existe une suite croissante (Nn) des noyaux bornes, symetri-

ques relatifs a X et a ξ, telle que Γon ait Nn e (D) et

lim[[f(x)f(y)Nn(dx, dy) = \\f(x)f(y)N(dx, dy).

D'apres notre theoreme, Nn est de type positif, et done, N est de type positif.

Nous discuterons ensuite le principe complet du maximum pour notre

noyau. Le theoreme suivant est une generalisation du theoreme de Durier

(cf. [4]). II a montre un theoreme analogue pour les noyau-fonctions con-
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tinues.

THEOREME 3. Soit N un noyau relatif a X et a ξ. Alors les deux enonces

suivants N e (CM) Π (PM) et N e (CM) Γ) (PM) sont equivalents.

LEMME 5. On a N<Ξ (CM) Π (PM) si et seulement si, quel que soit c> 0,

N+CUΪΞ (CM) Π (PM).

En effet, de la meme maniere que dans le lemme 4, on peut montrer

Γequivalence entre N e (CM) et N + cU <= (CM) pour tout c> 0 sans Γhypo-

these (*), car, sous la condition iVe (CM), on a, quelle que soit / de M+,

JV/ = 0 pp sur X des que Nf = 0 pp sur ϋC(/).

On suppose d'abord que iVe (PM). Soit, pour un nombre positif c et

pour deux fonctions / et g de M+, Nf + cf^Ng + c^ pp sur X Alors,

flf)- + c(f - g)-

pp sur X, et done, N(f - g)+ ^N(f-g)" pp sur K((f - g)+). En utilisant JV

e (Z>), on obtient que la meme inegalite a lieu pp sur X, et d'apres iVe (PM),

j/rff ^ jflfrff, d'oύ N+CUΪΞ (PM).

Montrons ensuite son inverse. Supposons que, pour deux fonctions / et

g de M+, Nf^Ng pp sur X. On peut supposer ici iV/> 0 pp sur K(f), car,

d'apres JV e (M), iV/' = 0 pp sur X, oύ /7 est la restriction de / sur Γensemble

{x e X; iV/(a) = 0}. Soit fn%rίι la restriction de / sur Γensemble

€= X; A (̂α ) - J^LΣ±Nf(x) ^-^-(ess. sup

On a alors, d'apres iV-f — C7 e (D),

JL/n,m) ^
m \ ' n " * / — w n

pp sur X, et done,

Faisant w->oo, et ensuite, m->oo, on arrive a Γinegalite \/ ί/ ί^ W^ί, d'oύ

LEMME 6. Λώwί N un noyau elementaire et N son generateur. Pour que

N e (PM)f il faut et il suffit que N soit sous-markovien.
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On suppose d'abord que iVe {PM). On a, quelle que soit / de M+,

Nf^N(Nf) pp sur X, et done, \fdξ^[f(y)N{X, dy), d'oύ N est sous-mar-

kovien.

Montrons que la condition est suffisante. Si, quelle que soit / de M,

\\Nf\dξ < +00, alors on a, queues que soient /, g de M+,

\(g - f)dξ = \\(Ng(y) - Nf{y)){U{dx, dy) - N{dx, dy))

- Nf{y)){dξ{y) - N{X, dy)) ^ 0

des que Ng ̂  Nf pp sur X. En general, soient (Kn) une suite croissante des

compacts de X et avec U Kn = X, et Nn la restriction de N sur Kn. Alors, le
Λ = l

noyau elementaire

— Z-i

appartient a {PM). On suppose que, pour deux functions /, g de M+, Nf

< Ng pp sur X. Soit fn la restriticon de / sur Γensemble

Alors, d'apres 7Vn e (D),

sur X, et done, — \fndξ^ \gdξ. Faisant n-^co, on arrive a Γinegalite
ft J V

ϊξ^\gdξ, d'oύ JVe (PM).

Demonstration du theoreme 3. On montre seulement Γimplication

{PM) Π (CM) ι=> N G (PM) Π (CM). D'apres le lemme 5, il suffit de montrer

que, quel que soit c > 0, N + cU <= {CM) Π (PM). De la meme mainere que

dans le theoreme 1, on peut supposer que iV est borne. D'apres iV G {CM),

N+cU est un noyau elementaire dont le generateur est sous-markovien, et

d'apres le lemme 6, le generateur de N + cU est aussi sous-markovien. On a

done N + cU G (PM) Π (CM). La demonstration est ainsi compete.

COROLLAIRE 5. Pour que N G (PM) Π {CM), il faut et il suffit que N G (CM)

et Ne {CM).
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On remarque que N e (CM) et N e (CM) ne sont pas equivalents, car

on peut facilement fournir exemples.

THEOREME 4. Si un noyau N appartient a (PM) Π (CM), N est alors de type

positif.

Demonstration. On peut supposer, d'apres la proposition 1, que Net N sont

bornes et encore que, quelle que soit / de M, \\Nf\2dξ<+oo et \\Nf\2d$

< +oo. II existe alors la resolvante (Np)p^0 associee au noyau N. D'apres la

proposition 5 et le lemme 6, quel que soit p > 0, pNp et pNp sont sous-mar-

koviens. Pour une fonction / de M, Nf et Nf sont bornes et de L2(ξ), et

done,

\Nf(x)f(x)dζ(x) +

= p\\(Nf(x) + ~-f(x))(Nf(y) + -±-f(y))(U(dx, dy) - piV

X rfaj) - \vNP(dx, X))

V if I yVf̂ l̂ 4- A
2 p f{X) °

On obtient done que, quel que soit φ > 0, iV + —U est de type positif, et

faisant p -> oo, on arrive a la conclucsion que iV est de type positif. La

demonstration est ainsi complete.

Cela est aussi analogue avec le theoreme de Durier pour les noyau-fonc-

tions continues (cf. Γarticle cite ci-dessus).

4. Le type positif des noyaux mesurables et symertiques

Dans ce chapitre, on discutera toujours les noyaux mesurables et symet-

riques relatifs a X et a ζ. On repete qu'un noyau mesurable relatif k X et

a ξ est, par definition, de la forme

N(eu e2) = \ \ n(x, y)dξ(y)dξ(x)

pour deux ensembles eί et e2 de E avec ζ(ex Π e2) = 0, oύ n est une fonction

localement (f x f)-sommable dans le complement de Γensemble diagonal Δ.

PROPOSITION 6. Soit N un noyau mesurable et symetrique relatif a X et a ξ.

SHI existe une constante positive c telle que, quel que soit e de E, N(e, e) ^cξ(e),
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alors, pour une fonction ξ-mesurable, localement bornee et non-negative u dans X et pour

un ensemble relativement compact e de E, il existe une fonction fe de M + , portee par

e et telle que Von ait Nfe ̂ u pp sur e et Nfe = u pp sur K{fe).

On designe par L2(ξ) Γespace hilbertien des fonctions dont les carres sont

£-sommables. On remarque que, pour une suite (fn) des fonctions non-

negatives de L2(ξ) et qui converge faiblement vers une fonctions / dans L2($),

i!5((/.W/»(y» dy)^\\f(x)f(y)N(dx, dy).

D'apres notre hypothese, on a, quelle que soit / de M+,

Soit L\(e) le sous-ensemble de fonctions non-negatives de L2(ξ) et portees par

e. On considere Γapplication

([ufdζ

\\f{x)f{y)N{dx, dy)

Posons

); / e Lϊ(e), fφO}.

Alorson a, quelle que soit f{¥=0) de Ll{e)et quel que soi tβ^ 0, Fu{f) — Fu{af),

et done, il existe une suite (/J des fonctions de M+, portees par e et

telle que Ton ait \|/n|2df = 1 et \ΊmFu(f) = a. On peut supposer alors que
J n—>co

(/J converge faiblement vers une fonction fί de L\(e) dans L2(ξ) avec

n->oo. Si Γon a a = 0, u = 0 pp sur e, et par suite, il suffit de supposer

a > 0. On a, quelle que soit / de Ll(e),

\ \u\*dξ\\f\*dξ \ \u\*dξ

des que f ¥Ό, d'oύ α < +00. Ayant

lim Fu(fn) ^ lim -

on a /e f= 0. D'apres la premiere inegalitέ ci-dessus, Fu{f'e) ig a, d'oύ

Fu(f'e) = α. On a done, quelle que soit / une fonction de M+ et portee par e,
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et quel que soit a une constante positive, Fu{f'e + af) ̂  Fu(f'e). En faisant

un calcul elementaire, on a

pp sur e. D'autre part, quelle que soit / de M+ et quel que soit 0 < a < 1,

on a Fu{f'e—af)<Fu{fe) des que f<fe, et on a done

sur K(fe). En posant

J e —

On obtient que fe est la fonction de notre proposition. fe e M* resulte de

Γinegalite cfe ^Nfe = u φp sur K(fe).

On ne connaίt pas si, en general, notre proposition a lieu pour les noyaux

symetriques. Dans la discution ci-dessus, il est essentiel que Γapplication

/-> \Nf{x)f(x)dζ{x) est semi-continue inferieurement par rapport a la topo-

logie faible de L2{$). Pour cela, il est inevitable que N est mesurable.

COROLLAIRE 5. Soit N U mβme que ci-dessus. Si N e (M), alors, a un en-

semble relatiυement compact e de E, on peut associer une fonction ge de M+, portee par

e et telle que Von ait Nge = 1 pp sur e et Ngs ^ 1 pp sur X.

Cela est un resultat immediat de la proposition 6 et de iVe (M). On

dit que ge est la fonction d'equilibre de e par rapport au noyau N. En ce

moment, iV est dit de satisfaire au principe d'equilibre.

COROLLAIRE 6. Soit N un noyau mesurable et symetrique relatif a X et a ξ.

Si, quelles que soient f et g de M+, \Nf{x)f{x)dζ{x) ^ \Ng{x)g{x)dξ{x) des que

Nf ^ Ng pp sur K(f), alors N est de type positif.

On retrouve, d'apres le corollaire ci-dessus, que si N e (D), N est de type

positif. On peut supposer ici que N est borne, et il suffit de voir que, quelles

que soient / et g de M* avec K(f) Π K{g) = φ,

(\Nf(x)g(x)dζ(x))2 < (\Nf(x)f(x)dξ(x))§Ng(x)g(x)dξ(x)).

On peut supposer encore que, quel que soit e de E> N(e, e) ̂  cξ(e)9 oύ c est
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une constante positive, car N est de type positif si et seulement si, quel que

soit c > 0, TV"+ cU est de type positif. D'apres la proposition 6, il existe une

fonction / ' de M+, portee par K(g) et telle que Γon ait Nf<Nf pp sur K(g)

et Nf = Nf pp sur K(f'), et on a alors

Fw(f) = \Nf(x)f'(x)dξ(x) = \Nf'(x)f'(x)dξ(x)

= sup{F(Nf)(h); Ae Ll(e), ψθ}.

D'apres notre condition et Γegalite Nf = Nf pp sur K(f), on a

f (\Nf(x)g(x)dξ(x))2

Nf(x)f(x)dζ(x) ^ Λ/'(α)/'(αί)rff(α) ^ A L J—

d'ou notre corollaire.

TH6OREME 5. Soit N un noyau symetήque et mesurable relatif a X et a ξ.

Si N e (M), N est alors de type positif.

Cela est aussi une generalisation partielle du theoreme de Ninomiya pour

une noyau-fonction continue (cf. [9]). On preparera d'abord les trois lemmes

suivants:

LEMME 7. Soit N un noyau mesurable et symetrique relatif a X et a ξ qui

satisfait a la condition que, quel que soit e de E, N(e, e) ̂  cζ(e), oύ c > 0, et

satisfait encore au principe de maximum, et designons, pour un ensemble relative-

ment compact e de E, par ge la fonction d'equilibre de e. Alors on a, quelle que soit

f de M+,

§Nge{x)f{x)dξ(x))2 < §Nge{x)ge{x)dί{x)) §Nf(x)f(x)dξ(x)).

En eίfet, d'apres la proposition 6, il existe une fonction gr de M+,

portee par K(f) et telle que Γon ait Nge ̂  Ng' pp sur K{f) et Nge = Ngf pp

sur K{g')9 et on a alors

F(Ng)(gΊ = \Ngβ(x)g'(x)dξ(x) = sup {FiNgj(g); g e Ll(K(f))9 g¥=0}.

D'apres Ngr = Nge < 1 PP sur K(g'), on a Ngr ̂  1 pp sur X, et done,

f p p (\Nf(x)ge(x)dξ(x))2

\Nge(x)ge(x)dξ(x) = \gedξ^\Ng'(x)ge(x)dξ(x)^-^ '—,
J J J )Nf(x)f(x)dξ(x)
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d'oύ notre lemme.

LEMME 8. Soit N un noyau mesurable et symetrique relatif a X et a ζ, et

soient fl9 f2 et g fonctions de M. Si

(\NMx)g(x)dξ(x)y ^ (\Nfι(x)f1(x)dξ(x))(^Ng(x)g(x)dξ(x))

et

(\NMx)g(x)dξ(x))2 < (\NMx)Mx)dξ(x))(\Ng(x)g(x)dζ(x)),

on a alors

iV(/: + f!)(x)g(x)dζ(x)y < ( J W , + Λ)(*)(/i + f2)(x)dξ(x))(\Ng(x)g(x)dξ(x)).

En efFet on peut supposer

^ (\sNf1(x)fί(x)dξ(x))(\jNg(x)g(x)dξ(x)) -

On pose, quel que soit t un nombre reel,

F(t) = QNitA + (1 - ί)/.)(*)(ί/i + (1 - t)f2)(x)dξ(x)X\Ng(x)g(x)dξ(x))

- ( p W i + (1 - t)f,)(x)g{x)dξ(x))\

Alors on a evidemment

F(0) =

et

F(l) = QNf1(x)fi(x)dξ(x))QNg(x)g(x)dξ(x)) -

d'oύ JF(O) ̂  F(l). Supposons

(JiVίΛ + f2)(x)g(x)di(x)y ^ ( J N ( / I + /«)(«)(/! + f2)(x)dς(x))(JNg(x)g(x)dξ(x)).

Alors,
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Posons

F12 = (\NMx)g(x)dξ(x))(\Nf2(x)g(x)dξ(x))

-(\Nf1(x)Ux)dξ(x))(\Ng(x)g(x)dζ(x))

et ecrivons

F{t) = a(t - b)2 + c.

Alors

a = F(0) + F(l) '+ 2Fί2 ^ 2F12 > 0

et

0 ά 2 '

et par suite, 7̂ (0) < F(ϊ), mais cela est en contradiction avec notre hypothese,

d'oύ notre lemme.

D'apres le lemme 8, on a le lemme suivant:

LEMME 9. Soit N le mime que ci-dessus. Si Von a

(\Nfi(x)fi(x)dξ(x))(\Ng(x)g(x)dξ(x)) ^ (JjV/^MaOrftfic))* (i = 1, 2),

oil ft et g sont functions de M, on a alors

Λ + /,)(*)(/, + f2)(x)dξ(x))(\Ng(x)g(x)dξ(x))

+ f2){x)g{x)dξ{x))\

En effet, si Γon a

i + fi)(x)g(x)dξ(x)y,

alors,
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En utilisant le lemme 8 pour les fonctions fί — /2, f2 et g,

(\Nf1(x)fί(x)dξ(x))(^Ng(x)g(x)dξ(x)) > QNfι(x)g(x)dξ(x))\

et par suite, cela est une contradiction, car il suffit de supposer

(JNAAdήQNggdξ) = (JiV/^ί)2 . (cf. le lemme 8.)

Demonstration du theoreme 5. On peut supposer que, quel que soit e de

E, N(e, e) ̂  cζ(e), oύ c est une constante positive, car, quel que soit a > 0,

N+aU<= (M), et pour que N soit de type positif, il faut et il suffit que,

quel que soit a > 0, N' + aU le soit aussi. Soit (FE) la totalite de sommes

positivement lineaires des fonctions d'equilibre des ensembles relativement

compacts de E. Alors, a une fonction / de M+, on peut associer une suite

(fn) de (FE) telle que fn^f et qui converge vers / pp sur X, car on a

evidemment

Par consequent, pour notre theoreme, il suffit de voir que, pour deux

fonctions / e (FE) et g de Λf* avec K(f) Π K(g) = φ,

(\Nf(x)f(x)dξ(x))(\Ng(x)g(x)dHx)) ^ (\Nf(x)g(x)dξ(x))2.

Cette inegalite resulte des lemmes 7, 9 et de la maniere inductive, et

la demonstration est ainsi complete.

PROPOSITION 7. Supposons qu'un noyau mesurable et symetrique N relatif a X

et a ξ est de la form

N(eίt et) = \ n(x, y)dξ{y)dξ(x)

si eλ Π e2 = φ, oil n est une fonction definie dans X x X— Δ et dont le carre est

localement (ζ x ξ)-sommable. Alors N est de type positif si et seulement si, quelle que

soient f et g de M+,

ξ({x e K(g); Ng(x) ^Nf(x)}) > 0

des que Nf<Ng pp sur K(f) et

Si N est de type positif et si Nf^Ng pp sur K(f), alors

(\jNf(x)g(x)di(x))2 ^ QNf(x)f(x)d$(x))(\Ng(x)g(x)d$(x))

et done,
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\Nf{x)g(x)dξ(x) < \Ng{x)g{x)dξ(x),

d'oύ

ξ({x e K(g); Ng(x) ^Nf(x)}) > 0.

Rέciproquement, il suffit de voir que, queues que soient / ψ 0 et g ψ 0

de M* et avec ΊUJ) Π Έ(g) = ψ,

(JNf(x)g(x)dξ(x))2 ^ (JΛV(a!)/(ίc)ί/f (*))(JΛΓflr(a!)flr(*)</f (*)).

On peut supposer encore qu'il existe une constants positive c telle que Γon

ait N(e, e) ̂  cξ(e). Soient et - K(f) et e2 = K(g), et utilisons la meme

notation Ll(eι) que dans la proposition 6. Alors l'application

F: (LKe,) - {0}) x (Lϊ(βl) - {0}) 3 (/„ /2)

est semi-continue superieurement par rapport a la topologie faible de L2{ξ).

II existe done une couple (fl9 f2) de Ll(e{) x LJ(^2) telle que Γon ait /i 7̂  0,

h Ψ 0 et

i, Λ) = sup {F^!, g2); {gl9 g2) e LJ(^) X Z4(e2)},

et on a 0 < F(/i, /2) < +00 (cf. notre hypothese pour w(α;, 2/)). Par consequent,

on peut montrer, de la meme maniere que dans [9], Γinegalite que nous

avons desire.

Nous discutons ίinalement la relation entre le noyau symetrique de type

positif et Γespace fonctionnel relatif a X et a ξ. Pour la definition de Γespace

fonctionnel, voir [3].

PROPOSITION 8. A un noyau symetriuqe N de type positif (resp. un espace

fonctionnel H a noyau positif) 5 on peut associer un espace fonctionnel H a noyau positif

{resp. un noyau symetrique N de type positif), et un seul tel que, quel que soit f de

My le potentiel de f dans H soit egal a Nf.

Pour la definition du potentiel dans H, voir aussi [3]. On dit que H est a

noyau positif si, quelle que soit / de M+, le potentiel de / dans Jϊ est non-negatif.

Montrons la proposition 8. Soit N un noyau symetrique de type positif,
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et posons H' = {Nf; f e M\ alors Ή! est un espace pre-hilbertien par la

norme

Wf\\ = (JNf(x)f(x)dξ(x))\

Soit K un compact de X. Alors, quelle que soit / de M,

(N(Ku Kύ + N(K2, K2))\\Nf\\*<2N(K, K)\\Nf\\\

oύ K = {x e K; Nf(x) > 0} et K = {x e K; Nf(x) < 0}, et done, la complete

H de Hf par la norme ci-dessus est un espace hilbertien dont P element est

une fonctin localement £-sommable dans X. On a, quelle que soit u de H,

d'oύ H est un espace fonctionnel, et il est evident que, quelle que soit / de

M9 le potentiel de / dans H est egal a Nf.

Reciproquement, soit H un espace fonctionnel relatif a X et a ζ. En

posant, quels que soient elf e2 de E,

N ( e l 9 e2) = {uCί, uC2),

dέs que uc. est defini (i = 1, 2), oύ ct est la fonction caracteristique de eif

uCi est le potentiel de ct dans H et ( , ) est le produit scalaire dans H, N

est alors un noyau symetrique relatif a X et a ξ, et il est evidemment de

type positif. On peut voir facilement que, quelle que soit / de M,

le potentiel de / dans est H egal a Nf.

En combinant le theoreme 2, la proposition 8 et le theoreme de J. Deny

(cf. [3]), on obtient le corollaire suivant:

COROLLAIRE. Un noyau symetrique iVe (D) (resp. iVe (CM)) est caracterise

par un noyau (Γespace fonctionnel dans lequel la contraction module opere. (resp. les

contractions normales operent.)

On dit que la contraction module opere dans un espace fonctionnel H

si, quelle que soit u de H, \u\ e H et sa norme est ^ \\u\\. Les contractions

normales operent dans H si, quelle que soit u de H et quelle que soit T une

contraction normale de la droite reelle, T u e H et | |T u\\ ̂  \\u\\.
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4. Les principes divers du maximum et le type positif pour les

noyau-fonctions

Une noyau-fonction G sur X est5 par definition, une fonction borelienne

et non-negative dans Γespace produit X x X, et le noyau adjoint G de G est

defini par G{x, y) = G{y, x). Soit μ une mesure de Radon reelle dans X.

Alors, le potentiel de μ par rapport au noyau G est, par definition,

Gμ{x) = fax, y)dμ(y) = fax, y)dμ+(y) - fax, y)dμ~(y)

des que l'integrale a un sens, et l'energie de μ (par rapport au noyau G)

est la quantite \Gμdμ.

Le principe de positivite de masse: On a, queues que soient μ, v mesures

de Radon positives dans X9 d'energie finie et a support compact, \dμ<\dv

des que Gμ ̂  Gv G-ppp sur X.

Le principe de domination: On a, queues que soient μ, v mesures de Radon

positives dans X, d'energie finie et a support compact, Gμ ̂  Gv G-ppp sur

X des que Gμ < Gv G-ppp sur le support Sμ de μ.

Le principe complet du maximum: On a, queues que soient μ, v mesures

de Radon positives dans X, d'energie finie et a support compact, Gμ ̂  Gv

+ 1 G-ppp sur X des que la meme inegalite a lieu G-ppp sur Sμ.

Le principe classique du maximum: On a, quelle que soit μ une mesure

de Radon positive dans X, d'energie finie et a support compact, Gμ<l

G-ppp sur X des que la meme inegalite a lieu G-ppp sur Sμ.

Une propriete a lieu G-ppp sur Γensemble A de X si, quelle que soit μ

une mesure de Radon positive dans X, d'energie finie et a support compact

c Ay elle a lieu presque partout pour μ.

LEMME 10. Soit G une noyau-fonction sur X. Pour que G satisfasse au

principe de domination, il faut et il suffit que, quelles que soient μ, v mesures de Radon

positives dans X d'energie finie et a support compact, Gμ ̂  Gv G-ppp sur X des que la

mime inegalite a lieu presque partout pour μ.

La condition est evidemment suffisante, et on montre done que la con-

dition est necessaire. Supposons que, pour deux mesures de Radon positives

μ et v dans X, d'energie finie et a support compact, Gμ ̂  Gv presque partout
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pour μ, il existe alors une suite croissante (Kn) de compacts de X et telle que

Fon ait Gμn < Gv sur Sμn et μ{!^Kn) ^ — , oύ μn est la restriction de μ sur
n

Kn. On a done Gμn ^ Gv G-ppp sur X, et faisant n -> oo, on arrive a l'inegalite

Gμ ̂  GP G-ppp sur X

De la meme maniere, on obtient Fequivalence analoque pour le principe

complet du maximum et pour le principe classique de maximum.

THEOREME 6. Soit G une noyau-fonction sur X, et supposons G > 0 sur X x X

Pour que G satisfasse au principe de domination, il faut et il suffit que G y satisfasse

aussi.

LEMME 11. Soit G la meme que ci-dessus, et on suppose que G satisfait au

principe de domination. Si, pour trois mesures de Radon positives μu μ% et μ3 dans

X et a support compact, [Gμidμj < +oo (£, j = 1, 2, 3) et Gμx ^ Gμ2 G-ppp sur

Sμl9 on a alors Gμx <ί Gμ2 presque partout pour μ$.

On pose <J = μx + μ2 + μz et

N(elf e) = Jg Je G(x, y)dξ{y)dξ(x),

oύ ex et e2 sont ensembles f-mesurables de X, et alors, N est un noyau relatif

a l et a I, qui satisfait a l'hypothese (*), car \Gξd$ < +oo et G > 0 sur

X x X. D'apres le lemme 10, iVe (D), et, en utilisant le theoreme 1, iVe (D).

On a done G/^ ̂  G^2 presque partout pour ξ, d'ou G/̂ i < Gμ2 presque par-

tout pour μz.

Demonstration du theoreme 6. On suppose que G satisfait au principe de do-

mination. II suffit de montrer que si, pour deux mesures de Radon positives

μx et μ2 dans X, d'energie finie et a support compact, Gμx < Gμ2 G-ppp sur

Sμί9 on a, quelle que soit v une mesure de Radon positive dans X, d'energie

finie et a support compact, Gμx ̂  Gμ2 presque partout pour vt car Gμγ > 0

des que μx ψ 0. On peut supposer evidemment que μx ψ 0. On peut sup-

poser encore que Gv et Gv sont bornes presque partout pour v et qu'il existe

une constante a>0 telle que inf(G^!, Gμ2)^a presque partout pour v, car,

d'apres \Gvdv — \Gvdv < +oo, il existe une suite croissante (Kn) des compacts

de Xy telle que v^Kn) ^ — et que Gv et Gv soient bornes sur Knf et, d'apres

G > 0 sur I x l e t μ% ψ 0 (i = 1, 2), inf (Gμίf Gμ2) > 0, et par suite, (vm) con-

verge d'une maniere croissante vers v avec m -+ oo, ou vm est la restriction
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de v sur Jo? e X; infίG^faj), Gμ2(x))^—\. Soit (ϋri§n) (i = 1, 2) une suite

croissante des compacts de X, telle que μt{^Ki%r!) <— et que Gμt et Gμt

soient bornes sur Ki>n. On designe par μ2,n la restriction de μ2 sur

;) G ( B ) ) ^K2tn Π \x e X; i _ ,, __

et par μ1>n la restriction de μx sur

KUn Π {α; e X; Gμ2tU(x) ^ G^OB)} Π | α; e X; i

On a alors Gμίtn^Gμ2$n presque partout pour μUn. De la meme maniere

que dans le lemme 10, on peut supposer que Gμltn^.Gμ2,n sur Sμltn On

a ensuite

\Gμltndμ2§n < +oo, \^Gμ2ιndμUn < +oo,

\Gμli7ldv < +oo, \GyJ/i1>n < +oo,

\G/i 2,n^ < +°°, \Gl>dμ2tn < +OO.

En effet, G^ l t 2 est borne presque partout pour μι%n et on a Gμ2^— pres-
it

que partout pour jWlfW. II existe done une constante an > 0 telle que

Gμlt7l<anGμ2 presque partout pour μltn. D'apres le lemme 10, GμUn<anGμ2

sur X, et par suite,

On peut montrer, de la meme maniere, les autres inegalites. En utilisant

le lemme 11, on obtient

Gμί>n< Gμ2tn^L Gμ2

presque partout pour v. Faisant n-+oof on arrive a Γinegalite Gμx ^ Gμ2

presque partout pour v sur X. La demonstration est ainsi complete.

En correspondant au theoreme 3, on obtient le theoreme suivant:

THEOREME 7. Soit G une noyau-fonction sur X. Alors, pour que G satisfasse

au principe complet du maximum et au principe de positiviίe de masse, il faut et il sujfit

que G y satisfasse aussi.
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La demonstration est realisee de la meme maniere que dans le theoreme

6, en utilisant le theoreme 3 et le lemme suivant:

LEMME 12. Soit G une noyau--function sur X qui satisfait au principe classique

du maximum. Si, quelles que soient μx et μ2 mesures de Radon positives dans X et
a support compact, Gμt est borne presque partout pour μt (i = 1, 2), on a alors

μ.dμjK +oo (f, j = 1, 2).

En effet, il existe deux constantes positives cx et c2 telles que Gμt ^ ct

presque partout pour μt (i = 1, 2). On a done Gμi^Lct G-φφp sur X, et par

suite, XGμidμj < +oo.

On dit qu'une noyau-fonction G sur X est de type positif si, quelle que

soit μ une mesure de Radon reelle dans X, \Gμdμ^0 des que Γenergie de

\μ\ est finie.

THEOREME 8. Soit G une noyau-fonction symetrique sur X. Si G satisfait au

principe de domination ou au principe classique du maximum, elle est alors de type

positif.

Demonstration. Soit μ une mesure de Radon reelle sur X et d'energie

finie, et soit E la σ-algebre constitute par tous les ensembles Iμl-mesurables

de X. On pose, quels que soient e1 et e2 de E,

N(eu et) = \ \ G(x, y)d\μ\(y)d\μ\(x)9

et alors, N est un noyau mesurable et symetrique relatif a Xet a \μ\. D'apres

le lemme 10, on a iVe(i)) U (M), et par suite, quel que soit K un compact

de X,

oύ μk est la restriction de μ sur K, d'oύ

SGμdμ — lim \Gμκdμκ ^ 0.
K1XJ

La demonstration est complete.

THEOREME 9. Soit G une noyau-fonction sur X. Si G et G satisfont au

principe complet du maximum, G est de type positif.

On remarque que, pour montrer notre theoreme, il sufiit de voir que,
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queues que soient μ et v mesures de Radon positives dans X, a support compact

et telles que Gμ et Gv soient bornes, Gμ<Gv + 1 μ-pφ sur X implique

Gμ < Gv + 1 G-ppp sur X. Cela resulte de la meme maniere que ci-dessus,

en utilisant le theoreme 4.

5. Appendice

En particulier, soient X un groupe abelien localement compact et ζ sa

mesure de Haar. Pour une mesure de Radon positive K sur X, on pose

N(el9 e2) = \ci*c2(x)dκ{x),

oύ Cι (i = 1, 2) est la fonction caracteristique de ei9 N est alors un noyau

relatif a X et a ξ. Quelle que soit / de M4*, le potentiel de / par rapport

au noyau TV est egal a la densite de la convolution κ*f. En ce moment,

N est un noyau de convolution sur X. II est caracterise par le fait que,

quels que soient eλ et e2 de E et quel que soit x de X, N(Uxelf e2) = N(elf

U~xe2), oύ Uxex est Γensemble obtenu de ex par la translation x. Pour deux

mesures de Radon positives κx et κ2 dans X, si la convolution κχ*fc2 est defi-

nie, Nί' N2 a, un sens et

Nί N2{elt e2) = \Ci * c2drn * κ2>

oύ Ni(elf e2) = \cλ * c2dκλ (i = 1, 2) et ct est aussi la fonction caracteristique de

et (i = 1, 2). D'apres la discution ci-dessus, on a evidemment la proposition

suivante:

PROPOSITION 9. Soit N un noyau de convolution sur X; alors, on a

Nei(D)<=>N(Ξ{D) et iV e (CM) <=» iV G (CM).

On fournira finalement un exemple de noyau de convolution TVe (D)

qui n'est pas de type positif. Soit X la droite reelle, et posons tcα= J]αn£n

n = 0

(β>0), oύ εn la mesure de Dirac au point n; alors, le noyau de convolution

Nα associe a κα est elementaire. Mais, Λ̂ α est de type positif si et seulement

si O ^ β ^ l .
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