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PUISSANCE FRACTIONNAIRE D'UN NOYAU POSITIF

DONT LE CARRE EST ENCORE UN NOYAU

MASANORI KISHI

§ 1. Introduction

Le noyau de Riesz-Frostman dans Γespace euclidien a J ( > 3 ) dimensions

est a la puissance fractionnaire du noyau de Newton. On trouve la con-

formite dans la theorie des espaces de Dirichlet; on construit un noyau a

la puissance fractionnaire d'un noyau associe a Γespace de Dirichlet special,

qui determine a nouveau un espace de Dirichlet special [2]. En notant que

le noyau de Dirichlet est positif et symetrique, et satisfait au principe

complet du maximum, on s'interroge: est-il possible de construire de bons

noyaux a la puissance fractionnaire pour des noyaux de genre plus large?

Dans cette note nous considererons des noyaux positifs dont les carres

(= les composes avec eux-memes) sont encore des noyaux et qui satisfont

au principe de domination, et construirons des noyaux a la puissance fraction-

naire en utilisant des resolvantes.

§2. Noyaux positifs et potentiels

Soient X un espace localement compact et denombrable a Γinfini, et

ξ une mesure de Radon positive sur X. Designons par g7 la famille des

ensembles <J-mesurables et par gf 0 la sous famille de g7 constituee par les

ensembles relativement compacts. Nous considerons un noyau positif N

relatif a X et a ξ [4]; il est une function positive sur g"xg% telle que pour

tout ensemble fixe ^Gg 7 , N(eί9e) et N{e,eλ) sont denombrablement additives

sur g% et si eγ est relativement compact, elles sont absolument continues

par rapport a ξ et les derivees sont localement f-sommables. Designons par

^f+ la famille des fonctions positives sur X qui sont f-mesurables. Deux

fonctions de ^jf+ qui sont egales l-p.p. sur un ensemble e de | f sont con-

siderees comme identiques sur e. Toute fonction / de ^ ^ + determine de

maniere unique a des ensembles de ί-mesure nulle pres, un ensemble de
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g% oύ f(x)>0, que nous notons Sf. Nous posons &+ = { / e ^ # + ; / est

bornee ί-p.p.} et &% = { / e j ^ + ; S/egf 0}.

Nous definissons le potentiel de / e w κ # + par rapport a iV par la relation

Cela est absolument continu d'apres la definition du noyau. Nous notons

Nf{x) la derivee de Nf{e) par rapport a ξ. La famille des functions de

^ C + dont les potentiels sont localement £-sommables est designee par Jz?+{N)

ou simplement par J?f+. Evidemment nous avons Jgft^Jz?*- De la meme

maniere nous definissons le potentiel adjoint Nf(x) de / par rapport au

noyau adjoint N : N(el9e2) = N{e2,eί).

Etant donnes deux noyaux positifs iVi et N2, nous posons

(1) N1Nt(el9 e2) =

oύ xe designe la fonction caracteristique. Si cette relation definit un noyau

positif, NχN2 est appele le noyau compose de JVi et N2. Une condition ne-

cessaire et suffisante pour que ΛΊiV2 soit un noyau est la convergence de

Γintegrale (1) pour tous les ensembles ex et e2 de la famille gΌ Nous

notons le noyau unite U : U(el9e2) = ξ{e1Γ\e2).

Nous dirons que N satisfait au principe de domination si le fait que

Nf{x)^Ng(x) sur Sf (f,g^&t) implique la meme inegalite dans X. En

remplaςant Ng par Ng + 1, nous obtenons le principe complet du maximum.

Notons que si N satisfait au principe de domination (principe complet du

maximun, resp.) et si Nf(x)^Ng{x) (Nf(τ) ^ Ng(x) + 1, resp.) sur Sf pour /

et g de J^+, alors la meme inegalite est vraie dans X.

§ 3. Resolvantes

Une resolvante associee a un noyau positif N relatif a X et a ξ est, par

definition, une famille {Np} {φ > 0) de noyaux positifs relatifs a X et a £,

telle qu'on ait, quel que soit p > 0,

(2) N-Np = pNNp = pNpN.

On connaίt les propositions suivantes (voir [4], [6], [8]).

PROPOSITION 1. Si N satisfait au principe de domination, il existe au plus une

resolvante associee a N.
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PROPOSITION 2. Soient f^^%?% et £eg%. La fonction (0, 00)3^ -+Npf(e)

est decroissante et analytique.

Nous posons Nof(e) — \im Npf(e). Alors No est un noyau positif majore par

N.

PROPOSITION 3. Supposons que N — No. Alors, quel que soit p > 0,

N+p~ιU=p'1J](pNp)
n.

n = 0

D'apres cette proposition, N' + p~ιU satisfait au principe de domination.

Cela n'est pas loin de dire que N lui-meme satisfait au principe de domi-

nation.

DEFINTION. NOUS dirons que N est positif en moyenne, si N{e,X)>0

pour tout ensemble £egf0 avec ζ(e)>0.

PROPOSITION 4. Si N est positif en moyenne et si N+ p~ιU satisfait au

principe de domination pour tout p > 0, alors N satisfait au principe de domination.

COROLLAIRE. Supposons quHl existe une resolυante associee a N telle que

N = No. Si N est positif en moyenne, N satisfait au principe de domination.

PROPOSITION 5. Supposons qu'il existe une resolυante associee a N telle que

N = No. Alors N satisfait au principe complet du maximum si et seulement si

pNpl(x) ^ 1 dans X.

No tons que N = No si N
2 est un noyau.

§4. Construction de resolvantes

On sait bien que si N est borne (c-a-d, il existe une constante M telle

que Nl{x) ̂  M sur X) et satisfait au principe de domination, alors il existe

une seule resolvante associee a N. Nous allons construire une resolvante

dans le cas ou iV n'est pas borne.

LEMME 1. Soient ax et a2 deux ensembles de g 7 avec a^aa^. Posons N(ί){eί9e2)

= N{eιf[ai9 e2f]ai) (i = 1,2), en supposant que N satisfait au principe de domination.

Si {Nψ} {p>0) est une resolvante associee a N{1\ on a, quelle que soit f<^&\~

avec Sfca» Np

ι'f{x)^.Nψf{x) sur ax.

Demonstration. La fonction gt = Nψf est dans la famille J?f+(N). En

notant que N{ί)f = Xa.N{Xaif)y nous obtenons sur at

Nf = N^f = N™f + φN^Nψf = gt + pN(ί)gi9
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d'ou nous deduisons, en ecrivant gx — g2 = h = h+ — h~,

h+ + pN(χaih
+) = h- + pN(χa2 - χai)g2 + pN(xaih~).

Done nous avons sur S(Xaίh
+)

pN(xaih
+) ^ pN{la2 - xai)gz + φN(Xaifr).

Cette inegalite est vraie sur X par le principe de domination, et done

h- + pN{Xa2 - Xai)g2 + pN{Xaih")

= h+ + vN(xaih+) ^h+ + pN(Xa2 - Xaι)g2 + j>N(xaιh-)

sur «!. Cela nous donne h~^Lh+ et gx>.g2 sur aίm

THEOREME 1. Soit N un noyau positif tel quHl satisfasse au principe de domi-

nation et N2 soit encore un noyau. Alors une seule resolvante est associee a N.

Demonstration. Prenons une suite croissante {Kn} de compacts telle que

[jKn = X, et posons Nin\el9e2) = Nie^Kn, e2nKn). D'apres le theoreme de

Lusin nous pouvons supposer que les noyaux N(n) sont bornes. Done nous

avons les resolvantes {N™} associees aux noyaux N(n\ puisque le principe

de domination est verifie. Si et et e2 sont dans g'o, [N%\eu e2)} (n = l,2, •••)

est ddcroissante d'apres le lemme 1, et Np(el9e2) = \Ίm NCp\el9 ez) definit un
n

noyau positif. II nous faut verifier Vequation resolvante (2): soient / et g

juoctions de &\. Alors

N(n)f N™g = N{n)f{Nin)g - <pN(n)N™g] ^Nf-Ng.

La derniere fonction est £-sommable, puisque AT2 est noyau: \Nf Ngdζ =

\N2f gdξ<c&. Par consequent, d'apres le theoreme de convergence de

Lebesgue,

= lim v

- Npf)gdξ.

Done pNpN = N — Np. De la meme maniere nous obtenons pNNp = N—Np.
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Remarques. 1) II n'existe pas toujours de resolvante bien que N

satisfasse au principe de domination. En effet, si ζ(X) = oo et N(el9 e2) =

ξ(ex) ξ{e2), N satisfait au principe complet du maximum, mais il n'existe

pas de resolvante associee a N.

2) D'apres Hunt-Lion ([3], [7]), il existe une resolvante associee a N, si

N est un noyau continu tendant vers 0 a Γinfini et s'il satisfait au principe

complet du maximum. Nous avons des noyaux continus tels qu'ils ne ten-

dent pas vers 0 a l'infini et dont les carres sont des noyaux. Par exemple,

le noyau TV dΉeaviside sur Γespace a 1-dimension: le noyau de convolution

defini par

ί 1 pour x > 0
k(x) =

{ 0 pour x :< 0.

La resolvante {Np} est donnee par

e~px pour x > 0kP{x) = ,
0 pour x^

§ 5. Puissance fractionaire

Modifiant la definition de la puissance fractionnaire d 'un operateur

ferme [9], nous definissons celle d'un noyau positif comme suit.

DEFINITION. Soit [Np] une resolvante associee a N. Pour une constante

a telle que 0 < a < 1, nous posons

(3) N«(eί9 e2) =

Quand Na definit un noyau, nous Γappelons la puissance fractionnaire

d'ordre a du noyau N.

DEFINITION. NOUS dirons que N est specifiquement borne, si, quels que

soient el9 e2G%?09 sup pNp(eί9 e2) < oo.

Si iV est specifiquement borne, Γintegrale (3) converge pour tous les

ensembles eί9 e2^%?09 et elle definit un noyau. On sait que si TV satisfait

au principe complet du maximum, il est specifiquement borne.

DEFINITION. NOUS dirons que iV est fortement positif si, pour tout

avec ξ(e)>09 il existe une fonction / e ^ J telle que Nf>.Xe sur X.
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On voit facilement que N est positif en moyenne et spέcifiquement

borne, s'il est fortement positif. Notons qu'un noyau de convolution defini

par une mesure de Radon positive K est fortement positif si K ψ 0, et done

Γintegrale (3) converge toujours et la puissance fractionnaire est bien dέfinie.

Nous considerons des noyaux specifiquement bornes sans le mentionner.

DEFINITION. Une suite {Nn} de noyaux est dite converger faiblement vers

N, si Nf(e) = \imNnf(e) pour toute / e ^ J et pour tout eeg?0.
n

D'apres (3), lim Na = Na<> faiblement si 0 < a0 < 1.

THEOREME 2. Si N2 est un noyau, lim Na = N faiblement.

Demonstration. Soient

stante M > 1 telle que

et ε > 0 . Nous prenons une con-

< ε.Max [Nf{e), sup φNpf{e)} Γ p
P JΛf

Alors nous avons pour a tel que -^- < a < 1

3 3

< — ( Γ P~~ΓNf(e)dp + Γ j9~x(sup pNpf(e))dj>\ < e.
7Γ I Jjlf JΛί J

D'autre part,

- N,f{e))dp

\Mp1-aNpNf{e)dp + M Γ Nf{e)dp
Jo Jo

Nf(e)dV

Par consέquent, nous obtenons

-N"f{e)\ =

sin«ίL s.
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Done lim \Nf{e) — Naf(e)\ < £ et limiV" = N faiblement.
α t l <xtl

Remarques. Meme si N2 est un noyau, Na ne tend pas vers U

faiblement quand a],0.

LEMME 2. Si p > 0, 0 < a < 1 et si ex et ez sont dans g%>

NpN
a(el9e2) = J™"Ξ-Γq-'NpNq(e19e2)dq.

ΊZ JO

En effet, on peut approcher Γintegrale par des sommes riemanniennes.

THEOREME 3. Si a et β sont positifs tels que 0 < # + /3 < 1, on a NaNβ =

Na+β.

Demonstration. Cela est verifie par un calcul elementaire en utilisant le

lemme precedent, Γequation resolvante et

(VP)[° J~\ dt = πcotα r.
Jo t — 1

LEMME 3. // existe une resolvante associee a Na (0 < a < 1).

Demonstration. La resolvante est donnee par la relation

(4) W l , eύ =

On montre les έgalitέs N" — iV£° = pN'N^ =• pN^N", en utilisant

(VP) Γ . , o .. r r ^ — ^ - r dt = - ^ , , g + c o s < t g (β > 0).
Jo β + 2at cos«π + ί r — 1 sinαπ a1 -f- 2acosccπ + 1

THEOREME 4. Pour tout a, β avec 0 < a, β < 1, o# α (Λ "̂)̂  = A^α .̂

Demonstration. En vertu du fait que

t~β i. ύnaβπ
Jo t2 + 2tco$aπ

on a

π Jo

_ sinαro sinftπ

F*

_ sinaar sinftg
F

N d a

JoQ cosaπ

= s i n a β π Γ q-fNqdq = JV".
π Jo
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LEMME 4. Np

a:> tend vers Na faiblement quand

C'est immediate de Γintegrale (4).

THEOREME 5. Soit N un noyau positif satisfaisant au principe de domination

tel que N2 soit encore un noyau. Si N est specifiquement borne et positif en moyenne,

alors la puissance franctionnaire Na definie par (3) satisfait au principe de domination.

Demonstration. D'apres les lemmes 3 et 4, Na est un noyau dont la

resolvante associee est Np

a) et iVo°° = N". Done quel que soit p > 0, N + p~ιU

est proportionnel a un noyau elementaire d'apres la proposition 3. Nous

montrons par Γabsurde que Na est positif en moyenne. S'il existait un

ensemble ^GgΌ avec ξ{eλ) > 0 tel que Na{eί9e2) = 0 pour tout £2̂ £fo> on

aura Np(el9 e2) = 0 et done N{el9 e2) = 0, puisque Np est decroissante.

COROLLAIRE 1. Soit N un noyau de convolution satisfaisant au principe de

domination. Si N2 est un noyau, la puissance fractionnaire est un noyau de convo-

lution satisfaisant au principe de domination.

COROLLAIRE 2. Si N satisfait au principe complet du maximum et N2 est un

noyau, la puissance fractionnaire satisfait au meme principe.

En effet, on a pNp^ 1 ^ 1 sur X.

§ 6. Exemples

1) N = all, oύ a est une constante > 0. On voit facilement que la

resolvante est donnee par Np = a(l + ap)~ιU et la puissance fractionnaire Na

est egale a aaU.
oo

2) Noyau elementaire N= Σ G n . La resolvante Np est donnee par

Np= Σ ( l + p)~{n+ί)Gn

9 et done

(a + n-

II satisfait au principe de domination, et au principe complet du maximum

si Gl(x)^l. II est un noyau elementaire d'un generateur convenable [5],

[6].

3) Noyau de Riesz-Frostman. Soit N le noyau de Newton dans l'espace

dimensions defini par
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if l

k(x) = \1

resolvante Np est le noyau de convolution defini par

kp{x) = Γe-pt(2πt)
Jo

d

Par consequent, la puissance fractionnaire est le 'noyau de Riesz-Frostman:

le noyau de convolution defini par

n Γ(4-«)
U«)f~\ — \ I / \~\2a-d

D'apres le corollaire 2 du theoreme 5, il satisfait au principe complet du

maximum, et le theoreme 3 nous donne

a et β etant des nombres positifs avec 0 < a + β < 1.

4) Noyau de Bessel. Soit N le noyau de convolution defini par kί/2{x)

de Pexemple precedent. Alors la resolvante est donnee par hί/2)+p{x) et

done la puissance fractionnaire est le noyau de convolution defini par k(a\x)

dont la transformee de Fourier est egale a 2α/(l + 4π2\y\2)\ C'est le noyau

de Bessel qui satisfait au principe complet du maximum si 0 < « < l . La

fonction k(a\x) est donnee par

A-l ±
22 π2Γ(a)

(\x\)\x\

oύ K est la fonction de Bessel modifiee [1].

5) Noyau d'Heaviside. Comme nous l'avons mentionne, la resolvante est

donnee par

ί e~px pour #>0
kP(x) =

ί 0 pour x^,0
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Done la puissance fractionnaire est definie par

ΐ,, > pour x > 0

0 pour x ^ 0.
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