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SUR LE PRINCIPE CLASSIQUE DU MAXIMUM
POUR LES NOYAUX DE CONVOLUTION
SYMETRIQUES

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Soit X un groupe abélien localement compact, et on désigne par dx sa
mesure de Haar. On notera respectivement Cx et My les ensembles des
fonctions finies, continues dans X, a support compact, et des fonctions me-
surables, bornées dans X, a valeurs réelles et & support compact. C% (resp.
M?%) est le sous-ensemble des fonctions non-négatives de Cx (resp. Mg).

Rappelons qu'un noyau de convolution x sur X est une mesure de
Radon positive dans X, et il est symétrique si, quelle que soit ¢ de Cg,

Sfpd/c = Sg\édx,

ol ¢(z) = ¢(— x). Pour une fonction f de My, la densité de la convolution
#+f s’appelle le potentiel de f par rapport au noyau r, et il s’écrit u,.

On dit que « satisfait au principe d’énergie si, quelle que soit f de
Mg, on a

fusran=0 et furin=0=r=0.

On dit ensuite que ¢ satisfait au principe classique du maximum si,
quelle que soit f de M%, l'inégalité u, <1 est satisfaite presque partout sur
X deés qu’elle 'est presque partout sur ’ensemble {xeX; f(x) > 0].

On dit finalement que r satisfait au principe d’équilibre si, quel que
soit K un compact de X, il existe une mesure de Radon positive vz portée
par K, telle que la convolution *vz soit absolument continue par rapport
a la mesure de Haar et que sa densité uyx soit =1 presque partout sur
X et =1 presque partout sur K. Elle s’appelera une mesure d’équilibre de
K par rapport au noyau «.
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Dans cet article, on se propose d’abord de montrer 1’équivalence entre
le principe classique du maximum et le principe d’équilibre pour les noyaux
de convolution symétriques non-zéro sur X. On fournira ensuite une caract-
érisation pour qu’un noyau de convolution symétrique satisfasse au principe
classique du maximum, en supposant qu’il n’existe aucun sous-groupe com-
pact excepté {0}.

Soit x un noyau de convolution symétrique sur X et tendant vers 0 @ linfini.D
Pour que « satisfasse au principe classique du maximum, ol jfaut et il sufit qu’il

existe deux fonctions définie-négatives 2y, 2, sur le groupe dual X de X, @ valeurs
réelles et telles que la transformation de Fourier de x soit de la forme

E= 21/12.

Cela est un résultat analoque avec celui de A. Beurling et J. Deny
dans le cas ou X est compact (cf. [5]). Une fonction continue et complexe
2 sur X est définie-négative si, quel que soit m un entier positif et quel que
soit (#,)7., un systtme de points de X, la forme quadratique

s
e

[A(%:) + A(Z5) — A(2; — £;)1e:p;

4 J

est non-négative. Elle joue un role essentiel dans la théorie de 1’espace de
Dirichlet spécial (voir [1]).

2. Le principe classique du maximum et le principe d’équilibre

On commencera avec ’annonce du premier résultat. J. Deny a montré
un presque méme théoréme de 'autre maniére (cf. [3]).

TutoreME 1, Soit v un noyau de convolution symétrique non-zéro sur X.
Pour que r satisfasse au principe classique du maximum, il faut et il suffit que x
satisfasse au principe d’équilibre.

LemMmE 1. Soit & un noyau de convolution symétrique et avec k({0}) >0, et
soit w une fonction mesurable, localement bornée et non-négative sur X. Pour un
ensemble mesurable et relativement compact e de X, il existe une fonction f, de M%,
portée par e et telle que Pon ait

uy,== o presque partout sur e,

up,= u presque partout sur {x=X; folx) >0}.

L On dit que « tend vers 0 a linfini si, quelle que soit ¢ de Cg, lim ko (x)=0.
Ty
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On montrera d’abord le lemme 1. Soit L,(e) ’espace hilbertien con-
stitué par toutes les fonctions mesurables, portées par ¢ et dont la carrée
est sommable. Li(e) est son sous-ensemble des fonctions non-négatives. On
pose

F.(f) = KM (feLile), +0),

Sf*} dx
et on a alors
Fuf)=< (fjurae)(Jis1raz) | iuiaa
etton) 1 712ax A(T0)

On obtient donc
+ o0 >a=sup {F.(f); feLile), f+0}
= sup {F.(f); feLite), |171:dz = 2).

Si =0, alors # =0 presque partout sur e, et donc, on peut supposer que
a 0. Soit (f,) une suite de L}(e) qui satisfait & S]fnlzdx =1eta

lim Fu(fn) = a,

n—>00

on peut alors supposer que (f,) converge faiblement vers une fonction f§
de Li(e) dans Li(e) avec n—co, Ayant

e Qe8] _tim (e (fusiaey
n—>00 Sf,,,*fynd/c lim an*fnd/c =({0)

Nn—o0

’

on a fj+0 et Iégalité F,(f{) =a. Quelle que soit f de Li(e) et quel que
soit ¢ >0, on a

a=F,(f1)=Fuf;+ af),

et donc,
U, g%(Su f{,dm)u presque partout sur e.

D’autre part, en utilisant le fait que, quelle que soit f de Li(e) et quel que
soit a >0,
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a = F,(f1) = Fuf + af),

deés que f{—af=0, on a

Uy =_1'T<Su f(,dx)u presque partout sur {xeX; fi(x) > 0}.

En posant fo=( a / [u 7iaz)rs, on a fo (kiO)u, dou feeMy, et

on arrive a notre lemme.

Lemme 2. Soit x un noyau de convolution symétrique sur X et supposons qu’il
satisfait au principe d’équilibre. St, pour deux fonctions f, g de My et pour un
nombre ¢ >0, u;+ cf Zu, + cg presque partout sur {xeX; f(x) > 0}, alors

S g(w)dr = Sf(x)dx.
En effet, on peut supposer que {z€X; f(z)>0}n{xeX; g(z) >0} = ¢,
car
Ur-g T of—g9)r= Ug-ry* + cg— fir

presque partout sur {zxeX; f(z) >0}n{zeX; f(x) >g(z)}. On a donc u,;=u,
presque partout sur {x€X; f(x) >0}. Soit K un compact c{xeX; f(x) > 0},
et soit vy la mesure d’équilibre par rapport au noyau x, on a alors

o 2= (useg a2 = (wf a2=| 5 au,
K
et, K étant quelconque, on arrive a la conclusion que gg dv = S f dux.

Démonstration du théoréme 1. On montre d’abord que la condition est
nécessaire. D’aprés le lemme 1, 2 un compact K de X, on peut associer une
fonction f, de M%, portée par K et telle que

us,+cfe=1  presque partout sur K,
s, +cfe=1 presque partout sur {xeX; f. (%) >0},

ol ¢ est une constante >0. Le noyau «x -+ ce satisfait aussi au principe
classique du maximum, ol & est la mesure de Dirac a l'origine. Il en
résulte donc que f.dx est une mesure d’équilibre de K par rapport au noyau
£+ ce. Soit ¢ une fonction de Cx telle que #,=1 sur K. On a

Sfc de < Su,,fcdx = S(m + co)fedx = S(uf, + cfe)pdr < Ssodx,
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et donc, (f.d%).s, est vaguement bornée. Soit vx un point vaguement ad-
hérent de (f.dz) lorsque ¢ —0, on peut supposer que (f.dx) converge vague-
ment vers yx avec ¢—0. Le noyau « tendant vers 0 & linfini, la famille
(£%fe)e»o CONVErge vaguement vers r+vg avec ¢—»0, et x*vr est absolument
continue par rapport a la mesure de Haar. Sa densité u,, est <1 presque
partout sur X. On a

Sde = lim SKufcdx e S fedz) = lim SKu ;. dv = gi%sx*cxfcdx

c—0 -0

= SIC*CK dVK = S uvxdx,
K

car la fonction r*cy est supérieurement semi-continue, ol cx est la fonction
caractéristique de K. On a donc #,, =1 presque partout sur K.

On suppose ensuite que x satisfait au principe d’équilibre. Supposons
que, pour une fonction f de M%, u, =<1 presque partout sur {xX; f(2)>0},
alors, pour un nombre § >0, il existe une constante ¢ >0 telle que u, + cf
=<1+ 4 presque partout sur {z€X; f(x)>0{. En utilisant le lemme 1, pour
une fonction g de M%, on peut associer une fonction g; de M%, portée par
e={xeX; f(x) >0} et telle que

U, + 9= Uy + cg: presque partout sur e,

uy + cg = uy + cg; presque partout sur {xeX; gi(x) > 0}.

D’aprés le lemme 2, on a Sg doe = ggg dx, et

f(ty + co — gy — cot)f du=o.
D’autre part, on a
fus + env@—gnan =, + cng an— 1+ foz an
= [, + cfg dw — (1 + 9){g da,
d’ou
fw, +engas=a+afoaa,

et, g étant quelconque, on a u,=u,+cf=1+ 4 presque partout sur X.
Faisant §-—0, on arrive a l'inégalité u,=<1 presque partout sur X, d’olu
notre résultat.
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REMARQUE 1. Soit # un noyau de convolution symétrique sur X et
tendant vers 0 & l’infini. Si « satisfait au principe classique du maximum,
alors, pour un ouvert quelconque o de X et pour une mesure de Radon
positive z# dans X a support compact, il existe une mesure de Radon positive
ps dans X, portée par @ et telle que 'on ait Sd,u;ngp et mxpl = pxp au
sens des mesures dans o.

En effet, il suffit de la montrer dans le cas de ¢ = f dz, ou feC%.
Soit m un entier positif, et posant w, = {z€X; sxf(2) = 1/n}, alors, d’apres
le lemme 1, il existe une fonction f7, de Mk, portée par @, et telle que

ug + —rlny,’,,mg u; presque partout dans wn,

Uy

nem

+ %f{,,m =y, presque partout sur {z€X; f; .(x)>0}.

D’apreés le lemme 2, on a Sf{,.mdxégf dx. En faisant n— oo, il existe
une fonction f;, mesurable, bornée et non-négative X, portée par a, telle
que Sf,'ndx§§f dz et

up + % fm= u, presque partout dans o.

En faisant ensuite m— o, il existe une mesure de Radon positive g/ dans
X, portée par & et telle que les conditions dans la remarque 1 soient véri-
fides.

On dit que g/ est une mesure pseudo-balayée de x dans o relativement
au noyau «.

3. Le théoréme principal

Dans cette section, on suppose qu’il n’existe aucun sous-groupe compact
de X excepté {0}.

TutortME 2. Soit x un noyau de convolution syméirique sur X et tendant
vers 0 @ Uinfini.  Pour que x satisfasse au principe classique du maximum, il faut
et il suffit qu'il existe deux fonctions définie-négatives 2y, 2, sur le groupe dual X de
X, a valeurs réelles et telles que la transformation de Fourier de x soit de la forme

E= 21/12.
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D’apres ce théoréme et le lemme suivant, « satisfait au principe d’énergie
si ¢ satisfait au principe classique du maximum. Cela est une généralisation

du théoréme de K. Kunugui (cf. [6]).

LemmA 3. Soit 2 une fonction défine-négative sur X et a valeurs réelles, alors
>0 presque partout sur X ou 2 =0.

En effet, il suffit de montrer que 2/(1+ 2)>0 presque partout sur X
dés que 2+0. La fonction 1/(1+ 2) étant de type positif, il existe une
mesure de Radon positive ¢ symétrique, avec Sa’a_g_l et telle que ¢=1/(142).
Supposons qu’il existe un compact K de X dont la mesure est >0 et sur
lequel 2/(1 + 2) =0, et posons f(z)= Sfc (x,%)d%, ou (-,%) est la caractére.
La fonction f est finie et continue, et on a lim,..f(x) =0 et f = fx¢. Mais
c’est une contradiction, car f est périodique a tout le point du support S,
de ¢ et o n’est pas portée par {0} (voir [2]).

LemMme 4 (cf. [6]). 87 une suite (x.) de noyaux de Dirichlet sur X converge
une mesure de Radon positive dans X et tendant vers 0 a infini, elle est alors un
noyau de Dirichlet ou 0.

Démonstration du théoréme 2.  Soit @, une fonction finie, continue, non-
négative, 0 et de type positif dans X, & support compact, et soit ¢q(x) =
S(x,a‘c)gao(ﬁ)da‘c, on a alors, quel que soit x %0,

©o*P,(0) > @o*Po(x) = 0.

En effet, s’il existe un point x de z — {0} tel que @o*¢,(0) = po*@o(x), on a
alors

[I1gel2d2 = ((z,2)  golas,

d’ou (x,%) =1 sur Sa, et par suite, quel que soit m un entier positif,
(ma, %) =1 sur Sﬁo’ d’olt @o*@,(0)= pexPe(mx). Malis, cela est une contradiction.
Soit w, un ouvert symétrique de X et ainsi défini:

2n —1

on = | 1€ X; poriw) < 22

Po*Po (0)]s

2) On dit qu’un noyau de convolution symétrique & sur X est un noyau de Dirichlet
sur X si =1/, ol 1 est une fonction définie-négative sur X et a valeurs réelles (cf. [1]).
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0
alors, (w,) est croissante, @ w, est compact et on a @,$0, NFw, = {0}.
n=1
Soit v; une mesure pseudo-balayée de e dans o, relativement au noyau «,
on a alors

0= Sdu — pil) < + oo,

En effet, la mesure de Radon positive (¢ — x#v;)* étant portée par & o,
on a + o >Sd(x— kxv;). Soit K un compact quelconque de X, et soit &’

la restriction de & sur K. Si une fonction ¢ de C% est <1 dans X et =1
sur K, on a alors

Joaw — i) = {0 — gmnde = o0,

On utilise la symétricité de v;. Par conséquent, Sd(/c’—— £'+}) =0, Faisant

K*1X, on arrive a l'inégalité Sd(/c — k#]) =0, L’égalité suivante
(£#(e — vy))¥(& — vp) = (kx(e — vp))¥(e — v7)

a lieu d’apres Sd [x¥(e — vp)| < + 0. La fonction 1 —5; est définie-négative
sur X non-zéro et  valeurs réelles, d’oi 1 — ;>0 presque partout sur X.
Il en résulte donc que la transformation de Fourier de « est une fonction
et que 'on a

T

£+(E — v7)

1

£E= -
— )

pour tout n, car x tend vers 0 & linfini. Soit @, un nombre positif tel que

L {1 ootds = (oot 0 =98) _gas 1 (|5 00
5 {19012 = {1golr Gl m 20 ds = 2 (1 olas,

et soit £, un noyau de Dirichlet sur X et dont la transformation de Fourier

est de la forme

. 1
T ¥ a1 —55)
on a alors Sd/:ngl. La suite (r,) étant vaguement bornée, on peut sup-

poser qu’elle converge vers un noyau de convolution symétrique r, sur X
avec n—>o, D’aprés l'inégalité
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L 1gol2az = (160128 — (1g0100d8 = L (160120

et le lemme 4, , est un noyau de Dirichlet sur X et &, #e&. Il existe donc
une fonction définie-négative 1 sur X, a valeurs réelles, telle que i =1/a.
On obtient que, quelle que soit ¢ de Cg,

(2 1 . _Sa 1.

L‘l‘ioggb TFaa—s =) 74
et par suite, ((1 + a@,(1 — 9;))d®)s-, converge vaguement vers id# avec n —co.
Par conséquent, ((a,(1 — 5;))d%) converge vaguement vers 2,d& = (21— 1)d%.
La fonction étant finie et continue, elle est définie-négative. Ayant x, + ¢,
on a 4,#0, d’oi 2, >0 presque partout dans X. On pose

En = (r—rmp)t et 9, = (& — xxp).

On a alors

Soit «; un noyau de Dirichlet sur X et dont la transformation de Fourier
est de la forme

; _ 1

1+a,,(1—_§iL€;),

alors, (x;) est vaguement bornée. On peut donc supposer qu’elle converge
vaguement vers un noyau de convolution symétrique £} sur X avec n — o,
On a «§+0, car

fgurae = Qi as =0 Nae ) (frsraan)”

1/2

= ([1go121 + eutt — sy az) " §1goleis d2) ",
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" . 2
(S|S00|2dx> §5[¢0[256dﬁ,
{Igola + 202

Le noyau de convolution #{ tendant vers O & linfini, il est un noyau de
Dirichlet sur X. De la méme maniére, il existe une fonction définie-négative

Y

2 sur X, & valeurs réelles et telle que (a,,(l— é, / SdE,,)da‘c) converge

n=1

vaguement vers 2,d&. On a

T . A A A .
anﬁ(l - 97:) = an’C*(E - ”1,») = an(en(o) - ﬁn(i)) - dn(En(O) - én(-i))-

On a Sd&n gg de<+oo. Si 1imnﬁ.,,5deﬂ =0, on a alors a,(,0)— £,(2))

n

—0 presque partout dans X. Si H,W,Sdén >0, on peut supposer que
(Sdén ) converge vers une constante positive avec n —co, car on peut prendre

une sous-suite convergente de (Sd&,,,) si c’est nécessaire. Il en résulte donc
que toute la sous-suite (v;) de (vi) ne converge pas vaguement vVers & avec
m—>oo, et donc, limg..a, < + . Par conséquent, a,(é,(0) — £,) =0 presque
partout sur X, car (,) converge vaguement vers (lim,,,ﬁ,,SdE,.>e avec #n—»oo
et S;,cCw;. Soit 7, un entier >0. Pour une fonction finie et continue ¢
sur X a support compact et telle que 1 — 9, (%) >0 sur Sj, on a

[9rnds = tima, [§(6,0) — 7,02,

car on peut supposer que £ est une fonction finie et continue dans un
voisinage de S;. En utilisant la méme méthode que celle pour a,(1 — 5;),
on arrive a la conclusion qu’il existe une fonction définie-négative 2, sur
X telle que la suite (an(én(f))—ﬁn)dﬁ) converge vaguement vers Z,d{ avec
n—oo, L’ensemble {#eX;1— vy (#) >0} étant ouvert, on a £, = 2, presque
partout dans (teX;1— ony(#) >0}, d’olt & = 2,/4; presque partout sur X.

Montrons que la condition est suffisante. Soit #,,; le noyau de Dirichlet
sur X dont la transformation de Fourier est de la forme

1

Kn,i = W (2 = 1, 2).

Posons, pour deux entiers n, m >0,
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Knm = Kn,1%(ME — M*E1/m,2),

alors, quelle que soit f de Mk, u?™=1 presque partout sur X dés que
uf™=<1 presque partout sur {x€X; f(x) >0}, ou u¥™ est la densité de
knntf®  Cela résulte du principe complet du maximum pour «,,..¥ On a
Enn = £¥(ME1/m,2) € (Kn,m)n=1 CONVErge vaguement Vers x*(mki/p,.) avec # —» o,
et k*(mkym,) satisfait donc au principe classique du maximum. Soit ¥ un
espace fonctionnel invariant par translations et dont le noyau est x5 Pour
une fonction f de Mg, u$® appartient a X et (4¥”) converge fortement vers
u, dans ¥ avec m~—»co, ou uf® et u, sont respectivement les densités de
Kx(MEym,2)*f €t kxf par rapport a la mesure de Haar. On suppose ici que,
pour une fonction f de M%, u,<1 presque partout sur {z€X; f(z) > 0}.
Ponsons, pour un nombre & >0,

ln,s = {2€X; f(2) >0, uf(x)>1+ 6},

et soit g, la fonction caractéristique de e,; La suite (#,) étant bornée

dans ¥, on peut supposer qu’elle converge faiblement vers un élément u,
dans ¥ avec m— o, et on a donc

lim | (u$®, u,,) — (s, to)]

m-—>C0

= lim ([(@f” — uyy u,)| + [(wg, ug, — u0)|)

M—>00

=lim(( sup |lug, DIuf — ugll + [(uy, 45, — uo)|) = 0,
M0 (<N oo

ou (-, ) est le produit scalaire de ¥. Par conséquent, on a

(s, %0) = (1 + 3) [im ngdx.

m—>00

D’autre part, on a

(s, %0) = lim (2, u,, ) = lim ngdx,

M—>0c0

8) La difference £ =x;—r, de deux noyaux de convolution est dite aussi de satisfaire au
principe classique du maximum si, quelle que soit f de M¥%, u,<1 presque partout sur
{xreX; f(x)>0} = u,<1 presque partout, ou #, est la densité de x*f par rapport 2 la
mesure de Haar.

4 On dit qu’un noyau de convolution « satisfait au principe complet du maximum
si, quelles que soient f, g de M%, u,<wu,+1 presque partout sur X dés que la méme
inégalité a lieu presque partout sur {r€X; f(x)>0}.

5) Pour sa définition, voir [4].
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et par suite, lim ngdx=0. En prenant une sous-suite de (e, si C’est

M—>00

oo
nécessaire, on peut considérer que la mesure de Ukem,,, soit <1/k. Soit f,

m=
la restriction de f sur & Uke"”"” et alors, quel que soit m=k, uf¥ <144
m=
presque partout sur {#€X; fi(x) >0}, et don u¥’=<1-+ 5 presque partout
sur X. Faisant m— o, on arrive & l'inégalité u, <1+ 8 presque partout

sur X. Faisant ensuite £ —co et § >0, on obtient que #, <1 presque par-
tout sur X. La démonstration est ainsi compléte.

COROLLAIRE. Soit & un noyau de Dirichlet sur X, alors la part singuliére &,
par rapport & la mesure de Haar satisfait au principe classique du maximum.

En effet, soit (f.).c; une famille filtrante de M% et telle que le support
de f, soit contenu dans un compact fixé et que (f.dz)..; converge vague-
ment vers &. D’aprés la théorie de ’espace de Dirichlet (cf. [1]), il existe

une mesure de Radon positive g, dans X, a Sdp,,,,,gl, telle que
& tam = (inf (m, u, ))dz,

et par suite, il existe une mesure de Radon positive g, dans X, 2 Sd/zmgl,

telle que
kxtty, = (inf (m, k))dz,

ou r— &, =kdz. En faisant m — oo, il existe une mesure de Radon positive
¢ dans X, a Sdp_gl, telle que

kg = £ — kg, d’OU x, = xx(e — p).

Il en résulte que &, satisfait au principe classique du maximum.

REMAQUE 2. Soit X; un groupe abélien compact, et soit X, un groupe
abélien non-compact. La mesure de Haar sur X, est un noyau de convo-
lution symétrique sur X = X;xX, et il satisfait au principe classique du
maximum. Mais sa transformation de Fourier n’est pas de la forme de
notre théoréme.
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