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SUR LE PRINCIPE CLASSIQUE DU MAXIMUM

POUR LES NOYAUX DE CONVOLUTION

SYMETRIQUES

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Soit X un groupe abelien localement compact, et on designe par dx sa

mesure de Haar. On notera respectivement Cκ et Mκ les ensembles des

fonctions finies, continues dans X, a support compact, et des fonctions me-

surables, bornees dans X, a valeurs reelles et a support compact. CJ (resp.

Mi) est le sous-ensemble des fonctions non-negatives de Cκ (resp. Mκ).

Rappelons qu'un noyau de convolution K sur X est une mesure de

Radon positive dans X, et il est symetrique si, quelle que soit φ de Cκ,

\φd/c = Yφdtc,

oύ φ(x) = <p(— x). Pour une fonction / de Mκ, la densite de la convolution

κ*f s'appelle le potentiel de / par rapport au noyau K, et il s'ecrit uf.

On dit que K satisfait au principe d'energie si, quelle que soit / de

Mκ, on a

\uffdx ^ 0 et \uffdx = 0 <=Φ / = 0.

On dit ensuite que K satisfait au principe classique du maximum si,

quelle que soit / de MJ, Γinegalite uf^l est satisfaite presque partout sur

X des qu'elle Fest presque partout sur Fensemble {x<=X; f{x) >0}.

On dit finalement que K satisfait au principe d'equilibre si, quel que

soit K un compact de X, il existe une mesure de Radon positive vκ portee

par K, telle que la convolution κ*vκ soit absolument continue par rapport

a la mesure de Haar et que sa densite uvκ soit ^ 1 presque partout sur

X et = 1 presque partout sur K. Elle s'appelera une mesure d'equilibre de

K par rapport au noyau K.
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122 MASAYUKI ITO

Dans cet article, on se propose d'abord de montrer Γequivalence entre

le principe classique du maximum et le principe d'equilibre pour les noyaux

de convolution symέtriques non-zero sur X. On fournira ensuite une caract-

erisation pour qu'un noyau de convolution symέtrique satisfasse au principe

classique du maximum, en supposant qu'il n'existe aucun sous-groupe com-

pact excepte {0}.

Soit it un noyau de convolution symetrique sur X et tendant vers 0 a Γinfini.1^

Pour que K satisfasse au principe classique du maximum, il faut et il suffit qu'il

existe deux fonctions definie-negatives λu λ2 sur le groupe dual JC de X, a valeurs

reelles et telles que la transformation de Fourier de K soit de la forme

Cela est un resultat analoque avec celui de A. Beurling et J . Deny

dans le cas oύ X est compact (cf. [51). Une fonction continue et complexe

λ sur JC est definie-nέgative si, quel que soit m un entier positif et quel que

soit (tfJϊLi un systeme de points de %, la forme quadratique

Σ + λ(χj)

est non-nέgative. Elle joue un role essentiel dans la theorie de Γespace de

Dirichlet spέcial (voir [1]).

2. Le principe classique du maximum et le principe d'equilibre

On commencera avec l'annonce du premier resultat. J. Deny a montrέ

un presque meme theoreme de Γautre maniere (cf. [3]).

THέORέME 1. Soit it un noyau de convolution symetrique non-zero sur X.

Pour que it satisfasse au principe classique du maximum, il faut et il suffit que it

satisfasse au principe d'equilibre.

LEMME 1. Soit it un noyau de convolution symetrique et avec Λ:({0}) > 0 , et

soit u une fonction mesurable, localement bornee et non-negative sur X. Pour un

ensemble mesurable et relativement compact e de X, il existe une fonction f0 de Mi,

portee par e et telle que Von ait

ufo > u presque partout sur e9

ufo = u presque partout sur {x^X; fo(x) > 0 } .

On dit que n tend vers 0 a Γinfini si, quelle que soit ψ de C&> lim **£>(#) =0.
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On montrera d'abord le lemme 1. Soit L2{e) Γespace hilbertien con-

stitue par toutes les fonctions mesurables, portees par e et dont la carree

est sommable. L\(β) est son sous-ensemble des fonctions non-negatives. On

pose

(\ufdx)2

F%{f)'~WdΓ (/GL2(^ ^O)>

et on a alors

(\\u\*dx)(\\f\*dx) \\u\*d»
J- u\J J ̂  ""

On obtient done

+ oo > a = sup {Fu(f); f^L+

2(e)f f ψ 0}

Si a = 0, alors u = 0 presque partout sur e, et done, on peut supposer que

α ^ O . Soit (/n) une suite de L\{e) qui satisfait a \|/Λ|2ί/a; = 1 et a

lim Fu{fn) = α,

on peut alors supposer que (/J converge faiblement vers une fonction /£

de L\{e) dans L2{e) avec n->oo. Ayant

on a /ί ^ 0 et Γegalite Fu{f'o) = a. Quelle que soit / de L\{e) et quel que

soit a > 0, on a

et done,

My-j ̂  — Γ Iw/ίrfscjίί presque partout sur e.

D'autre part, en utilisant le fait que, quelle que soit / de L\[e) et quel que

soit a > 0,
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des que /{ — β / ^ 0 , on a

ufQ = —(\u fίdxju presque partout sur {x^X; f'0{x) >0}.

En posant fo = (a/\u f'0dx)f'Q9 on a / 0^(1/Λ({0}))«, d'oύ / o e M J , et

on arrive a notre lemme.

LEMME 2. JSΌZY K un noyau de convolution symetrique sur X et supposons qu'il

satisfait au principe d'equilibre. Si, pour deux fonctions f, g de M\ et pour un

nombre c>0, uf + cf^ug + eg presque partout sur {x^X; f(x) > 0}, alors

En effet, on peut supposer que {x^X; f(x) >0} f]{x^X; g(x)>0} = φ,

car

uσ-QΫ + c(f - g)+ g u(g.ff + c(g - f)+

presque partout sur (a ε l ; f(x) >0} Π {x^X; f(x) >g{x)}. On a done uf^ug

presque partout sur ( m e l ; f(x) >0}. Soit K un compact c {a ;£ l ; /(a;) >0},

et soit vκ la mesure d'equilibre par rapport au noyau K, on a alors

\g dx ^ l^v^ ί/α; ̂  \̂ v̂ / Jo; ̂  \ / Jίc,

et, K etant quelconque, on arrive a la conclusion que \^ dx ^ 1/ J^.

Demonstration du theoreme 1. On montre d'abord que la condition est

necessaire. D'apres le lemme 1, a un compact K de X, on peut associer une

fonction fc de MJ, portee par K et telle que

uf + cfc ^ 1 presque partout sur X,

% c + c/c = l presque partout sur ja ε l ; /β(*)->0},

oύ c est une constante > 0. Le noyau K + cε satisfait aussi au principe

classique du maximum, oύ ε est la mesure de Dirac a Γorigine. II en

resulte done que fcdx est une mesure d'equilibre de K par rapport au noyau

K + cε. Soit ψ une fonction de C+

κ telle que uψ ^ 1 sur K. On a

cψ)fcdx = J(κ/β + cfc)ψdx ^
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et done, {fcdx)c>0 est vaguement bornee. Soit vκ un point vaguement ad-

herent de ifcdx) lorsque c->0, on peut supposer que (fcdx) converge vague-

ment vers vκ avec c->0. Le noyau K tendant vers 0 a l'infini, la famille

U*/C)c>o converge vaguement vers κ*vκ avec c->-0, et κ*vκ est absolument

continue par rapport a la mesure de Haar. Sa densite uVκ est ^ 1 presque

partout sur X. On a

\ dx = lim( \ uf dx + c \fcdx) = lim \ uf dx = lim \ιc*cκfcdx

yj: = \ Uvκdx,

car la fonction Λ:*C^ est superieurement semi-continue, oύ cκ est la fonction

caracteristique de K. On a done v̂* = 1 presque partout sur K.

On suppose ensuite que K satisfait au principe d'equilibre. Supposons

que, pour une fonction / de M£, « ; g l presque partout sur {x<=X; f{x)>0}9

alors, pour un nombre δ > 0, il existe une constante c > 0 telle que uf + c/

^ 1 + ^ presque partout sur {x^X; f(x) >0{. En utilisant le lemme 1, pour

une fonction g de M£, on peut associer une fonction g'c de MJ, portee par

e = {ajeZ; /(α) >0} et telle que

ug + cg^ ug, + c^ί presque partout sur e9

ug + eg = ^/ + cg'c presque partout sur {x<=X; g'c{x) > 0}.

D'apres le lemme 29 on a w ώ ^ \g'c dx, et

l(«α + eg — ugtc — cg'c)f dx ^ 0 .

D'autre part, on a

\{uf + c/) (g - gί)dx ^ J (uf + c/)flf rfα - (1 +

^ j(«/ + cf)g dx-(l + δ)

d'oύ

j / + cf)g dx ^ (1 + δ)

et, 5f etant quelconque, on a ^ fg ^ + c/ ^ 1 + δ presque partout sur X.

Faisant d->0, on arrive a Γinegalite uf^l presque partout sur X, d'oύ

notre resultat.
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REMARQUE 1. Soit K un noyau de convolution symetrique sur X et

tendant vers 0 a Γinfini. Si K satisfait au principe classique du maximum,

alors, pour un ouvert quelconque ω de X et pour une mesure de Radon

positive μ dans X a support compact, il existe une mesure de Radon positive

μί dans X, portee par ώ et telle que Ton ait \dμί<.\dμ et κ*μί^κ*μ au

sens des mesures dans ω.

En effet, il suffit de la montrer dans le cas de μ = f dx, oύ / e C * .

Soit m un entier positif, et posant ωn = (U G I ; κ*f{x) ^ 1/w}, alors, d'apres

le lemme 1, il existe une fonction fή,m de MJ, portee par <*>„ et telle que

UK +—/n.mfe^/ presque partout dans 6)ft,

w fή m "*~—fn,m-u f presque partout sur {ajeX; fί,m(x) >0}.

D'apres le lemme 2, on a \fή,mdx^\f dx. En faisant w-*oo, il existe

une fonction fή mesurable, bornee et non-nέgative X, portee par ω, telle

que \fίndx^\f dx et

uf'm 4- — fit 2̂  uf presque partout dans ω.

En faisant ensuite m->oo, il existe une mesure de Radon positive μί dans

X, portee par ω et telle que les conditions dans la remarque 1 soient vέri-

fiees.

On dit que μί est une mesure pseudo-balayee de μ dans ω relativement

au noyau K.

3. Le theoreme principal

Dans cette section, on suppose qu'il n'existe aucun sous-groupe compact

de X excepte {0}.

2. Soit K, un noyau de convolution symetrique sur X et tendant

vers 0 a Γinfini. Pour que K satisfasse au principe classique du maximum, il faut

et il suffit qu'il existe deux fonctions definie-negatives λu h sur le groupe dual It de

X, a valeurs reelles et telles que la transformation de Fourier de K soit de la forme
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D'apres ce theoreme et le lemme suivant, K satisfait au principe d'energie

si K satisfait au principe classique du maximum. Cela est une generalisation

du theoreme de K. Kunugui (cf. [6]).

L E M M A 3. Soit λ une fonction define-negative sur X et a valeurs reelles, alors

λ>0 presque partout sur ]t ou λ = 0.

En effet, il suffit de montrer que λj{l + λ) > 0 presque partout sur Jζ

des que λ ψ 0. La fonction 1/(1 + X) etant de type positif, il existe une

mesure de Radon positive σ symetrique, avec \dσ^l et telle que σ=l/(l+Λ).

Supposons qu'il existe un compact K de X dont la mesure est > 0 et sur

lequel λftl + λ)=O9 et posons f(x) = \Λ (x,x)dx, oύ (•,-) est la caractere.

La fonction / est finie et continue, et on a limx^f{x) = 0 et / = /*<τ. Mais

c'est une contradiction, car / est pέriodique a tout le point du support S0

de σ et σ n'est pas portee par {0} (voir [2]).

L E M M E 4 (cf. [5]). Si une suite (κn) de noyaux de Dirichlet sur X2~) converge

une mesure de Radon positive dans X et tendant vers 0 a Γinfini, elle est alors un

noyau de Dirichlet ou 0.

Demonstration du theoreme 2. Soit φ0 une fonction finie, continue, non-

negative, ψ 0 et de type positif dans JC, a support compact, et soit <po(x) =

\(x,x)φo(x)dx, on a alors, quel que soit x ψ 0,

Ψ^ΦM > <Po*<Po{x) > 0.

En effet, s'il existe un point x de x — {0} tel que ô*̂ o(O) = 9o*9o{x), on a

alors

d'oύ (x,x) = l sur SΛ , et par suite, quel que soit m un entier positif,

{mx,x) = 1 sur S*Q, d'oύ <Po*<po(O) = <po*<Po(rnx). Mais, cela est une contradiction.

Soit ωn un ouvert symetrique de X et ainsi defini:

2) On dit qu'un noyau de convolution symetrique K sur X est un noyau de Dirichlet

sur X si A = 1/Λ, oύ λ est une fonction definie-negative sur l e t a valeurs reelles (cf. [1]).
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oo

alors, (ωn) est croissante, ^ωn est compact et on a ώn$0, Π^con = {0}.

Soit vή une mesure pseudo-balaye'e de ε dans ωn relativement au noyau K,

on a alors

En effet, la mesure de Radon positive (K — **y£)+ etant portee par ^ ,

on a + oo >\j( / c — Λ:*V )̂. Soit K un compact quelconque de X, et soit Λ/

la restriction de K sur K. Si une fonction ^ de C+

κ est f£ 1 dans X et = 1

sur K, on a alors

On utilise la symetricite de v'n. Par consequent, \d(fcf — κ'*vή) ^ 0 . Faisant

, on arrive a l'inegalite \d(κ — κ*vn) ^ 0. L'egalite suivante

a lieu d'apres ld|jc*(s — vή)\ < + oo. La fonction 1 — ΰή est deίinie-negative

sur X non-zero et a valeurs reelles, d'oύ 1 — vή > 0 presque partout sur X.

II en resulte done que la transformation de Fourier de K est une fonction

et que Γon a

pour tout n, car Λ: tend vers 0 a Γinfini. Soit an un nombre positif tel que

et soit ycu un noyau de Dirichlet sur X et dont la transformation de Fourier

est de la forme

1 + aJX - K)

on a alors \dκn^l. La suite (κn) etant vaguement bornee, on peut sup-

poser qu'elle converge vers un noyau de convolution symetrique κ0 sur X

avec ft->oo. D'apres Γinegalitέ
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et le lemme 4, κ0 est un noyau de Dirichlet sur X et κ0 ψ ε. II existe done

une function definie-negative λ sur X, a valeurs reelles, telle que κ0 = 1/λ.

On obtient que, quelle que soit ψ de Cκ,

J 1 4" rf4

et par suite, ((1 + an(l — ϋή))dx)Z=i converge vaguement vers λdx avec n-±oo.

Par consequent, ((an(l — ί>ή))dx) converge vaguement vers λxdx — (λ — l)dx.

La fonction etant finie et continue, elle est definie-negative. Ayant /c0 ψ ε,

on a λι ψ 0, d'ou λ\ > 0 presque partout dans X. On pose

On a alors

d'ou

Soit yen un noyau de Dirichlet sur X et dont la transformation de Fourier

est de la forme

+ ajl - -**

alors, («ή) est vaguement bornee. On peut done supposer qu'elle converge

vaguement vers un noyau de convolution symέtrique Λ$ sur X avec w-> °o.

On a *{ φ 0, car

g ( j I φ01
2 ( l + β»(l - -A-) )r f i )1 / 2( JI

g ( JI φo 12(1 + β»(l - ϋί))
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d'oύ

(jlyol2^)2

Le noyau de convolution KO tendant vers O a Γinίini, il est un noyau de

Dirichlet sur X. De la meme maniere, il existe une fonction dέfinie-nέgative

λ3 sur X, a valeurs reelles et telle que (ajl — ξn/\dξnjdx J converge

vaguement vers λ3dx. On a

anκ(l - si) = β»**(e - vί) = β»(ί»(δ) - $.(Λ)) - an(ξn(b) - &(f)).

On a (</£„ ̂  ί rf« < + oo. Si l i m ^ J d ^ = 0, on a alors «»(|n(0) - f»(ί))

-> 0 presque partout dans jf. Si ϊϊmn^-\dξ„ > 0, on peut supposer que

ί Wfn ) converge vers une constante positive avec n ~> oo, car on peut prendre

une sous-suite convergente de ( \dζn j si c'est necessaire. II en resulte done

que toute la sous-suite (via) de {vή) ne converge pas vaguement vers ε avec

m->oo, et done, ΐίΐnn-,oo0»< + °°. Par consequent, fl»(£n(0)— £»)-»• 0 presque

partout sur X, car (£Λ) converge vaguement vers (limn^Λdξnjε avec n->oo

et SξnczCωi. Soit n0 un entier > 0 . Pour une fonction finie et continue ψ

sur X a support compact et telle que 1 — Cήo{x) > 0 sur S$, on a

iί/x = \iman

car on peut supposer que K est une fonction finie et continue dans un

voisinage de S*. En utilisant la meme methode que celle pour an(l — v'n)9

on arrive a la conclusion qu'il existe une fonction definie-negative λ2 sur
>». *• Λ

X telle que la suite {an{ξn{0) — yn)d£) converge vaguement vers λ2dfi avec

n->oo. L'ensemble {ίβe^"; 1 — £no(#) >0} etant ouvert, on a >ê i = λ2 presque

partout dans {ί6eX; 1 — vή0W >0}, d'oύ it = 2̂/^i presque partout sur X.

Montrons que la condition est suffisante. Soit κnΛ le noyau de Dirichlet

sur X dont la transformation de Fourier est de la forme

^ a w ( i β l 2)

Posons, pour deux en tiers n, m>09
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alors, quelle que soit / de M+

K,uf'm^l presque partout sur I des que

uf'm^kl presque partout sur {χ(=X; f{x) >0}9 oύ uf'm est la densite de

«ft)Λ*/.3) Cela resulte du principe complet du maximum pour κnΛ.^ On a

Kn,m^tc*{m>cι/m,2) et Un.Jn-i converge vaguement vers fc*{mκι/m,2) avec w-^co,

et κ*{mκί/m,2) satisfait done au principe classique du maximum. Soit 36 un

espace fonctionnel invariant par translations et dont le noyau est κ.v Pour

une fonction / de Mκ, uψ^ appartient a ϊ et (w/m)) converge fortement vers

uf dans 36 avec ^->oo, oύ uψ^ et uf sont respectivement les densites de

κ,*(mκym,2)*f et κ*f par rapport a la mesure de Haar. On suppose ici que,

pour une fonction / de M+

κ, « ; g l presque partout sur {x<=X; f(x) >0}.

Ponsons, pour un nombre δ > 0,

et soit gm la fonction caracteristique de emtδ. La suite (ugj etant bornee

dans X, on peut supposer qu'elle converge faiblement vers un element u0

dans 36 avec m-*°°, et on a done

\im\(uT\uJ-(uf9Uo)\
m->oo

^ l i m ( I ( u T - uf9 ugjI + I { u f , uQm - u o ) \ )
m

sup \\ugβ\\ur - uf\\ + \(u/tutu - «0)|) = 0,
m->co o<w<+oo

oύ ( , ) est le produit scalaire de 36. Par consequent, on a

D'autre part, on a

(uf,u0) = \im(uf9Ugm) ^ lim
W>oo

3) La difference «;=«:!—ΛΓ2 de deux noyaux de convolution est dite aussi de satisfaire au
principe classique du maximum si, quelle que soit / de M\, uf^\ presque partout sur
{xE:X; /(tf)>0} = Φ Uf^l presque partout, oύ Uj est la densite de κ*f par rapport a la
mesure de Haar.

4) On dit qu'un noyau de convolution K satisfait au principe complet du maximum
si, queues que soient /, g de M J , uf^ug-\-\ presque partout sur X des que la meme
inegalite a lieu presque partout sur {x&X; f(%)>0}

5) Pour sa definition, voir [4].
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et par suite, lim \gmdx = 0. En prenant une sous-suite de {em,δ) si c'est
m—>ooo

oo

necessaire, on peut considerer que la mesure de U em,δ soit <Ξ 1/k. Soit fkm=k
oo

la restriction de / sur <ĝ  (J em,δ, et alors, quel que soit rn^k, uf?g 1 + δ

presque partout sur {x^X; fk{x) >0}, et don u/f^l + δ presque partout

sur X. Faisant m->°o, on arrive a Γinegalite ufk^l-\-δ presque partout

sur X. Faisant ensuite & -> oo et δ ->0, on obtient que uf^l presque par-

tout sur X. La demonstration est ainsi complete.

COROLLAIRE. Soit K, un noyau de Dirichlet sur X, alors la part singuliere κs

par rapport a la mesure de Haar satisfait au principe classique du maximum.

En effet, soit (/α)αe/ une famille filtrante de M\ et telle que le support

de fa soit contenu dans un compact fixe et que {fadx)a^I converge vague-

ment vers ε. D'apres la theorie de Γespace de Dirichlet (cf. [1]), il existe

une mesure de Radon positive μatJrι dans X, a \dμa>m^l9 telle que

κ>*μa,m= (m£{mfufa))dx,

et par suite, il existe une mesure de Radon positive μm dans X, a

telle que

oύ Λ: — κs = kdx. En faisant m->oo, il existe une mesure de Radon positive

μ dans X, a \dμ ^ 1, telle que

κ*μ = /c — κs, d ' o ύ κs = Λ:*(S — μ).

II en resulte que κs satisfait au principe classique du maximum.

REMAQUE 2. Soit Xi un groupe abelien compact, et soit X2 un groupe

abelien non-compact. La mesure de Haar sur Xx est un noyau de convo-

lution symetrique sur X=XxxX2 et il satisfait au principe classique du

maximum. Mais sa transformation de Fourier n'est pas de la forme de

notre theoreme.
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