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SUR LA DIFFERENTIABILITE ET LA CONTINUITE

DES POTENTIELS ASSOCIES EN VALEUR

PRINCIPALE A NOYAUX SINGULIERS

ET M-FOIS REGULARISANTS

YOSHIFUSA ITO

D'apres D. Courrege [1], Γoperateur de convolution associe en valeur

principale a un noyau de Calderon-Zygmund homogene de classe C°*μ(Σn)

applique continύment Cpκλ{Rn) dans Cp>λ(Rn) si 0 < Λ< JK < 1, et Γoperateur

de convolution associe a un noyau homogene de degre m— n et de classe

Cm "(Σ») applique continύment Cp£\Rn) dans Cp+m>\Rn) si 0<λ<μ<l.

D'abord on definira une classe N°*η*μ des noyaux qu'on appellera ici

noyaux singuliers. Cette classe contient noyaux de Calderon-Zygmund

homogene de classe C°*μ(Σn)9 et η {0^η< 1) est un parametre ayant rapport

a la singularity de noyau. L'operateur de convolution associe en valeur

principale a un noyau de classe N°>v'μ applique continύment Cpκλ{Rn) dans

Cp>λ-v(Rn) Si 0<λ-η<μ<l.

Ensuite, on definira une classe Nm'v'μ{m^l entier) des noyaux qu'on

appellera ici noyaux m-ΐois regularisants. Un noyau h{rθ) de classe Nm'η'μ

est, par definition, un noyau, dont les derivees partielles d'ordre β (0<|i3|<m)

sont dans N°>η'μ. L'operateur de convolution associe a un noyau de classe

Nm'v'μ applique continύment Cp£λ{Rn) dans Cp+Bl•'-"(/?*) si 0<λ-η<μ<l.

Comme application, l'operateur de convolution associe au noyau de la

potentiel d'ordre a (m — 1< a < m, m> 1 impair) applique continύment

CpΛRn) dans C

p+m>^a-m\Rn) si λ > a - m.

1. Preliminaire espace de fonctions Hόlderiennes.

On designe par CP(Ω) {Ω sous-espacs de Rn, p^.0 entiers) Γespace des

fonctions continues definies sur Ω a valeur reelles ou complexes ayant des

derivees continues jusqu'a Γordre p.
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Si 0< λ < 1, on pose,

.i = sup U{?}-{{*){ pour

[/]p.a = ^U>*f]o.i pour /eC'(fl),

oύ j9 est un systeme d'entiers^O, {βί9β2, ,βn}, et ]/3| la somme & + ]92+

• * + βn] Dβ est le symbole de derivation partielle

dxi*dxβ

2 dxfr

On pose,

Il/H = sup \f(x)\ pour

ll/ll,.i= Σ ll^/ll + [/],.a pour
o<|^Kι»

On designe par CP A(^) le sous-espace de CP(Ω) forme des fonctions

f<=Cp(Ω) avec | | / | | P ,A< <». On designe par C£';(β) (resp. C%X{Ω)) le sous-espace

de Cp'λ(Ω) forme des fonctions a support compact (resp. a support compact

contenu dans le compact fixέ K).

Les espaces CP*X(Ω) et Cp£λ{Ω) sont munis de la topologie associee a la

norme || \\Ptl. Cettes espaces sont des espaces de Banach.

2. Noyaux semi-singuliers.

Un noyau semi-singulier sur Rn est, par definition, une fonction

k(rθ)&C°(Rn\{0}) satisfaisante aux conditions suivantes a) et b).

a) Q(r) = r*1"1 \ k{rθ)σn(dθ) est localment sommable sur [0, oo), oύ Σ Λ est la

sphere d'unite de Rn et σn la measure superficielle sur J]n.

b) // existe un nombre η (0 ̂  η < 1) et un nombre positif M tel que

limsup \z\n+vk(z)<M.

On definit, pour ε > 0,

k(z) si U
Uz) = ,

0 si U l < ε
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et on va etudier

limfc.*/(aj)= lim [ k(z)f(x — z)dz.

PROPOSITION 2.1.

Soient k un noyau semi-singulier, et η < λ. Alors, quelle que soit

/eC2'*(/?n), k*f(x) converge uniformement en x^Rn. D'oύ la limite est

une fonction continue sur Rn.

Si \k{z)\ est bornee en dehors d'un voisinage de Γorigine, la limite est

une fonction bornee sur Rn.

Demonstration.

R etant un nombre > 0, on a, pour un nombre positif ε < R,

J k(z)f(x-z)dz = j k(z)f{x-z)dz+ J k(z)[f(x-z)~f(x)]dz+ J k(z)f(x)dz.
l«l>e \z\>R R>\s\>e R>\z\>e

\ k(z)f(x — z)dz est une fonction continue sur Rn, et, si \k{z)\ est bornee
\z\>R

en dehors d'un voisinage de Γorigine, elle est bornee sur Rn.

\ \k(z)[f(x-z)-f(x)]\ dz<\R^[fl,λr
n+λ-iωn

oύ ωn=σn(J]n) et MR=sup\z\n+"\k(z)\.

D'apres a) et le fait que le norme de / est fini, \ k{z)f{x)dz con-
R>\z\>ε

verge absolument et uniformement dans Rn.

Enfin, la fonction continue kε*f{x) converge absolument et uniformement

dans Rn, ε tendant vers 0. c.q.f.d.

A un noyau satisfaisant aux conditions a) et b), on associe une applica-

tion lineaire k de Ci'\Rn) {λ>η) dans C°(Rn), en posant,

kf(x) = limk.*f(x) = lim ί k{z)f(x - z)dz.

Si, pour chaque f^Ck{Rn)9 on pose

\im \ k(z)f(z)dz9

oύ f{x) = /(— x)9 on definit une distribution Vpk sur Rn appellee la distri-

bution valeur principale de k.
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Et on a (cf. [1]),

Vpk*f = kf pour toute f^C°k'\Rn) (λ>η).

3. Noyaux singuliers.

On appellera un noyau singulier de classe N°'v>μ (0 < μ < 1) un noyau

k satisfaisant aux conditions a), b), c) et d).

c) // existe un nombre R > 0 tel que

\z\n+η+μk(z)tΞC°>μ(0< \z\ <R).

d) \k(z)\ est bornee en dehors d'un voisinage de Γorigine.

Pour k^N°'v'μ9 on pose,

ll*lli1} = \*Q(r)dr,

Jo

\\k\\c^= s u p \z\n+η\k(z)\,

g u p ι ^ » . ^ V 4 ) [ ^ 1 tυ\ί)

0<\z\<R,0<\z\<R

= sup \k{z)\

et Hfcll = Hfcll^ + ||fc||2> + ||fc||S?> + \ \ m \

On va etudier le norme de kf.

THέORέME 1.

Si k est un noyau de classe N°tV'μ et λ un nombre tel que λ^l,

0<λ — η< μ<l. Alors, quelle que soit f(=Coκλ(Rn),

1) il existe une constante positive Ci dependante de /Γ telle que

2) il existe une constante positive C x dependante de K telle que

WWo.x-v < Cκ\\k\\ \\f\\Otλ.

Demonstration,

Soient x et xf deux points fixέs de Rn tels que \xf — aj| = d < S,

S = min^-~-, l J , et £,,(#) la boule de centre x et rayon p .
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D'apres la definition de k,

•(&') = J k(x'-y)[f(y)-f(x')]dy+ j k(xf - y)[f(y) - f(x')]dy

+ lim I k(x' — y)f(x')dy 4- \ k(x; — y)f{y)dy,
ε 10 J J

BR(xf)\Bt(xfs) CBR(jxr}

k(x — y) [f(y) — f(x)]dy + \ k{x — y) [f{y) — f{x;)]dy

k(x - y)f(x) dy + J k(x - y) [f(xf) - f(x)]dy

+ J k{x - y)f{y)dy.

On pose,

^/(^0 ~ kf{x) = /i — 72 + h — h + h + h + Iu oύ

/i = \ ^(α;' — 2/) [/(#) — f{xf)1dy, I2 = j Jfc(fl5 — 2/) [/(y) — .

4̂ = \ fe(ίcr — 2/) ίf{y) — f(x'Y\dy, h = \

76 = lim \ k(xr — y)f{xr)dy — lim \ k{x — y)f{x)dy
ε | 0 J e | 0 J

- ( ϋ ί - V) If(x') - f(x)Jdy = lim
J e 10

Λ = \ k(x'- y)f(y)dy - [ k(x - y)f(y)dy = ( k(y)[f(x'-y)-f(x-y)ldy.
J J J

On majore alors separement chacun de ces termes;

|/il < \\k\\[flo.x J - ^ z ^ p ^ r

De meme,
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Ensuite,

- V) - k(x - y)\ \y-x'\λdy.

Pour majorer \k(x' — y) — k(x — y)|, en posant zf = xf — y et z = x — y,

on a,

ur + w

,J!L, [ | 2'~

- z

I — i
ι i _i

1 - 4 -
1zf\

1z'l ! *

Puisque ~ < ' z ' < - | - , il existe un nombre positif Mi tel que

I +

Alors,

DΌύ

5
Les majorations des |/ 4 | et |/ 5 | sont faciles;

et

Finalement,

r*-ιdr k(rθ)σn(dθ)

et r - y) 2\κ\
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oύ \K\ est la mesure de Lebesgue de K.

Puisque η^.0 et 0 < J ^ l ,

1/βl < Hfc|ICA.2rf2-? et \IΊ\<2\K\ \\k\\[fl,λd
λ-\

Par consequent, si \xr — x\^S,

(3,1) \kf{xf) - kf(x)\ < c*llfeH[/]Ot,, oύ C* est une constante positive
I # a; I

dependante de K, et, si [#' — α? ] > S ,

oύ, HΛ/II < + oo, d'apres la proposition (2.1).

Ensuite, on va majorer \kf(x)\.

On a

k(z) ίf(x - z) ~ /(ίc)

= Λ + Λ + /„

liml J k(z)f(x)dz

oύ /i, / 2 et / 3 sont respectivement le premier, le second et le troisieme

terme au second membre.

On majore successivement chacun de ces termes;

\*\<R

Λ < I/C| IIΛIIII/H.

Enfin

/. < ll/ll Γ ^ ( ' ' ) ^ < Hftll Il/H

Jo

En posant Dκ = /e diametre de K, on a

ll/ll < Wo.xDi et

(3,3) \\kf\\ < \\k\\Ulo,x-^—Rx~v + \\k\\[\K\ + 1] | |/| |

< \\k\\ [-jztγRλ'v + UK\ + IΊDX

E

Les inegalites (3,1), (3,2), et (3,3) montrent Γexistence des constantes Cx

κ

et Cκ de notre theoreme. c.q.f.d.
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THέORέME I I .

Si k est un noyau de classe N°'v'μ et λ un nombre tel que λ < 1 et

Q<tλ — η<μ<il. Alors Γoperateur de convolution associέ en valeur princi-

pale a k applique continύment Cp£x(Rn) dans Cp>*~v(Rn); et on a, pour

c h a q u e f<=CpARn) (0 < \β\ < p),

Z) W ) = £(£>>/).

Demonstration (cf. [1]).

En notant Z)' la derivation au sens des distribution,

D'β(Vpk*f) = Vvk*Dtβf = Vpk*DβfeΞC°>λ-\Rn).

La continuite de Λ de Cίa(Λn) dans Cp •'-'(/?*) resulte de celle de k de

C°κ\Rn) dans C° a"'(Λn).

4. Noyau m-fois regularisant.

Un noyau de convolution m-fois regularisant est, par definition, un

noyau h tel que Dβh (0 < \β\ < m, m > 1 en tier) est un noyau singulier. On

note Nm*v*μ une classe formees des noyaux m-fois regularisants.

On va chercher les conditions suffisantes que un noyau h appartient a

class Nm>v>μ.

PROPOSITION 4.1.

Soit h un noyau de C^Λ^UO}) tel que, pour 1 < / < w, IZ),.^" 1*^)
Σn

est localment sommable sur [0, oo), oύ ^ = - p γ . Alors, pour

r71'1 \ DMrθ)σn{dθ) est localment sommable sur [0, oo).

v

Demonstration.
Soit ψ une fonction-positive telle que

supp φa{- 1,1) et Γ ^(Orfί = 1.

On pose successivement, pour ε > 0 assez petit,
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et

Une integration par parties donne,

j Dih(x)p.{\x\)dx = - J h{x)pί(\x\)θtdx.

En calculant les deux membres en coordonnees polaires, on obtient

J Dih(tθ)σn(dθ) = -
Σ Σ

Cependant, pour ε petit,

oύ

p/

s(t)tn-1h{tθ)dt = — ΓrΓ'
o β L

r - - | - - ε2 < rx < r - -J- + ε2 et r + - | - - ε2 < r2 < r + - | - + ε2.

Enfin, ε tendant vers 0, on a

rn-*\ J DMrθ)σn(dθ)
Σ

PROPOSITION 4.2.

Soit A un noyau de Cm(iH{0}).

1) S'il existe un nombre positif M tel que

limsup \Dβ\z\n+η+\β\-mh(z)\ < M pour 0 < |j8| < m,
Z-+Q

alors il existe un nombre positif Mr tel que

c.q.f.d.

limsup

2) Si U

pour 0 < |J8| <m, alors UΓ +

< Mf pour 0 < \β\ < m.

< \z\ <R) (0< μ< 1)

!(0< \z\< R) pour 0 <
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Demonstration.

II suffit de montrer 2) pour 0 < μ < 1. En supposant que 2) a lieu pour

chaque β tel que 0 < |j3| < k < rn, on montre 2) pour p tel que | p | = fc.

D'apres la formule de Leibniz,

oύ Pp.β est un polynόme homogene de {Zi]ί<i<n de degre \p — β\ et β < p

Γabregee de βt < pt (1 < i < w).

Si, pour β< p, Ur ^ f,, Iz e C°^(0 < z < Λ), alors,

par les hypotheses.

Par suite, il suffit de prouver le lemme suivant.

LEMME.

Soit Pq {0<q entier) un polynόme homogene de teiJi^^ de degre q.

Alors, pour un nombre positif arbitraire R,

| Λ | \z\*

Demonstration.

II suffit de prouver qu'il existe un nombre positif M tel que, pour

\z'\ <#, \z\ <R (z'*z),

\z' -z
<M

oύ k est une systeme d'entiers > 0, {kuk2, ,fc»},

• 4*. On a
= k, et, zk = z\*z\*

R \{μ/k)-'zί - \z\iμ/k)~1zi

La maj oration de n'offre pas de difficulte.

c.q.f.d.
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Si un noyau h satisfait aux hypotheses de la proposition 4.2. pour un

nombre R>0 et a la condition suivante d'), et Dβh (\β\ = m — 1) satisfait

aux hypotheses de la proposition 4.1., alors h est un noyau m-fois regu-

larisant.

d') \Dβh(z)\ (0 < |j3| < m) est bornee en dehors de Γorigine.

Ensuite, on va calculer Di(h*f), oύ h est un noyau m-fois regularisant.

La demonstration de theoreme I I I repose sur le lemme suivant;

LEMME.

Si h est un noyau de classe Nι>η'μ9

--1 J h(εθ)θiσn(dθ)6'

converge, ε tendant vers 0.

Demonstration.

En vertu de la formule de Green, on a

ε71"1 J h{εθ)θiσn{dθ) = R71'1 J h{εθ)θiσn{dθ) - j A ^ ( # - v)dy.
Σn Σn R>\x-y\>e

Le premier terme au second membre est une constante et le second terme

converge. D'oύ on a le lemme. c.q.f.d.

On pose

* h(εθ)θiσn{dθ).
Uo

THέORέME I I I .

Soit h un noyau de classe Nm'Vtft. Alors,

1) si m>l, pour toute f(ΞC°k(Rn), h*f^C1(Rn) et

A(**/) = (A*)*/ (1 < ί < n),

2) si m = 1, pour toute f^C°k'\Rn) {0<λ-η< μ)9 h*f<ΞC\R") et

A(* /) = (^AA) / + Ct(A)/. (1 < i < n).
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Demonstration.

En posant φt(χ) = 1 h(x — y) f(y)dy, on a (cf. [1])

.(a) = J A*(* - 2/) /(y)rfy + zn~x J h(εθ)f(x - ε)θiσn{dθ).J
Σ

1) Si m > l et f<=C°k{Rn),

Di(h*f) = (A*)*/ ( K ί < n).

2) Si w = l et f^C°k\Rn) {0<λ-η<μ), on a

ε71"1 J A(e^)/(α - εθ)θiσn{dθ) - ε71'1 j h(εθ)f(x)θiσn{dθ)
Σn Σn

< L/L,^^-1 J |*(e0)kn(<W < MLΠα.aε1-" (1< i < n),
Σn

oύ M est une constante.

Par suite,

limε71"1 f h(eθ)f(x - εθ)θiσn{dθ) = C

et la convergence a lieu uniformement dans i?7". Le premier terme au second

membre tend vers {VpDih)*f{x) uniformement dans Rn. D'oύ le theoreme;

puisque lim £>*(#) = h*f{x). c.q.f.d.
e | 0

Soit h un noyau m-fois regularisant. Alors, pour 0 < \β\ <m — l, Dβh

est un noyau (w-|j3|)-fois regularisant. Par application repetέe de theoreme

III, on obtient, pour toute f<=C°k(Rn), h*f<ΞCn-λ(Rn) et Dβ(h*f) = {Dβh)*f

(0< \β\ <m~l).

Si \β\=m-l, d'apres le theoreme III , pour toute f^Co

k'
λ{Rn)9h*f^Cm(Rn)

et DiD>(h*f) = (VpDiDβh)*f + Ci(Dβh)f.

Enfin, en conjuguant ce rέsultat avec le theoreme II, on obtient le

theoreme suivant, car C°ΛRn)^C°κλ'\Rn) et Papplication naturelle de Cϊ\R")

dans C°κλ~η{Rn) est continue.

THέORέME IV.

Soient h(=Nm>η'μ9 et λ un nombre tel que 0 < ; t < l et$<λ — η<μ<l.

Alors, l'opέrateur de convolution /-—>h*f associέ a applique continύment

Cpκ\Rn) dans Cp+m>χ-\Rn) (p > 0 entier, K compact fixe de Rn).
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5. Exemples.

1) Le potentiel d'ordre a.

Soit h un noyau du potentiel d'ordre α, oύ m —1< a <m [m>l entier

impair). Alors, pour / e C%\Rn) (m - a < λ < 1), h*f e= c * + m 2- ( m-β ) (Rn).

D'ailleurs, Γapplication de Cψ{R") dans cv*m>χ-{m-\Rn) est continue.

Dans le cas oύ m est un entier pair positif, Γapplication est aussi con-

tinue sous les condition mentionne ci-dessus. Mais la methode dans ce travail

n'est pas applicable pour prouver la continuite, puisque Dβh (\β\ = m) n'est

pas toujours un noyau singulier. La continuite de Γapplication est etablie

dans [2].

2) Une contre-exemple.

Si λ=η, h(ΞNm>v>μ n'applique pas C%ι{Rn) dans Cp+m{Rn). En effet,

soient n = l , 0 < α < 1, λ= η = I — a, h — ra~ι et f^C°k

Λ{Rι) telle que

1° x<a

f(x) = { xι~a 0 < x < 1

x > 2
et /eCHΛ^fO}). Alors,
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