
N. Toda
Nagoya Math. J.
Vol. 37 (1970), 53-60

SUR LES DIRECTIONS DE JULIA

DES FONCTIONS ALGEBROΪDES DANS | z | < oo*}

NOBUSHIGE TODA

dέdiέ a Monsieur le Professeur K. Ono, a Γoccasion de son

soixantίeme anniversaire

1. Introduction.

L'etude sur les directions de Julia des fonctions meromorphes dans le

plan ίini est fait presque completement par Ostrowski [5] et apres Rauch

[6] etc. Γont developpe.

D'autre part, on ne trouve pas beaucoup d'etudes sur ce sujet pour les

fonctions algebroϊdes, (par exemple voir Valiron [13], Rauch [7], Cambes

[2], Toda [10]) et dans ce domaine, il y a encore beaucoup de choses a

ameliorer.

Dans ce memoire, on donne une condition suffisante pour qu'une fonction

algebroϊde dans \z\ < oo admette au moins une direction de Julia, qui serait

definitive en comparaison du cas de fonctions meromorphes fait par

Ostrowski [5].

On le demontre en utilisant des resultats donnes par Dufresnoy [3].

2. Preliminaires.

Dans ce paragraphe, on va donner quelques definitions et un lemme que

Fon utilise apres.

Soit w = (w0, w19 , wn) un systeme de n + 1 nombres complexes non

tous nuls. On ne considere pas comme distincts deux systemes dont les

Elements correspondants sont proportionnels. Etant donnes deux systemes

et
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on represente par [wω, w(2)] Γexpression

C1>4#VC2> */,(2),.,α) I

C'est une metrique dans les systemes w — (w09 wί9 , wn) de n + 1

nombres complexes non tous nuls. Dufresnoy [3] Γa introduit et a donne

beaucoup de rέsultats intdressants.

Soient D un domaine dans \z\ < oo, /0(2;), /^g), . . ., /n(s) des fonctions

dans D n'ayant pas de zέros communs et / = (/<,(«), /i(«), , /»(»)) un

systeme de ces n + 1 fonctions dans D. Dufresnoy [3], en utilisant la

metrique precέdente, introduit la continuity la continuity uniforme etc. pour

des systemes de fonctions et la convergence, la convergence uniforme etc.

pour des suites de systemes de fonctions. Ici, on cite d'abord

D6FINITION 1. On dit qu'une famille de systemes de fonctions definies

dans un domaine D y est normale si, de toute suite infinie de systemes de

la famille, on peut extraire une suite partielle uniformέment convergeante

dans Γintέrieur de D (Dufresnoy [3]).

Soient /0(z), fx{z)f , fn{z) n + 1 fonctions dans D n'ayant pas de zeros

communs. On dit qu'une combinaison linέaire

βo/o(s) + *i/i(s) + + anfn(z)

est exceptionnelle si elle n'admet pas de zέros dans D, oύ les a0, a19 , an

sont des constants.

LEMME 1. Si entre les n + 1 fonctions holomorphes dans un domaine D de

chaque systeme d'une famille, il existe 2n + 1 mimes combinaisons lineaires exception-

nelles lineairement independantes n + 1 a n + 1, la famille est normale {Dufresnoy

[3]).

Ensuite, soit u{z) une fonction algebroϊde dans | ^ | < o o definie par

1'equation algebrique irreductible

(1) un + a^u71"1 + + an(z) = 0

oύ ax(z\ a2{z), , an(z) sont meromorphes dans \z\ < oo au moins une des-

quelles est transcendante.

DέFiNiTiON 2. On dit que / : arg z = θ est une direction de Julia de u{z)

si u{z) admet au plus 2n valeurs exceptionnelles au sens de Picard dans
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Jε(0)= {z; larg z-θ\<ε]

oύ ε est un nombre positif quelconque (voir Valiron [13] et Toda [10]).

On a donne dans un memoire [10] un exemple d'une fonction algebroϊde

dans I z \ < oo qui n'a pas de direction de Julia.

3. Theoreme principal.
Dans ce paragraphe on donne une condition suffisante pour qu'une

fonction algebroϊde dans | z | < oo admette au moins une direction de Julia.

TiϊέoRέME 1. Solent ax(z), a2(z), , an(z) des functions meromorphes dans

le plan fini au moins une desquelles rύest pas une fonction exceptionnelle au sens de

Julia et telles que Vequation algebrique

(2) un + aάzju"-1 + '••• + an{z) = 0

est irreductlble.

Alors, la fonction algebroϊde u{z) definie par (2) admet au moins une direction

de Julia.

Demonstration. Par Γhypothese, il existe au moins une fonction n'etant

pas exceptionnelle au sens de Julia dans ax{z)9 , an{z), done, soit aio{z)

cette fonction (l<io^n). Alors, pour aίo{z), il existe un point a tel que

0 < | # | < o o et la famille {aiQ{tz)}t>to>o n'est pas normale dans un voisinage

quelconque V{a) de a. Soit A0{z) le produit canonique de toutes les poles

des ax{z)9 , an{z) en considerant leurs ordres de multiplicite, alors, les

fonctions Aχ(z) = aί(z)A0{z)9 , An{z) = an{z)A0{z) sont entieres avec A0(z) et

n'ont pas de zέros communs. Ici, on considere le systeme A = {AQ(z), ,

An{z)) dans \z\ < oo. Pour ce systeme, la famille

n'est pas normale dans V{a).

En effet, si elle est normale, d'apres la definition 1, de toute suite

infinie de systemes de cette famille, il existe une suite partielle qui converge

uniformement au sens large dans V(ά).

Soit

{Ak = (AQ(tkz), , i

la suite partielle qui converge uniformement vers, par exemple,
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au sens large dans V(a). Grace a un resultat de Dufresnoy [3], il existe un

voisinage VΊ{a)c:V(a) dans lequel on trouve une suite {φk(z)]k>i de functions

holomorphes telle que, pour tout i (=0, 1, 2, , n),

converge uniformement vers A™\z) au sens large dans VΊ(Λ); done,

est holomorphes dans VΊ(a) pour tout /.

Par consequent,

A0(tkz) " \ l

converge vers A^{z)lA™\z), qui est une fonction meromorphe ou oo, uni-

formέment au sens large dans VΊ(a). C'est une contradiction a Γhypothese

que la famille {aίo{tz)}t>to>o n'est pas normale dans un voisinage quelconque

de a. Cela veut dire que la famille de systemes {A^t^t^o n'est pas normale

dans V(a). En vertu du lemme 1, il existe au plus 2n memes combinaisons

lineaires exceptionnelles lineairement independantes n + 1 a n + 1 entre les

n + 1 fonctions de chaque systeme de {Aeh>ίo>o pour tout t>t0.

En consequence, considerons Pensemble de vecteurs {(an, a71'1, ,α, 1),

α ^ o o et (1,0, •••,())}, alors, ils sont lineairement independants n + 1 a

n + 1. Done, entre eux, il existe au plus 2n vecteurs qui constituent les

combinaisons lineaires exceptionnelles lineairement indέpendantes pour la

famille U ' } , ^ , .

Soient

(α?, aT\ ' , ai9 1) i = 1, 2, , m\ m ^ 2n

les vecteurs qui constituent les combinaisons linέaires exceptionnelles lineaire-

ment independantes, oύ on considere comme (1, 0, ,0) = (αn, α71"1, ,1)

quand a = oo.

Or, considerons la famille de fonctions algέbroϊdes

Ft{z, u) = A0{tz)un + Altz)un-χ + + An(tz) = 0, t> t0,

alors, pour tout t ^ t0 > 0,

Ft{z, cti) ψ 0 dans V{a), i = 1, 2, , m.

Si on prend F(fl) = {2;; |z — α| < ε'} (ε' >0), cela veut dire que la fonction

algebroϊde u(z) definie par Γequation
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Λ0(z)un + Λ^u71"1 + + Λn(z) = 0

ou

un + a^u71-1 + + an(z) = 0

n'admet pas a19 , am et admet toutes les autres valeures au moins une

fois dans

{z; \z\>to\a\}Γ\Je(β)

oύ

JeW = {z; | a r g z - 0 | < ε }

ε = sin"1 -py, 0 < ε < JΓ/2, θ = arg a.

La direction / ; arg z = 0 est une direction que Γon cherche. En effet, s'il

existe au moins 2n + 1 valeurs que Γalgebroϊde u(z) prend un nombre fini

de fois dans Δt{θ), on a un nombre r0 > 0 tel que, dans

{z; \z\>ro}ΠJt(θ)

u(z) ne les prend pas. D'autre part, le nombre t0 dans la discussion prece-

dente est quelconque s'il est positif. En consequence, si on prend to>rQl\a\,

il existe au plus 2n valeurs que u{z) ne prend pas dans

{z; \z\>ro}ΠJε{θ).

C'est une contradiction, c'est-a-dire, on a le resultat.

4. Fonctions exceptionnelles au sens de Julia.

Concernant les fonctions meromorphes exceptionnelles au sens de Julia

dans \z\<oo, on sait beaucoup de choses (voir Ostrowski [5], Ullrich [11],

Lehto-Virtanen [4], Anderson-Clunie [1] et Zinno-Toda [14]).

Dans ce paragraphe, on considere les algέbroϊdes u(z) definie par Γequa-

tion algebrique irreductible

(3) un + a^u71-1 + + an(z) = 0

oύ ax{z)9 , an(z) sont exceptionnelles au sens de Julia dans \z\ < oo et au

moins une desquelles n'est pas rationnelle.

On utilise les symboles usueles de la theorie de Nevanlinna-Selberg [9].

THEOREME 2. Πalgebroϊde u(z) definie par (3) rfadmet pas de valeurs exception-

nelles au sens de Picard, ou elle a une direction de Julia.
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Demonstration. D'abord, Γinfini n'est pas exceptionnel de u[z\ parce

qu'une au moins des ax(z), , an{z) n'est pas rationnelle et est exception-

nelle au sens de Julia, par consequent, Γinfini n'est pas exceptionnel de cette

fonction.

Puis, soit u0 ψ oo, F{u9 z) = un + a^u"'1 + + an[z).

1) le cas oύ F{uo,z) est rationnelle.

Soient u19 , un les n branches de u{z), alors

n

Π {u0 — ut) = F(u09z).

Le cote droit admet un nombre fini de poles seulement parce qu'elle est

rationnelle. Entre les branches u19 , un, au moins une admet Γinfini un

nombre infini de fois, done u{z) admet uQ infini de fois. C'est-a-dire, u0

n'est pas exceptionnelle.

2) le cas ou F(uo,z) n'est pas rationnelle.

La fonction F{uo,z) est exceptionnelle au sens de Julia, done elle admet

0 infini de fois. Cela veut dire que u0 n'est pas exceptionnelle.

On a le resultat.

N.B. Grace aux theoremes 1 et 2, on obtient une amelioration d'une

extension aux fonctions algebroϊdes du theoreme de Picard par Remoundos

[8].

Puis, on considere une amelioration du theoreme 2.

Soit

4
9 u)

pour un nombre a quelconque fini ou non. On dit qu'une valeur a est defi-

ciente ou exceptionnelle au sens de Valiron si Δ(a) > 0. On sait que la

mesure lineaire de Γensemble {a; Δ(a) > 0} est nulle en gέneral [12].

3. Πalgebroϊde u{z) definie par (3) rίadmet pas de valeurs

exceptionnelles au sens de Valiron, ou elle a une direction de Julia.

Demonstration. Comme dans la demonstration du thέoreme 2, on met

pour u^ψ OO

l + + an(z).
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Soient n(r,0,F) le nombre des zeros de F(uo,z) dans \z\^r et n{r,oo,F)

le nombre des poles de F(u09z) dans \z\ ±ίr comptes avec leurs ordres de

multiplicite. Quand F(uo,z) n'est pas rationnelle, d'apres un resultat d'Ost-

rowski [5], il existe un nombre CUo ne dependant pas de r tel que

|n(r,0,F)-n(r,oo,F)| < CUQ.

Comme dans le cas premier du theoreme precedent, on a

n{r, OΌ, u) — n(r, co, F) + n(r, 0, F) = n{r, u0, u)

par consequent

I n{r, oo, u) - n(r, uQ, u) | = | n{r, co, F) - n(r, 0, F) | < CUo.

Quand F{uo,z) est rationnelle, on a aussi

n{r, co, u) — n(r, co, F) + w(r, 0, F) = n(r, u0, u),

done,

n{r, co, M) — w(r, uQ, u) = w(r, co, F) — w(r, 0, F).

Le cote droit est la difference entre le nombre des zeros et celui des poles

dans \z\ <r d'une fonction rationnelle, par consequent, pour tout r > 0 , il

existe un nombre CWo tel que

I n(r, 0 ,F)-n(r , co, F)I <C t t β ,

par consequent, on a

1 n{r, oo, u) — n{r, u0, u) | < CUQ.

En utilisant le fait que la mesure lineaire de Γensemble des valeurs

exceptionnelles au sens de Valiron est nulle, on obtient le resultat de la meme

maniere dans [14].

Comme corollairres, on a

COROLLAIRE 1. A Γequatioπ (1), si tons les coefficients sont entiers, u{z) admet

au moins une direction de Julia.

COROLLAIRE 2. Si Valgebroϊde definie par (1) admet des valeurs deficientes au

sens de Nevanlinna ou Valiron, elle a au moins une direction de Julia.

En considerant que, si g{z) est une fonction meromorphe exceptionnelle

au sens de Julia dans |z | <co,
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on a

COROLLAIRE 3. Si Γ algebroide definie par (1) a la propriete:

\imT{r,u)l{logr)2 = oo,
r—>co

elle admet au moins une direction de Julia.

BlBLIOGRAPHIE

[ 1 ] J.M. Anderson-J. Clunie, Slowly growing meromorphic functions. Comm. Math. Her.
40-4 (1966), 268-280.

[ 2 ] J. Cambes, Sur quelques proprietes des functions algebroϊdes. Ann. Fac. Sci. Univ.
Toulouse (4) 12 (1950), 5-76.

[ 3 ] J. Dufresnoy, TheΌrie nouvelle des families complexes normales; applications a Γέtude
des fonctions algέbroϊdes. Ann. Ecole Norm. Sup. 61 (1944), 1-44.

[ 4 ] O. Lehto-K.I. Virtanen, On the behaviour of meromorphic functions in the neighbour-
hood of an isolated singularity. Ann. Acad. Sci. Fennicae. 240 (1957).

[ 5 ] A. Ostrowski, Uber Folgen analytischer Funktionen und einige Verscharfungen des
Picardschen Satzes. Math. Zeit. 24 (1925), 215-258.

[ 6 ] A. Rauch, Extensions de theΌremes relatifs aux directions de Borel de fonctions mero-
morphes. Journ. de Math. (1933), 109-171.

[ 7 ] A. Rauch, Sur les algebroϊdes entieres. C.R. Acad. Sci. Paris 202 (1936), 2041-2043.
[ 8 ] G. Rέmoundos, Extensions aux fonctions algέbroϊdes multiformes du thέoreme de M.

Picard et de ses generalisations. Mem. Sci. Math. Paris 1927.
[ 9 ] H.L. Selberg, Algebroide Funktionen und Umkehrfunktionen Abelscher Integrate.

Avh. Norske Vid. Akad. Oslo 8 (1934), 1-72.
[10] N. Toda, Sur les directions de Julia et de Borel des fonctions algέbroϊdes. Nagoya

Math. J. 34(1969), 1-23.
[11] E. Ullrich, Uber eine Anwendungen des Verzerrungssatzes auf meromorphe Funktionen.

J. reine u. angew. Math. 166 (1931), 220-234.
[12] E. Ullrich, Uber den Einfluss der Verzweigtheit einer Algebroide auf ihre Wertverteil-

ung. J. reine u. angew. Math. 167 (1932), 198-220.
[13] G. Valiron, Sur les directions de Borel des fonctions algebroϊdes mέromorphes d'ordre

innni. C.R. Acad. Sci. Paris 206 (1938), 735-737.
[14] T. Zinno-N. Toda, On Julia's exceptional functions. Proc, Japan Acad. 42-10 (1966),

1120-1121.

Institut de Mathematiques,

Universite de Tδhoku.




