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1. Introduction.

Soit X un espace separe localement compact et denombrable a Γinfini.

Designons par <gj Γespace des fonctions numeriques reelles continues sur X

et a support compact et par & Γespace complete de <gj par la norme

uniforme, et par &% et v ^ r + les sous-ensembles de <ĝ  et & constitues par

des fonctions non-negatives. Considerons un operateur potentiel positif V

dont le domaine de definition contient <^J. En accord avec YOSIDA [2]

nous dirons que V satisfait au principe de majoration si, quels que soient /,

g(Ξ &% et a>0, Γinegalite Vaf(x)-<>Vg(x) sur le support Sf de / implique

la meme inegalite sur tout Γespace, oύ Vaf =Vf + af. Yosida a propose

ce principe, et donne une condition suffisante pour que V satisfasse a ce

principe. En termes de majoration au lieu de domination il a considere le

principe du maximum positif: soient / £ ^ 0 et

= supVf(y)}
y<=X

= mϊVf{y)}.
X

Alors f(x)^0 sur P et f(x)^0 sur N.

THEOREME [2]. Si Γimage V{ <go) de ^ est dense dans &, et si V satisfait

au principe de majoration et a la condition suivante:

(1) il existe une suite {hn} de fonctions de <&% telle que Vhn\l sur X, alors V

satisfait au principe du maximum positif

Notons que le principe de domination est plus fort que le principe de

majoration, et que si V satisfait au principe de domination et a la condition
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(1), et si Γimage F ( ^ ) est dense dans ^ , alors il satisfait au principe du

maximum positif. Done il nous faut examiner si le principe de majoration

implique le principe de domination. Dans cette note nous montrerons que

les deux principes sont identiques si V est strictement positif. On sait que

V est strictement positif, si V{ ^ ) est dense dans &.

2. Operateur transpose.

Designons par ^ Γensemble des mesures de Radon reelles sur X et

par ^€ϋ celui des mesures a support compact. Nous designons par Λf* et

^% les sous-ensembles de ^ et ^ J constitues par des mesures positives.

Pour toute mesure positive μ de ^ f j , Γapplication φ^ (^p

0~^(Vφ9μ

se donne une mesure positive V*μ de ^ # + , et on a Γapplication F

-> V*μ e ^£"+ telle qu'on ait

quelle que soit f5G <gj. Cette application s'etend sur ^ J , et elle est

lineaire positive et continue par les topologies faibles. Nous Γappellerons

Γoperateur transpose de V.

DEFINITION. L'operateur transpose F* satisfait au principe du balayage si,

quels que soient ω ouvert relativement compact et μ mesure positive de

^%y il existe une mesure positive μr de ^% telle que

i) le support S> de μ c ω

ϋ) V*μ'*£V*μ

iii) les restrictions a ω de V*μ et V*μ' soient identiques.

La mesure μ est appelee mesure balayee de μ sur ω.

DEFINITION. L'opέrateur potentiel positif V est dit strictement positif si,

quel que soit x e X, il existe φ e ^ J telle que Vφ{x)>0.

On sait que V est strictement positif si et seulement si F * ^ ψ 0 pour

tout x e X, εx designant la masse-unitέ au point x, et que si V{ ^ ) est

dense dans ^ , V est strictement positif.

DEFINITION DU PRINCIPE DE DOMINATION. Queues que soient f et g fonc-

tions de <ifj, l'inegalite Vf(x)^Vg(x) sur Sf implique Vf^Vg.

THEOREME DE DUALITE [l], Soit V strictement positif. L'operateur transpose
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F* satisfait au principe du balayage si et seulement si V satisfait au principe de

domination.

3. Relation entre les principes de majoration et de domination.

D'abord notons que le principe de domination est plus fort que celui

de majoration. En effet, si on a, pour Λflre^J et a>0, Vaf{x)^Vg{x)

sur Sf9 on a Vf(x)^Vg{x) sur Sf et, par le principe de domination,

ce qui montre

THEOREME. Si V est strictement positify les principes de majoration et de domi-

nation sont identiques. .

Demonstration. II suffit de montrer que le principe de majoration impli-

que celui de domination. D'abord nous montrerons que Γoperateur Va — VΛ al

satisfait au principe de domination pour tout a > 0. Soient / et g functions

de ^ J avec Vaf(x)^Vag{x) sur Sf. Si Sf et Sg n'ont pas de points in-

terieurs en commun, on a Vaf{x)^Vag{x) = Vg(x) sur Sf et, par le principe

de majoration, Vaf^Vg et done Vaf^Vag. Si Γinterieur de SfθSg n'est

pas vide, on considere les fonctions (/ — g)+ et (/ — g)~, et obtient Finegalite

Vaf^LVag9 ce qui montre le principe de domination pour F α Done V%

satisfait au principe du balayage, puisque Va est strictement positif.

Soient ω ouvert relativement compact et μ mesure positive de ^ J , et

μ'a mesure balayee de μ sur ω relativement a Γoperateur V%. L'ensemble

{μ'al 0 < α < l } est borne pour la topologie vague. En effet, V etant stricte-

ment positif, il existe une fonction ψ e ^ J telle qu'on ait

et on a

^ (Vaφ, μ'a) = (φ, Vtμ'a) < {<P, Vtμ) = {Vaφ, μ) ̂  J (Vφ + φ)dμ<oo.

En consequence on peut supposer que {μ'a} converge vaguement vers une

mesure positive μ portee par ω quand a^O. Montrons que μ est une

mesure balayέe de μ relativement a V*. Soit / une fonction de <ĝ J a sup-

port dans ω. On a
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= \\m{{VJ,μ'a)-a(f,μ'a)}

= lim(Vaf, μ'a) = \im(f,Vtμ'a)
α->0 <z-»0

= lim(f,V*μ) = lim(Vaf,μ) = (Vf,μ) = (f,V*μ),

ce qui montre Pidentite des restrictions a ω de F*μ et F*//. De la meme

maniere on obtient V*μf^V*μ. Par consequent F* satisfait au principe du

balayage et done V satisfait au principe de domination. c. q. f. d.

Remarque. Si V n'est pas strictement positif, le principe de majoration

n'implique pas celui de domination. Nous donnerons un exemple. Soit

X un espace separe localement compact. Fixons deux points xx et x2 dans

X et un voisinage ouvert ω relativement compact de xx tel que ω Φ x2, et

une fonction ψ de <ĝ J telle que φ(x) > 0 dans ω et φ(x) = 0 dans Cω. Nous

posons pour toute / e ^

Alors F est un operateur positif qui satisfait au principe de majoration. En

effet, si Vaf(%)^Vg{x) sur Sf(ff g e ^ J ) , on a S/Cω, puisque F (̂aj) = 0

sur Cω. Done pour x ^ ω Γi Sf{i=$)

et

/(αO^βrCa?!) + flr(a?2).

ce qui montre Γinegalite Vaf{%) = Vf{x)^Vg{x) pour tout x<=ω\Sf. D'autre

part V ne satisfait pas au principe de domination, parce que, pour / e <^J

avec Sf c Cω et /(#2) > 0, Vf{x) = 0 sur S/ et done il est domine par tout

Vg sur Sf. Mais au point xί9 Vf{xγ) = f(%2)v(xi) n'est pas necessairement

domine par Vg(Xι) = {̂ (̂ i) +
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