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CARACTERISATION DU PRINCIPE DE DOMINATION POUR
LES NOYAUX DE CONVOLUTION NON-BORNES

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Dans toute la suite X désignera un groupe abélien localement com-
pact, séparé et dénombrable & l'infini; & sera sa mesure de Haar.
Rappelons qu’un noyau de convolution N sur X signifie une mesure de
Radon positive dans X et que, pour une mesure de Radon réelle p dans
X, Nxp s’appelle le N-potentiel de p dés que cette convolution est définie
au sens des mesures. Dans cette note, pour simplifier la discussion, nous
supposerons qu’il n’existe aucun sous-groupe compact de X excepté {0}.

On dit qu’un noyau de convolution N sur X est borné si, quelle que
soit f une fonction finie et continue dans X & support compact, le
N-potentiel Nxf de f est borné sur X. Dans I’article précédent [7], nous
avons fournit une caractérisation du principe de domination pour les
noyaux de convolution bornés sur X, en utilisant les noyaux de convolu-
tion de Hunt. Mais cela n’est pas définitif, car on connait bien qu’un
noyau de convolution sur X est borné et satisfait au principe de domi-
nation si et seulement s’il satisfait au principe complet du maximum
(cf. par exemple, [5]). On peut donner facilement d’exemples de noyaux
de convolution non-bornés et satisfaisant au principe de domination.

Dans cette note, nous founirons une caractérisation définitive du
principe de domination pour les noyaux de convolution sur X dans cette
direction. Cela est I’énoncé suivant:

Soit N un noyau de convolution sur X. Pour que N satisfasse au
principe de domination, il faut et il suffit que N soit un noyau de con-
volution de Hunt sur X ou bien qu’il existe une fonction positive, con-
tinue et exponentielle ¢ sur X telle que N soit de la forme

N =o{N, + N,
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ot N, est un noyau de convolution borné de Hunt sur X ou bien ﬁo =0
et ot N/ est un noyau de convolution singulier sur X satisfaisant au
principe de domination et périodique & tout le point du support de ﬁo,
supp (N,). Dans ce cas, la décomposition de N est essentiellement unique.

2. Préliminaires

Dans cet article, on notera toujours

My = Mz(X ;&) Pespace vectoriel topologique usuel des fonctions
&-mesurables, bornées dans X a valeurs réelles et & support compact.

Cx = Cx(X) Pespace vectoriel topologique usuel des fonctions finies
et continues dans X a support compact.

Mz et Ci désignent leur sous-ensembles des fonctions non-négatives.

Rappelons d’abord le principe relatif de domination entre deux noyaux
de convolution sur X. Soient N, et N, deux noyaux de convolution sur
X. On dit que N, satisfait au principe de domination relatif a N, si,
quelles que soient f et g de C%, I'inégalité N,xf < N,xg est satisfaite
partout sur X dés qu’elle I'est sur le support de f, supp (f). Dans ce
cas, on écrit N, < N,. En particulier, si N < N, alors on dit simple-
ment que N satisfait au principe de domination.

Remarque 1. 1l est un probléme si la relation “<" est transitive.

D’aprés I’équivalence de deux types de principes relatifs de domina-
tion (cf. [9]) et le résultat dans [8] (cf. le théoreme 1 de [8]), le principe
relatif du balayage en résulte immédiatement. On dit que N, satisfait
au principe du balayage relatif & N, si, pour un ouvert relativement
compact o de X et pour une mesure de Radon positive p dans X &
support compact, il existe une mesure de Radon positive p/ dans X
portée par @ telle que, au sens des mesures,

B.1) N;xy, < N,y dans X,

(B.2) N;#y, = N,+xp dans o,

(B.3) Quelle que soit v une mesure de Radon positive dans X,
N xy = N,*y, dans X dés que N,xy = N,*p dans o.

Dans ce cas, N,xy, est uniquement déterminé et s’appelle le
N,-potentiel balayé de N,*p sur o. On dit que 4, est une mesure balayée
de p sur o relativement & la couple (N,,N,). En particulier, si N = N,
= N,, N est dit de satisfaire au principe du balayage et 4, s’appelle une
mesure balayée de p sur o relativement au noyau N. Si, pour un noyau
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de convolution N sur X, le présent énoncé a lieu pour un ouvert
quelconque, on dit que N satisfait au principe du balayage sur tout
ouvert.

PrOPOSITION 1. Soient N, et N, deux noyaux de convolution sur X
et supposons que N, # 0 satisfait au principe de domination. Alors les
quatre énoncés suivants sont équivalents:

(@) N, <N,

() N, <N,

(¢) N, satisfait au principe du balayage relatif d N,.
(d) N, satisfait au principe du balayage relatif a N,.

On écrit ici N; (1 = 1,2) le noyau de convolution sur X symétrisant
avec N; par rapport & lorigine. Voyons Iimplication (a)= (b).
Supposons que, pour deux fonctions f, g de Ci, N, * f < N,xg sur supp (f);
alors N,+f < N,+§ sur supp (f), ot f(z) = f(—2x), et par suite, d’apreés
N, <N, N,xf < N,*§ partout sur X, d’ot N,*f < N,*g partout sur X.
On a donc N, < N,. Par conséquent, on a l’équivalence (a) & (b). On
retrouve aussi I’équivalence entre le principe de domination pour N, et
le principe de domination pour N,. Donc, en combinant le théoréme 1
de [8] et le résultat de [9], on obtient les équivalences (a) & (¢) et
(b) & (d), d’ol notre proposition.

PrOPOSITION 2. Soient N, et N, deux noyaux de convolution sur X ;
supposons que N, < N, et N, satisfait au principe de domination. Alors,
quelles que sotent f,g9 de M3%, N,f < N,g presque partout pout & (noté
désormais &-p.p.) sur X dés que N,f < N,g &p.p. sur {xeX; f(x) > 0}.

On note ici N,f la densité de la mesure N,*(f&) par rapport & &,
qui est localement bornée sur X. Voyons notre proposition. D’apres la
présente proposition, il existe une suite (¢);., de mesures de Radon
positives dans X telle que (N,x¢},)7., converge d’une maniére croissante
vers N, avec n — +oco. D’apreés le principe de domination pour N,, on
a N,f < N,g &p.p. sur X (cf. le théoréme 1 dans [5]). On a donc

N,%(9§) — N,#(f6) = lim (N, %(g€) — Ny*(fE) *e, = 0

T—=s+ 00

au sens des mesures dans X, d’ou N,g = N,f &-p.p. sur X.

PROPOSITION 3. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant
au principe de domination; alors la totalité C(N) des moyaux de convo-
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lution N’ sur X wvérifiant N < N’ est un cone convexe et vaguement
fermé.

En effet, C(N) est évidemment un cOne. Soient N, et N} deux
noyaux de convolution sur X appartenant & C(N) et (w,)7., une suite
croissante d’ouverts relativement compacts de X avec U7 ,w, = X. On
désigne par ¢, ; une mesure balayée de ¢ sur w, relativement a (N, N7), ou ¢
est la mesure de Dirac & l’origine de X. D’apres le principe de domination
pour N,N satisfait au principe de domination relatif au noyau de
convolution Nx(e,; + &,,) sur X. Faisant n— +oco0, on arrive a
N < N, + Nj;, d’ou C(N) est un cone convexe. Il est évident que C(N)
est vaguement fermé.

Pour un noyau de convolution N sur X, on dit qu’une mesure de
Radon positive y dans X est un N-pseudo-potentiel pur s’il existe une
famille filtrante (IVxp,),c, & droite de N-potentiels de mesures de Radon
positives dans X telle que 'on ait lim,., N*py, = 5 (vaguement). Soit 3
un N-pseudo-potentiel pur. Pour un ouvert » de X, on écrit o(y) C w
8’il existe une présente famille filtrante (Nx*p,).., & droite telle que
supp () C o(Va e 4).

Remarque 2. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination; alors, pour un N-pseudo-potentiel pur 7, il existe
une suite croissante (IV=xp,)7., de N-potentiels de mesures de Radon
positives dans X qui converge vaguement vers y avec n — 4 oo.

En effet, on peut supposer N =+ 0. Il existe une famille filtrante
(N #pt,).cs & droite de N-potentiels de mesures de Radon positives dans
X qui converge vaguement vers . On peut supposer ici que p, est a
support compact. Soit (w,);_, une suite croissante d’ouverts relativement
compacts avec @, C wn,, et Uy 0, = X; 1, , désigne une mesure balayée
de p, sur o, relativement au noyau N. Alors, d’aprés le principe de
domination pour N, (N ).c, est une famille filtrante & droite dans X,
et (¢, Decs €St vaguement bornée. Donc il existe une mesure de Radon
positive y, dans X vérifiant Nxy, <5 dans X et Nxy, =y dans o,.
D’aprés le principe de domination pour N et supp () C @n.1y N * )5y
est croissante dans X, d’oll notre remarque.

En généralisant cette remarque, on obtient la proposition suivante.

PROPOSITION 4. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant
au principe de domination et 5 une limite vague d’une famille filtrante
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de N-potentiels de mesures de Radon positives dans X ; alors y est une
limite vague d’une suite croissante de N-potentiels de mesures de Radon
positives dans X.

Cela est obtenu, de la méme maniére que ci-dessus. D’aprés la
proposition 1 et de la méme maniére que dans le lemme 2 de [7], on
obtient la proposition suivante:

PROPOSITION 5. Soient N, et N, deux noyaux de convolution sur X ;
supposons que N, < N, et N, satisfait au principe de domination. Alors,
pour un N,-pseudo-potentiel pur 5, et pour un ouvert quelconque o de
X, il existe un N,-pseudo-potentiel pur y ,, et un seul tel que, au sens
des mesures, 3., <y, dons X, p, =1 dons o et o(y,,) C 0. En par-
ticulier, si o est relativement compact, alors 7, est un N,-potentiel
d’une mesure de Radon positive dans X.

On dit que 7, est le N,-pseudo-potentiel balayé de 7, relativement
a (N, N,). Le corollaire suivant est un cas spécial de la présente
proposition.

COROLLAIRE 1. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant
au principe de domination; alors, pour un votsinage compact V de
Vorigine, il existe un N-pseudo-potentiel pur gy, et un seul tel que, au
sens des mesures, N = ngy dans X, N = 5oy dans CV et a(ypqy) C CV.

La définition suivante est déja introduite dans [7].

DEFINITION 1. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant
au principe de domination; on note

N = limyp, e N,=N-—-N',
vix
Vero
ol 77, est la totalité des voisinages compacts de l'origine. On dit que
N, et N’ sont respectivement la partie réguliére et la partie singuliére

de N. En particulier, si N/ = 0 (resp. N, = 0), alors N est dit régulier
(resp. singulier).

ProPOSITION 6. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant
au principe de domination; alors la partie réguliere de N est réguliére.

Cela est déja connu dans le cas ou N est borné (cf. le lemme 11
dans [7]). Mais il est essentiel dans sa démonstration que N est borné.



172 MASAYUKI ITO

Démonstration. On peut supposer évidemment N, 0 (et donc N = 0).
Soient ¢ une mesure de Radon positive dans X & support compact et o
un ouvert relativement compact de X. On choisit une suite (0,)7_; d’ouverts
relativement compacts de X avec @, C w,,, et Uj 0, =X. Pour un
voisinage V de ¥, avec In(V) D @, on note w,¢r =0 U (CV N w,), ol
In (V) désigne I’intérieur de V. N satisfaisant au principe du balayage,
on désigne par g, ¢, une mesure balayée de y sur w, ¢y relativement au
noyau N. Ayant N == 0, on obtient que (¢, ¢»);-: est vaguement bornée,
et par suite on peut supposer qu’elle converge vaguement vers une mesure
de Radon positive ¢, 0y dans X avec #n— +oc0. On a supp (Lycy)
Cw U CV. La suite (Nx/ ¢y)., converge d’une maniére croissante vers
un N-pseudo-potentiel pur 7, , ., dans X avec n 1 +oo. Pour un voisinage
W de v, avee In(W) D V, on a

3 /7
IHP New * ta,cv = Now * 1
n— -]

au sens des mesures dans In(W) — V== —y;xeIn(W),yeV}.
On a ensuite

lim (N — new) * th,or = (N — pow) * thayor < No* thyor

n—+ 00

au sens des mesures dans X, et donc

Duyrov — Now * 4 = No* lyoy
dans In(W) — V. Faisant W 1 X, on a

Du,0,0v — N'sxp < No# tloyor
dans X. On a inversement

Nuoov — N'xp=lm (N — N)xy, op = lim Noxpd, o = No*thyor -
oo

N+

Par conséquent, on a
Nuyo,cv — N'xp = No*tlyov »

d’oll, au sens des mesures, Nyxu = Nyx,,or dans X et Noxp = Ny thyor
dans 0. La famille (¢,ycr)vers mv)os €tant vaguement bornée, on peut
supposer qu’elle converge vaguement vers une mesure de Radon positive
t, dans X avec V 1 X. On a Nyxp = Nyxy, dans X et supp (&) C a.
Soient v la restriction de f, ¢y sur @ et plier = thyer — v. On désigne
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par 5, ¢r le N-pseudo-potentiel balayé de N=xy sur CV relativement au
noyau N. Alors on a

”,u,C'V - ”,u,m,CV - N*I) + 7]»,6'V

dans X, ol 75,¢r est aussi le N-pseudo-potentiel balayé de Nxu sur CV
relativement au noyau N. Donc il existe une mesure de Radon positive
tsy dans X portée par CV telle que 'on ait

Nsp — p,0v = Noxp — Nox oy €6 Nyspipy = No* trifyor

On a limy,x No#poy =0, car Nxp — 15,0y T Nyxp avec V 1 X. Donc
(N tflyev) converge vaguement vers 0 avec V 1 X, d’olt Nyxp = Ny*y,
au sens des mesures dans w. Il en résulte que N, satisfait au principe
du balayage”, d’ol le principe de domination pour N,. Il est facile de
voir que N, est régulier, en utilisant 1’égalité N — 5y = N, — Nyxepy
pour tout V de ¥, ol e, est un point adhérent de (efyn.,)p-: au sens
de la topologie vague. On note ici &y ,,, une mesure balayée de ¢ sur
CV N w, relativement au noyau N. La démonstration est ainsi compléte.

PROPOSITION 7. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant
au principe de domination et ¢ une mesure de Radon positive dans X.
Si Pon @ N = N=xo, alors N est pseudo-périodique & tout le point du
sous-groupe fermé de X engendré par supp (o).

On dit que N est périodique (pseudo-périodique) au point xe X si
N = Nxe, (resp. Nxe, est propotionnel & N), ou ¢, est la mesure de
Dirac au point «.

Démonstration. 11 est évident que si, pour un point  de X,N est
pseudo-périodique & «, alors N est pseudo-périodique &8 —=z. Si N
= N=x0, alors pour tout l'entier n > 0, Nx(e)* = N, ol (¢)° =¢ et (o)”
= (6)" 'xg. Donec pour notre proposition, il suffit de voir que N est
pseudo-périodique a tout le point de supp (¢). On peut supposer N # 0,
et donc ¢ # 0. Soient x un point quelconque de supp (¢) et V(x) un
voisinage ouvert et relativement compact de x. On désigne par ¢} ,, une
mesure balayée de ¢ sur V(x) relativement au noyau N. On a alors

1 Si, pour une mesure de Radon positive ¢ dans X & support compact et pour un
ouvert relativement compact o, il existe une mesure de Radon positive dans X portée
par & et vérifiant (B.1) et (B.2) pour No= N; = N3, on peut voir facilement ’existence
d’une mesure de Radon positive dans X portée par @ et verifiant (B.1), (B.2) et (B.3).
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N*(€ - e,V(:p))*a' = N*(E - E/V(a;))

dans X. Si supp (N *(e — € (,)) 0, alors supp (N * (e — &}, (,)) *0) 3 2. Mais
cela est en contradiction avec N = N x¢},(,, dans V(). Donc N = N x&f,(,,
dans un voisinage ouvert de l'origine. D’apres le principe de domina-
tion pour N, ona N < N=x¢,,, dans X, d’ou N = N x¢},,, dans X. Ayant
N =+ 0, on obtient que (¢ ;) est vaguement bornée lorsque V(x) tend
d’une maniére décroissante vers {x}. Par conséquent, il existe une con-
stante ¢, > 0 tel que N x¢, = ¢,N, d’oll notre proposition.

DEFINITION 2. Soit ¢ une fonction définie sur X. Si, quels que
soient x et ¥y de X, o(x + ¥) = p(®)p(y), alors ¢ est dite exponentielle.

Remarque 3. Soit X’ un sous-groupe fermé de X. Il est élémentaire
qu’une fonction positive, continue et exponentielle sur X’ peut étre pro-
longée & une fonction positive, continue et exponentielle sur X. Mais
ce prolongement n’est pas toujours unique.

Enoncons qu’un noyau de convolution régulier est contenu dans un
bonne classe de noyaux dans la théorie du potentiel. On dit qu’un noyau
de convolution N sur X est un noyau de convolution de Hunt sur X s’il
existe un semi-groupe vaguement continu («.);», de mesures de Radon

positives dans X avec «, = ¢ tel que I'on ait N = r a,dt. Dans ce cas,

0
(@)= €st uniquement déterminé (cf. par example, [3]) et s’appelle le
semi-groupe associé au noyau N. Cela est un noyau de convolution
possédant les propriétés définitives dans la théorie du potentiel.

PROPOSITION 8. Un noyau de convolution N sur X est régulier si
et seulement si N =0 ou bien N est un noyau de convolution de Hunt
sur X.

Pour montrer la proposition 9, on préparera d’abord les trois lemmes
suivants. Le lemme 1 est un théoréme de J. Deny (cf. [3]).

LEMME 1. Soit N un noyou de convolution sur X ; alors pour que
N soit un noyau de convolution de Hunt sur X, il faut et if suffit que
N soit un noyau de convolution associé sur X, qui est, par définition,
un noyou de convolution sur X wvérifiant lo condition suivante:

Il existe une base de wvoisinages compacts ¥~ de Uorigine telle que

Uon puisse associer a tout U'élément V de ¥ une mesure de Radon
positive oy dans X vérifiant les trois conditions suivantes:
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(A1) N = N=xogy, dans X et N = Nx*oy.
(A.2) N = N=xg, dans CV.
(A.3) Nsx(op)" converge vaguement vers 0 avec n — + co.

LEMME 2. Soient N un noyou de convolution (#0) sur X et X' un
sous-groupe fermé de X. Si N est pseudo-périodique @ tout le point de
X', alors il existe une fonction positive, conlinue et exponentielle ¢ sur
X telle que ¢N soit périodique & tout le point de X', on oN signifie une
mesure de Radon positive dans X dont la densité par rapport & N soit
égale o ¢.

En effet, pour un point =z de X’, il existe une constante ¢, > 0 telle
que Nixe, = c,N. Posons ¢(x) = c, pour tout = de X’; alors ¢ est
évidemment une fonction exponentielle sur X’, et elle est continue, car
N ke, — N x¢e,, (vaguement) avec x — z, (2, %, € X’). Donc on peut supposer
que ¢ est une fonction positive, continue et exponentielle sur X. On a,
pour tout z de X,

@N)#e, = —L_(Nxe,) = N,
o()

d’ott 9N est périodique a tout le point de X'.

LEMME 3. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination et Ny, N’ sa partie réguliére, sa partie singuliére,
respectivement. Alors pour toute la fonction positive, continue et eux-
ponentielle ¢ sur X,oN satisfait au principe de domination, et sa partie
réguliére et so partie singuliére sont respectivement égauxr & oN, et d
oN'.

En effet, supposons que, pour deux fonctions f et g de Cg,
(eN)  f < (pN) g sur supp (f) ;

posons f' = f/p et 9’ = g/p. Alors on a (N * ') < o(N *g’) sur supp (f)
= supp (f"). D’aprés le principe de domination pour N, on a ¢(N x f)
= o(N#g') sur X, d’ou le principe de domination pour ¢N. Pour la
deuxiéme part de ce lemme, il suffit que, quel que soit V de v, le
(pN)-pseudo-potentiel balayé de ¢N sur CV relativement au noyau ¢N soit
égal & opgy, OU 7oy est le N-pseudo-potentiel balayé de N sur CV
relativement au noyau N. Pour un ouvert relativement compact o de



176 MASAYUKI ITO

X, on désigne par &, une mesure balayée de ¢ sur o relativement au
noyau N. Alors on a

(oN) % (pel) = (N *¢.) ,

et donc ¢¢, est une mesure balayée de ¢ sur o relativement au noyau ¢N.
Donc le présent énoncé en résulte immédiatement.

Démonstration de la proposition 8. Il est connu que la part de “si”
a lieu (cf. par exemple, [7]). Donc on montrera son inverse. On peut
supposer N # 0. Dans la démonstration de la proposition 6, on obtient
pour un voisinage V de 77, il existe une mesure de Radon positive &,
dans X portée par CV telle que

N — Nevy = N, — Nyxegy

ou 7¢y est le N-pseudo-potentiel balayé de N sur CV relativement au
noyau N. Ayant N =N, on a 5y = Nx*e;y, et par suite N = Nxepy
dans X et N = Nx¢, dans CV. Supposons qu’il existe un voisinage V
de 77, tel que N = N=x¢eg, dans X. On a e, =0, car N # 0. Alors,
d’aprés la proposition 7 et le lemme 2, il existe une fonction positive,
continue et exponentielle ¢ sur X telle que ¢N soit périodique & tout le
point du sous-groupe fermé X’ de X engendré par supp (¢7,). D’aprés
notre hypothése concernant X et supp(e;y) 20, X’ est non-compact.
Alors pour tout le voisinage U de 77, il existe une mesure de Radon
positive &y, dans X avec supp (7)) C CU telle que (pN) = (¢pN) x¢j, dans
X. D’apres le principe de domination pour ¢N, on a

o(N xe4y) = (pN) * (pegy) = (pN) ey

dans X, et donc ¢N n’est pas régulier. Mais cela est en contradiction
avec le lemme 3. Par conséquent, on a N # Nx¢l,, pour tout V de ¥,.
Montrons finalement que, pour tout V de ¥, N=x(e,,)" converge vague-
ment vers 0 avec 7 — +oo. La suite (Nx*(ep)")r, est évidemment
décroissante, et on désigne par 5 sa limite vague. On a » = pxe; et
n = N. Pour un entier m = 1 quelconque, on a

(i:o (e'cv)">*(N*(e — &) =N —= Nx(,)"' <N,

et done > 7, (e4y)" a un sens, d’ol (¢5)" converge vaguement vers 0 avec
n— +oco. Done, pour tout U de 77, (INx*(c — efy))*(ezy)® converge
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vaguement vers 0 avec n — + oo, et par suite = p*¢;,. Par conséquent,
on a 5y < Nxey, et par suite, en faisant U1 X, p = 0. D’aprés le lemme
1, N est un noyau de convolution de Hunt sur X. La démonstration
est ainsi compléte.

COROLLAIRE 2. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant
au principe de domination. Pour que N satisfasse au principe d’unicité,
il faut et il suffit que sa partie réguliére ne s’annule pas.

Dans la théorie générale (cf. par exemple, [3]), les noyaux de Hunt
satisfont au principe d’unicité, et par suite il en résulte que la condition
est suffisante. La condition est évidemment nécessaire. On rappelle que
N satisfait au principe d’unicité si, quelles que soient p et v de mesures
de Radon positives dans X, ¢ =v dés que Ny = N *v.

COROLLAIRE 3. Soit N un noyau de convolution sur X satisfait au
principe de domination. Si la partie réguliére de N ne s’annule pas,
alors, pour une mesure de Radon positive p dans X d support compact
et pour un ouvert relativement compact o de X, une mesure balayée de
u© sur o relativement au noyau N est uniquement déterminée.

En effet, soient ¢/ et x/ deux mesures balayées de p sur o relative-
ment au noyau N; alors Nxy = Nxyu”, et donc /= .

Dans ce cas, ¢/ est dite la mesure balayée de 4 sur o relativement
au noyau N.

3. Le théoréme principal

Ce paragraphe sera toujours consacrée a la démonstration du théoréme
suivant:

THEOREME. Soit N un noyau de convolution sur X. Alors pour que
N satisfasse au principe de domination, il faut et il suffit que N soit un
noyau de convolution de Hunt sur X ou bien qu’il existe une fonction ¢
positive, continue et exponentielle sur X telle que

N = o(N, + N),

ot N, est un noyau de convolution borné de Hunt sur X ou bien N,=0
et on N’ est un noyou de convolution singulier (#£0) sur X (satisfaisant
au principe de domination) périodique & tout le point de supp (N,). Dans
ce cas, ¢ est uniquement déterminée sur le sous-groupe fermé engendré
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par le support de la partie réguliere de N, et la décomposition de N est
unique.

Si ce théoréme a lieu, alors le théoréme de [7] en résulte immédiate-
ment, car si N est borné, alors ¢ =1. On va préparer les quelques
lemmes suivants.

LEMME 4. Soit N un noyau de convolution sur X; alors il existe
une fonction finie, continue et strictement positive dans X telle que N = f
soit fint et continu.

En effet, soit (w,);_; une suite d’ouverts relativement compacts telle
que X =7, 0, et @, C w,,;. On choisit une fonction f, de C% telle que
0/ <1, fu=1 sur @, et supp (fu) C wn,;. On choisit une constante
a, telle que 0 < a, <2 et d,N+f, <27 " sur @,. Posons f =3 7, a,[n;
alors f est une fonction que nous avons désiré.

LEMME 5. Sotent N un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination et y une limite d’une suite croissante (N xpn)y-,
de N-potentiels de mesures de Radon positives dans X. Alors, quels que
soient 7 un N-pseudo-potentiel pur et (N xv,)y., une suite croissante tendant
vers 7/, on a

lim p*y, = liin 7 * p, (Vaguement) .

n—+ oo -+ o0
Cela résulte du fait que
Nkpy, %y, & Ny, *vy,
dés que n, < n, et m;, < m,.

DEFINITION 3. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant
au principe de domination et 5 une mesure de Radon réelle dans X.
On dit que 5 est N-invariante si, pour tout V de 77, il existe une suite
d’ouverts relativement compacts (w,);-, de X avec @, C w,,, et U0, = X
tell que p#egyq,, converge vaguement vers y avec n — + oo, Ol €;pn,, €St
une mesure balayée de ¢ sur CV N w, relativement au noyau N. En
particulier, si N est un noyau de convolution de Hunt, 5 est dite N-
harmonique.

Remarque 4. Soit (w,)7.; une suite d’ouvert relativement compacts
de X telle qne @, C w,,, et Uz, 0, = X. Pour qu’un N-pseudo-potentiel
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pur » soit N-invariant, il faut et il suffit que I'on ait lim,_.,.. p*epppn., = 7
(vaguement).
Cela résulte du lemme 5.

LEMME 6. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant ou
principe de domination et dont la partie réguliére ne s’annule pas. Pour
qu’un autre noyau de convolution N, sur X vérifie N < N,, il faut et il
suffit que N, soit de la forme

N,=Nxp+ 9,

ot i est une mesure de Radon positive dans X et p est un N-pseudo-
potentiel pur et N-invarint. Dans ce cas, la décomposition de N, est
unique.

En effet, soit (w,);.; une suite d’ouverts relativement compacts de
X avec @, C w,,, et Upi0, = X; supposons N < N,. D’aprés la pro-
position 1, N satisfait au principe du balayage relatif & N,, et donc on
désigne par 4/, une mesure balayée de ¢ sur o, relativement a (N, N)).
De la méme maniére que dans le corollaire 3, gy, est uniquement
déterminée, et donc 4, = 14,,, au sens des mesures dans o,, car y, est
aussi une mesure balayée de y,,, sur o, relativement au noyau N. On
a lim Nxy, = N, (vaguement). Ayant N =0 et Nx*y, < N,, on obtient
que (), est vaguement bornée, et par suite (x,);., converge vaguement
vers une mesure de Radon positive 4 dans X avec n — 4 oco. Posons
p =N, — Nx*p; alors on a

p = lim Nx(4, — p,) (vaguement) ,
n—+o
ou p, est la restreinte de 4 sur w,. La mesure p, — y, étant positive,
7 est un N-pseudo-potentiel pur (cf. la proposition 4). Soit V un
voisinage de ¥",; on désigne par &, la mesure balayée de ¢ sur CV N o,

relativement au noyau N. Alors (y=¢}),., est croissante et on a 5 = nx*e,.
On a, d’aprés le lemme 5,

lim <1im N*y;>*e;,, — lim 7oy %/ (vaguement)

Mot oo \n—+oo

ou 7y est le N-pseudo-potentiel balayé de N sur CV relativement au
noyau N. On a donc
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lim p*(e — &) = lim (lim Nxpx(e —e) — Nxps(e — eﬁ,))

m-—>+oo M=+ \n—>+c

= lim (N — gop) % (e, — ) =0,

n—=+o

d’ott » est N-invariant. Voyons I’unicité de cette décomposition. Soit
N = Nxy/ + 9/ une autre décomposition de N. Alors, en utilisant le
lemme 5, on a, pour tout V de v,

(N — pep) s pt = (N — yop) x4

dans X, et par suite, faisant V1 X, on a Nyxpg = Nyxp'. D’aprés les
propositions 6 et 7, on a x4 = ¢/, et donc » = y/. L’inverse a évidemment
lieu, d’oli notre lemme.

D’apres le présent lemme, tout le N’-pseudo-potentiel pur est N-
invariant, oit N’ est la partie singuliere de N. On remarque ici que
tout le N’-pseudo-potentiel pur est un N-pseudo-potentiel pur.

Jusqu’d la démonstration du théoréme, N est toujours un noyau de
convolution sur X satisfaisant au principe de domination et dont la
partie réguliére ne s’annule pas, et on note N, et N’ la partie réguliére
de N et la partie singuliére de N, respectivement. Pour une fonction
positive, finie et continue f dans X telle que Nx* f soit fini et continu,
on note

C(N’; f) = {N,: noyau de convolution sur X ; N < N,, N;* f(0) < N'« f(0)} .
LEMME 7. C(N’; f) est un ensemble convexe et vaguement compact.

En effet, C(N'; f) est évidemment convexe. D’aprés f >0 sur X
et N,*f(0) < N'xf(0) YN, e C(N'; ), C(N'; f) est relativement compact
Soit N, un élément adhérent de C(IN'; f); alors, d’aprés la proposition
4, N, est un N-pseudo-potentiel pur, et par suite N < N,, d’olt notre
lemme.

On désigne par Ex. C(N’; f) ensemble constitué par tous les élé-
ments extrémes. On se propose de déterminer explicitement Ex. C(N’; f).

LEMME 8. Soit N, un noyau de convolution sur X. Alors pour
que N, appartienne d Ex. C(N'; f), il faut et il suffit que N, = 0,

N’ £(0)
"~ Nxf(—w)

1 Nxe, ,

owt x est un point de X,ou bien que N, soit un N-pseudo-potentiel pur,
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N-invariant, avec N,* f(0) = N’ f(0) et vérifiant la condition suivante:
Quel que soit 3 un N-pseudo-potentiel pur tel que N, — 7 le soit
aussi, on & 7y = cN,, ot ¢ est une constante avec 0 < ¢ < 1.

En effet, on peut supposer N’ = 0. Montrons que la condition est
nécessaire. Tout I’élément N, de Ex. C(N’; f) vérifie évidemment N, = 1(0)
= N’x f(0) dés que N, #0. D’aprés le lemme 6, N, est un N-potentiel
d’une mesure de Radon positive dans X ou bien un N-pseudo-potentiel
pur et N-invariant. Si N, est le premier, alors il existe un point x de
X telle que

N’% £(0)

=_-— 47 Nx¢,,
Nx f(—x)

1

car, quelle que soit 4 une mesure de Radon positive dans X, Nxpy
= IN xedp(r). Soient N, le dernier et » un N-pseudo-potentiel pur (+0)
tel que N, — 7 le soit aussi. On a 7*f(0) > 0 et

N £O) L\ p%£(0) ..
Nli(Nl ) p)Nl*f(O) cCN'; ),

et donc

_ NSO
O

Par conséquent, la condition est nécessaire. Montrons que la condition
est suffisante. Evidemment 0¢ Ex. C(N’; f). Soient xz un point de X
et N, = (N'* f(0)/Nx f(—x))N x¢,; supposons que, pour deux noyaux de
convolution Nj, N/ sur X appartenant a C(N’; f) et pour une constante
aavec 0 <a <1, N, =aN,+ (1 —a)N/. D’apres le lemme 6, il existe
deux mesures de Radon positives p/ et y” dans X telles que, quel que
soit V de 77,

N« f(0) (N

m — o) kex = AN — pep)* ¢ + (1 — )N — pgy) ¢/,

et par suite, faisant V1 X, on a

N’*f(O) _ ’ _ 7
No*(mez> = Nyx(a + (1 — o)) .

D’aprés le principe d’unicité pour N, on a
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N’ % £(0)

N F—) ex=oay + A —a)y” .

On a donc y = ae, et ¢’ = a,e,, ot a; (1 =1,2) est une constante =0.
N xe, n’est pas N-invariant, et donc on a

N =a,Nxe, et N = a,N=xe¢,.
1 z 1 2

D’aprés N’* f(0) = Ni* f(0) =N/ * f(0), on a a,=a,=N"xf(0)/N* f(—x),
d’olt N, = N, = N7. Par conséquent, N,c Ex.C(N’; f). D’autre part,
soit N, un noyau de convolution sur X vérifiant la derniére condition.
Si, pour deux noyaux de convolution N, Ny sur X appartenant & C(N'; f)
et pour 0 < a <1,N, =aN]; + (1 — «)N/, alors, d’aprés notre condition,
on a aN; =¢N, et 1 — )N/ =¢,N,, ou ¢; (( =1,2) est une constante
=0. D’aprés Nixf(0) = N/*f(0) = N,xf(0), ona ¢, =aet ¢,=1—q,
d’ott N, = N; = N{. Donc N, ¢ Ex. C(N’; f). La démonstration du lemme
8 est ainsi complete.

COROLLAIRE 4. Soit N, un noyau de convolution sur X N-invariont
et appartenant & Ex. C(N’; f); alors on a:

(i) Pour tout V de v, toute la suite (w,)y., d’ouverts relativement
compacts de X avec @, C w,,, et Up,w, =X et pour un ensemble
borélien B de X, tout le point vaguement adhérent n de (N, gy, est
proportionnel & N, on p, est la mesure balayée de ¢ sur CV N w, relative-
ment & (N,N)) et (4,5 est la restreinte de y, sur B.

@ii) Soient V, (w3, et B les mémes que ci-dessus; alors tout le
point vaguement adhérent 5 de (N,xe, p)y., est proportionnel @ N,, o ¢,
est lo mesure balayée de ¢ sur CV N w, relativement au noyau N et on
¢,z est la restreinte de e, sur B.

En effet, soit  un point vaguement adhérent de (N =y p)i.,; alors
7 est un N-pseudo-potentiel pur (cf. la proposition 4). On choisit un sous-
suite (N =* ), p)m-, qui converge vaguement vers » dans X avec n — + co.
Dans ce cas, on peut supposer que (N 1, ¢p)m-; cONvVerge vaguement vers
une mesure de Radon positive 5 dans X avec m — + oo, oll ¢, ¢5 est la
restreinte de y,, sur CB. Alors 7/ est aussi un N-pseudo-potentiel pur,
d’apres la proposition 4. Ayant

lim Nxy, = N, (vaguement) ,

N+ 0o
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on obtient N, = 5 + 5/, et donc il existe une constante ¢ > 0 telle que
n» = ¢N,, d’oll I’énoncé (i).

L’énoncé (ii) peut étre montré de la méme maniére que ci-dessus,
car (N,x¢,);., converge d’une maniére croissante vers N, avec n — + co.

LEMME 9. On a N’ e Ex. C(N’; f).

En effet, on a évidemment N’c C(N’; f). Supposons que N’ n’est
pas extréme; alors il existe deux N-pseudo-potentiels purs N, et N, de
C(N’; f) tels que N, = N, et N’ = 4(N, + N,). On a N’x f(0) = N, = f(0)
= N,* f(0), et N, et N, sont de N’-pseudo-potentiels purs, car d’aprés le
lemme 6, N, et N, sont évidemment N-invariants, et pour un voisinage
V de 77, et pour une suite (w,)y., d’ouverts relativement compacts avec
@y, C Wnyy €8 Ug 0, = X, d’aprés le corollaire 2, on a & = 1(el., + &.,),
ol ¢ et ¢, sont respectivement les mesures balayées de sur CV N w,
relativement & (N, N’) et relativement & (N, N;) (¢ = 1,2), d’olt (Ny*el )1
et (N,x¢) )., convergent vaguement vers 0 avec n — 4 oco. Le noyau de
convolution N, + 3(N, + N,) étant un N-pseudo-potentiel pur et N, étant
un N’-pseudo-potentiel pur (¢ = 1,2), il existe deux mesures de Radon
positives g, et p, dans X telles que Nyxp + LN, et Nyxp, + LN, soient
de N-pseudo-potentiel purs et que N, = Ny*u + Nyxpy,. D’apres

N/*f(O) 7.
—WNGEX. CN; ),

Nyxp; + N, est proportionnel & N, et par suite

2N, # i f(©0) + N’

* f(0) / -
5N = 7(0) WNo+N) (@=12).

Nyxpy + %Ni =

D’aprés 'unicité de la décomposition dans le lemme 6, on a

g = 2No*#i*2]1;(0) + N7, o N, = 2NoxxfO) + N+ /0 o
* f(0) N f(0)

En utilisant N’* f(0) = N,* f(0) = N,* f(0), on a N’ = N, = N,, d’oli une
contradiction, d’oll le lemme 9.

Montrons que la condition est nécessaire dans notre théoréme. On
le montrera en séparant en quatre parties suivantes. Soient N, et N’
aussi la partie réguliere de N et la partie singuliere de N. Si N, =0
ou bien N’ = 0, alors la condition est évidemment nécessaire, et par suite
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on peut supposer N, =0 et N’ £ 0. Soient C(N’; f) et Ex. C(N'; f) les
mémes que ci-dessus.

(1) Tout le noyau de convolution N, sur X N-invariant et appartenant
a Ex. C(N’; f) est pseudo-périodique & tout le point du sous-groupe fermé
engendré par supp (N,).

En effet, supp (NV,) est un semi-groupe fermé dans X et si, pour un
point 2 de X, N, est pseudo-périodique a x, alors N, est aussi pseudo-
périodique au point —x. D’autre part, on a

supp (Ny) = Qo v%i supp (o)™

oll e, est la mesure balayée de ¢ sur CV relativement au noyau N, et
(ov)’ = &, (o)™ = (epyp) 1xegy (0 = 1) (cf. la remarque 2 dans [7]), et la
totalité des pseudo-périodes de N, est fermé. Par conséquent, il suffit
de montrer que, pour un voisinage quelconque V de 77, et pour un
entier m > 0 queleonque, N, est pseudo-périodique & tout le point de
supp ((¢%7)™). Soit (w,);.; une suite d’ouverts relativement compacts de
X avec @, C w,,; et Ur.,w, = X; on désigne par &, la mesure balayée
de ¢ sur CV N w, relativement au noyau N. Alors (&), converge vague-
ment vers s, avec n — +oo (cf. la proposition 6). D’aprés le lemme 5,
on a
lim N,x(l)™ = N, (vaguement) .

n—+4oo

Soit (¢4y), la restreinte de e, sur w,; alors ()™ = ((5y))™ dans X.
Ayant
N, — Ny#(egp)™ = nljﬁ (N # (€)™ — Ny*((egr))™)

dans X, on obtient que N, — N,x(¢;)™ est un N-pseudo-potentiel pur.
Pour tout « de supp ((ez»)™) et pour tout le voisinage ouvert V(z)
de x, (e4y)7 s, désigne la restreinte de (ef)™ sur V(x), et alors cela ne
s’annule pas dés que ¢y = 0. On peut supposer évidemment e, # 0 et
N, #0. N, — N,;*(;y)% est aussi un N-pseudo-potentiel pur et on a
N,#(eoy)¥@y #+ 0. D’aprés le lemme 8, il existe une constante c¢,,, > 0
telle que

4
Cy N1 % ()P 2 = Ny .

Lorsque V(x) tend d’une maniére décroissante vers {z}, la famille
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(Cy 2y (e6v)¥zy) est vaguement bornée. Done il existe une constante ¢, > 0
telle que ¢;N,*e, = N,, d’oli N, est pseudo-périodique & tout le point de
supp ((65)™).

Comme N’ ¢ Ex. C(N'; f), d’apres le lemme 9, N’ est pseudo-périodique
a tout le point de supp (N,). Par conséquent, il existe une fonection
positive, continue et exponentielle ¢+ dans X telle que VN’ soit périodique
a tout le point du sous-groupe fermé engendré par supp (N,).

(2) Montrons que N’ satisfait au principe de domination dans le
cas ou J«pdNo < 4 oo et supp (N, # {0}.

D’apres le lemme 3, il suffit de voir que N’ satisfait au principe
de domination. Pour le principe de domination pour +N’, il suffit d’avoir
Vimplication suivante:

Quelles que soient g,h de Cj,

(YN)xg < (¢N)xh sur supp(9)=> @N)xg < YN)xh sur X.
Voir [5]. Posons

o= min ((WN)xhx) — PN)xg(x)) ;

xesupp (9)

on choisit ensuite un entier m > 0 tel que

i max (WN)*xgx) <a.

m =zesupp (9)

D’apres deNo < 400, (YN *g s’annule & P’infini, et par suite on peut
choisir une famille (x;)™, de points de supp (V,) avec x, = 0 telle que,
quels que soient 4,7 avec © # j,

WND#(gres)(@) < @ — —— max (N #g®)

m wyesupp (g)

sur supp (g *e,;). Posons

g*exi ;

M

gm:‘.i
m

i=1

on a alors

max (YN)*g,x) <a, (YN g = (WN)x g

z€supp (f,,)

et
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min  (WN)*h(@) — (YN)xgn(@)) = a .

 €supp (fm)

Donc

(WN) *Gm + WN) g, < (WN)xh sur supp (g.) ,

et par suite
(WN)+g < (YN *9pn + (YN)*gn = (YN)xh sur X .

Par conséquent, N’ satisfait au principe de domination, d’oli le principe
de domination pour N’.

(8) Montrons que N’ satisfait au principe de domination dans le
cas ol j«[rdNo = oo.

Pour un voisinage V de 77, on désigne par ¢, la mesure balayée
de ¢ sur CV relativement au noyau N,. Alors e, est la mesure balayée
de ¢ sur CV relativement au noyau N,. Ayant

YN = PN #epy) = (PN« (Pely)
on a f«yds’cy =<1, et par suite N, est borné. D’aprés f\VdNo =t oo,

on a j\lrdsfw =1 et (WN’) = (YN)x(esy). On peut supposer que N, est
un noyau de convolution de Hunt sur le sous-groupe fermé X’ engendré
par supp (N,). N, étant borné sur X’, on obtient que, quelle que soit
&’ une mesure de Haar sur X’, ¥N, + & satisfait au principe de domi-
nation (cf. le lemme 12 dans [7]). D’apres & = &x(vely) YVe?7), la
partie singuliére de N, + & est égale a &. Soit (w,)s.; une suite
d’ouverts relativement compacts de X avec @, C w,,, et Up, 0, = X.
On désigne par ¢/ la mesure balayée de ¢ sur w, N X’ relativement a
(YN, + &,&), et alors & x¢// converge d’une maniére croissante vers & dans
X’ avec n 1 +oo. Supposons que, pour deux fonctions f et g de Cg,

(N« f(x) < ($N)*xg(@) sur supp (f) ;

alors cette inégalité a lieu sur X’ 4 supp (f). On peut supposer que la
mesure ¢, obtenue ci-dessus est une mesure de Radon positive dans X
d’une maniére usuelle. Alors (¢N')xe/ < ¥N’ dans X et ((vN)=*el)r_,

converge d’une maniere croissante vers N’ dans X avecn | +co. Ona

(IN)* (e )@) < (PN = f(@) < (PN)xg(2) sur X' + supp (f)
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et supp &/ *f) C X’ + supp (f). D’aprés +N < ¢N’, on a
WN)x(e/« ) < (WN)*g sur X.

En faisant n— + oo, on arrive & I'inégalité (¢N)+ f < (+N')xg sur X. Par
conséquent, VN’ satisfait au principe de domination, d’olt le principe de
domination pour N’.

(4) Montrons que N’ satisfait au principe de domination dans le
cas ou supp (V,) = {0}.

On peut supposer évidemment N, = . Soit 2 une fonction stricte-
ment positive, finie et continue dans X telle que N’«h soit fini et con-
tinu (cf. le lemme 4). On peut supposer que & est symétrique par
rapport & lorigine, et on a N'xh >0 dans X. On choisit une suite
(0n)2., d’ouverts relativement compacts et symétrique par rapport a
Porigine dans X avec @, C wn,, et Uj 0w, =X. Pour le principe de
domination pour N’, il suffit de montrer que I’implication suivante a
lieu: Quelles que soient f,g de C%,

Nsxf<N=xg sur supp(f)S>N'xf <N'xg sur X.

Posons A = {x e X; N'x f(x) < N'xg(x)}. Soit p, la mesure balayée de
f& sur A N o, relativement & (N,N’); alors, d’aprés N, =¢, ¢, est
absolument continue par rapport & § et sa densité f/,, appartient & Mj.
Désignons par Nf7, la densité de Nx*(f).f) par rapport a &; alors

(N fh)n-y est croissante et on a

N f = 1ir+n Nflha

&-p.p. dans A. Posons % = lim,_,.Nf),; alors u (précisément u£) est
un N-pseudo-potentiel pur. On a, pour tout entier n > 0, f, = flinu
&-p.p. dans w,, et donc lim,_,. f% , existe &p.p. sur X. On note f7; sa
limite, et alors on peut écrire u = f, + «/, ou % est un N’-pseudo-
potentiel pur. Evidemment v < N’x f &-p.p. sur X. Siu = N’xf, alors,
d’aprés N <N, on a N'xf < N'xg sur X (cf. le théoréme 1 dans [5]),
et donc on montrera u = N’xf &-p.p. sur X. Montrons d’abord que u
est un N’-pseudo-potentiel pur. Pour un point z de A, on note respec-
tivement ¢/, et (¢/.). la mesure balayée de ¢, sur o, relativement a
(N, N’y et la restreinte de ¢/, sur A. On a alors, pour tout = de A,

z,n
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Nx f(x) — N % g(x) = (N xe,) = (Ff — §)(0)
= lim (V' %€/ )#(f — $O0) = lim | (N'*f() — N’ % g()de,..(v)

= 1?—31 N'* f(@) — N"* g@))d(e7, ) 4(y) = E (N () ) # (f — §)(0) .

D’aprés le corollaire 4, tout le point vaguement adhérent de (N * (GNP i
est < N’x¢, et proportionnel & N’sxe,. Donc il existe une constante c
avec 0 < ¢ <1 telle que

lim (V' # (2, )% (f — $)O0) = eV xe,) * (f — §)(0)

n—+o0

= ¢(N'* f(®) — N'*xg(x)) = N'* f(x) — N'xg(x) ,

d’olt ¢=1. Il en résulte que (NV * (e Ja)w-1 converge vaguement vers
N’xe, avec n — +oco. Pour une fonction s de M3 portée par A, on
désigne par s, et par (s/), la densité de la mesure balayée de s& sur w,
relativement & (NV,N’) et sa restreinte sur A, respectivement. Alors
s eM} et on a

_[(N’*f(x) — w@)s@)dE@) = lim [ (V'x (@) — u@)s! @dE@)
= lim [ V% f(@) — w@)ED. @) =0,

car
()46 = [ e us@di(@) .
Par conséquent, quelle que soit s une fonction de M} portée par A,
[ i@ =0,
d’ot, d’aprés supp (f%) C 4, on a f, =0. On obtient ainsi que u est

un N’-pseudo-potentiel pur.
Montrons ensuite que, quelle que soit s de M,

Jv( o )@ foi)(x) #@ =0

Soit & la g-algébre constituée par tous les ensembles &-mesurables de X ;
on pose, pour tous e,e, de &,
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- G (@)
Glene) = [N ( Nxh )(x) N k(@) =

et

Gleye) =[N ( R )(x) N ;(ﬁx) @,
ou ¢; 1 = 1,2) est la fonction caractéristique de ¢;. Alors G et G’ sont
de noyaux relatifs & X et & & (voir [4]). On note é(ez, e) = G(e,e)
et G'(e,e) = G'(e,e;) (Ye,Ve,e&). Pour une fonction s de ME, le
potentiel Gs de s par rapport au noyau G et le potentiel Gs de s par
rapport au noyau G sont de la forme

1 g ) 1 ( 8 )
] DJ < (; = = )
Gs = wih (N’*h o G=m My

et done, d’aprés le principe de domination pour N et N,N < N’ et N <
N',G et G satisfont au principe complet du maximum®. Par conséquent,
G est de type positif, c’est-a-dire, pour toute s de Mg,

f Gs(@)s(@)de(@) = 0 .

Cela est un résultat principal de ’article [4]. De la méme maniére que
dans le cas ou G est un noyau de convolution borné (cf. la: démonstra-
tion du théoréme dans [7]), on obtient que G’ est aussi de type positif,
d’oui, pour toute s de Mg,

jN’( N’s*h, >(x) N;S::Z)(x) dsx) = 0.

On montrera finalement N’x f = u &-presque partout sur X. On a
Nf,.Tu avec n1 +oo, N'&f =u &-presque partout sur A et 4
D supp (f%,) U supp (f) (n =1,2,...). Done, en utilisant le fait que G’
est de type positif, on a

= lim | GV + W — fLN@N @) @) — [} 2)dé(@)

-+ 00

= lim | 4G + A« )(f — FaN@N % h@)(f(@) — fi(@)dE@) .

n—>+ oo

% G satisfait au principe complet du maximum si, quelles que soient f,g de Mz,
P’inégalité Gf < Gg + 1 est satisfait &-p.p. sur X dés qu’elle l’est &-p.p. sur {reX;
S(z) > 0}.
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D’apres le fait que (G’ + (") est un noyau symétrique et de type positif,
on a

lim (G’ + G «h)(f — f4.))@) =0

n—+ o0
&-p.p. sur X, et par suite

N'sh (§p (N’*h )) N'sh . N(N*h / )= N
N’*h(N* Nk Fah am N\ Tan) = ¢ * f

&-p.p. sur X. La suite (f%,) convergeant vers 0 §-p.p. sur X et ayant

) )= 8 (N*h )
I -
Jm (L el

g-p.p. sur A D supp (fa.) (w=1,2,-..), on a, pour tout entier m = 1,

(o N'xh N'«h
lim (%7 ) = N (FrFans)) = 0
Hm (N\en ™ Nk A

&-p.p. sur X, ol [, est la restreinte de s, sur

{sex; N(N "L Fr)(@) < N s (N “Lf)@ + L)
D’aprés N < N, on a

N'xh ) (N*h )<1\7' (N*h ) R
N(N’ Fanm) S NG Tonn) S N o) + 5N

&-p.p. sur X (cf. le théoréme 1 dans [5]). En faisant n 1 + oo et ensuite
m 1 +oo, on arrive a l'inégalité

( N'xh ) N (N’*h )
1 <
nggN( SNES EIC

&-p.p. sur X, et par suite u = N'xf, d’oit 4 = N'x f &p.p. sur X. On
obtient ainsi que N’ satisfait au principe de domination dans le cas ou
supp (Vy) = {0}.

En posant ¢ = 1/+, ﬁo = N, et N = ¥N’, on obtient que la condi-
tion est nécessaire dans notre théoréme.

On montrera que, dans notre théoréme, la condition est suffisante.
On préparera d’abord le lemme suivant:

LEMME 10. Soient N, un noyou de convolution borné de Hunt sur
X et N' un noyau de convolution (#0) sur X satisfaisant au principe de
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domination et périodique & tout le point de supp (N,). Alors, pour une
mesure de Radon positive p dans X et pour un ouvert relativement com-
pact o de X, il existe une mesure de Radon positive p/ dans X portée
par @ telle que, au sens des mesures, (N, + Ny < N'xp dans X et
Ny + N)xy/ = N'sp dans o.

En effet, on note N = N, + N’. D’aprés le théoréme 6 dans [8], on
a N, <N, car N’ est Ni-harmonique ou un N, -potentiel d’une mesure de

Radon positive d’accord awecfclN0 = 4 oo ou bien IdN0 < 4. On a

aussi N, < N. On a ensuite N < N’. En effet, si, pour deux fonctions
f et g de Ck, Nxf < N’xg sur supp (f), alors N'x f < N’xg sur supp (f),
et par suite N'xf < N’xg partout sur X, d’aprés le principe de domi-
nation pour N’. Donc N’xg — N’x f est non-négative et N-harmonique ou
un N,-potentiel d’une mesure de Radon positive dans X d’accord avec
deo — +o0 ou bien deo < Foo.

Soient & une fonction strictement positive, finie et continue dans X
symétrique par rapport & lorigine telle que (N’ + N')xh soit fini et
continu, et & la méme que ci-dessus. Pour les noyaux de convolution
N, et N’ sur X, on définit, de la méme maniere que ci-dessus, deux
noyaux G, et G’ relatifs a X et a &; par exemple,

Gen o) = [ No( 2 )@ Nf’;ffix) dE@  (e,ee8),
ou c¢; est la fonction caractéristique de e; (t = 1,2). D’aprés N, < N et
N, < N, G, et G, satisfont au principe complet du maximum”. D’aprés
le principe de domination pour N’ et N/,G’ et & satisfont aussi au
principe complet du maximum. Posons G = G, + G’; alors G est de
type positif. De la méme maniére que dans la proposition 2 dans [7],
on obtient que, pour une constante ¢ > 0, une compact K de X et pour
une fonction réelle, £&-mesurable et localement bornée u dans X, il existe
une fonction f, g, de Mj; portée par K, et une seule telle que

ch,K,u _l‘ cfc,K,u g U S"pp sur K ’
Gfegnu + Cfegu =u &ED.D. sur {xeX; fox(x) > 0}.

Soit (¢.).c, une famille filtrante de fonctions de C% portées par un com-
pact fixé telle que (p,£),c, converge vaguement vers e. On désigne par
v« la fonction obtenue ci-dessus pour c¢=1/n, K=a et pour u

n,a
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= G((N'+h)p*¢,). Alors, d’aprées N <N, on a

N((N'xh) f7,.)(x) + %N "k (@) f7,(#) = N'x(px0,)()

&-p.p. sur X et
N(N'"*h) f7,.)(®) + %N’*h(x)f a(@) = N5 (% 0,)(x)

g-presque partout sur @. Pour tout n > 0, la famille (f}, .).c, est évidem-
ment vaguement bornée, et on choisit un point vaguement adhérent y, de
(f1.e®ecs- N étant non-zéro, (x,);., est vaguement bornée. Soit x' un
point vaguement adhérent de (u); alors on a, au sens des mesures,

Nuxy/ < N'sxp dang X et Nxy/ = Nxpu dans o .

Montrons que la condition est suffisante dans notre théoréme. Il
suffit de montrer le principe de domination pour N dans le cas ou N
= go(ﬁo + 1\7’), NV., +0et N7 = 0. D’apres le lemme 3, il suffit que N:, + N
satisfasse au principe de domination. Supposons que, pour deux fonc-
tions f et g de Cg,

N, + Ny« f(@) < (N, + N)xg(x) sur supp(f) .

Soit £ un point quelconque de X. D’aprés le lemme 10, il existe un
mesure de Radon posmve e, portée par supp 62) telle que, au sens des

mesures, (N + N’)*e < N'*ex et (N + N’)*e,, N’*ex dans {x e X ; f(x)
>0}. On a alors

N wg(a) = j IAN %)) = j IAN, + N+ @)
- j (N, + N g del(v) = j N, + N+ F()de, )
= jf(y)oz((No + Nxe)@) = j F@AN xe)(w) = N+ @) ,

d’ott N+ g N« f dans X. De la méme maniére que dans la démonstra-
tion de N < N’ dans le lemme 10, on a

Ny + Ny« f@) < (N, + Nyxg@) sur X,

d’oli le principe de domination pour N.
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On discutera finalement sur l’unicité la décomposition de N. Sup-
posons que N est des deux formes

N=o® +N) et N=g®, +N)

avec NO #+0 et ﬁo # 0, qui vérifient les conditions dans le théoréme. On
peut supposer ici que goNo et goN’ sont respectivement la partie réguliére
et la partie singuliére de N. Si supp (NO) = {0}, alors, d’aprés la
singularité de N’ et le lemme 3, supp (No) = {0}, et on obtient immédiate
ment N N et goN’ = ga'N’ Done on peut supposer supp (N, # {0}.
On a évidemment N #* 0, N’ #0et N< ga’N’ (cf. le lemme 3), et donc,
d’aprés le lemme 6, on peut écrire uniquement N’ = (%(N0 + N’))* U

+ 7, ol g est une mesure de Radon positive dans X et » est un
<?§(NVU + ANI’))-pseudo-potentiel pur et <f§(N‘, + N’))-invariant. Pour un

voisinage V de ¥, on des1gne par ¢/, la mesure balayée de ¢ sur CV

relativement au noyau No. Alors (ﬂlNo)*EC’V et (ﬂ,N’)*e’CV sont
¢ ¢
définies et on a

Nowte — ey = (L-M0) 56 = ) + (L) wte — ) — Nrale — ety
¢ @
= (LM)x6— s =) + (LN )ule — e — )
¢’ ¢
— px(e — edy
La partie réguliére de ﬂ,N étant égale a i’%No (cf. le lemme 3) et
14 ¢

supp (N N xey) étant compact, on a
N *(e — efy) = (—%1\70)*(5 — W — gy
@
et

(_;f_ﬁ)( — xe — ) — pr(e — ) = 0.

On obtient ensuite que, pour toute f de C%, (ﬁlﬁo)*(s —wxf et
@
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(ﬂlﬁ’)*(e — w=*f sont bornées sur le sous-groupe fermé engendré par
@

supp (Ny).
Supposons d’abord fdﬁo < 4o00. Alors j delj, < 1, et par suite

~

Fi= (28)sc—n,
14
d’ol

_S’i—No = ﬁo + l\zro*(‘>° (F‘)n> .
o 7=l

Par conséquent, supp (1\70) C supp (1\70). D’aprés le fait que, pour toute

f de C%, (%N’)* f est bornée sur le sous-groupe fermé engenré par
¢
supp (]\70) et le fait que <£,1\7’) est pseudo-périodique a tout le point de
1%
supp (Vy), (-90—,1\7’)* ¢+ 7 est périodique & tout le point de supp (l\zfo).
¢

Par conséquent, (ﬁ,ﬁ(,)* u est périodique & tout le point de supp (1\:70),
14

et par suite 1\7‘,*2;’;;1 ()" Pest aussi, d’ou > 7., ()" 'est aussi. Le noyau
de convolution ¢ + > =, ()™ étant un noyau de convolution de Hunt sur

NG

X, on a p=0, dolt oN, = ¢/'N, et o' = ¢ N'
Supposons ensuite Idﬁo = +o0; alors fde’é,, = 1. D’apres I’égalité

N = N'x&)y, on a

ﬁo*(e — egy) = < 90, No)*(e — &ov)

14

NG

et par suite N, = ol¢’ Ny, d’olt N, = 90’1\7'0 et o' = ¢/N
Ayant N’ = ¢'/¢ N', on obtient facilement que ¢ =¢ sur le sous-
groupe fermé engendré par supp (¢No).
La démonstration de notre théoréme est ainsi compléte.

Remarque 5. Soit N, un noyau de convolution de Hunt sur X. 8’il
existe un noyau de convolution N sur X satisfaisant au principe de
domination dont la partie réguliére est égale &4 N, et dont la partie
singuliere ne s’annule pas, alors il existe une fonction positive, continue
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et exponentielle ¢ dans X telle que ¢N, soit borné, d’apres le présent
théoréme.

4. Appendice

Le but de ce paragraphe est de discuter notre probléme sans notre
hypothése qu’il n’existe aucun sous-groupe compact de X excepté {0}.
Dans cette section, on ne suppose aucune condition additionnelle pour X.
Dans ce cas, le présent théoréme est de la forme suivante:

PROPOSITION 9. Soit N un noyau de convolution (#0) sur X. Alors
pour que N satisfasse au principe de domination, il faut et il suffit qu’il
existe un sous-groupe compact I" de X telle que N soit le prolongement
canonique de (N, + N') sur X, o ¢ est une fonction positive, continue
et exponentielle dans X|I', N, est un noyau de convolution de Hunt sur
X/I" ou bien N, =0 et ou N est un noyau de convolution singulier sur
X /I (satisfaisant au principe de domination) avec N, < N’ et périodique
& tout le point de supp (N,).

Démonstration. Voyons d’abord que la condition est suffisante.
D’aprés le présent théoréme, le noyau de convolution N, + N') sur X/I"
satisfait au principe de domination. On remarque ici que, d’aprés N,
< N',N, est borné dés que N’ 0. Donc on obtient facilement Ile
principe de domination pour N. Par conséquent, on montrera seulement

que la condition est nécessaire.

On pose, pour un entier n =1, N, = -1—5 + N. Alors N, satisfait
n

au principe de domination. De la méme maniére que ci-dessus, on peut
définir la partie réguliére N,, de N, et la partie singuliére N, de N,.
Pour un voisinage V de 77, on note 7,¢, et 5y le N,-pseudo-potentiel
balayé de N, sur CV relativement au noyau N, et le N-pseudo-potentiel
balayé de N sur CV relativement au noyau N, respectivement. Si n = m,
alors N,, < N, <N, et par suite la suite (y,,¢y)5-, est croissante. Donc
(No.n)i-; est décroissante et on a lim,,,.N,, = N, ou N, est la partie
réguliere de N. D’apres le principe de domination pour N,, (Yo = 1),
lim,, .. N,, satisfait au principe de domination. La suite (N,,.);., étant
décroissante, lim,,,. N, , est régulier. On a, pour tout V de 77, et pour

tout n=1, N, — pp0p = le. De la méme maniére que ci-dessus (cf.
n
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le lemme 1); N,, est un noyau de convolution de Hunt sur X, et on
obtient ensuite que N/ est un noyau de convolution singulier sur X
pseudo-périodique a tout le point de supp (N,.). Donc lim,,,. N, est un
noyau de convolution sur X satisfaisant au principe de domination et
pseudo-périodique a tout le point de supp (lim,,,. N,.). Evidemment
lim,,,. N, est singulier, et on a N =lim,,,., N, , + lim,,,. N,. Posons
Ny = lim,,,. N, ., et N, = lim,,,.N,. On peut supposer N,., # 0 et
N, # 0. Alors il existe une fonction positive, continue et exponentielle
¢ sur X telle que N’ soit périodique & tout le point de supp (NV,,..)-
Alors, de la méme maniére que dans (8) de la démonstration du présent
théoréme, N, . est borné. Posons

I'={zeX;(WN,.) = (WN,.)*e} ;

alors I' est un sous-groupe fermé de X. D’aprés la régularité de VN, ..,
I' set compact, et par suite la restreinte de v sur I" est égale &4 1. Done
N est périodique a tout le point de I'. Il existe de noyaux de convolu-
tion N, et N’ sur X/I' tels que ¥N, . et N’ soient respectivement les
prolongements canoniques de N, et de N sur X. Il est facile de voir
que N, est un noyau de convolution borné et régulier sur X/I" et que
N’ est un noyau de convolution singulier sur X périodique & tout le
point de supp (N,). N, est non-périodique, et par suite, d’aprés le lemme
1, N, est un noyau de convolution borné de Hunt sur X/I’. On obtient
aussi que - est le prolongement canonique sur X d’une fonction positive,
continue et exponentielle ¥ dans X/I". Posons ¢ = 1/y; alors N est le
prolongement canonique de #XN, + N) sur X. La démonstration est
ainsi compleéte.
Les deux corollaires suivants en résultent immédiatement.

COROLLAIRE 5. Soit N un noyau de convolution non-périodique sur
X. Pour que N satisfasse au principe de domination, il faut et il suffit
que N soit un noyau de convolution de Hunt sur X ou bien que N soit
de la forme

N =N, + Ny,

ou ¢ est une fonction positive, continue et exponentielle sur X, ﬁo est un
noyau de convolution borné de Hunt sur X ou bien égal a 0 et ow N
est un noyau de convolution singulier (£0) sur X périodique a tout le
point de supp (ﬁo).
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COROLLAIRE 6. Soit N un noyau de convolution sur X tel que le

sous-groupe fermé de X constitué par toutes les périodes de N ne con-
tienne aucun sous-groupe compact excepté {0}. Alors la méme conclusion
o leu.
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