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CARACTERISATION DU PRINCIPE DE DOMINATION POUR

LES NOYAΓX DE CONVOLUTION NON-BORNES

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Dans toute la suite X designera un groupe abelien localement com-
pact, separe et denombrable a Γinίini ξ sera sa mesure de Haar.
Rappelons qu'un noyau de convolution N sur X signiίie une mesure de
Radon positive dans X et que, pour une mesure de Radon reelle μ dans
X, N*μ s'appelle le N-potentiel de μ des que cette convolution est definie
au sens des mesures. Dans cette note, pour simplifier la discussion, nous
supposerons qu'il n'existe aucun sous-groupe compact de X excepte {0}.

On dit qu'un noyau de convolution N sur X est borne si, quelle que
soit / une fonction finie et continue dans X a support compact, le
iV-potentiel N*f de / est borne sur X. Dans Γarticle precedent [7], nous
avons fournit une caracterisation du principe de domination pour les
noyaux de convolution bornes sur X> en utilisant les noyaux de convolu-
tion de Hunt. Mais cela n'est pas definitif, car on connait bien qu'un
noyau de convolution sur X est borne et satisfait au principe de domi-
nation si et seulement s'il satisfait au principe complet du maximum
(cf. par exemple, [5]). On peut donner facilement d'exemples de noyaux
de convolution non-bornes et satisfaisant au principe de domination.

Dans cette note, nous founirons une caracterisation definitive du
principe de domination pour les noyaux de convolution sur X dans cette
direction. Cela est Γenonce suivant:

Soit N un noyau de convolution sur X. Pour que N satisfasse au
principe de domination, il faut et il suffit que N soit un noyau de con-
volution de Hunt sur X ou bien qu'il existe une fonction positive, con-
tinue et exponentielle φ sur X telle que N soit de la forme

N = φ(N0 + # ' ) ,
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oύ NQ est un noyau de convolution borne de Hunt sur X ou bien No = 0

et oύ N' est un noyau de convolution singulier sur X satisfaisant au

principe de domination et periodique a tout le point du support de No,

supp (Λf0). Dans ce cas, la decomposition de N est essentiellement unique.

2. Preliminaires

Dans cet article, on notera toujours
Mκ = MK(X ξ) Γespace vectoriel topologique usuel des fonctions

f-mesurables, bornees dans X a valeurs reelles et a support compact.
Cκ = CK{X) Γespace vectoriel topologique usuel des fonctions finies

et continues dans X a support compact.
MK et d designent leur sous-ensembles des fonctions non-negatives.
Rappelons d' abord le principe relatif de domination entre deux noyaux

de convolution sur X. Soient Nλ et N2 deux noyaux de convolution sur
X. On dit que Nί satisfait au principe de domination relatif a N2 si,
queues que soient / et g de Cί, Γinegalite Nλ*f <LN2*g est satisfaite
partout sur X des qu'elle Test sur le support de /, supp (/). Dans ce
cas, on ecrit Nx < N2. En particulier, si N < N, alors on dit simple-
ment que N satisfait au principe de domination.

Remarque 1. II est un probleme si la relation "-<" est transitive.

D'apres Γequivalence de deux types de principes relatifs de domina-
tion (cf. [9]) et le resultat dans [8] (cf. le theoreme 1 de [8]), le principe
relatif du balayage en resulte immediatement. On dit que Nx satisfait
au principe du balayage relatif a N2 si, pour un ouvert relativement
compact ω de X et pour une mesure de Radon positive μ dans X a
support compact, il existe une mesure de Radon positive μf dans X
portee par ω telle que, au sens des mesures,

(B.I) N^μi <^N2*μ dans X,
(B.2) N^μi = N2*μ dans ω,
(B.3) Quelle que soit v une mesure de Radon positive dans X,

N^u ;> N^μi dans X des que N^v ^ N2*μ dans ω.

Dans ce cas, Ni*f/M est uniquement determine et s'appelle le
Nrpotentiel balaye de N2 * μ sur ω. On dit que μlΛ est une mesure balayee
de μ sur ω relativement a la couple (N19N2). En particulier, si N = Nt

= N2, N est dit de satisfaire au principe du balayage et μ'ω s'appelle une
mesure balayee de μ sur ω relativement au noyau N. Si, pour un noyau
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de convolution N sur X, le present enonce a lieu pour un ouvert
quelconque, on dit que N satisfait au principe du balayage sur tout
ouvert.

PROPOSITION 1. Soίent JVX et N2 deux noyaux de convolution sur X
et supposons que Nx Φ 0 satisfait au principe de domination. Alors les
quatre enonces suivants sont equivalents:

(a) NX<N%.
(b) Nλ<N2.
(c) Nι satisfaίt au principe du balayage relatif a N2.
(d) Nι satisfait au principe du balayage relatif a N2.

On ecrit ici Ni (i = 1,2) le noyau de convolution sur X symetrisant
avec Ni par rapport a Γorigine. Voyons Γimplication (a) t=> (b).
Supposons que, pour deux fonctions /, g de C£,Nι*f^N2*g sur supp (/)
alors Ni*f<Z N2*g sur supp (/), oύ fix) = /(—x), et par suite, d'apres
Nx < N2, Nλ*f <* N2*g partout sur X, d'oϋ Nι*f^ίΐ2*g partout sur X.
On a done j ^ -< iV"2. Par consequent, on a P equivalence (a) φ (b). On
retrouve aussi Γequivalence entre le principe de domination pour Nx et
le principe de domination pour Nλ. Done, en combinant le theoreme 1
de [8] et le resultat de [9], on obtient les equivalences (a) £Φ (c) et
(b) & (d), d'oύ notre proposition.

PROPOSITION 2. Soient N1 et N2 deux noyaux de convolution sur X
supposons que Nx < N2 et Nx satisfait au principe de domination. Alors,
quelles que soient f, g de Mi, N2f ^ N2g presque partout pout ξ (note
desormais ξ-p.p.) sur X des que Nxf ^ Nxg ξ-p.p. sur {xeX; fix) > 0}.

On note ici Nλf la densite de la mesure N1*(fξ) par rapport a f,
qui est localement bornee sur X. Voyons notre proposition. D'apres la
presente proposition, il existe une suite (e£)JΓ-i de mesures de Radon
positives dans X telle que (N^ε'Jζ^ converge d'une maniere croissante
vers 2V2 avec n-> +co. D'apres le principe de domination pour Nu on
a Nxf ^ Nλg f-p.p. sur X (cf. le theoreme 1 dans [5]). On a done

2V2 * (gξ) - N2 * (fξ) = lim (N, * (gξ) - N, * (/£)) * < ^ 0
n-*+oo

au sens des mesures dans X, d'ou N2g ^ N2f f-p.p. sur X.

PROPOSITION 3. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant
au principe de domination; alors la totalite C(N) des noyaux de convo-
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lution Nf sur X verifiant N < N' est un cone convexe et vaguement
ferme.

En effet, C(N) est evidemment un cone. Soient N[ et N'2 deux
noyaux de convolution sur X appartenant a C(N) et (ωn)~βl une suite
croissante d'ouverts relativement compacts de X avec IJ~=1 ωn = X. On
designe par ε'nΛ une mesure balayee de ε sur ωn relativement a (N, iV<), oύ ε
est la mesure de Dirac a Γorigine de X. D'apres le principe de domination
pour N,N satisfait au principe de domination relatif au noyau de
convolution N*(ε'nil + e â) sur X. Faisant n—»+00, on arrive a
N < N[ + N'2, d'oύ C(N) est un cone convexe. II est evident que C(N)
est vaguement ferme.

Pour un noyau de convolution N sur X, on dit qu'une mesure de
Radon positive η dans X est un iV-pseudo-potentiel pur s'il existe une
famille filtrante (N*μa)aeΛ a droite de iV-potentiels de mesures de Radon
positives dans X telle que Γon ait \imaeΛN*μa = η (vaguement). Soit η
un Λf-pseudo-potentiel pur. Pour un ouvert ω de X, on ecrit σ(η) c ω
s'il existe une presente famille filtrante (N*μa)aeΛ a droite telle que
supp (μa) C ω(ya e A).

Remarque 2. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination alors, pour un AΓ-pseudo-potentiel pur η, il existe
une suite croissante (7V*μJ~=1 de 2V-potentiels de mesures de Radon
positives dans X qui converge vaguement vers η avec n-> +00.

En effet, on peut supposer iV Φ 0. II existe une famille filtrante
(N*μJaeΛ a droite de iV-potentiels de mesures de Radon positives dans
X qui converge vaguement vers η. On peut supposer ici que μa est a
support compact. Soit (ωn)ζ=1 une suite croissante d'ouverts relativement
compacts avec ωn c ωn+1 et U"=i^n = X\ μ'a,n designe une mesure balayee
de μa sur ωn relativement au noyau N. Alors, d'apres le principe de
domination pour N, (N*μ'a^aeΛ est une famille filtrante a droite dans X,
et (μ^JaeΛ est vaguement bornee. Done il existe une mesure de Radon
positive μ'n dans X verifiant N*μ'n^η dans X et N*μ'n = η dans ωn.
D'apres le principe de domination pour N et supp (/4) c n̂+i> (N*/4)w=i
est croissante dans X, d'oύ notre remarque.

En generalisant cette remarque, on obtient la proposition suivante.

PROPOSITION 4. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant
au principe de domination et η une limίte vague dyune famille filtrante
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de N-potentiels de mesures de Radon positives dans X; alors η est une

limite vague d9une suite croίssante de N-potentiels de mesures de Radon

positives dans X.

Cela est obtenu, de la meme maniere que ci-dessus. D'apres la

proposition 1 et de la meme maniere que dans le lemme 2 de [7], on

obtient la proposition suivante:

PROPOSITION 5. Soίent Nλ et N2 deux noyaux de convolution sur X

supposons que Nx < N2 et Nλ satis fait au prίncipe de domination. Alors,

pour un N2-pseudo-potentiel pur η2 et pour un ouvert quelconque ω de

X, il existe un Nx-pseudo-potentiel pur ηhω, et un seul tel que, au sens

des mesures, ηhω <; η2 dans X, rjhω = η2 dans ω et σ(ηhω) c ω. En par-

ticulier, si ω est relativement compact, alors ηhω est un Nrpotentiel

d'une mesure de Radon positive dans X.

On dit que ηltω est le Λ^-pseudo-potentiel balaye de η2 relativement

a (N19N2). Le corollaire suivant est un cas special de la presente

proposition.

COROLLAIRE 1. Soit N un noyau de convolution sur X satίsfaίsant

au prίncipe de domination; alors, pour un voisίnage compact V de

Γorigίne, il existe un N-pseudo-potentiel pur ηcv, et un seul tel que, au

sens des mesures, N ;> ηcv dans X, N = ηcv dans CV et σ(ηcv) c CV.

La definition suivante est deja introduite dans [7].

DEFINITION 1. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant

au principe de domination; on note

2V; = lim ηcv et 2V0 = N - N' ,
V \X
ver0

oύ i^Q est la totalite des voisinages compacts de Γorigine. On dit que

No et N' sont respectivement la partie reguliere et la partie singuliere

de N. En particulier, si N' — 0 (resp. iV0 = 0), alors N est dit regulier

(resp. singulier).

PROPOSITION 6. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant

au principe de domination; alors la partie reguliere de N est reguliere.

Cela est deja connu dans le cas oύ N est borne (cf. le lemme 11

dans [7]). Mais il est essentiel dans sa demonstration que N est borne.
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Demonstration. On peut supposer evidemment NoΦθ (et done N Φ 0).

Soient μ une mesure de Radon positive dans X a support compact et ω

un ouvert relativement compact de X. On choisit une suite (<sθrc=i d'ouverts

relativement compacts de X avec ωn c ωn+ι et Un=i^n = X- Pour un

voisinage V de ^ 0 avec In (V) D ω, on note ωntCV = ω U (CV Π ω j , oύ

In (V) designe Γinterieur de V. N satisfaisant au principe du balayage,

on designe par μ'ntCV une mesure balayee de μ sur ωntCV relativement au

noyau N. Ayant N Φ 0, on obtient que (μn,cv)n=\ est vaguement bornee,

et par suite on peut supposer qu'elle converge vaguement vers une mesure

de Radon positive μ'ωΌCv dans X avec n—>+oo. On a supp(μlU C F)

c ω U CV. La suite (AiΓ*i«n,(7F)w=i converge d'une maniere croissante vers

un iV-pseudo-potentiel pur ημ^cv dans X avec n f + oo. Pour un voisinage

W de rΓ0 avec In (Ψ) D F, on a

lim ηCw*μ'n,cv = Vcw*μ
n-* +oo

a u s e n s d e s m e s u r e s d a n s I n ( W ) — V = {z = x — y xeln(W),ye V}.

On a ensuite

lim (N —

au sens des mesures dans X, et done

dans In (IF) - 7. Faisant TF | X, on a

%,.,CF ~ N'*μ ^ No*μ'ωυcv

dans Z. On a inversement

% , - , C F — N ' * ^ = l im (2V — N')*μ'ntCV = l im N0*μ'n>cv ^ NQ*μ'ω{jCV .

Par consequent, on a

%,.,σr — N'*μ = N0*μ'ωUCV ,

d'oύ, au sens des mesures, N0^μ^ N0*μ'ωΌCV dans X et A^*/* = N0*//φΌCr

dans α). La famille 04»ucF)reirof IMDDB etant vaguement bornee, on peut

supposer qu'elle converge vaguement vers une mesure de Radon positive

μi dans X avec V ] X. On a N o * ^ >̂ NQ*μf

ω dans X et supp (μ'J c ω.

Soient v la restriction de //mΌCr
 s u r ® e t ACJCF = j"luCF — ^ On designe
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par ηVtCV le Λf-pseudo-potentiel balaye de JV*v sur CV relativement au

noyau N. Alors on a

η V t C V

dans X, oύ ημtCV est aussi le iV-pseudo-potentiel balaye de N.*μ sur CV

relativement au noyau N. Done il existe une mesure de Radon positive

f/cv dans X portee par CV telle que Γon ait

N*μ — 7]μtCV = N0*μ — N0*μ'cv et NQ*μίcv >̂ N0*μ%Cv

On a l im F t x N o * f/ c v = 0, car N*μ — ημ>cv | N0*μ avec V \ X. Done

(ΛΓ0*μ"UCF) converge vaguement vers 0 avec F | I , d'oύ N0*μ = N0*//ω

au sens des mesures dans ω. II en resulte que No satisfait au principe

du balayageυ, d'oύ le principe de domination pour NQ. II est facile de

voir que No est regulier, en utilisant Γegalite N — ηcv = N0 — N0*ε'cv

pour tout V de ^0> oύ ε^F est un point adherent de (ε'cvnωr)n=i au sens

de la topologie vague. On note ici e^n . u n ^ mesure balayee de ε sur

CV Π ωn relativement au noyau N. La demonstration est ainsi complete.

PROPOSITION 7. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant

au principe de domination et σ une mesure de Radon positive dans X.

Si Γon a N = N*σ, alors N est pseudo-periodique a tout le point du

sous-groupe ferme de X engendre par supp (σ).

On dit que N est periodique (pseudo-periodique) au point x e X si

N — N^εx (resp. N*εx est propotionnel a N), oύ ε* est la mesure de

Dirac au point x.

Demonstration. II est evident que si, pour un point x de X, N est

pseudo-periodique a x, alors N est pseudo-periodique a — x. Si N

= N*σ, alors pour tout Γentier n > 0, N*(σ)n = N, oύ (σ)° = ε et (σ)n

= ((7)n"1*σ. Done pour notre proposition, il suffit de voir que N est

pseudo-periodique a tout le point de supp (σ). On peut supposer N Φ 0,

et done σ Φ 0. Soient x un point quelconque de supp (σ) et V(x) un

voisinage ouvert et relativement compact de x. On designe par εF U ) une

mesure balayee de ε sur V(x) relativement au noyau N. On a alors

υ Si, pour une mesure de Radon positive μ dans X a support compact et pour un
ouvert relativement compact ω, il existe une mesure de Radon positive dans X portee
par ω et verifiant (B.I) et (B.2) pour No = iVΊ = N2, on peut voir facilement Γexistence
d'une mesure de Radon positive dans X portee par ω et verifiant (B.I), (B.2) et (B.3).
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N*(ε — ε'r{x))*σ = N*(ε — ε'Γ(a;))

dans X. Si supp (ΛΓ * (ε — ε'V(x))) B 0, alors supp (N * (ε — ε'Γ(Λ;)) * α ) 9 i Mais

cela est en contradiction avec N = N*e'vix) dans V(x). Done 2V = N*εγix)

dans un voisinage ouvert de Γorigine. D'apres le principe de domina-

tion pour N, o n a N ^ N*eV{x) dans X, d'oϋ N = N*ε'Vix) dans X. Ayant

2V ^ 0, on obtient que (eίr(Λ)) est vaguement bornee lorsque F(#) tend

d'une maniere decroissante vers {x}. Par consequent, il existe une con-

stante cx > 0 tel que N*εx = cxN, d'oύ notre proposition.

DEFINITION 2. Soit φ une fonction definie sur X. Si, quels que

soient x et y de X> φ(x + y) = (̂α?)̂ (7/), alors p est dite exponentielle.

Remarque 3. Soit X7 un sous-groupe ferme de X. II est elementaire

qu'une fonction positive, continue et exponentielle sur Xf peut etre pro-

longee a une fonction positive, continue et exponentielle sur X. Mais

ce prolongement n'est pas toujours unique.

Enonςons qu'un noyau de convolution regulier est contenu dans un

bonne classe de noyaux dans la theorie du potentiel. On dit qu'un noyau

de convolution N sur X est un noyau de convolution de Hunt sur X s'il

existe un semi-groupe vaguement continu (at)t^0 de mesures de Radon

positives dans X avec a0 = ε tel que Γon ait N = atdt. Dans ce cas,
Jo

(̂ ί)ί̂ o est uniquement determine (cf. par example, [3]) et s'appelle le

semi-groupe associe au noyau N. Cela est un noyau de convolution

possedant les proprietes definitives dans la theorie du potentiel.

PROPOSITION 8. Un noyau de convolution N sur X est regulier si

et seulement si N = 0 ou Men N est un noyau de convolution de Hunt

sur X.

Pour montrer la proposition 9, on preparera d'abord les trois lemmes

suivants. Le lemme 1 est un theoreme de J. Deny (cf. [3]).

LEMME 1. Soit N un noyau de convolution sur X; alors pour que

N soit un noyau de convolution de Hunt sur X, il faut et if suffit que

N soit un noyau de convolution associe sur X, qui est, par definition,

un noyau de convolution sur X verifiant la condition suivante:

II existe une base de voίsίnages compacts Ψ* de Γorigine telle que

Γon puisse assocίer a tout Γelement V de "Γ une mesure de Radon

positive σv dans X verifiant les trois conditions suivantes:
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(A.I) N ;> N*σv dans X et N Φ N*σv.
(A.2) N = N*σv dans CV.
(A.3) N*(σv)

n converge vaguement vers 0 avec n-> +00.

LEMME 2. Soient N un noyau de convolution (Φϋ) sur X et X' un
sous-groupe ferme de X. Si N est pseudo-periodique a tout le point de
X', alors il existe une fonction positive, continue et exponentielle ψ sur
X telle que φN soit periodique a tout le point de X', oύ φN signifie une
mesure de Radon positive dans X dont la densite par rapport a N soit
eg ale a φ.

En effet, pour un point x de Xf, il existe une constante cx > 0 telle
que N * εx = cxN. Posons φ(x) = cx pour tout x de X' alors φ est
evidemment une fonction exponentielle sur X', et elle est continue, car
N*εx —> N*εXo (vaguement) avec x^>x0 (x, x0 e Xf). Done on peut supposer
que φ est une fonction positive, continue et exponentielle sur X. On a,
pour tout x de X',

φ(χ)

d'oϋ φN est periodique a tout le point de X'.

LEMME 3. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination et No, N' sa partie regulίere, sa partie singuliere,
respectivement. Alors pour toute la fonction positive, continue et ex-
ponentielle φ sur X, φN satisfait au principe de domination, et sa partie
reguliere et sa partie singuliere sont respectivement egaux a φN0 et a
φN;.

En effet, supposons que, pour deux fonctions / et g de C£,

(φN) * / ^ (φN) * g sur supp (/)

posons / ' = f/φ et g' = g/φ. Alors on a φ(N*f) <̂  φ(N*g') sur supp (/)
= supp(/0 D'apres le principe de domination pour N, on a φ(N*f)
tίkφ(N*gf) sur X, d'oύ le principe de domination pour φN. Pour la
deuxieme part de ce lemme, il suffit que, quel que soit V de i^0, le
( îV)-pseudo-potentiel balaye de φN sur CV relativement au noyau φN soit
egal a φηcy, oύ ηcv est le ΛΓ-pseudo-potentiel balaye de N sur CV
relativement au noyau N. Pour un ouvert relativement compact ω de
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X, on designe par ε'ω une mesure balayee de ε sur ω relativement au

noyau N. Alors on a

et done φεf

ω est une mesure balayee de ε sur ω relativement au noyau φN.

Done le present enonce en resulte immediatement.

Demonstration de la proposition 8. II est connu que la part de "si"

a lieu (ef. par exemple, [7]). Done on montrera son inverse. On peut

supposer N Φ 0. Dans la demonstration de la proposition 6, on obtient

pour un voisinage V de ^ 0 , il existe une mesure de Radon positive ε'cv

dans X portee par CV telle que

N — Vcv = No — N0*ε'cv ,

oύ 7]cv est le iV-pseudo-potentiel balaye de N sur CV relativement au

noyau N. Ayant N = No, on a ηcv = N*εcV9 et par suite N }> N*ε'cv

dans X et 2V = N *εr

cv dans CV. Supposons qu'il existe un voisinage V

de rΓQ tel que N = N*ε'cv dans X. On a ε^Γ Φ 0, car N Φ 0. Alors,

d'apres la proposition 7 et le lemme 2, il existe une fonction positive,

continue et exponentielle ψ sur X telle que ψN soit periodique a tout le

point du sous-groupe ferme Xf de X engendre par supp (ε'cv). D'apres

notre hypothese concernant X et supp (/cv) % 0, Xf est non-compact.

Alors pour tout le voisinage U de rΓ09 il existe une mesure de Radon

positive ε'^ dans X avec supp (ε^F) c: CU telle que (φN) = (φN)*^ dans

X. D'apres le principe de domination pour φN, on a

^(iV^ε^) = {φN)*(φε'cu) ^ (φN)*έ£π

dans X, et done £>2V n'est pas regulier. Mais cela est en contradiction

avec le lemme 3. Par consequent, on a N Φ N*ε'cv pour tout V de y 0 .

Montrons finalement que, pour tout V de ^ 0 , iV*^^)? converge vague-

ment vers 0 avec n—>+oo. La suite (Λ/Ήc(ε Γ̂)
w)̂ =1 est evidemment

decroissante, et on designe par η sa limite vague. On a η — η*εf

cv et

η ^ N. Pour un entier m ^ 1 quelconque, on a

= N - N

et done 2 ; = 0 (ε^)71 a un sens, d'oύ Wcv)
n converge vaguement vers 0 avec

n—>+oo. Done, pour tout U de ^0> (N*(e — ε'Cϋ))*(εcV)
n converge
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vaguement vers 0 avec n —• +00, et par suite η = η*e'cϋ. Par consequent,

on a ^ N*ε'cu, et par suite, en faisant U ] X, η — 0. D'apres le lemme

1, N est un noyau de convolution de Hunt sur X. La demonstration

est ainsi complete.

COROLLAIRE 2. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant

au principe de domination. Pour que N satisfasse au principe d'unicite,

il faut et il suffίt que sa partίe reguliere ne s'annule pas.

Dans la theorie generate (cf. par exemple, [3]), les noyaux de Hunt

satisfont au principe d'unicite, et par suite il en resulte que la condition

est suffisante. La condition est evidemment necessaire. On rappelle que

N satisfait au principe d'unicite si, queues que soient μ et v de mesures

de Radon positives dans X, μ = v des que N*μ = N*v.

COROLLAIRE 3. Soit N un noyau de convolution sur X satisfait au

principe de domination. Si la partie reguliere de N ne s'annule pas,

alors, pour une mesure de Radon positive μ dans X a support compact

et pour un ouvert relativement compact ω de X, une mesure balayee de

μ sur ω relativement au noyau N est uniquement determinee.

En effet, soient μ! et μ!' deux mesures balayees de μ sur ω relative-

ment au noyau N; alors N*μf — N*μ", et done μr — μ!f.

Dans ce cas, μ' est dite la mesure balayee de μ sur ω relativement

au noyau N.

3. Le theoreme principal

Ce paragraphe sera tou jours consacree a la demonstration du theoreme

suivant:

THEOREME. Soit N un noyau de convolution sur X. Alors pour que

N satisfasse au principe de domination, il faut et il suffit que N soit un

noyau de convolution de Hunt sur X ou Men qu9il existe une fonction φ

positive, continue et exponentίelle sur X telle que

N = φ(N0 + N*) ,

ou No est un noyau de convolution borne de Hunt sur X ou Men No = 0

et ou N' est un noyau de convolution singulier (=£0) sur X (satisfaisant

au principe de domination) periodique a tout le point de supp (NQ). Dans

ce cas, φ est uniquement determinee sur le sous-groupe ferme engendre
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par le support de la partίe reguliere de N, et la decomposition de N est

unique.

Si ce theoreme a lieu, alors le theoreme de [7] en resulte immediate-

ment, car si N est borne, alors φ = 1. On va preparer les quelques

lemmes suivants.

LEMME 4. Soit N un noyau de convolution sur X; alors il existe

une fonction finie, continue et strictement positive dans X telle que N*f

soit fini et continu.

En effet, soit (ωn)n=i une suite d'ouverts relativement compacts telle

que X = \Jn=i o)n et ωn c ωn+1. On choisit une fonction fn de C£ telle que

0 ^ fn ^ 1,/n = 1 sur ωn et supp (fn) c ωn+ι. On choisit une constante

an telle que 0 < an <, 2rn et anN*fn < 2rn sur ωn. Posons / = Σ ί - i αwΛ ί

alors / est une fonction que nous avons desire.

LEMME 5. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant au

principe de domination et η une limite d'une suite croissante (2V*μw)~=1

de N-potentiels de mesures de Radon positives dans X. Alors, quels que

soient ηf un N-pseudo-potentiel pur et (N*vn)Zml une suite croissante tendant

vers rf, on a

lim η*vn = lim τf*μn (vaguement) .

Cela resulte du fait que

des que nx ^ n2 et mx ^ m2.

DEFINITION 3. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant

au principe de domination et η une mesure de Radon reelle dans X.

On dit que η est N-invariante si, pour tout V de ^ 0 , il existe une suite

d'ouverts relativement compacts (ωn)^=1 de X avec ωn c ωn+1 et UΓ=i ωn = X

tell que^*ε^F n ω n converge vaguement vers η avec n-* +oo, oύ e'orΓimΛ est

une mesure balayee de ε sur CV Π ωn relativement au noyau N. En

particulier, si N est un noyau de convolution de Hunt, η est dite JV-

harmonique.

Remarque 4. Soit ( α O ^ une suite d'ouvert relativement compacts

de X telle qne ωn C ωn+1 et \Jζ=1ωn — X* Pour qu'un iV-pseudo-potentiel
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pur η soit ΛMnvariant, il faut et il suffit que Γon ait limw_+oo η*ecvnωn = η

(vaguement).

Cela resulte du lemme 5.

LEMME 6. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au

princίpe de domination et dont la partie reguliere ne s'annule pas. Pour

qu'un autre noyau de convolution Nx sur X verifie N < N19 il faut et il

suffit que Nλ soit de la forme

Nx = N*μ + η ,

oύ μ est une mesure de Radon positive dans X et η est un N-pseudo-

potentiel pur et N-invarint. Dans ce cas, la decomposition de Nλ est

unique.

En effet, soit (ωn)£=1 une suite d'ouverts relativement compacts de

X avec ωn c ωn+1 et UΓ=i^n = X; supposons N < Nλ. D'apres la pro-

position 1, N satisfait au principe du balayage relatif a N19 et done on

designe par μ'n une mesure balayee de ε sur ωn relativement a (AT, NJ.

De la meme maniere que dans le corollaire 3, y!n est uniquement

determinee, et done μ'n ^ μ'n+1 au sens des mesures dans ωn, car μ'n est

aussi une mesure balayee de /4+i sur ωn relativement au noyau N. On

a UmN*μ'n = Ni (vaguement). Ayant N Φ 0 et N*μ'n ^ N19 on obtient

que (μ'n)n=i e s t vaguement bornee, et par suite (jOZ-i converge vaguement

vers une mesure de Radon positive μ dans X avec n-+ +co. Posons

η — Nλ — N*μ; alors on a

η = lim N*(μ'n — μn) (vaguement) ,
W-»+oo

oύ μn est la restreinte de μ sur ωn. La mesure μfn — μn etant positive,

Ύ] est un 2V-pseudo-potentiel pur (cf. la proposition 4). Soit V un

voisinage de Vo on designe par ε'n la mesure balayee de ε sur CV Π ωn

relativement au noyau N. Alors (η*eβnsal est croissante et on a η ^ 37 *ε^.

On a, d'apres le lemme 5,

lim (lim N*μC\*ε'm= lim ηCv*/4> (vaguement) ,

oύ ηcv est le iV-pseudo-potentiel balaye de N sur CV relativement au

noyau N. On a done
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lim 3?*(ε — ε'n) = lim (lim ΛΓ*^*(ε — ε'n) — N*μ*(ε — ε'n))

= lim (N - ηcv) * 04 — AO = 0 ,

cΓoύ η est ΛMnvariant. Voyons Γunicite de cette decomposition. Soit
N = N*μ' + η' une autre decomposition de N. Alors, en utilisant le
lemme 5, on a, pour tout V de f0,

(N — ηcv)*μ — (N — ηcv)*μf

dans X, et par suite, faisant V ] X, on a N0*μ = N0*μ'. D'apres les
propositions 6 et 7, ona// = μf, et done ^ = ηf. L'inverse a evidemment
lieu, d'oύ notre lemme.

D'apres le present lemme, tout le iV'-pseudo-potentiel pur est N-
invariant, oύ N' est la partie singuliere de N. On remarque ici que
tout le JV'-pseudo-potentiel pur est un iV-pseudo-potentiel pur.

Jusqu'a la demonstration du theoreme, N est toujours un noyau de
convolution sur X satisfaisant au principe de domination et dont la
partie reguliere ne s'annule pas, et on note No et N' la partie reguliere
de N et la partie singuliere de N, respectivement. Pour une fonction
positive, finie et continue / dans X telle que N*f soit fini et continu,
on note

C(N' /) = {N,: noyau de convolution sur X N < Nl9 N^f(0) ^ N'*f(0)} .

LEMME 7. C(Nf /) est un ensemble convexe et vaguement compact.

En effet, C(N' /) est evidemment convexe. D'apres / > 0 sur X
et Λ r

1*/(0)^ JV7*/(0) ( v ^ e C ^ ; / ) ) , CQί' f) est relativement compact
Soit N1 un element adherent de C(N' /) alors, d'apres la proposition
4, JVΊ est un N-pseudo-potentiel pur, et par suite N < Nl9 d'oύ notre
lemme.

On designe par Ex. C(N' /) Γensemble constitue par tous les ele-
ments extremes. On se propose de determiner explicitement Ex. C(N' / ) .

LEMME 8. Soit 2VΊ un noyau de convolution sur X. Alors pour
que 2VΊ appartienne a Ex. C(N' / ) , il faut et il suffit que N1 = 0,

N ι = N'.fjO) N

oii x est un point de X,ou Men que Nt soit un N-pseudo-potentiel pur,
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N-invariant, avec N^fiO) = N'*f(0) et verifiant la condition suίvante:

Quel que soit η un N-pseudo-potentiel pur tel que JVX — η le soit

aussi, on a η = cN19 oύ c est une constante avec 0 <£ c fg 1.

En effet, on peut supposer N' Φ 0. Montrons que la condition est

necessaire. Tout Γelement Nλ de Ex. C(Nf /) verifie evidemment Nλ*f(ϋ)

= IV'*/(0) des que N1 Φ 0. D'apres le lemme 6, Nλ est un Λf-potentiel

d'une mesure de Radon positive dans X ou bien un iV-pseudo-potentiel

pur et ΛMnvariant. Si N1 est le premier, alors il existe un point x de

X telle que

car, quelle que soit μ une mesure de Radon positive dans X, N*μ

— N*exdμ(x). Soient JVΊ le dernier et η un iV-pseudo-potentiel pur

tel que Nx — η le soit aussi. On a 5?*/(0) > 0 et

et done

7*/(0)

Par consequent, la condition est necessaire. Montrons que la condition

est suffisante. Evidemment Oe Ex. C(N' / ) . Soient x un point de X

et Nι = (N'*f(0)/N*f(—x))N*εx; supposons que, pour deux noyaux de

convolution N'lf N" sur X appartenant a C(N' /) et pour une constante

a avec 0 < a < 1, Λ7\ = αiVί + (1 — αOΛfί7. D'apres le lemme 6, il existe

deux mesures de Radon positives μf et μ!f dans X telles que, quel que

soit V de rTQ,

et par suite, faisant V | Z, on a

D'apres le principe d'unicite pour JV0, on a
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Λ 7 :f \ £χ = uμ + (1 - ot)μ" .
N*/(—x)

On a done // = ĉ e* et μ" = α2εx, oύ at (i = 1,2) est une constante

N*εx n'est pas N-invariant, et done on a

Nί = axN*εx et N " = a2N*εx .

D'apres N'*/(0) = Nί*/(0) = Nί'*/(0), on a ax = a2 = N'*f(ϋ)IN*f(-x),

d'oύ NX = N[ = Nί'. Par consequent, Nx e Ex. C(N';f). D'autre part,

soit Nj un noyau de convolution sur X verifiant la derniere condition.

Si, pour deux noyaux de convolution Nί, ΛΓ̂  sur X appartenant a C(N' /)

et pour 0 < a < 1, Nι = ceΛΓί + (1 — α r ) ^ , alors, d'apres notre condition,

on a αJVί = c ^ et (1 — o^N" = c2iVΊ, oύ cέ (i = 1,2) est une constante

^ 0 . D'apres 2Vί*/(0) = Ni'*f(0) = Λ/>/(0), on a cx = α et c2 = 1 - a,

d'oύ Λ/Ί = Ni = Nί'. Done Nx e Ex. C(N7 / ) . La demonstration du lemme

8 est ainsi complete.

COROLLAIRE 4. Soit Nλ un noyau de convolution sur X N-invarίant

et appartenant a Ex. C(N' /) alors on a:

( i) Pour tout V de f0, toute la suite (ωn)%=1 d'ouverts relatίvernent

compacts de X avec ωn c ωn+1 et \Jn==1ωn = X et pour un ensemble

borelien B de X, tout le point vaguement adherent η de (N'* μ'n,B)n=ι e§t

proportionnel a N19 oύ μ!n est la mesure balayee de ε sur CV Π ωn relative-

ment a (N,Nλ) et μlntB est la restreίnte de μ'n sur B.

(ii) Soient V, (ωw)~=1 et B les memes que ci-dessus; alors tout le

point vaguement adherent η de ( N ^ ε ^ s ) ^ est proportionnel a Nί9 oύ ε'n
est la mesure balayee de ε sur CV Π ωn relativement au noyau N et oύ
εn,B est la restreinte de ε'n sur B.

En effet, soit η un point vaguement adherent de (N*/4 β )^ = 1 ; alors

η est un N-pseudo-potentiel pur (cf. la proposition 4). On choisit un sous-

suite (N*μ'm>B)Z=i qui converge vaguement vers η dans X avec n-* +co.

Dans ce cas, on peut supposer que (N*phiCB)n=i converge vaguement vers

une mesure de Radon positive rf dans X avec m—> +oo, oύ f/m,CB est la

restreinte de μ'm sur CB. Alors rf est aussi un N-pseudo-potentiel pur,

d'apres la proposition 4. Ayant

lim N*μ'n = Nί (vaguement) ,



PRINCIPLE DE DOMINATION 183

on obtient Nλ = η + rj\ et done il existe une constante c > 0 telle que
η — cN19 d'oϋ Γenonce (i).

L'enonce (ii) peut etre montre de la meme maniere que ci-dessus,

car (N1*ε0«-i converge d'une maniere croissante vers Nx avec n—> +00.

LEMME 9. On a N' e Ex. C(N' / ) .

En effet, on a evidemment N'eC(N';f). Supposons que N' n'est

pas extreme; alors il existe deux Λf-pseudo-potentiels purs Nt et N2 de

C(N';f) tels que N, ψ N2 et N' = K^i + ^2). On a 2V'*/(0) = N^f(0)

= N2*f(0), et A/Ί et iV2 sont de Λ^'-pseudo-potentiels purs, car d'apres le

lemme 6, iV\ et A7"2 sont evidemment ΛMnvariants, et pour un voisinage

V de ^o et pour une suite (ωj~=1 d'ouverts relativement compacts avec

ωn c ωw+1 et (Jζ=1ωn = Z, d'apres le corollaire 2, on a ε" = J(είtn + εj,n),

oύ ε" et ε<)W sont respectivement les mesures balayees de sur CV Π ωw

relativement a (N,N') et relativement a (N,Nt) (i = 1,2), d'oύ (2V0*εί,J~=1

et (A7o*ε2,J~=i convergent vaguement vers 0 avec w—> +00. Le noyau de

convolution iV0 + J(Λ/Ί + N2) etant un iV-pseudo-potentiel pur et Ni etant

un Λ^-pseudo-potentiel pur (i = 1,2), il existe deux mesures de Radon

positives μ1 et μ2 dans Z telles que NQ*μ1 + %NX et NQ*μ2 + %N2 soient

de iV-pseudo-potentiel purs et que No = NQ*μ1 + N0*μ2. D'apres

+ iNt est proportionnel a N, et par suite

(. = l f 2 )
( i

* jr (U)

D'apres Γunicite de la decomposition dans le lemme 6, on a

e t 2SΓ = 2
22V*/(0)

En utilisant iV7*/(0) = N^fQd) = 2V2*/(O), on a 2V; = iVx = N2, d'oύ une

contradiction, d'oύ le lemme 9.

Montrons que la condition est necessaire dans notre theoreme. On

le montrera en separant en quatre parties suivantes. Soient iV0 et N'

aussi la partie reguliere de N et la partie singuliere de JV. Si No = 0

ou bien N' = 0, alors la condition est evidemment necessaire, et par suite
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on peut supposer No Φ 0 et Nf Φ 0. Soient C(N' /) et Ex. C(N';f) les

memes que ci-dessus.

(1) Tout le noyau de convolution iVj sur X ΛMnvariant et appartenant

a Ex. C(N' /) est pseudo-periodique a tout le point du sous-groupe f erme

engendre par supp (iV0).

En effet, supp (NQ) est un semi-groupe ferme dans X et si, pour un

point x de X, Nλ est pseudo-periodique a x, alors Nλ est aussi pseudo-

periodique au point — x. D'autre part, on a

supp (2V0) == U U supp
v

oύ ε'cv est la mesure balayee de ε sur CV relativement au noyau NQ et

(β'cvY = ε, (tcvY = (βcv)n~ι*ε'cv (n ^ 1) (cf. la remarque 2 dans [7]), et la

totalite des pseudo-periodes de 2V\ est ferme. Par consequent, il suίϊit

de montrer que, pour un voisinage quelconque V de ^ 0 et pour un

entier m > 0 quelconque, Nx est pseudo-periodique a tout le point de

supp ((4F)m). Soit (ωw)J=1 une suite d'ouverts relativement compacts de

X avec ωn c ωn+1 et UrT=î n = X) on designe par ε'n la mesure balayee

de ε sur CV Π ωn relativement au noyau N. Alors (eθ^=1 converge vague-

ment vers efor avec n~> +oo (cf. la proposition 6). D'apres le lemme 5,

on a

lim iVj * « ) m = Λ/Ί (vaguement) .

Soit (εσF)n la restreinte de ε'cv sur ωn alors (ε^)m ^ ((4r)n)m dans X.

Ayant

# i - ΛWe^)* - lim ( ^ * ( O m - NMVov)n)m)
n-*+co

dans X, on obtient que Nx — Nτ * (e'cv)m est un iV-pseudo-potentiel pur.

Pour tout x de supp ((e'cv)
m) et pour tout le voisinage ouvert V(x)

de ίc, (ε'cv)v{x) designe la restreinte de (ε^F)w sur V(x), et alors cela ne

s'annule pas des que ε'cv Φ 0. On peut supposer evidemment ε'cv Φ 0 et

Nλ Φ 0. Nι — Nι* (/cr)r(x) e β t aussi un Λ7"-pseudo-potentiel pur et on a

Ni * (4F)F(*) ^ 0. D'apres le lemme 8, il existe une constante cV(x) > 0

telle que

Lorsque V(x) tend d'une maniere decroissante vers {x}, la famille
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(cvw(e'cv)yw) est vaguement bornee. Done il existe une constante cx > 0
telle que ĉ Af̂ ê  = N19 d'oϋ Nλ est pseudo-periodique a tout le point de
supp (Wcr)

n).

Comme N' e Ex. C(N' / ) , d'apres le lemme 9, N' est pseudo-periodique
a tout le point de supp (No). Par consequent, il existe une fonction
positive, continue et exponentielle ψ dans X telle que ψN' soit periodique
a tout le point du sous-groupe ferme engendre par supp (No).

(2) Montrons que N' satisfait au principe de domination dans le

cas oύ ψdN0 < + oo et supp (ΛΓ0) ψ {0}.

D'apres le lemme 3, il suffit de voir que ψN' satisfait au principe
de domination. Pour le principe de domination pour ψN', il suffit d'avoir
Γ implication suivante:

Queues que soient g, h de C£,

J')*9 < OψviV')*h sur supp (g) •=> (ψΛ/7)*g <^ (ψiVO*fe sur X .

Voir [5]. Posons

a = min ((ψNί)*h(x) — (ψN')*g(%))
a; € supp (gf)

on choisit ensuite un entier m > 0 tel que

— max (ψN0)*g(x) < a .
7% a? 6 supp (gr)

D'apres ψdN0 < +oo, (ψN0)*g s'annule a Γinfini, et par suite on peut

choisir une famille (xd?=ι de points de supp (Λf0) avec x1 — 0 telle que,

quels que soient ί, j avec i Φ j ,

1

(ψN0) * (g * eΛ<)(ίc) < α — — max (ψN0) * flr(i/)
7/2, ί/6supp (g)

sur supp(#*ε^). Posons

on a alors

et

max (ψΛ/Ό) * ̂ rm(^) < α ,
x e supp (/m)
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min ((ψJVO * Hx) - (ψiVO * gm(x)) = a .
x G supp (/TO)

Done

(ψN0) * gm + (ψN') * gm < (ψN') * fo sur supp (#m) ,

et par suite

O) *gm + (ψN') *gm^ (ψN') *h sur X .

Par consequent, ψΛ/7 satisfait au principe de domination, d'oύ le principe

de domination pour 2V7.

(3) Montrons que N' satisfait au principe de domination dans le

cas oύ ψdNQ — oo.

Pour un voisinage V de ^ 0 , on designe par ε'cv la mesure balayee

de ε sur CV relativement au noyau Λf0. Alors ψε^F est la mesure balayee

de ε sur CV relativement au noyau ψN0. Ayant

on a ψdε'cv ^ 1, et par suite ψN0 est borne. D'apres ψdN0 — +oo,

on a ψdε'cv = 1 et (ψΛ̂ O = (ψN')*(ψεcv)- On peut supposer que No est

un noyau de convolution de Hunt sur le sous-groupe ferme X' engendre

par supp (No). ψN0 etant borne sur Xf, on obtient que, quelle que soit

ξ' une mesure de Haar sur X', ψiV0 + ξ' satisfait au principe de domi-

nation (cf. le lemme 12 dans [7]). D'apres £' = £'* ( K F ) ^Vei^,), la

partie singuliere de ψΛ̂ o + ξ' est egale a ξ'. Soit (ωj^.i une suite

d'ouverts relativement compacts de X avec ωn (Z ωn+1 et UίΓ-i ωn =-X".

On designe par ε" la mesure balayee de ε sur ωn Π Xf relativement a

(ψNQ + ξ', fθ, et alors ξ'*ε% converge d'une maniere croissante vers ξ' dans

Xf avec n] +oo. Supposons que, pour deux fonctions / et g de C£9

(ψN') * /(») ^ (ψΛ/7) * flr(aj) sur supp (/)

alors cette inegalite a lieu sur X7 + supp (/). On peut supposer que la

mesure ε^ obtenue ci-dessus est une mesure de Radon positive dans X

d'une maniere usuelle. Alors (ψN')*ε" <, ψN' dans X et ((ψNO*40^=1

converge d'une maniere croissante vers ψN' dans X avec n j +oo. On a

* (tf * f)(x) ^ (Ψ2SΓ0 * /(») ^ (ψN7) * flτ(a?) sur X' + supp
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et supp ( # * / ) c X' + supp (/). D'apres ψN < ψJV', on a

(e£ * /) ^ (ψiVO * flr sur X .

En faisant w-+ + oo, on arrive a Γinegalite (ψΛT7) * / ^ (ψN')*9 sur X. Par
consequent, ψΛ/7 satisfait au principe de domination, d'oϋ le principe de
domination pour N'.

(4) Montrons que N' satisfait au principe de domination dans le
cas oύ supp (No) — {0}.

On peut supposer evidemment No = ε. Soit h une fonction stricte-
ment positive, finie et continue dans X telle que Nf*h soit ίini et con-
tinu (cf. le lemme 4). On peut supposer que h est symetrique par
rapport a Γorigine, et on a N'*h>0 dans X. On choisit une suite
(a)n)n=ι d'ouverts relativement compacts et symetrique par rapport a
Γorigine dans X avec ωn c ωn+ι et {J~=1ωn = X. Pour le principe de
domination pour N', il sufϊit de montrer que Γimplication suivante a
lieu: Queues que soient f,g de C£,

N'*f<N'*g sur supp (/) ^ N'*/ ^ N'*g sur X.

Posons A = {x e X N' * f(x) < N'*g(x)}. Soit ylA%n la mesure balayee de
fξ sur A Π ωn relativement a (N, N') alors, d'apres No = ε, μfAtn est
absolument continue par rapport a ξ et sa densite /^>n appartient a M£.
Designons par iV/ifΛ la densite de N*(f'Λtnξ) par rapport a f; alors
(Nf'Ayn)n=ι e s ^ croissante et on a

# ' * / = KmNf'Λtn

f-p.p. dans A. Posons u = lim^+o. NfAtn; alors w (precisement ^f) est
un ΛΓ-pseudo-potentiel pur. On a, pour tout entier n > 0, /^w ^ Λ,n+i
f-p.p. dans ωn, et done limn_+0O fAy7l existe f-p.p. sur X. On note fA sa
limite, et alors on peut ecrire u — fA + u', oύ v! est un iV'-pseudo-
potentiel pur. Evidemment u <ί N'*f f-p.p. sur X. Si u = N'*f, alors,
d'apres N < N', on a N'*f<LN'*g sur X (cf. le theoreme 1 dans [5]),
et done on montrera u — N' *f f-p.p. sur X. Montrons d'abord que u
est un ΛΓ-pseudo-potentiel pur. Pour un point x de A, on note respec-
tivement ε"tΛ et (e%tJA la mesure balayee de εx sur ωn relativement a
0sf,$I') et la restreinte de ε"w sur A. On a alors, pour tout x de A,
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N'*f(x) - N'*g(x) = ( # « , ) # ( / - sr)(O)

= lim ( # ' * < > ( / - 0)(O) = Km \(N'*f(y) - N'

^ I S \(N'*f(3f) - N'*g(y)Mε'lnUv) = Πm (#'* (

D'apres le corollaire 4, tout le point vaguement adherent de (N' * (ε£n)j£=i
est ^ iV" * ε̂  et proportionnel a $'*ex. Done il existe une constante c
avec 0 <J c ̂  1 telle que

lim (i^/*(<JJ*(/

= c(N'*f(x) - N'*g(x)) ̂  N'*f(x) - N'*g(x) ,

d'oύ c = 1. II en resulte que (iVr*(ε^w)^=1 converge vaguement vers
$'*εx avec ^—>+oo. Pour une fonction s de M^ portee par A, on
designe par s" et par (s^)^ la densite de la mesure balayee de sξ sur ωn

relativement a (iV, N') et sa restreinte sur A, respectivement. Alors
s" e Mί et on a

ί(iV /*/(^)-^(^))s(^)df(^)= lim

= lim [(N'*f(x) - M(x))«)^(a;)df(a;) = 0 ,

car

Par consequent, quelle que soit s une fonction de Mi portee par A,

fΆ(x)8(x)dξ(.x) = 0 ,

d'oύ, d'apres supp (fj) c A, on a /^ = 0. On obtient ainsi que w est
un ΛΓ-pseudo-potentiel pur.

Montrons ensuite que, quelle que soit s de Mκ,

N'*h(x)

Soit £ la σ-algebre constituee par tous les ensembles ξ-mesurables de X
on pose, pour tous eu e2 de £,
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G(e19e2) = J ,

et

G'(el9 e2) = f N{~^
J \N'*h N' *

oύ Ci (i = 1,2) est la fonction caracteristique de et. Alors G et G' sont

de noyaux relatifs a X et a ξ (voir [4]). On note Gf(e2, ej — G(e2, eλ)

et dr'ίβx,e2) = G\eue2) CelfVe2e£>). Pour une fonction s de MK9 le

potentiel Gs de s par rapport au noyau G et le potentiel as de s par

rapport au noyau ό sont de la forme

Gs = - N(-J^ ^ et Gs = -v-ΐ N( - ^ ,
N'*h \N'*hJ N'*h \N'*hJ

et done, d'apres le principe de domination pour N et 2Ϋ, N < N' et N <

N', G et G satisfont au principe complet du maximum2*. Par consequent,

G est de type positif, e'est-a-dire, pour toute s de MXf

Gs(x)s(x)dξ(x) ̂  0 .

Cela est un resultat principal de Γ article [4]. De la meme maniere que

dans le cas oύ G est un noyau de convolution borne (cf. la demonstra-

tion du theoreme dans [7]), on obtient que Gr est aussi de type positif,

d'oύ, pour toute s de Mκ,

N' * h(x)

On montrera finalement N'*f = u f-presque partout sur X, On a

tn]u avec n\-\-oo,Nf*f —u f-presque partout sur A et A

Z) supp (/^J U supp (/) (n = 1,2, •). Done, en utilisant le fait que Gr

est de type positif, on a

0 = lim f G'((N'*h)(f - f'A,Mx)N'*h(x)(f(x) - f'A,n(x))dξ(x)

= lim f KG' + &)(.<& *h)(f - fΛ,n))(χ^*h(xXf(x) - fΛ,n(x))dξ(x) .
n-»+oo J

2) G satisfait au principe complet du maximum si, queues que soient f,g de
Pinegalite Gf ^ Gg + 1 est satisfait £-p.p. sur Z des qu'elle Test ^-p.p. sur
/(*)><>}.
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D'apres le fait que £(G' + (?') est un noyau symetrique et de type positif,

on a

lim (G' + &)((&* h)(f - Λ,J)(aO = 0

f-p.p. sur Xy et par suite

lim N'ί^^fΔ = u-N'*f
+ \N'*h '/

M^(NJΛ) lim Nί
N'*h\ \N'*h // ΛT*fc »-+- \N'*h

f-p.p. sur X. La suite (/̂ ,M) convergeant vers 0 f-p.p. sur X et ayant

f-p.p. sur Z D supp(/^,J (^ = 1,2, •), on a, pour tout entier m ^ 1,

f-p.p. sur X, oύ /^ΛfTO est la restreinte de f'AtU sur

fa? e X i v ( | ^ Λ ) ω ^ ^ * ( 4 ^ ^ ) ( α ; ) + &*m

D'apres iV" -< iV"7, on a

— * ' * h

m

f-p.p. sur X (cf. le theoreme 1 dans [5]). En faisant n | +oo et ensuite

m\ +oo, on arrive a Γinegalite

f-p.p. sur Xy et par suite % ̂ > Λ/7*/, d'oύ u = Nf'*/ f-p.p. sur X. On

obtient ainsi que Λ/7 satisfait au principe de domination dans le cas oύ

supp (No) = {0}.

En posant φ = 1/ψ, No = ψΛf0 et N7 = ψiV', on obtient que la condi-

tion est necessaire dans notre theoreme.

On montrera que, dans notre theoreme, la condition est suffisante.

On preparera d'abord le lemme suivant:

LEMME 10. Soient No un noyau de convolution borne de Hunt sur

X et N' un noyau de convolution (=£0) sur X satisfaisant au prίncίpe de
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domination et periodique a tout le point de supp (NQ). Alors, pour une
mesure de Radon positive μ dans X et pour un ouvert relativement com-
pact ω de X, il existe une mesure de Radon positive μ! dans X portee
par ω telle que, au sens des mesures, (No + N') *μr ^ Nf * μ dans X et
(No + N')*μ' = N'*μ dans ω.

En effet, on note N = No + N'. D'apres le theoreme 6 dans [8], on
a No < N, car N' est ΛTo-harmonique ou un iV0-potentiel d'une mesure de

Radon positive d'accord avec dNQ — +00 ou bien dN0 < +00. On a

aussi No < N. On a ensuite N < N'. En effet, si, pour deux fonctions

/ et g deC£,N*f<N'*g sur supp (/), alors N'*f < Nf*g sur supp (/),

et par suite N'*f ̂  N'*g partout sur X, d'apres le principe de domi-

nation pour N'. Done N'*g — N'*f est non-negative et ΛTΌ-harmonique ou

un Λf0-potentiel (Tune mesure de Radon positive dans X d'accord avec

dN0 = +00 ou bien dNQ < + 00.

Soient h une fonction strictement positive, finie et continue dans X
symetrique par rapport a Γorigine telle que (Nf + N')*h soit ίini et
continu, et $ la meme que ci-dessus. Pour les noyaux de convolution
JV0 et Nf sur X, on deίinit, de la meme maniere que ci-dessus, deux
noyaux Go et Gr relatifs a X et a ξ par exemple,

Gfa, e2) = f N0(-J^)(x) J^f dξ(x) (eu e2 e i) ,
J \N;*h / Nf * h(x)

oύ d est la fonction caracteristique de e% (i = 1,2). D'apres No < N et
No <N,GO et (τ0 satisfont au principe complet du maximumυ. D'apres
le principe de domination pour N' et N', Gr et Gr satisfont aussi au
principe complet du maximum. Posons G — Go + Gr alors G est de
type positif. De la meme maniere que dans la proposition 2 dans [7],
on obtient que, pour une constante c > 0, une compact K de X et pour
une fonction reelle, f-mesurable et localement bornee u dans X, il existe
une fonction fc,κ,u de M£ portee par K, et une seule telle que

Gfc,κ,u + cfCtKtU ^ u f-p.p. sur K ,

Gfc>K)U + cfC)K>u = u f-p.p. sur {x e X fetKtU{x) > 0} .

Soit (φa)aeΛ une famille ίiltrante de fonctions de Ci portees par un com-
pact fixe telle que (φaξ)aeΛ converge vaguement vers ε. On designe par
fn^ la fonction obtenue ci-dessus pour c = 1/n, K = ω et pour u
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= GX(N'*h)μ*φa). Alors, d'apres N < N', on a

N((N'*h)f'n,a)(x) + ±N'*h(x)f'n,a(x) ^ N'*(μ*φβ)(x)
n

f-p.p. sur X et

N((N'*h)fnta)(x) + ±N'*Kx)f'»,aW = N'*(μ*φa)(x)
n

f-presque partout sur ω. Pour tout n > 0, la famille (/£,«)« ê  ©st evidem-
ment vaguement bornee, et on choisit un point vaguement adherent μ'n de
(fn,aξ)aeΛ- N etant non-zero, (^)«=i est vaguement bornee. Soit μl un
point vaguement adherent de QjQ; alors on a, au sens des mesures,

N*μf ^ N'*μ dans X et N*μ? = Λ/7*/* dans ω .

Montrons que la condition est suffisante dans notre theoreme. II
suffit de montrer le principe de domination pour N dans le cas oύ N
= φ(N0 + NO, iV0 Φ 0 et N' Φ 0. D'apres le lemme 3, il suffit que No + N'
satisfasse au principe de domination. Supposons que, pour deux fonc-
tions / et g de C£,

(N0 + N')*f(x)^(N0 + N')*g(x) sur supp(/).

Soit x un point quelconque de X. D'apres le lemme 10, il existe un
mesure de Radon positive e£ portee par supp (/) telle que, au sens des

mesures, (No + N')*ε'x <^N'*εx et (No + iV')*4 = N'*ex dans {xeX;f(x)
> 0}. On a alors

N'*g(x) = ^g(y)d(N'*ex)(y) ^ J g(y)d((N0 + N')

t= J (No + N')*g(y)dε'M ^ J (No + N')*f(y)de'M

+ N')*ex)(y) - jf(y)d(N'*ea)(y) - N'*f(x) ,

d'oύ N'*g <; N'*f dans Z. De la meme maniere que dans la demonstra-
tion de N < N' dans le lemme 10, on a

sur X ,

d'oύ le principe de domination pour N.
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On discutera finalement sur Γunicite la decomposition de N. Sup-

posons que N est des deux formes

N = φ(N0 + N') et N = φ'$0 + N')

avec No Φ 0 et NQ Φ 0, qui verifient les conditions dans le theoreme. On

peut supposer ici que φN0 et <pN' sont respectivement la partie reguliere

et la partie singuliere de N. Si supp (No) = {0}, alors, d'apres la

singularite de N' et le lemme 3, supp (No) = {0}, et on obtient immediate

ment No = No et <pN' = ψ'N'. Done on peut supposer supp (NQ) Φ {0}.

On a evidemment IV0 Φ 0, N' Φ 0 et N < φ'N' (cf. le lemme 3), et done,

d'apres le lemme 6, on peut ecrire uniquement N' = (~(N0 + N'))*μ

+ η, oύ μ est une mesure de Radon positive dans X et η est un

( V-(NQ + iVOj-pseudo-potentiel pur et (-^(No + iVO)-invariant. Pour un

voisinage V de ^ 0 , on designe par ε^F la mesure balayee de ε sur CV

relativement au noyau No. Alors (¥-NΛ*εcv et (-2-iVM ε̂̂ V sont
\φ/ I \φf /

definies et on a

No * (ε - ε'c'F) = (-4-Nό) * (e - 4V) + ( - ^ V ' ) * (e - 4V) - N' * (ε -

y — ε'c'F) .

La partie reguliere de ¥-N etant egale a £-N0 (cf. le lemme 3) et
_ _ ψ φ'

supp (No — No * ε̂ V) έtant compact, on a

N0*(ε - 4V) = (-2-N0)*(e - itι)*(e - 4V)

et

( - ^ - ^ • ( e - μ)*(β - 4V) - ?)*(* - 4V) = 0 .

On obtient ensuite que, pour toute / de Cέ, ί-^JVoj*(e — / * ) * / et
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/ ¥-N' j * (ε — μ)*f sont bornees sur le sous-groupe ferme engendre par

supp (No).

Supposons d'abord dN0 < +00. Alors deβv < 1> et par suite

d'oύ

-£-&* = ft*+ &*

Par consequent, supp (i?0) c supp (JV0). D'apres le fait que, pour toute

/ de CK, l^jN'\*f est bornee sur le sous-groupe ferme engenre par

supp (JVo) et le fait que (£-N') est pseudo-periodique a tout le point de

supp (iV0), {^N'λxμ + η est periodique a tout le point de supp

Par consequent, (¥;N0\*μ est periodique a tout le point de supp

et par suite i^ 0*Σn-i (μ)n l > e s t aussi, d'oύ Σln=i (μ)n l'est aussi. Le noyau

de convolution ε + Σ»=i (/")n έtant un noyau de convolution de Hunt sur

X, on a μ = 0, d'oϋ îV0 = p'iV0 et îV7 = p ' # .

Supposons ensuite di?0 = + ° ° ; alors dε'άv = l D'apres Γegalite

JV7 = N'*^, on a

# ( 4 ^ ) *(ε - 4V) ,

et par suite JV0 = p/p ; JV0, d'oύ φN0 — φ'JfiΌ et φN' = φ'Nf.

Ayant Nf = p7p ^ > o n obtient facilement que φ — ψf sur le sous-

groupe ferme engendre par supp (φN0).

La demonstration de notre theoreme est ainsi complete.

Remarque 5. Soit NQ un noyau de convolution de Hunt sur X. S'il

existe un noyau de convolution N sur X satisfaisant au principe de

domination dont la partie reguliere est egale a No et dont la partie

singuliere ne s'annule pas, alors il existe une fonction positive, continue



PRINCIPLE DE DOMINATION 195

et exponentielle ψ dans X telle que <pN0 soit borne, d'apres le present

theoreme.

4. Appendice

Le but de ce paragraphe est de discuter notre probleme sans notre

hypothese qu'il n'existe aucun sous-groupe compact de X excepte {0}.

Dans cette section, on ne suppose aucune condition additionnelle pour X.

Dans ce cas, le present theoreme est de la forme suivante:

PROPOSITION 9. Soit N un noyau de convolution (Φθ) sur X. Alors

pour que N satisfasse au prίncipe de domination, il faut et il suffit qu'il

exίste un sous-groupe compact Γ de X telle que N soit le prolongement

canonique de φ(NQ + N') sur X, oύ φ est une fonction positive, continue

et exponentielle dans X/Γ,N0 est un noyau de convolution de Hunt sur

X/Γ ou Men NQ = 0 et oύ N' est un noyau de convolution singulier sur

X/Γ (satίsfaisant au principe de domination) avec No < N' et periodique

a tout le point de supp (No).

Demonstration. Voyons d'abord que la condition est suffisante.

D'apres le present theoreme, le noyau de convolution φ(N0 + JV') sur X/Γ

satisfait au principe de domination. On remarque ici que, d'apres No

< N', No est borne des que JSP Φ 0. Done on obtient facilement le

principe de domination pour N. Par consequent, on montrera seulement

que la condition est necessaire.

On pose, pour un entier n ^ 1, Nn = —ε + N. Alors Nn satisfait
n

au principe de domination. De la meme maniere que ci-dessus, on peut

definir la partie reguliere N0>n de Nn et la partie singuliere N'n de Nn.

Pour un voisinage V de ^0>
 o n n ° te ηntcv e t ηcv lβ N^-pseudo-potentiel

balaye de Nn sur CV relativement au noyau Nn et le iV-pseudo-potentiel

balaye de N sur CV relativement au noyau N, respectivement. Si n ^ m,

alors Nm < Nn < N, et par suite la suite (ηn,cv)n=ι est croissante. Done

(NQfn)ζ=1 est decroissante et on a limnt+ooΛf0>w ^ N09 oύ No est la partie

reguliere de N. D'apres le principe de domination pour NQtU (^n ^ 1),

limn t + o oN0,n satisfait au principe de domination. La suite (NQ^)^ etant

decroissante, limwt+oo NOt7l est regulier. On a, pour tout V de τ% et pour

tout n ;> 1, Nn — inn c v ^ —ε. De la meme maniere que ci-dessus (cf.
n
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le lemme 1), NQt7l est un noyau de convolution de Hunt sur X, et on

obtient ensuite que N'n est un noyau de convolution singulier sur X

pseudo-periodique a tout le point de supp(JV0>J. Done limw t + 0 0 A/̂  est un

noyau de convolution sur X satisfaisant au principe de domination et

pseudo-periodique a tout le point de supp (limnT+oo NQ>n). Evidemment

limwT+oo2V^ est singulier, et on a N = limwi+ooiV0,TO + limnί+ooiV^. Posons

N0tOO == limnt+ββΛΓ0,,» et NL = limwi+oo2V;. On peut supposer N0>oo Φ 0 et

Nί. Φ 0. Alors il existe une fonction positive, continue et exponentielle

ψ sur X telle que ψNi soit periodique a tout le point de supp (iV0>oo).

Alors, de la meme maniere que dans (3) de la demonstration du present

theoreme, ψN0fOO est borne. Posons

Γ = {xeX; (ψtfOfJ = (ψNOtJ *e,}

alors Γ est un sous-groupe ferme de X. D'apres la regularite de ψNOtQΰ,

Γ set compact, et par suite la restreinte de ψ sur Γ est egale a 1. Done

N est periodique a tout le point de Γ. II existe de noyaux de convolu-

tion No et N' sur X/Γ tels que ψN0tOO et ψJVC soient respectivement les

prolongements canoniques de No et de N' sur X. II est facile de voir

que Ϊ\ΓO est un noyau de convolution borne et regulier sur X/Γ et que

N' est un noyau de convolution singulier sur X periodique a tout le

point de supp (No). No est non-periodique, et par suite, d'apres le lemme

1, No est un noyau de convolution borne de Hunt sur X/Γ. On obtient

aussi que ψ est le prolongement canonique sur X d'une fonction positive,

continue et exponentielle ψ dans X/Γ. Posons φ — 1/ψ; alors N est le

prolongement canonique de φ(N0 + N') sur X. La demonstration est

ainsi complete.

Les deux corollaires suivants en resultent immediatement.

COROLLAIRE 5. Soit N un noyau de convolution non-periodique sur

X. Pour que N satisfasse au principe de domination, il faut et il suffit

que N soit un noyau de convolution de Hunt sur X ou Men que N soit

de la forme

N = φ(NQ + in,

ou φ est une fonction positive, continue et exponentielle sur X, NQ est un

noyau de convolution borne de Hunt sur X ou Men egal a 0 et ou N'

est un noyau de convolution singulier (Φθ) sur X periodique a tout le

point de supp (NQ).
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COROLLAIRE 6. Soit N un noyau de convolution sur X tel que le

sous-groupe ferme de X constitue par toutes les periodes de N ne con-

tίenne aucun sous-groupe compact excepte {0}. Alors la meme conclusion

a lieu.
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