
N. X. Loc
Nagoya Math. J.
Vol. 54 (1974), 135-148

SUR LE PRINCIPE DU MINIMUM FIN

NGUYEN-XUAN-LOC

Introduction

Cet article fait suite a [3c]; dans [3c] etaient etudiees des genera-
lisations eventuelles du principe de minimum fin de Fuglede (voir [2]
theo. 9.1. et [3a] theo. 6.) et le cardre etait celui des processus de Markov
en dualite au sens de Kunita-Watanabe (voir [4b]). Le present article
a le meme but, si dans [3c] on a suppose que la limite inferieure fine
de la fonction finement hyperharmonique donnee doit etre non negative
en tout point de la fontiere fine de Γensemble de definition, on se permet
dans cet article de supposer que cette lim. inf. fine pourra avoir des
valeurs negatives (meme egales a — oo) sur un ensemble polaire de la
fontiere fine.

Les resultats principals de cet article sont la proposition 2 et les
theoremes 4 et 5.

Nous gardons les notations et les terminologies de Γarticle [3c].

§ 1. Quelques resultats complementaires sur les balayages de potentiels

Notons par X — {Ω,ίF >!F t,Xt,θt,ζ>P*) un processus standard, tran-
sient sur un espace localement compact a base denombrable (LCD) E.

LEMME 1. Soίent Ax et A2 deux ensembles presque boreliens de E.
Notons par Tλ et T2 les temps d9entree de X dans Ax et A2 respective-
ment. Definίssons la suite de temps d'arret (ξn)neN de la famille
comme suit:

ί fi = Γi f2 = Γi + T2(θζl) ξ2k = f2fc_x + T2(θξ2kJ

( 1 ) ?2*+i = £2* + Z \ ( O

If. - lim. fn .

Alors:

a) Pour tout point x de E et pour tout reel t > 0, on a:
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136 NGUYEN-XUAN-LOC

t + foo(#ί) > foo presque sύrement (p.s.) Px .

b) Pour tout point x irregulier pour Aι ou A2 et pour toute suite

(£ra)m>o de reels decroissante vers 0, on a:

( 2) limm (tm + ξSθtJ) = f* P.s. Px. lorsque m -> oo .

Demonstration, a) Voir ([3c], lemme 1).

b) Supposons que zeA? U A? (Γensemble des points oύ soit Aλ soit

A2 est effile), il existe alors pour le cas oύ a eAjΓ un ensemble ΩQe Ĵ Ό

tel que PX(ΩQ) = 1 et tel que [Jm (ξ1 > ίTO) = β0 pour toute suite (tm)m>0

de reels decroissante vers 0.

Soient ωQ e Ωo et m0 un entier tel que tm < ξi(ωQ) pour m > m0, alors:

^m + £i(0
ίm
(ω

o
)) = f i(ω

0
) pour m ̂  m

0

On a done pour m > m
0
:

*m + ξtftjfiώ) = tm + ξtf

= f iW +

II s'ensuit par induction que ίTO + ξic(θtm(ω^) = ξk(ω0) pour tout entier k

et pour tout m > m0. D'autre part on a d'apres a) :

== lim* (t
TO
 + ξ

k
(0

tm
(ω

o
)) m > m

o

II reste a montrer (2) pour tout point £ de Γensemble AjΓ\Ajr. Si a? est

regulier pour Ax il existe d'abord un ensemble Ωo e ^Ό tel que PX(ΩO) = 1

et tel que:

limm {tm + ξi(0tJωo)) = f !(ωo) = 0 pour tout ω0 e Ωo .

Puisque a; est aussi irregulier pour A2 on a p.s. P* sur Ωo:

t + Ttftbaώ) = Γ2(ω0) pour tout 0 < t < ίTOo

oύ m0 est un entier dependant de ωQ.

II suffit done de choisir un entier mx tel que tm + ξι(ΰtm(ω0)) < tmo pour

tout m > m1 pour voir que:



PRINCIPE DU MINIUM FIN 137

*m + Mθtjfih)) = tm + ξtftjfihf) + T2(θtm+ξl(θtm)(ω0)) m^mλ

= T2(ω0)

= fi(ω0) + T2(θζl(ω0)) = ξ2(cθo)

La suite de la demonstration se fait exactement comme celle du cas

precedent.

PROPOSITION 2. Soίt X = (Ω, # , #t9 Xtf θt, ζ, Px) un second processus

standard et transient sur E et soient A1 et A2 deux ensembles presque

borέlίens de E. Supposons que X et X sont en dualite dans le sens de

Kunίta-Watanabe et notons par u(x,y) une function de Green de X.

Definissons la suite de temps d9arret (ξn)neN comme suit:

i
= ξ1 + Tiiθξj) ξ2k — kin-x + Tι(θg2k_1)

oύ 7\ et t2 denotent respectivement les temps dyentree de X dans Aλ et

A2. Alors:

a) On a pour tout point x de Ajr U A£ U (Ax Π A 2 ) r :

( 4 ) uPξJx, y) = Pξjι(x, y) pour tout y e Afiv U Af'Xΐ U (A, Π A2)
cor

et vice-versa on a pour tout y de AfiΓ U Af1T U (At Π A 2) c o r:

uPξJx, y) = Pξoau(x, y) pour tout x de A[τ U A? U (A\ Π A2)
Γ .

b) Pour tout potentίel de Green p(x) = u(x,y) r(dy) dont la mesure

associee r(dy) ne charge pas les sous-ensembles semί-polaίres de Ajor Π

, Π A 2 ) C 0 Γ

( 5) limn Ex(p(Xζn) ξn < ζ) - Ex(p(XζJ ξ„ < ζ)

pour tout x en dehors un ensemble semi-polaire (q.p.) de (A1 Π A2)
Γ U

AfU Aί.

De plus si Ax et A2 sont ίinement fermes et si p est fini dans

(E\Aι Π A2) alors on a Γegalite (5) pour tout x de ce dernier ensemble.

Demonstration. Rappelons que pour tout temps d'arret T (resp. t)

de la famille {^t}t>o (resp. {&t}t>d et pour toute fonction presque borel-

ienne non negative f,Pτf (resp. Pff) denote le balaye (resp. cobalaye)

de / pour X (resp. pour X). Ainsi:
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Pζnu{x> y): = Ex(u(Xζn9 y);ξn<ζ)
uPξn(x, y): - Ey(u(x, Xln) | n < ζ)

a) D'apres ([1], (V.1.16)):

= 1,2,3, •..)

= 1,2,3, . )

PTlu(x,y) = uPφJjc,y) pour tout (x9y)eE x E ,

PT2u(x,y) = uPφ2(x,y) pour tout (x,y)eE x E .

Done:

PτSPτxv)(x, y) = ί PΓ2O,d«) J ra(s, r) ^ x ( d r , i/)

= J ^P^ 2 (^, r). ̂ ( d r , 2/)

= (uPφJPf^x, y) .

On a par induction sur fc:

(6) PξΛvίx,y) = uPξJx,y) pour tout (x,y)eE x E .

Soient / et # deux fonctions boreliennes, non negatives, bornees quel-
conques dans E, posons v(dx): — f(x)m(dx) (m(dx) denote la mesure de
reference de Γhypothese de Kunita-Watanabe) et μ(dy): = g(y)m(dy),
puisque

fϋ(.) = J u(x, . )f(x)m(dx) et Efa(.) = J w( , y)g{y)m{dy)

sont des potentiel (co-)reguliers sur £7, on a done:

;L < C)

ζ)

et

Pejι(x,y)f(x)g(y)m(dxym(dy) - Ev(Ug(XζJ ζ)

D'autre part d'apres (6):

Ev(Ug(XξJ &* < 0 = Eμ{fU{Xhk)\ ξ2k<ζ) (k = 1,2,3 ..)

Ce qui implique:

uPξJx,y) = Pξou(x,y) p.s. m(d^) x m(d?/) sur E x E .
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Ainsi nous avons pour tout x en dehors un certain ensemble de mesure

m(dx) nulle:

(7) uPsJx,y) = Pξjιι{x,y) p.s. m(dy) sur E .

D'apres le lemme 1 le temps d'arret <L de la famille (#*)*><, satisfait a

la propriete t + L0t) > L p.s. Py(yeE, t > 0), la fonction

est done cosurmediane, cad, surmediane pour le semi-groupe associe a X.

D'autre part la fonction y —* Pξooιι{x, y) est coexcessive, d'apres (7) elle

est done la regularisation excessive de y -*uP$J<x,y), ce qui implique

([4a], IX.T66):

( 8) lim, (uP$Jx, )) Pt(y) = Pξou(x, y) pour tout yeE lorsque t j 0 .

D'une part on a d'apres le lemme 1 pour tout point y de Afir U Afir et

pour toute suite de reels (ίm) decroissante vers 0:

I i m m ( | o o ( tSv

= uPioo(x, y) .

D'autre part si # appartient a (Ax Π A2)
cor, alors 0 < !„, < ^ l Γ Ί ^ 2 = 0 p.s.

Py et uPξJίXyy) = u(x,y). Remarquons d'abord que Γintersection de tout

ensemble cofinement dense dans E avec Γensemble (Ax Π A2)
cor est aussi

cofinement dense dans ce dernier ensemble puisque Γensemble (Aί Π A2)
cor\

interieur-cofine (Aj Π A2) est contenu dans la frontiere cofine de Ax Π A2.

Ainsi les deux f onctions y —> uP^ix, y) et y —> Pζooιt(x, y) sont cofinement

continues dans (Aλ ΓΊ A2)
cor et y sont egales sur un sous ensemble dense

pour la topologie cofine (le complementaire d'un ensemble de mesure

m(dy) nulle), done elles sont partout egales sur (A1 Π A2)
cor. On a ainsi

montre que pour p.s. m(dx) dans E:

{y\PξΰQu{x,y) = uP$O0(x,y)} =) (A, Γϊ A2)
c o r U (E\A?r) U (E\A?*)

cad (4). Par dualite on a aussi pour y en dehors d'un ensemble de

mesure m(dy) nulle dans E:

Pξou(x,y) = uPξJx,y) pour tout as e (A, Π A2)
r U (£τ\Aj) U (£r\AD .

Pour un tel x on utilise de nouveau Γargument indique en haut pour

montrer (4) et on acheve la demonstration de cette partie de la proposi-

tion par un argument de dualite.
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b) II suffit de montrer (5) pour le cas oύ r(dy) est une mesure de
Radon non-negative et bornee de E. Nous esquissons un argument deja
utilise dans la demonstration de ([3c], lemme 3).

La suite de fonctions Z-excessives:

un(x) = Ex(p(Xξn) ;ξn<ζ) (rc = 1 , 2 , 3 )

decroit p.s. m(dx) vers la regularisation excessive ύ{x) de mfnun(x): =
u(x). Posons rn(dy): = Pinr(dy), alors

un{x) = \u{x,y)'Tn{dy) .

D'autre part puisque la suite de mesures (τn(dy))neN converge vaguement
vers la mesure Pξjridy) on a d'apres ([4b], III.T.8):

ύ(x) = J uix, y)Pioor(dy)

= J r(dy)uPloo(x, y) .

L'ensemble {y\uPgoo(x,y) > Pζou{x,y)} est semi-polaire done si r(dy) ne
charge pas les sous-ensembles semi-polaires de AfΓ Π Aloτ\(Aλ Π A2)

COΓ on
a d'apres (4): Pour tout x de (A2 Π A2)

r U iE\A\) U

= \r(dy)Pξoou(x,y) =

L'egalite (5) est done vrai pour tout x de {ύ = u} Π {(Aι Π A2)
r U (J5f\A0

U (JF\AJ)}. Si de plus A2 et A2 sont finement fermes on a au moins
Γegalite (5) pour tout x de {ύ = v] Π iE\Aτ Π A2). D'autre part pour
tout x de (JE'\A1 Π A2) on a ύix) = (̂ίc) puisque p(ίc) est fini et puisque
ξn > 0 p.s. P* pour ^ > 2.

Remarques. 1) Pour tout a? de E tel que p(#) < +oo la suite de
variables aleatoires {piXξn)'X{ςn<ζ}}neN est un supermartingale non-negative
de la famille {^n}«6^, on a done:

l i m ^ ( ^ J X^<ζ) - Γ( ) P.s. P-.

oύ Y( ) est une fonction Px-integrable. Done pour tout point x de
{p < + oo} Π {ύ = u} n {(A, Π A2)

r U (£"\A0 U (E\AD} on a d'apres (5):
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Ex(p(XξJ ;ξO0<ζ) = l im n Ex(p(XJ ςn < ζ)

cad {p(Xζn) X{ζn<ι;}}neN βst un surmartingale uniformement integrable.
2) Si r(di/) ne charge pas les ensembles semi-polaires de E (ce qui

est equivalent dans le cas classique a dire que p est semi-borne) la
demonstration de (5) se simplifie beaucoup et on peut meme montrer que
le surmatingale {(p(Xt))t>0, P

x) de la famille {tF^w e s t de classe (D) pour
quasi-partout x dans E. Nous avons suppose dans le lemme 3 de [3c]
que p est fini sur la fermeture cofine de (E\A1 Π A2) et cette condition
est plus forte que celle de la proposition 2 car elle entraine que r(dy)
ne charge pas des ensembles polaires de la fermeture cofine de (E\AX Π
A2) (voir [3b]). Le contre-exemple suivant montre que notre condition
sur la mesure r(dy) dans la proposition 2 est la meilleure que nous
puissent obtenir: Soit X le mouvement brownien dans i?3. Soient B la
boule unite ouverte et B19B2 deux boules fermees tangent a Γorigine.
Posons Ax: = Bx U £B, A2: = B2 U C^ et p(x) = \x\~\ Alors Afr Π Afτ\
{Ax Π A2)

COΓ = {0} et la mesure r(dy) est la masse unitee a Γorigine. II
est facile de voir que

Ex(p(Xξn) ;ξn<ζ) = p(x) pour tout x de E. (n = 1,2,3 . •)

et

Ex(p(XξJ ;ξm<ζ) = PTCB(x) pour tout x de E ,

< £>(#) pour tout x de B .

§ 2. Le principe du minimum fin

Nous appelons comme dans [3c] le cas (B2) Γensemble des hypotheses
suivantes:

'—Dualite au sens de Kunita-Watanabe de deux processus stan-

dards, transients X et X.
\B2) •<

—Les trajectoires de X sont continues.

,—Les ensembles semi-polaires sont polaires.

Rappelons aussi que pour une fonction numerique. u.m. / sur E et pour
un temps d'arret T de la famille {^t}t>o tel que Pτf~(x) < +oo, nous
definissons Ex(f(Xτ) T < ζ) comme Γintegrale superieure de la fonction
f{Xτ) par rapport a la mesure Px.
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LEMME 3. Etant donne le cas (B2). Soit f: E—* [—oo, +00] une

fonction finement semi-continue inferieurement (s.c.i.) et a valeurs q.p.

plus grandes que — 00 dans E. Soient (A^ieN une suite d'ensembles

finement fermes et notons par A Vensemble ΠΓ=i ^ ί

Supposons que:

1) fix) > Ex(f(XTA); TAi < ζ) pour q.p. x dans E\At (ί = 1,2-..)

2) / > — p dans U: = £7\A em p(x) = u(x,y)r(dy) est un potentiel de

Green fini dans U.

3) r(dy) ne charge pas les sous-ensembles polaires de 9cofA\ACOΓ, oil 9C0fA

denote la fontiere cofine de A.

Alors:

( 9 ) f(x) > Ex(f(XTΛ) ;TA<ζ) q . p . dans U .

Demonstration. Considerons d'abord les ensembles A1 et A2 et la

suite (ξn)neN de temps d'arret definie par (1), alors r(dy) ne charge pas

les sous-ensembles polaires de Afτ Π Afΐ\(Aι Π A2)
cor. En effet ce dernier

ensemble n'est autre que 3^^ Π Az^^ Π A2)
C0Γ; p est fini dans U done

r{dy) ne charge pas les sous-ensembles polaires de TJ ([3]), a fortiori,

ceux de R o ^ Π A2)\(AX Π A2)
cor} Π U. D'autre part d'apres (3) r(dy)

ne charge pas aussi les sous-ensembles polaires de {dcot(A1 Π A2)\(A1 Π

A2)
cor} Π (acofA\Acor), il nous reste a montrer que {d^iA, Π A2)\(A1 Γ) A2)

cor}

Π (dCOfA Π Acor) est vide et ce fait est evident car si y est un point de

ce dernier ensemble il est done coregulier pour A, a fortiori, pour A1 Π

A2, ee qui est impossible. Soit x un point de (E\A1 Π A2) c U, p(x) est

done fini, alors d'apres la proposition 2 {p(Xξn)'X{ξn<ζ],P
x} est un sur-

martingale uniforme avec limite p(Xζoo). D'apres (2), le lemme de Fatou

et ([3c], I.e.), nous avons:

liminfn Ex(f(XJ ξn < ζ) > ^(liminf n f(XJξn < ζ)

D'autre part d'apres la propriete de Markov forte de X:

fix) > Ex(f(Xu) ;ζn<ζ) {n = 1 , 2 , 3 )

ce qui implique:

fix) > Ex(f(X$J £«, < ζ) pour tout x dans U .
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Un argument analogue a celui de la demonstration de ([3c], lemme 4)

montre que:

fix) > Ex(f(XTAinA) TAinAi < 0 q.p. x dans U .

En remarquant que r(dy) ne charge pas Rof(Π?=i Aί)\(Π?-i A*)cor} (neN

U {oo}) on peut utiliser les arguments de la demonstration de ([3c], theo. 6)

pour montrer (9).

THEOREME 4. Supposons (B2). Soit f:U->[—oo,+oo] une fonctίon

definie sur un ensemble finement ouvert U de E, telle que:

1) / est finement s.cΛ. et > — oo.

2) / peut etre prolongee sur E en une junction /, q.p, > - o o eί g.p.

finement s.c.i.

3) ίl exίste une base (Va)aeI de la topologie fine de U consistant des

ensembles finement ouverts telle que) Pour tout ael:

(10) f(x) > ExifiXJ ;τa<ζ) pour tout x de Va

on τa: — TEχVaiaeI).

4) f > —V dans U, on pix): = uix,y)ridy) est un potentiel de Green

fini dans U.

5) ridy) ne charge pas les sous-ensembles polaίres de dcoίU\i$U)coτ.

Alors:

(11) fix) > ExifiXτu) ;τu<ζ) pour q.p. x dans U .

oύ τv\ = TEXΌ.

En particulier si la condition 2) est remplacee par:

(20 liminf-fine fix) > 0 pour q.p. y de dfU .
xeu,x-*y

Alors f est non-negative dans U.

Demonstration, f est q.p. finement s.c.i. dans E et les trajectoires

de X sont continues, d'apres ([3c], I.e.): Pour toute loi de probabilite μ

sur E, la fonction t-*f(Xt(ώ)) est continue pour la topologie gauche sur

]0,C(ω)[ p.s. P".

D'autre part puisque la topologie fine est quasi-lindelδf il existe une

suite iVί)ίeN d'elements de iVa)aQI telle que:

0 Vi = U\eQ: = W oύ e0 est un sous-ensemble polaire de U .
ί l
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δcofU7 est contenue dans dcoft7 U eo; en effet soit y un point de dcQtU'\eQ

et soit W un voisinage cofine quelconque de y, alors d'une part W Π U

z> W IΊ ϋ' Φ 0 et d'autre part Tf Π (£r\C7) - (W\eQ) Γ) {E\ϋ') est aussi

non-vide puisque (W\eQ) est un voisinage cofine de y. Montrons en suite

que r(dy) ne charge pas les sous-ensembles polaires de dcofU'\($Uy°τ.

On a:

3cof^/\(C^)βor £ Roftf U β0}\(C?70COΓ

£ Rofί/\(C^)cor} U {β0\(CC/Ocor}

p est fini sur U, done r ( # ) ne charge pas les sous-ensembles polaires

de U, a fortiori, r(dy) ne charge pas Γensemble polaire β0\(£f\Z7/)cor;

d'autre part puisque (E\U')eoτ = (E\U)coτ, d'apres (5) r(dy) ne charge pas

aussi les sous-ensembles polaires de 5COfί7\(C^/)COΓ Posons maintenant

A,: =E\V€ « = 1,2,3-..), alors:

A,: = Q At = Vf et ^

Le lemme 3, applique a / et (Ai)teN, donne done:

f(x) =f(χ) > Ex(f(XTA);TA < ζ) pour q.p. x dans E\A ,
1 : = Ex(f(XTu) TU < ζ) pour q,p. x dans Uf .

Supposons maintenant que:

liminf-fine f(x) > 0 pour q.p. y de 9/Z7 .

Alors / peut etre choisir comme la fonction egale a / dans V et egale

a 0 dans E\U. Pour tout xeU, Xτu(ω) appartient p.s. Px a dsϋ, (11)

donne:

(12) l f ( X ) > E Λ f ( X τ « ) ; τ v < 0 q P x e U >
\ — 0 q.p. xe U .

Soit #o un point de [7 tel que (12) n'est pas verifiee, prenons un VaQ de

(Va)aeI tel que xQ e Vao alors:

f(χ0)>EXo(AXτra);τVao<0

= 0 .

Dans la suite nous considerons toujours des espaces harmoniques

du type de Bauer tels que:
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—II existe un potentiel strictement positif dans E.

— E est un (LCD) et la fonction constante 1 est hyperharmonique.

—Une fonction de Green pour (JΊ?,E) existe.

—Les ensembles semi-polaires sont polaires.

Sous ces conditions on peut montrer qu'il existe un couple de processus

de Hunt iX,X) en dualite dans le sens de Kunita-Watanabe tel que X

est une diffusion associee a (Jf,E) (voir [3c], 4.c); nous avons done le

cas (S2).

DEFINITION ([2]). Soit U un ouvert fin de E. Une fonction nume-

rique / definie sur U est appelee finement hyperharmonique dans U si:

(i) / est > — oo, finement s.c.i. dans £7.

(ii) II existe dans U une base de la topologie fine composee des

ouverts fins (Va)aeI de fermeture fine VaaU (ael), telle que:

(13) f(x) > Ex(f(Xτya) τVa < ζ) pour tout xeVa (ael) .

LEMME 5. Soit g: E —> [0, +oo] une fonction semi-continue superi-

excrement (s.c.s.) pour la topologie cofine de E et a valeurs finies sur

Vensemble e c E. Alors:

Re

g(x) = inf {RJ(x): W 3 e, cofinement ouvert}

oύ Rf denote la reduite de g sur le sous-ensemble A de E.

Demonstration. Soit s une fonction surharmonique de (jf, E), a

valeurs finies et > 0 dans E. Soit v une fonction hyperharmonique,

non-negative telle que v > g dans e. Pour tout reel ε > 0, Γensemble

Gε: {x\ v(x) + εs(x) > gix)} est un voisinage ouvert cofin de e puisque les

functions v et s sont s.c.i. pour la topologie initiale de E. Ainsi:

inί'R^(x) < inf (v + εs)(x) = v(x) .

THEOREME 5 (principe du minimum fin). Soit f une fonction fine-

ment hyperharmonique dans un ensemble finement ouvert U de E.

Supposons que:

1) liminf-fine f(x) > 0 pour q.p. y sur dcofU Π (£U)COΐ

xeΐf,x~*y

2) liminf-cofine fix) > — oo pour p.s. ridy) sur
xGU,x-+y

Rof[7\(Cί7)COΓ} U { ( p = + o o ) Π U]

3) / > —p dans U oύ pix) = uix,y)ridy) est un potentiel dans E.

Alors f est non-negative dans U.
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Demonstration, Soit E70 Γinterieur eofine de U, alors d'une part

U\U0 est un ensemble polaire e0 ([1], 4.1.) et d'autre part tout point de

e0 appartient a i$U)cor = (C^0cor> n o u s pouvons done supposer dans le

theoreme que U est a la fois ίinement et confinement ouvert. Notons par

e Γensemble polaire:

{y\ye{dcofU\^Uyoΐ} U {ip = + oo) Π U} et liminf-eofine/(a?) > -00} .

Definissons ensuite la fonction / :£ '-» [—00, +00] comme suit:

/ : =

/ dans U\e

liminf-eofine fix) pour tout y e e ,

0 partout ailleurs.

Alors / est q.p. finement s.c.i. dans E et > — oo dans J7\e. D'autre

part la fonction g: — f~ = inf (—/, 0) est cofinement s.c.s. et a valeurs

finies sur e, on a d'apres le lemme 5:

(14) inf {RJix): W D e, W cofinement ouvert} = 0 pour x e U\e .

Prenons un tel ensemble W et posons Όf — U\Wf alors la restriction de

/ a U' verifie les hypotheses du theoremes 4. Les conditions l)-4) sont

faciles a verifier, il nous reste a verifier 5). dcoΐU' = (acofi7
/ Π dcoίU) U

OcofC7\acofi7
/), d'une part si y est un point de deofU\i$U')COT alors y appartient

aussi a 5COf^\(C^/)cor done d'apres 2) ces points y appartiennent p.s. ridy)

a e, ce qui entraine que idcoΐU' Π 9cof^)\(C^0cor est de mesure ridy) nulle.

D'autre part Γensemble idC0{U'\dC0{U) est contenue p.s. ridy) dans U\e9

done ridy) ne charge pas les sous-ensembles polaires de dcoΐU'\dcoΐU puisque

pix) est fini dans U\e ([3b]). Le theoreme 4 donne done:

(15) fix) > ExifiXTu,) τv < ζ) q.p. x dans U' .

La fonction / est finement hyperharmonique dans U done y est finement

continue ([3a], remarque du theoreme 7), d'autre part le second membre

de (15) est une fonction finement s.c.s. dans U' ([3c], proposition 5), on

en deduit que (15) est vraie pour tout x dans £/'. Mais on a aussi:

ExifiXτjJ>) τυ> < ζ) = ExifiXτu) τv < TV) + ExifiXTw) τj/ = 2V < 0

> ExifiXTϋ) Γtf < Γμr) — RJ(x) .

En faisant W variant suivant le filtre des voisinages cofinement ouverts

de e, on obtient enfin:
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Ex(f(XTu.) τv. <0> l imsup^ (Ex{f{Xτϋ) τΌ < Tw) - RJ(x))

> liminf^ {Ex(J(Xτπ) r^ < 2V) - liminfw RJ(x) .

On a done cΓapres (14) et (15):

f(x) ^ Ex(f(Xτu) ;τu<ζ) pour tout x de ϋ' .

Puisque T7 a ete choisi abitrairement et puisque f(XτjJ) = 0 p.s. P*(# e Z7),

on a ainsi:

f(x) > 0 pour tout x de C7\e .

D'autre part due a Γinegalite (13) / est aussi non-negative dans e.

Remarques. 1) Si les topologies fine et cofine de E se coincident,

puisque / est supposee > —oo dans U Γassumption 2) du theoreme 5 se

reduit a:

(20 liminf -fine f(x) > -oo p.s. r(dy) sur dfU\([,Uy

En particulier le theoreme 5 se reduit pour le cas (A2) de Mme Herve

avec Γaxiome (D) ou pour le cas classique d'un espace de Green a un

resultat anonce par B. Fuglede (communication privee)

2) II est interessant de se demander que si la condition:

liminf -cofine f(x) > — oo pour tout 2 / d e { p = + o o } Γ ) t 7
xeu,x-* y

est superflue. Dans le cas du mouvement uniforme sur la droite reelle

le resultat expecte est faux, ce qui nous amene a poser la question

suivante: Supposons de plus que Γaxiome (D) est vrai pour Γespace

harmonique donne. Soit g: E —• [ — oo, +oo] une fonction finement s.c.i.

et > — oo en un point polaire xQf peut-on montrer que

liminf -cofine f(x) > — oo?
xQU,x-*xo
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