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SUR LE PRINCIPE DU MINIMUM FIN
NGUYEN-XUAN-LOC

Introduction

Cet article fait suite & [3c]; dans [3c] étaient étudiées des généra-
lisations éventuelles du principe de minimum fin de Fuglede (voir [2]
théo. 9.1. et [3a] théo. 6.) et le cardre était celui des processus de Markov
en dualité au sens de Kunita-Watanabe (voir [4b]). Le présent article
a le méme but, si dans [3c] on a supposé que la limite inférieure fine
de la fonction finement hyperharmonique donnée doit étre non négative
en tout point de la fontiére fine de ’ensemble de définition, on se permet
dans cet article de supposer que cette lim. inf. fine pourra avoir des
valeurs négatives (méme égales & —oo) sur un ensemble polaire de la
fontiére fine.

Les résultats principals de cet article sont la proposition 2 et les
théorémes 4 et 5.

Nous gardons les notations et les terminologies de I’article [3c].

§1. Quelques résultats complémentaires sur les balayages de potentiels

Notons par X = (2, #,%#,,X,,0,,,, P*) un processus standard, tran-
sient sur un espace localement compact & base dénombrable (LCD) E.

LEMME 1. Soient A, et A, deux ensembles presque boréliens de E.
Notons par T, et T, les temps d’entrée de X dans A, et A, respective-
ment. Définissons la suite de temps d’arrét (§,),ey de lo famille {F,},s,
comme Suit:

§=T,;&=T + Tz(ﬁe,); coe b =&y + Tz(aegk_‘);
(1) §2k+1 = 5215 + Tl(ﬁegk)
&, =1lim. &, .

Alors:
a) Pour tout point x de E et pour tout réel t > 0, on a:
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136 NGUYEN-XUAN-LOC

t+ £.00,) > &, presque sirement (p.s.) P* .

b) Pour tout point x irrégulier pour A, ou A, et pour toute suite
(En)mso de réels décroissante vers 0, on a:

(2) lim,, (t, + £.00.,)) = &. p.s. Pz, lorsque m — oo .

Démonstration. a) Voir ([3c], lemme 1).

b) Supposons que x e A U AF (I’ensemble des points ol soit A, soit
A, est effilé), il existe alors pour le cas ol zc AF un ensemble £,¢ %,
tel que P*(2) =1 et tel que (J, (& > tn) = 2, pour toute suite (t,)mso
de réels décroissante vers 0.

Soient w,€ £, et m, un entier tel que ¢, < &(w,) pour m > m,, alors:

tm + £(0i0(@p) = &(w)  pour m = m, .
On a donec pour m > m,:

tn + E0e,(@0) = tw + §1(0:,(00) + T5(6:,00:, ()
=t + EOn@) + TiOrnreriory (@)
= El(wo) + Tz(ael(wo))
= &)@ .

Il s’ensuit par induction que ¢, + &:(6,,(w)) = &(w,) pour tout entier k
et pour tout m > m,. D’autre part on a d’apreés a):
Eulwy) = limy &x(wy) = limy (¢, + £406,,(0)) m = m,
=1n + & m(ﬁcm(a)o))
2 Eea(wo) .

I1 reste & montrer (2) pour tout point z de I’ensemble Ai"\A¥F. Siz est
régulier pour A, il existe d’abord un ensemble 2,¢ F, tel que P*(2,) =1
et tel que:

lim,, (t, + &0, (@) = &(w) =0  pour tout w,e £, .
Puisque = est aussi irrégulier pour A, on a p.s. P? sur £,:
t + T,0/w) = Tw)  pour tout 0 < ¢t < ¢,

ol m, est un entier dépendant de w,.
11 suffit donc de choisir un entier m, tel que ¢,, + &6, (w,)) < t,, pour
tout m > m, pour voir que:
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tw + &0, (0) =t + 51(6%((00)) + T2(05m+51(ﬂtm)(wo)) m = m,
= Tz(wo)
= El(ﬂ)o) + Tz(ﬂsl(wo)) = 52(0)0) .

La suite de la démonstration se fait exactement comme celle du cas
précédent.

PROPOSITION 2. Soit X = (0, 4, 4,,X,,6,,¢, P*) un second processus
standard et transient sur E et soient A, et A, deux ensembles presque
boréliens de E. Supposons que X et X sont en dualité dans le sens de
Kunita-Watanabe et notons par w(x,y) une fonction de Green de X.
Définissons lo suite de temps d’arrét (€,),cy comme suit:

él = Tz; ‘aéz = 51 + T1(éél); cee ézk = ézlc—l + 7’\‘1(95%_1);
(3) ézk“ == ézk + Tz(éézk)
ém = lim, ék
o f‘l et ’f‘z dénotent respectivement les temps d’entrée de X dans A, et

A, Alors:
a) On a pour tout point x de A¥F U AF U (4, N A):

(4) uﬁéw(x,y) = P, _u(x,vy) pour tout ye AP U AL U (A, N A4,)%F
et vice-versa on a pour tout y de APT U AP U (4, N A,)%":
uPs_(x,y) = P,_u(x,y)  pour tout x de A U A U (4, N A)" .

b) Pour tout potentiel de Green p(x) = Ju(x, ¥)-r(dy) dont la mesure

associée r(dy) ne charge pas les sous-ensembles semi-polaires de AT N
Agor\(Al n Az)cor

(5) lim, E,(p(X,,); & <§) = E.(X,); & <0
pour tout x en dehors un ensemble semi-polaire (q.p.) de (A, N A,)" U
AU Al

De plus si A, et A, sont finement fermés et si p est fini dans
(E\A, N A4, alors on a 1’égalité (5) pour tout x de ce dernier ensemble.

Démonstration. Rappelons que pour tout temps d’arrét T (resp. D)
de la famille {#,};, (resp. {#};»,) et pour toute fonction presque borél-
ienne non négative f, Prf (resp. F’f f) dénote le balayé (resp. cobalayé)
de f pour X (resp. pour X). Ainsi:
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P, uwx,y): = E(uX,,,y); & <0 n=1,2,3,.-.)
uP, (x,y): = E,(ux,£:); 6, <O n=1,23,--)

a) D’apres ([1]1, (V.1.16)):

Pruz,y) = uﬁﬁ(w, Y) pour tout (x,y)eF X E ,
Pru(x,y) = uﬁh(x, Y) pour tout (x,y)eE X E .

Done:
Py (Pra)(, y) = j Py (@, d?) f w(z, 1) Py (dr, 1)

= f uﬁfz(az, 1")-1%1(0!1", Y)
= WPs)Ps,(@,v) .
On a par induction sur k:
(6) P, ulx,y) = upgn(x, Y) pour tout (x,y)eF X E .

Soient f et g deux fonctions boréliennes, non négatives, bornées quel-
conques dans E, posons v(dx): = f(x)m(dx) (m(dx) dénote la mesure de
référence de I'hypothese de Kunita-Watanabe) et u(dy): = g(y)m(dy),
puisque

70C) = [u@, f@m@) et Ugl) = j (-, IWym(dy)
sont des potentiel (co-)réguliers sur E, on a donc:
f [ uPo (@ s @om@zmay) = E,0Ee); 6. <O
= lim, E,(fU(X4,); én <O
et
f P, u(z,y) f(@)gy)ym(drym(dy) = E(Ug(X,); &, <)
= lim, E(Ug(X,,); & <O
D’autre part d’apres (6):
E(U9(Xe); 6 <0 = E (UK 6w <8  (k=1,2,8...)
Ce qui implique:

uﬁgw(w,y) = P, _uw(x,y) p.s. m(dx) X m(dy) sur E X E .
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Ainsi nous avons pour tout x# en dehors un certain ensemble de mesure
m(dx) nulle:

(7) uf’éw(cc, y) = P, u(z,y) p.s. m(dy) sur E .

D’aprés le lemme 1 le temps d’arrét &, de la famille (£,),., satisfait &
la propriété t + £.(4,) = &. p.s. PY(yeE, t > 0), la fonction

y— uP: (@, 9)

est donc cosurmédiane, cad, surmédiane pour le semi-groupe associé a X.
D’autre part la fonction y — P, _u(x,y) est coexcessive, d’apres (7) elle
est donc la régularisation excessive de y—»uﬁgm(x, ), ce qui implique
([4al, IX.T66):

(8) lim, (uﬁéw(x, -))»ﬁz(y) = P. u(xz,y) pour tout y ¢ E lorsque t | 0.

D’une part on a d’apreés le lemme 1 pour tout point y de A" U AP’ et
pour toute suite de réels (¢,) décroissante vers 0:

lim,, WP;_(z,-)-P,,(y) = lim,, B, ¢ o, (=9
= upgm(x, Y .

D’autre part si y appartient & (4, N 4,)°, alors 0 < &, < T',h. = 0 D.5.
Pv et uﬁgm(x, y) = u(x,y). Remarquons d’abord que ’intersection de tout
ensemble cofinement dense dans E avec ’ensemble (4, N A, est aussi
cofinement dense dans ce dernier ensemble puisque ’ensemble (4, N A,)*%\
intérieur-cofine (4, N A,) est contenu dans la frontiére cofine de A, N A,.
Ainsi les deux fonctions y — upém(x,y) et y— P, _u(z,y) sont cofinement
continues dans (4; N 4, et y sont égales sur un sous ensemble dense
pour la topologie cofine (le complémentaire d’un ensemble de mesure
m(dy) nulle), donc elles sont partout égales sur (4, N A,)*". On a ainsi
montré que pour p.s. m(dx) dans E':

(Y|P u(m,y) = uP; (2, 9)} D (A, N A)> U (B\A5) U (B\As™)

cad (4). Par dualité on a aussi pour ¥ en dehors d’un ensemble de
mesure m(dy) nulle dans E':

P, u(x,y) = uﬁgm(x,y) pour tout xe(4; N A" U (F\AD U (EF\A) .

Pour un tel x on utilise de nouveau ’argument indiqué en haut pour
montrer (4) et on acheve la démonstration de cette partie de la proposi-
tion par un argument de dualité.



140 NGUYEN-XUAN-LOC

b) 1l suffit de montrer (5) pour le cas ou 7(dy) est une mesure de
Radon non-négative et bornée de E. Nous esquissons un argument déja
utilisé dans la démonstration de ([3c], lemme 3).

La suite de fonctions X-excessives:

décroit p.s. m(dx) vers la régularisation excessive #(x) de inf, u,(x): =
u(x). Posons r,(dy): = Isgnqﬂ(dy), alors

U, (%) = Iu(x, Y)-r,(dy) .

D’autre part puisque la suite de mesures (7,(dy)),cy cOnverge vaguement
vers la mesure Ps_r(dy) on a d’aprés ([4b], IIL.T.8):

(x) = J u(@, y)Be_r(dy)

= I’I"(dy)upgw(x9 y) .

I’ensemble {y[uﬁgw(x,y) > P, u(x,y)} est semi-polaire done si r(dy) ne
charge pas les sous-ensembles semi-polaires de A" N AP\(4; N 4,)*" on
a d’aprés (4): Pour tout x de (4, N A)" U (E\A)D U (F\A))

@) = f 7dy)P. w(@,y) = P p(@) .

1’égalité (5) est donc vrai pour tout x de {i = u} N {(4, N 4,)" U (F\A4)
U (E\4p)}. Si de plus 4, et A, sont finement fermés on a au moins
I’égalité (5) pour tout x de {# = u} N (F\A4, N A;). D’autre part pour
tout z de (F\A, N A4,) on a 4(x) = u(x) puisque p(x) est fini et puisque
&, > 0 p.s. P* pour n > 2.

Remarques. 1) Pour tout z de E tel que p(x) < + oo la suite de
variables aléatoires {p(X.,) X, <o}lnen €St un supermartingale non-négative
de la famille {#, },c», On a donc:

lim, p(X.)-X¢,co = Y(-)  p.s. P=.

ou Y(.) est une fonction P=-intégrable. Donc pour tout point z de
< o} N{E=u} N{4 NA) U E\A) U (EF\AD} on a d’apres (5):
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E.(0(X,.); ¢ <) = lim, E,(p(X,,); § <0)
= E(Y(")
g Ea:(p(XEm); ‘Soo < C) 3

cad (P(X.) X, <olnen st un surmartingale uniformément intégrable.

2) Si r(dy) ne charge pas les ensembles semi-polaires de E (ce qui
est équivalent dans le cas classique & dire que p est semi-borné) la
démonstration de (5) se simplifie beaucoup et on peut méme montrer que
le surmatingale {(p(X,));5,, P?} de la famille {#,}.., est de classe (D) pour
quasi-partout x dans E. Nous avons supposé dans le lemme 3 de [3c]
que p est fini sur la fermeture cofine de (F\A,; N A,) et cette condition
est plus forte que celle de la proposition 2 car elle entraine que 7(dy)
ne charge pas des ensembles polaires de la fermeture cofine de (EF\A4; N
A,) (voir [3b]). Le contre-exemple suivant montre que notre condition
sur la mesure 7(dy) dans la proposition 2 est la meilleure que nous
puissent obtenir: Soit X le mouvement brownien dans R3. Soient B la
boule unité ouverte et B,,B, deux boules fermées tangent & 1’origine.
Posons A,: = B, U (B, 4,: = B, U (B et p(x) =|z|™". Alors A{" N A"\
(4, N A)>=r = {0} et la mesure r(dy) est la masse unitée & l’origine. Il
est facile de voir que

E.wX.); & <0 = pk) pour tout z de E. (n =1,2,3..-)
et

E.wX.);é.<{ = Py,(x) pour tout z de E,
< p(x) pour tout x de B .

§2. Le principe du minimum fin

Nous appelons comme dans [3c] le cas (B,) ’ensemble des hypothéses
suivantes:

—Dualité au sens de Kunita-Watanabe de deux processus stan-
B) dards, transients X et X.
: —Les trajectoires de X sont continues.

—Les ensembles semi-polaires sont polaires.

Rappelons aussi que pour une fonction numérique. u.m. f sur E et pour
un temps d’arrét 7 de la famille {#};5, tel que P,f~(x) < 400, nous
définissons E (f(X;); T <) comme 'intégrale supérieure de la fonction
f(X;) par rapport & la mesure Pz,
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LEMME 3. Etant donné le cas (B,). Soit f:E —[—oco0, + 0] une
fonction finement semi-continue inférieurement (s.c.i.) et a wvaleurs q.p.
plus grandes que —oo dans E. Soient (A,);cxy une suite d’ensembles
finement fermés et notons par A Uemsemble M, A,

Supposons que:

1) f@) =2 E.(f(Xy,); Ty <O pour q.p. x dans E\A, ¢ =1,2...)
2) f>=-—pdans U: = E\A ou p(x) = Iu(w, yr(dy) est un potentiel de

Green fini dans U.

3) r(dy) ne charge pas les sous-ensembles polaires de 8.,,:A\A, oW 0,,;A

dénote la fontiere cofine de A.

Alors:

(9) J@ > E.(f(Xr); Ta<8  q.p. dans U.

Démonstration. Considérons d’abord les ensembles A, et A4, et la
suite (£,),cx de temps d’arrét définie par (1), alors r(dy) ne charge pas
les sous-ensembles polaires de AP N A$"\(4, N 4,)*". En effet ce dernier
ensemble n’est autre que d..:(A, N A)\(4, N 4,)°"; p est fini dans U done
r(dy) ne charge pas les sous-ensembles polaires de U ([3]), a fortiori,
ceux de {3.,(4; N AP\(A, N A)} N U. D’autre part d’aprés (3) r(dy)
ne charge pas aussi les sous-ensembles polaires de {3...(4, N A)\(4; N
A)et N (Bt A\A®), il nous reste & montrer que {7..«(4, N 4,)\(4, N 4,)*7}
N (BcA N A®) est vide et ce fait est évident car si y est un point de
ce dernier ensemble il est donc corégulier pour A4, a fortiori, pour 4, N
A,, ce qui est impossible. Soit z un point de (F\A, N 4,) C U, p(x) est
donc fini, alors d’aprés la proposition 2 {p(X,) X, <, P*} est un sur-
martingale uniforme avec limite p(X. ). D’aprés (2), le lemme de Fatou
et ([3c], 1.e.), nous avons:

limint, E,(f(X.,); & < 0 > E,(iminf, (X, )¢, < 0
=FE,(f(X:.); 6. <0 .

D’autre part d’aprés la propriété de Markov forte de X:
ce qui implique:

f@ > E(f(X.); €. <O pour tout x dans U .
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Un argument analogue & celui de la démonstration de ([8c], lemme 4)
montre que:

J@) 2 E(f(Xz,00)5 Tans <8 q.p. « dans U .

En remarquant que r(dy) ne charge pas {0.:((71 A\ A} (e N
U {co}) on peut utiliser les arguments de la démonstration de ([3c], théo. 6)
pour montrer (9).

THEOREME 4. Supposons (B,). Soit f: U — [—oo0, +o00] une fonction

définie sur un ensemble finement ouvert U de E, telle que:

1) f est finement s.c.i. et > —oo.

2) f peut étre prolongée sur E en une fonction f, q.p. > —oo et q.p.
finement s.c.i.

3) il existe une base (V,),.; de la topologie fine de U consistant des
ensembles finement ouverts telle que; Pour tout ael:

(10) f@) > E(f(X.);r. <8  pour tout x de V,
ot v, = Ty (el

4) f>=—p dans U, on p(x): = Ju(x,y)'r(dy) est un potentiel de Green
fini dans U.

5) r(dy) me charge pas les sous-ensembles polaires de d,,,U\([U)=".
Alors:

(11) @ > E(fX.);t0 <0  pour q.p. x dans U .
0?:0 Ty .= TE\U'
En particulier si la condition 2) est remplacée par:

(2) liminf-fine f(x) > 0 pour q.p. y de 9,U .

ZEU,x-y
Alors f est non-négative dans U.

Démonstration. f est q.p. finement s.c.i. dans E et les trajectoires
de X sont continues, d’apres ([3c], 1.e.): Pour toute loi de probabilité p
sur E, la fonction ¢ — f(X,(w)) est continue pour la topologie gauche sur
10, L(w)[ p.s. Pe.

D’autre part puisque la topologie fine est quasi-lindelof il existe une
suite (V,);ey d’éléments de (V,)..; telle que:

Dl Vi=U\e: =U' ol ¢, est un sous-ensemble polaire de U .
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0.,:U’ est contenue dans 3.,U U ¢,; en effet soit y un point de 4,,:U"\e,
et soit W un voisinage cofine quelconque de ¥, alors d’une part W N U
DWNU #0 et dautre part W N (B\U) = (W\e,) N (E\U’) est aussi
non-vide puisque (W\e,) est un voisinage cofine de y. Montrons en suite
que 7(dy) ne charge pas les sous-ensembles polaires de a,..U’\([U")*".
On a:

ot UNQUY S {000:U U e\ QU™
- {acot‘U\(ﬂU/)wr} U {eo\(GU’)cor}

p est fini sur U, donc 7(dy) ne charge pas les sous-ensembles polaires
de U, a fortiori, r(dy) ne charge pas l’ensemble polaire e,\(&\U")>";
d’autre part puisque (E\U’)>* = (E\U)*", d’apres () r(dy) ne charge pas
aussi les sous-ensembles polaires de 3..U\({U")**. Posons maintenant
A:=FE\V, i=1,2,3.-.), alors:

A =NA =T et 9,A\A° = 3, U\QU)> .
i=1

Le lemme 3, appliqué & f et (A4,);c», donne donc:

@ =F@) > E,(f(Xy); T4 <) pour q.p. # dans E\A ,

11 _
(1) { =E.(fX:); 5 <O pour q.p. « dans U’.

Supposons maintenant que:

liminf-fine f(x) > 0 pour q.p. ¥ de 9,U .

€U, x~y

Alors f peut étre choisir comme la fonction égale & f dans U et égale
a4 0 dans E\U. Pour tout zeU, X.,(v) appartient p.s. P+ a 9,U, (11)
donne:

(12)

{f(x) >E,(fX.);0w <0 ap. zeU,
=0 q.p. zeU.

Soit @, un point de U tel que (12) n’est pas vérifiée, prenons un V,, de
(VDaer tel que z,€V,, alors:

J (@) > E.‘co(f_(Xryao); TV o <0

Dans la suite nous considérons toujours des espaces harmoniques (%, E)
du type de Bauer tels que:
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—II existe un potentiel strictement positif dans E.

—F est un (LCD) et la fonction constante 1 est hyperharmonique.
—Une fonction de Green pour (#,FE) existe.

—Les ensembles semi-polaires sont polaires.

Sous ces conditions on peut montrer qu’il existe un couple de processus
de Hunt (X, X) en dualité dans le sens de Kunita-Watanabe tel que X
est une diffusion associée a (o, F) (voir [3c], 4.¢); nous avons donc le
cas (B,).

DEFINITION ([2]). Soit U un ouvert fin de E. TUne fonction numé-
rique f définie sur U est appelée finement hyperharmonique dans U si:

(i) f est > —oo, finement s.c.i. dans U.

(i) 11 existe dans U une base de la topologie fine composée des
ouverts fins (V,),.; de fermeture fine V.c U (xel), telle que:

13) J@ = E(f(X,,,); tve <O pour tout xeV, (aecl).

LEMME 5. Soit g: E — [0, +o0] une fonction semi-continue supéri-
eurement (s.c.s.) pour la topologie cofine de K et a valeurs finies sur
Pensemble e C E. Alors:

Ri(x) = inf {R}(x): W D e, cofinement ouvert}

ow R dénote la réduite de g sur le sous-ensemble A de E.

Démonstration. Soit s une fonction surharmonique de (#,E), a
valeurs finies et >0 dans E. Soit v une fonction hyperharmonique,
non-négative telle que » > g dans e. Pour tout réel ¢ > 0, I’ensemble
G,: {x|v(x) + es(x) > g(x)} est un voisinage ouvert cofin de e puisque les
fonctions v et s sont s.c.i. pour la topologie initiale de E. Ainsi:

inf-RS(x) < inf (v + e8)(@) = v(x) .

THREOREME 5 (principe du minimum fin). Soit f une fonction fine-
ment hyperharmonique dons un ensemble finement ouvert U de E.
Supposons que:

1) liminf-fine f(x) > 0 pour q.p. y sur acofl_] n o)

zelU,x—y
2) liminf-cofine f(x) > —oo pour p.s. r(dy) sur
€U, x—~Y
{8..:UNCU)*7} U {(p = +c0) N U}
3 f>=—p dans U on p(x) = Ju(x,y)r(dy) est un potentiel dans E.

Alors f est non-négative dans U.
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Démonstration. Soit U, Pintérieur cofine de U, alors d’une part
U\U, est un ensemble polaire ¢, ([1], 4.1.) et d’autre part tout point de
e, appartient a ([U)* = ({U)*", nous pouvons donc supposer dans le
théoréme que U est a la fois finement et cofinement ouvert. Notons par
¢ ’ensemble polaire:

WY € {0:U\NGUI>} U {(® = +00) N U} et liminf-cofine f(x) > —oo}.

zeU,z-Y

Définissons ensuite la fonction f: E — [— o0, + o] comme suit:

f dans U\e
F: = {liminf-cofine f(x) pour tout yee,
Z2EU,z—yY
0 partout ailleurs.

Alors f est q.p. finement s.c.i. dans E et >—co dans U\e. D’autre
part la fonction g: = f~ = inf (—f,0) est cofinement s.c.s. et & valeurs
finies sur e, on a d’aprés le lemme 5:

(14) inf{R}(x): W D e, W cofinement ouvert} = 0 pour ze U\e.

Prenons un tel ensemble W et posons U’ = U\W~ alors la restriction de
F a U’ vérifie les hypothéses du théorémes 4. Les conditions 1)-4) sont
faciles & vérifier, il nous reste a vérifier 5). 0uorU’ = (BpeU’ N 0peU) U
(oot U\0ooe U”), d’une part si y est un point de 8.,,U\([U’)*" alors y appartient
aussi & 9,,,U\([U)>" donc d’apres 2) ces points y appartiennent p.s. »(dy)
a e, ce qui entraine que (O.U’ N 8., UN\(U ) est de mesure r(dy) nulle.
D’autre part 'ensemble (9.,;U"\0.,:U) est contenue p.s. »(dy) dans U\e,
donc r(dy) ne charge pas les sous-ensembles polaires de 0,,:U’\0,..:U puisque

p(x) est fini dans U\e ([8b]). Le théoreme 4 donne donc:
(15) F@) > E,(fX.,); 10 <O q.p.  dans U’ .

La fonction f est finement hyperharmonique dans U donc y est finement
continue ([3a], remarque du théoréme 7), d’autre part le second membre
de (15) est une fonction finement s.c.s. dans U’ ([3c], proposition 5), on
en déduit que (15) est vraie pour tout & dans U’. Mais on a aussi:

B (f(X); tp <0 = BE(f(X)s 1o < Ty) + Eo(fXrp)s 70 = Ty <0
> Ex(f(XrU); Ty < TW) - R:;V(x) .

En faisant W variant suivant le filtre des voisinages cofinement ouverts
de ¢, on obtient enfin:
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E,(f(Xe); oy <0 = limsupy (B(f(X.,); 7o < Ty) — R} (x))

liminf,, (E,(f(X.,); tv < Ty) — liminf,, R} (x) .

\VARVY,

On a donc d’aprés (14) et (15):
f@) > E(f(X.);ty <&  pour tout « de U’ .

Puisque W a été choisi abitrairement et puisque f(X.,) = 0 p.s. P*(z ¢ U),
on a ainsi:

f@ =0 pour tout x de U\e.
D’autre part diie & l'inégalité (13) f est aussi non-négative dans e.

Remarques. 1) Si les topologies fine et cofine de E se coincident,
puisque f est supposée > —oco dans U l’assumption 2) du théoréeme 5 se
réduit a:

2 liminf-fine f(x) > — oo p.s. r(dy) sur o,U\({U)*

En particulier le théoréme 5 se réduit pour le cas (4,) de M= Hervé
avec l'axiome (D) ou pour le cas classique d’un espace de Green a un
résultat anoncé par B. Fuglede (communication privée)
2) Il est intéressant de se demander que si la condition:
liminf-cofine f(x) > —oo pour tout ¥y de {p = +o0} N U

zeU, -y

est superflue. Dans le cas du mouvement uniforme sur la droite réelle

N

le résultat expecté est faux, ce qui nous ameéne & poser la question
suivante: Supposons de plus que l’axiome (D) est vrai pour l’espace
harmonique donné. Soit g: E — [—co, +co] une fonction finement s.c.i.
et > —oco en un point polaire x, peut-on montrer que

liminf-cofine f(x) > —oo?

xeU,x—-2xo
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