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UNE CARACTERISATION DES NOYAUX DE CONVOLUTION
REELS DE TYPE LOGARITHMIQUE

MASAYUKI ITO

§1. Introduction

Soit X un groupe abélien localement compact séparé et dénombrable
a linfini. On désignera par & la mesure de Haar sur X. Un noyau de
convolution réel N (c’est-a-dire, une mesure de Radon réelle) sur X sera
dit de type logarithmique s’il existe un semi-groupe (@,),», vaguement
continu, markovien et récurrent des noyaux de convolution (non-négatifs)
tel que lim,... a, = 0 (vaguement) et, pour toute x € M%(X) (pour la nota-
tion, voir § 2),

1.1) Nxp= r o, % pdt® |
0

Dans ce cas, (a,),5, est déterminé d’une maniére unique. S’il existe un
noyau de convolution réel de type logarithmique sur X, alors X est non-
compact. Donc, dans cet article, on supposera toujours que X est non-
compact et I’on désignera par ¢ le point d’Alexandroff de X.

Dans le théorie classique du potentiel, il est bien connu que le noyau
logarithmique sur ’espace euclidien R* & 2 dimensions vérifie le principe
du maximum semi-complet (équivalent au principe du semi-balayage) (voir
[9] et [10]).

Le but de cet article est de montrer les deux théorémes suivants:

THEOREME A. Soit N un noyau de convolution réel sur X.
(a) Supposons que X = R X Fet X = Z X F, ot R est la droite réelle,
Z est le groupe additif d’entiers et F est un groupe abélien compact. Alors,
pour que N soit de type logarithmique, il faut et il suffit que l'on ait:
Received May 11, 1981.

M Cela signifie que, pour fe Cg(X) quelconque,

jde » g =lim j: j fdaty # pdt = rj fdaty * pdt.
0
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(1) N vérifie le principe du maximum semi-complet.

(2) N est non-périodique.

(3) Pour fe CYX) quelconque inf,., N x f(x) < 0.

(4) Pour une exhaustion (K,);., de X®, on désigne par nycx, la
réduite de N sur CK,. Alors on a lim, ... 9y ¢z, = — oo; Cest-d-dire, pour

toute 0 % fe Cx(X), lim, .. j fdnx.ox, = — co®.

(b) Supposons que X = R X Fou bien X = Z X F. Sous la condition
N = o(x)) a linfini (C’est-a-dire, pour fe C(X) quelconque, N xf((x,y))
= o(|x|) lorsque |x| — oo, ol (x,y) e R X F ou bieneZ X F), N est de type
logarithmique si et seulement si N vérifie (1), (2), (3) et (4). Dans ce cas,
on ne peut pas éviter la condition supplémentaire.

TutorEME B. 8’il existe un noyau de convolution réel de type logari-
thmique sur X, alors pour un voisinage compact V de Iorigine quelconque,
X, =R2xF, ou X, RXZXVF, ou X, =2*X F, ou X, ~RXF,
ou X, = Z X F,, oit X, est le sous-groupe fermé engendré par V et F, est
un certain groupe abélien compact.

§2. Le principe du maximum semi-complet et le principe du semi-
balayage

On désignera par:

C(X) Yespace de Fréchet usuel des fonctions finies et continues sur X;

CyX) T’espace de Banach des fonctions continues et bornées sur X
& valeurs réelles muni de la norme ||f| = sup,cx|f(*)];

Cx(X) Pespace vectoriel topologique usuel des fonctions finies et
continues sur X & support compact;

M(X) = Cx(X)* Pespace vectoriel topologique des mesures de Radon
réelles sur X muni de la topologie vague;

M,(X) = C(X)* I’espace vectoriel topologique des mesures de Radon
réelles sur X A support compact;

Cr(X), Cy/(X), CUX), M+(X) et Mi(X) leur sous-ensembles des élé-
ments =0;

CoX) = {fe CX; [ 1f1d8 < o, [ fae = 0l;

@ Pour =1 quelconque, K, est compact, contenu dans ’intérieur de K,,1 et U K,=X.

n=
®  Lorsque une famille filtrante (#a)sc4 dans M(X) converge vaguement vers g e M(X),
on écrit aussi lim pe=p.
agd
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%(X) = {fe CuX); [ ae = ol;
M) = {pe M; [ dlul < oo, [ du = 0};
My(X) = (e Mu(X); [ dpe = o).

DfFinITION 1. Soient N, et N, des noyaux de convolution réels sur X,

(1) N, vérifie le principe relatif du maximum semi-complet par
rapport & N, (désigné par (N, N,) € (PRMS)) si, pour f, ge CxX) a
Ifd{-’ = J.gdé et a € R quelconques, N, *xf < N,xg + a sur X dés que la
méme inégalité a lieu sur le support de f, supp(f), olt * désigne la con-
volution sur X.

(2) N, vérifie le principe transitif du maximum semi-complet par
rapport a N, (désigné par (IV, N,) € (PTMS)) si, pour f, ge CxX) a
I fdgs = Jgds et aeR quelconques, N,*f < N,xg+a sur X dés que
‘Nl *f < N, * g + a sur supp(f).

Evidemment, pour un noyau de convolution réel N, (N, N) e (PRMS)
et (N, N) € (PTMS) sont équivalents. Dans ce cas, N est dit simplement
de vérifier le principe du maximum semi-complet et désigné par N e (PMS).

Remarque 2. On a (N, N,) ¢ (PRMS) (resp. ¢ (PTMS)) <> (N, N)) ¢
{PRMS) (resp. € (PTMS)), ol Nj est le noyau de convolution symétrique
de N, par rapport a l'origine (j = 1, 2).

En effet, pour un noyau de convolution réel N et fe Cx(X), on a
N« f(x) = N« f(— ), ot f(x) = f(— %), et cela montre la remarque 2.

Remarque 3. Si (N, N,) ¢ (PTMS), alors, pour fe C%WX) quelconque,
N, x f est bornée sur X.

En effet, posons a=max{N, % f(x); x € supp(f*)} et b=max{— N, x f(x);
x esupp(f)}. Alors (N, N,) € (PTMS) montre que N,xf < a et — N, *f
< b sur X, dolt |V, x f| < max(a, b) sur X.

Pour x e X, on désigne par ¢, la mesure d’'unité a x. En particulier,
on écrit ¢ = ¢, ou 0 désigne l'origine de X.

Remarque 4. Soit (N,, N,) ¢ (PTMS). Alors I'application
Cx(X) X Xo(f, x) —> N, x (e, — &) x f e Cy(X)

est continue.
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En effet, soit (f, x) € Cx(X) X X quelconque. Pour un compact K
de X vérifiant KDsupp(f) et un entier n = 1 quelconques, il existe un
entier m = 1 et un voisinage compact V,(x) de x tels que, pour ge Cx(X)
vérifiant supp(g) C K et ||f — g|| < 1/m et y € V,(x) quelconques, en posant
K+ V(x)={y+ 2z yekK, ze V,(x)}, on ait

[N % (s — &) #f — Ny # —e)*g|<% sur (K + V,(x) UK.

Comme (¢, — €) xf — (¢, — &) x g est portée par (K + V, (x))UK et (¢, — &)
xf— (e, — &) x g € CX(X), (N,, Ny) € (PTMS) montre que

]|N2*(e,—e)*f—Nz*(ey—e)*gllgl.
n

Cela donne notre remarque.

Remarque 5. (1) (IV,, N,) e (PRMS) & Pour toute constante ¢ > 0,
(N, + ce, N,) € (PRMS).

(2 (N, N,) e (PTMS) & Pour toute constante ¢ >0, (N, + ce, N,)
e (PTMS).

(3) Ne(PMS) & Pour toute constante ¢ > 0, N + ce € (PMS).

En effet, I'implication => de (1) est évident. Supposons que, pour toute
¢ >0, (I, + ce, N) e (PRMS) et que, pour f, g e Cx(X) 2 I fde = j gd et
acR, N,xf<N,xg+ a sur supp(f). Alors, pour ¢ >0 quelconque,
(N, + c)x f< N, g + a + c||f]l sur supp(f), et donc la méme inégalité
a lieu sur X. En faisant ¢ |0, on a N, xf < N,*g + a sur X, d’'ou & de
(1). De la méme fagon, on voit & de (2) et & de (3).

Supposons que (N,, N,) e (PTMS) et que, pour une constante ¢ >0,
f, e CUX) avec [fde=[gds et aeR (N, +co+fS M +c)xg+a
sur supp(f). Alors N, * (f—g)* = (Vi +co) x (f— 8" =V, + ce) x (f — 8)~
+a=N, % (f—8)” +a sur supp((f— £)*) et donc N, x (f —8)* <N, x (f—g)"
+a sur X. Ainsi (N, + ce, N € (PTMS), d’oi=>de (2). De la méme
fagon, on voit = de (3).

Si (V, &) e (PRMS) (resp. (N, &) e (PTMS)), alors on désigne simplement
par N e (PM) (resp. N € (PPM)). Evidemment, N e (PM) est équivalent a
I’énoncé suivant:

Pour fe CxX) quelconque, on a
2.1) Nxf< sup Nxf(x) sur X.

zesupp(f)
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On verra facilement la remarque suivante:

Remarque 6. Soit N un noyau de convolution réel sur X. Alors on
a ()& @:

(1) Ne(PMS) et Ne(PPM).

(2) Pour f,geCiX) a I fdg = Igd& et ae R quelconques, on a
a=20et Nxf<Nxg+ asur Xdés que Nxf< Nxg+ a sur X.

Par conséquent, on aura la remarque suivante:

Remarque 7. Soit Ne(PMS). Alors on a (1) &= (2) & (3):

(1) Ne(PPM).

(2) Pour fe CX) et 0 < a € R quelconques, {x € X; N f(x) = a} # X.
(8) Pour fe C%X) quelconque,

2.2) inf N«f(x) <0.

Remarque 8. (1) On a (N, N,) € (PRMS) & Pour p,ve MiX) a
J.d,u = Idu et a € R quelconques, N,y < N,+xv + af dés que N, xpu =<
N, xv + a¢ dans un certain voisinage de supp(yx). Dans ce cas, si N = N,
= N, et Ne(PPM), alors a = 0.

(2) Soit N e (PMS) et ¢ une constante > 0. Si, pour p, ve Mi(X) &
de:fdv et a, beR, (N+ ce)xpu+ a& = (N + ce) xv + b&, alors p=v
et a = b.

Evidemment & dans (1) a lieu. Montrons son inverse. On choisit

un voisinage ouvert V de l'origine tel que Nxu < Nxyv + af dans
supp(s) + V. Alors, pour toute f € Cx(X) & supp(f)C V, j % fde = f v« fd&

et Nyx(uxf) SN, x@vxf)+a de& sur supp(xxf), et donc la méme
inégalité a lieu sur X. En faisant f§é —¢ dans M (X), on arrive a
Nxpu<Nxy+ a§, dolt >. v

Montrons (2). Comme (N + ce, N) € (PTMS), on a, pour toute fe
CiX), Nxpxf+ ajfde — Nxvsf+ bjfds, et donc Nxp+ af = Nxy
+ b8 Donc p=veta=5b

DErFINITION 9. Soient N, et N, deux noyaux de convolution réels sur
X. On dit que N, vérifie le principe relatif du semi-balayage par rapport
a N, (désigné par (N,, N,) € (PRSB)) si, pour € M3(X) ae R et un ouvert
relativement compact w # ¢ dans X quelconques, il existe p' € Mx(X) et
a’ € R tels que:
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(B.1) _[d/j - Jd,u.

(B.2) supp() C @.

B.3) Nyxpg + a6 =N,xp+ aé dans o.

BA4) Nyxy + a6 < N,xp+ af dans X.

Dans ce cas, (¢, a’) s’appelle un couple semi-balayé de (g, @) sur o
relativement & (IV,, N,). On désigne par SBy, , ((#, @); ») I’ensemble des
couples semi-balayés ci-dessus. Evidemment, pour une constante ce R
quelconque, SBy,,ce v+ ee((t, @); 0) = SBy, v(tt, @); ®). En particulier, si
IV, N) e (PRSB), alors on dit simplement que N vérifie le principle du
semi-balayage et désigne par N e (PSB). On note encore SBy((z, @); 0) =
SBy v((4, @); ®). Un élément de SB,((g, a); w) s’appelle simplement un
couple N-semi-balayé de (g, @) sur o.

Evidemment on aura la remarque suivante:

Remarque 10. (1) (IV,, N,) e (PRMS) &< Pour tous a, b € R, (IV, + aé&,
N, + bg) e (PRMS).

2) IV, N,) € (PTMS) & Pour tous a,beR, (N, + a&, N, + b&) e
(PTMS).

3) (N, N, e (PRSB) & Pour tous a,beR, (N,+ a&, N, + bé)e
(PRSB).

De la méme maniére que dans [3] (voir aussi [1]), on obtiendra la
proposition suivante:

ProrosrtioNn 11. On a (N, N,) e (PTMS) & (N, N,) € (PRSB).

Preuve. <&: Supposons que, pour f, g€ Cx(X) a I fd¢ = f gdéetacR,
N,xf < N, xg + a sur supp(f). Posons o = {xeX;f(x) >0}. Pour xeX
quelconque, on choisit (¢}, b) € SBy, x,((cz, 0); ®). Alors

Noeg@+a=[gdN, e, +az [gd@ e+ b8) + a
=IN,*gds;+bfgd$+a
= [N «ae, + b [ fae + of1 - [ az2)
— [ fd@, &+ b8) = [fAN, xe. = Nox £2)

Ainsi on obtient (N,, N,) e (PTMS), et donc (N, N,) e (PTMS).
=: On utilisera la méthode de Choquet-Deny (voir [3]). Pour pe
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M3(X) et un ouvert relativement compact o # ¢ dans X, on pose

v e Mi(X), supp() C @, j dy = f du, beR
7€ M*(X), supp(y) C Co
Alors A, , est convexe et fermé dans M(X). Evidemment (V,, N,) € (PRSB)

si et seulement si, pour tous peMiX) et ae R, Nyxp+akecA,,.
Supposons que (IV,, V;) ¢ (PRSB). Alors il existe pe MiX) et ae R tels

que J.d p=1¢et Nyxp+ateA,, Alors le théoréeme de Hahn-Banach
montre qu’il existe fe Cx(X) et ce R tels que

(2.3) A= {Nyxv+ bt +y;

20

2.4) j fA(N, x u + a&) < c et, pour 7€ A,, quelconque, I fAr = c.

Soient ve Mi(X) et ne M*(X) vérifiant supp(v) C @, jdu =1 et supp(y)
C Co quelconques fixées. Alors, pour tout b e R, _[ fA(N; xv + n) +
bjfd& = ¢, et donc jfd&‘ = 0. Comme, pour tout x € Co et tout 0 < b e R,

N,y + be,€A,,, on af=0sur Coo Comme, pour tout xea, N, x¢, €
A,. ona N, « f(x) = I fdN, x ¢, = c sur @ Ainsi on obtient que fe C%(X),

Nyxf- < N,xf* —c sur @ et supp(f~) C @. D’aprés (N, N,) e (PTMS)
(voir la remarque 2), on a N, f=c sur X. Mais cela est en contradic-
tion avec (2.4), d’out (IV,, NV,) € (PRSB).

CoROLLAIRE 12. Supposons que (INV,, N,) e (PRSB). Alors, pour pe
M#(X), a € R et un ouvert relativement compact o + ¢ dans X quelconques,

il existe (¢/, @) € SBy,,x, (1, @); w) tel que:

(B.5) Pour ve Mi(X) vérifiant supp() C @ et J dv = j du, beR et
un noyau de convolution réel N, vérifiant (N,, N,) e (PTMS) quelconques,
on a Nyxy + b8 = Ny« ¢/ + a'& dés que N, xv + b&gNz*p+a§ dans w.

En particulier, dans le cas o N = N, = N,, tout (¢, @’) € SBy((1, a); w)
vérifiant (B.5) posséde la propriété suivante:

(B5) Pour ve MiX) vérifiant supp(y) C & et jd» - jdy, beR et
un noyau de convolution réel N’ vérifiant (N, N’) e (PRMS) quelconques,
N sy + b8 = Nxy + a& dés que N’ xv + b& = N+ p + af dans o.

Preuve. On choisit une famille filtrante (,).c, d’ouverts = ¢ vérifiant
5. Cwp @£ f) et Uscs0 = 0. Soit (i, )€ SBy,m, (1, @); 0. Alors,
pour N, vérifiant (IV,, N,) € (PTMS) quelconque, la remarque 8, (1) montre
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que (N, * ¢, + @l6),cq est une famille filtrante & droite, car, pour «, e 4
vérifiant « £ 8 quelconques, N, xp, + al&é <N, xy; + aj¢ dans o, et
supp (¢2) C ;. Comme fd,af, = Idp, (122) .c 1 €8t vaguement bornée, et donc

on peut supposer qu’elle converge vaguement. Posons ¢/ = lim,, g.. Alors
lim,e, N, xp, = N;x ¢/ (j = 1, 2, 3), et donc lim,., a/ existe. Posons o’ =
lim,. @, Alors (¢, a’) est un couple demandé. En effet, évidemment
(, ) e SBy, v, (4, @); w). Si, pour veMi(X) vérifiant supp(r) C@ et
Jdv = fd;z et beR, Nyxv+ b= N,+p + af dans w, alors (IV,, N, e
(PTMS) montre que, pour « € A quelconque, N, *v + b& = N, x i, + alé.
En faisant o, 1 w, on voit que (¢, o’) vérifie (B.5).

Montrons la deuxiéme partie. On remarque que, pour (¢, @), (#”, a”)
e SBy((g, @); w) vérifiant (B.5) quelconques, Ny + a’é = N x " + a’'&.
D’aprés la remarque 8, (1), (¢, a’) € SBy((1, @); w) obtenu ci-dessus vérifie
(B.5"). Ainsi le corollaire 12 est démontré.

Posons SBy, x, (1, 0); 0) = {(¢, @) € SBy,,y, (¢, @); w); (¢, @’) vérifie
(B.5)}. Si SBy, x, (1, @); w) forme un seul élément, il s’appelle le couple
canonique semi-balayé de (g, @) sur o relativement & (N, N,). De la méme
facon, on définit SBy((z, @); w) et le couple canonique N-semi-balayé de
(¢, @) sur o.

D’apres le corollaire 12, on voit le corollaire suivant:

CoroLLAIRE 13. Soit (N,, N,) ¢ (PRSB), et soient o, et w, deux ouverts
relativement compacts dans X vérifiant o, D o, + ¢. Pour pe MyX),
acR et (¢, a') e SBy, », (1, @); 0,) quelconques, on a SBy, y, (1, @); 0,) =
SBy, v, @'); ).

CoROLLAIRE 14. Si N e (PMS) et N e (PPM), alors N e (PM).

Preuve. Soit fe Cx(X) quelconque. Pour montrer (2.1), on peut
supposer que I fdé =1. On pose m; = SUDcauppisy IV * f(x). D’apreés la
proposition 11, on a (I, &) € (PRSB). Pour un ouvert relativement compact
o D supp(f), on choisit (1., a.,) € SBy . (¢, 0); w). Alors on peut choisir

g e CX) vérifiant jgd& = 1 telle que, en posant g, = 2, x g, on ait N x g,

+a,£1 sur X et Nxg,+ a, =1 sur supp(f). Comme Jgodé =1 et
(N, N + (a, + m; — 1)&) e (PRMS) (voir la remarque 10), on a

N«f<(N+ (@ +m,—1)&xg < m, sur X,
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d’ou1 (2.1), ce qui montre N e (PM).

ProBrLEME 15. Est-ce qu’il existe (N, N,) € (PRMS) & (N, N,) ¢
(PRSB)?

ProposiTION 16. Soit N € (PMS). Alors, pour 0 <peR, pe MiX) et
un ouvert relativement compact o + ¢ dans X quelconques, SBy. ., v((¢, 0); ®)
forme un seul élément. On le désigne par (1),., @.,.). On a encore:

(1) Pour toute fe Cy(X), les fonctions Ifds;,p,,,, et a,,, de x sont

universellement mesurables sur X, ot (&} .45 @z, p,0) € SBye/p,v((ez5 0); @).
(2) Pour toute pe M(X), tho = Ie;,p,,,,dg(x)“’ et @, ,.,= faz,p,mdp(x).
(8) Pour tous ouverts relativement compacts o, et w, dans X vérifiant
@, Dw FE G ON @ Yy, = o, dans o,

Preuve. D’aprés la remarque 8, (2) et (B.5), on voit que
SBysernn((g, 0); ) forme un seul élément.
Montrons (1). Il suffit de montrer que pour toute fe Ci(X), les

fonctions J FAN + (LUp)e) # o + T po f fdz et f fAN % &, )0 + oy j fds
de x sont semi-continues inférieurement, car si c’est vrai, alors, pour

g € Cyx(X) quelconque, I gde,, .. est une fonction universellement mesurable
de x, et donc jng *€r 50 Lest aussi. Soient x € X et (x,),c, une famille

filtrante ¢ X vérifiant x,—x quelconques. Comme Ids;a,,,,w =1 et

(N + Up)e) * €rp,pro + Cag,p,0 = N x £, dans o, (., ,0)acs €St bornée. Donc,
pour fe Cx(X), on peut choisir v € M#(X) et a € R tels que v soit un point
vaguement adhérent de (e, ,,.).cs, @ SOit un point adhérent de (@., ,u)ucs
lorsque x, — x et que

I fd((N + -;—e) v+ as)n_m fd((N + .Il)_e) sl .+ aza,p,ws) .

acd
Comme (N + (1/p)e)*v + af = Nxe¢, dans o, on a (N + (1/p)e)*v + aé =
N + (Up)e) * €rp,o + @z,p.f dans X. Cela montre que la fonction
fA(N + (1/p)e) * €} p.o + @z,p.5) de x est semi-continue inférieurement.
D’aprés (N + (1/p)e, N) € (PTMS), on voit, de la méme fagon, que la fonc-

tion I fA(N x €, 5.0 + @s,5..5) de x est aussi semi-continue inférieurement.

® Pour toute f e Cx(X), f fdy;,,,u:H fder, . wdu(@).
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Montrons (2). D’aprés (1), fe;, 2o3u(x) est défini dans M}(X), et

j @a.podp(x) est aussi défini. Comme

(N + %e) . (I e;,p,n,d,u(x)> + (j ax,p,mdy(x)>§ — N+ dans o,
on a, d’apres (B.5),
(N + %e> * (f e;,p,md#(x)) + (I ax,p,wd#(x))é = (N + %e> * o + Cppaf -

Soit (@,).es une famille filtrante d’ouverts # ¢ vérifiant @, C 0, (@ = p)
et U.es®, = o. Alors, pour tout xe X, (N + (1/p)e) * &1, 5,0, + @z,p,0,8)aes
converge d’une maniére croissante vers (IN + (1/p)e) * €}, p.u + @z, ,,.& lorsque
0.t o, Comme supp([ el du(®) C 3. C 0 et [V + UPY * ey du()

+ (j ax,p,a,,,d,u(x)> < N=xp dans o, on a, d’aprés la remarque 8, (2),

1 Vi 1 4
(N 4 ;e) % ot Qppof = (N + ;s) * (I ex,p,,,,ad‘u(x)) + (j az‘p,mad,u(x))é .
En faisant o, ? » et combinant 1’inégalité inverse, on obtient
(N + El)—e) * Upo F Qupof = (N + %8) * <J e;,p,mad#(x)) + (Jaz,p,wd/x(x))é .

D’aprés la remarque 8, (2), on voit (2).

Comme SBy..p (¢, 0); »,) forme un seul élément (j=1,2), on a
tpor = Hporhn T Uholcapes® €6 @ppoy = Cupouy + 8, OU ((¢,0a]cudpyrs D) €
SBy s er0,8((th,05]cors 0); @) (voir le corollaire 13). Donc (3) en résulte im-
médiatement.

De la méme fagon, on aura la remarque suivante:

Remarque 17. Soit N e (PSB) et w un ouvert relativement compact
# ¢ dans X, Alors on a:

(1) Pour fe CxX) quelconque, la fonction I fAd(Nxe,, + a,.f) de x
est définie et semi-continue inférieurement dans X, ol (., @..) €
SB((ea, 0; ).

(2) Pour pe Mi(X) quelconque, Ny, + a, .5 = I (Nxep, + @.,.8)du(x),

®  Pour peM(X) et un ensemble p-mesurable A dans X, u#|4 désigne la mesure définie
par pla=p sur A et p|4=0 sur CA.
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ou (¢, a,..) € SBy(y, 0); w).

CoRroOLLAIRE 18. Soient N et w les mémes que dans la proposition 16.
Pour p >0 et pe Mi(X), on pose V, pu= (l/p)J'e;,p,a,dp(x). Alors, pour
p>0,qg>0 et peMiX) quelconques, on a:

@5) Vot = Vot = (@ = D) | VotV @
@6) [ @ene = €02 @ = @ = D) [ @208V,
Preuve. On prend un nombre r tel que r = max (p, g). Comme
N+« V, p=Nxpy—a,,.t+ T —pNxV, udans o,
(B.5) et (2) de la proposition 16 donnent
(PN + &) % Vyupt + @up,0f
2 20N+ 5 (Vo + 0 = ) [ V5eudV,u9))

+ (a#,r,m +(r—p) I az,r,de,,,m/z(x))& .

Soit (0,).c4 une famille filtrante & droite d’ouverts vérifiant @, C w; (@ £ §)
et Uses 0, = 0. Comme (N + (1/p)e, N + (1/r)e) e (PTMS), (rN + &)x V, , 1
4 @, p,08)aca converge d’'une maniére croissante vers (rN +¢) x V, pu +
Qppos. Comme PN+ xV, p+0,,.5 SNxp+ @ —pNxV,,n dans
X, on obtient que, pour tout @€ 4,

(PN + &) % Vputt + @up0.é
SN+ (Vo + ¢ = ) [ VieadV,09)

o (Anrie + ¢ = P) [ 02V,
En faisant w, 1 @ et combinant (2.7), on obtient que

(rN + ¢) * Vp,w# + Gy, pof
(2.8) =(rN + ¢ * (Vr,wu +(r— p)j V,,mezdvp,my(x)>

+ (anre + =) | Garra@V ()

D’apres la remarque 8, (2), on a:
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V= Voo + (r — p)j V,eedV, (%) .
Cppw = Gpuro+ (r— p)jax,r,dep,wy(x) .

Pour un entier n>>2, on définit, par récurrence, V,,,,,")uzj V... e, dV, u(x),

ou V, e, =V, ,e,. Alors on a, en remarquant rjdV,,,,,e, =1,

(2.9) Voot = i r—p)"'V, . .

De la méme maniére, on a aussi

(2.10) Vet = 53 = Py V7.

Ceux donnent immédiatement (2.5). En utilisant (2) de la proposition 16,

(2.5), I’égalité analogue a (2.6) pour p, r et celle pour g, r, on voit facile-
ment (2.6).

§3. Le résolvante de N et le semi-groupe vaguement continu de N

Pour un noyau de convolution réel N sur X, pe Mi(X) et un ouvert
o # ¢ dans X, on définit la N-réduite de Nx p sur w. Posons

ve M#(X), supp() C o, ‘[dv = ~"d/vz
aeR, Nxy+at < Nxyp

(3.1) R,(y; w) = SN xv + a&;

On note

3.2) Nwyme = SUP{N x v + a&; N xv + af € Ry(y; w)}

dés que la droite existe. On dit que yy,, la N-réduite de N x p sur o.
Evidemment 7y,,, croit avec . On note simplement 7y,, = yw,... Pour
une exhaustion (K,);_; de X, lim,_.. 7y, cx, €xiste (c’est-a-dire, pour fe

C#HX), limf fAny, . cx, €xiste) et ne dépend pas du choix de (K,);_..

Remarque 19. Soit N e (PMS). Alors on a:

(1) Pour ceR, pe Mi(X) et un ouvert w # ¢ dans X quelconques,
Yo €XiStE € Dy.cepo = P u0 + CE.

(2) Si @ est compact, alors 7y,.= N=x*p, +a,.,5, ou (y,a,,E
§‘BN«/1’ 0); w)~

(8) Pour une famille filtrante (0,),, d’ouverts relativement compacts
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vérifiant @, Dw; (@ £ ) et Ues @, = 0, on a 7y, = lim,e (N % 1, + @,,,,8)-

(4 Pour feCi(X), la fonction f fdyy,.... de x est semi-continue

inférieurement dans X, et pour pe Mi(X), Ny, 10 = J‘nN,sI,,,,dp(x).

(5) Pour une exhaustion (K,);., de X, lim,_.. 9y, cx, = — oo (c’est-a-
dire, pour 0 +# f e Ci(X) quelconque, lim '[ fAny ucx. = — o) ou bien € M(X).

(6) Pour 0+ pe Mip(X) qugfcocé)nque, Lim, ... 9y, 4 cx, = — 00 &
lim, .. 9y, cx,=—o0. Si lim,_. 9y, ok, € M(X), alors
(lim, ... 77N,CK1L) * U

En effet, comme N e (PMS) & N (PSB), on a évidemment (1), (2)
et (8) (voir la remarque 8, (1)).

Montrons (5). Supposons qu’il existe 0#f, € CxX) telle que
lim'[fodyy,v,#‘cx" # — oo. On peut supposer que J‘fode =1. Soit 0:£fe

hmn—-w NN,y CKn =

C#(X) quelconque. Posonsa =1 / I fdé. Comme Ne (PMS), la remarque
3 montre qu’il existe une constante A = 0 telle que |Z\7 x(f—af)| A
sur X. Alors, pour n=1 et Nxv + b ¢ Ry (¢; CK,) quelconques,

U(fo — af)d(N x v + be)( <A j dp, d'od f (f, — af)dy pox.| < A jd#. Done

lim | fdyy, .0k, # — . En remarquant que (g, cx.)n-1 €st décroissante,

on voit que lim,_.. 9y, . cx. € M(X).
Montrons (6). Pour n =1 et x € X quelconques, on a, d’aprés Ne
(PMS) et la remarque 8, (1), 7y,e,cx, = Iv,ckn * €5 = Y en0x, 48 que

CK, D CK, + {x} D CK,. Donc, en utilisant (3) et (5), on a (6).

Une famille (N,),., des noyaux de convolution (c’est-a-dire, des
mesures de Radon > 0) sur X s’appelle une résolvante si, pour p >0 et
g > 0 quelconques,

(3.3) N, — N, = (¢ — p)N, * N, (Equation résolvante) .

On dit que (V,),», est markovienne (resp. sous-markovienne) si, pour
p >0 quelconque, p f dN, = 1 (resp. pde,, < 1). Si lim N, e M*(X),
pl0

alors (IV,),s, est dite transiente. Sinon, elle est dite récurrente.

TutorEME 20. Soit N un noyau de convolution réel e (PMS) et (w,):-,
une suite d’ouverts relativement compacts telle que ¢ + 0, C @, C 0,.,, €t
Us.ie, = X. On suppose encore que Ne(PPM). Pour p >0, on pose
N, =1lim,..V,,e Alors N, ne dépend pas du choix de (w,);-; et (N,),o
est une résolvante sous-markovienne. Pour que (N,),», Soit récurrente
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(nécessairement markovienne), il faut et il suffit que yy, = — oo, ou, pour
une exhaustion (K,);., de X, py, = lim,_... 9y,cx,. Dans ce cas, pour tout
p >0,
3.9 N = (pN + ¢) x N, .
Pour montrer le théoréme 20, on préparera les trois lemmes suivants:
LemMmE 21. Soit N € (PMS) et (1.).c. une famille filtrante dans M 3(X).
Si lim [dpa =0 et (N * p,).cs cOnverge vaguement, alors il existe a € R tel

acd

que lim,., N % p, = a§. En particular, si N e (PPM), alors a < 0.

Preuve. Soit w un ouvert relativement compact #* ¢ dans X et
(Uhs Cugro) € SBy((tter 0); @).  Alors lim,e, ), =0. Comme supp(y.)Ca,
lim,e, N * ¢, = 0. Donc a, = lim,¢,a,,,, existe et lim,c, N ¢, = a,& dans
o. Cela montre aussi que a, ne dépend pas de w, d’out lim,¢, N * p, = a§,
ou @ =a, Si Ne(PPM), alors a,,, <0, et donc ¢ <0.

LemMmE 22. Soit N e (PPM) et pe MX). Supposons que, = € Mx(X),
Nxp a un sens. Si Nxpu =0, alors il existe 0+ f,e C(X) telle que

J fidN % = 0.

Preuve. Soit ® # ¢ un ouvert relativement compact D supp(y).
Comme N e (PPM) (voir la remarque 2), la proposition 11, (1) montre
qu’il existe 1e M%(X) et a e R tels que supp(d) C @, Idl =1, N2+ at
< & dans X et N1+ at =¢& dans o. On choisit fe Ci(X) telle que
ffd{-‘ =1 et (N +af)x(Axf) =1 sur supp(pg~). Alors f, = 2xf est une

fonction demandée, car
0= [£dWV + a8) s = [N + a8) « fidy

< I(N+ aé) x fdp* — Jdﬂ" = Jdﬂ =0,
d’ou le lemme 22.

LEMME 23. Supposons que Ne(PSM) et Ne(PPM). Alors, pour
neMiu(X) et un ouvert o + ¢ dans X quelconques, il existe un couple
(D irws @) € PAN) X R et un seul tel que 9y, .. = fyuo + .5 00 Py(N)
désigne la fermeture de {N xv; ve MiX), jdv = 1} par la topologie
vague. De plus, a,, est non-positif et croissant avec w.

Preuve. D’apres (3) de la remarque 19, 7y,,., = lim,c (N * g, + @,,0,.5),
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oll (@.).c, est une famille filtrante d’ouverts relativement compacts =+ ¢
vérifiant @, C (@ = ), Uses®. =00 et ot (£, a,.,) € SBy((g 0); »,).
D’aprés Ne(PPM), a,,,, <0 et (a,..).cs €St croissante (voir la remarque
8, (1)). Posons a,, =lim,.,a,,,. Alors 7y,.=1lm,,N=xpy, existe et
appartient & P,(N). On a a,,=<0 et 9y, = Phuo + @& Pour Nxy +

a¢ € Ry(¢; w) quelconque, on a a < a,,, d’aprés la remarque 8, (1). Donc
Tunicité de (7,0 @) €n résulte immédiatement.

Preuve du théoréme 20. Pour montrer que (IV,),s, est une résolvante,
il n’est pas nécessaire de supposer que N e (PPM). D’aprés (3) de la
proposition 16, lim,.. V,,ec existe et ne dépend pas du choix de (w,).
Soit x e X quelconque. Si, pour deux entiers n=m=>1, o, D w, + {x},
alors on a

(pN + 5) * Vp,mnex + Gz p0nf = (pN + &) * (Vp,mme) * &5 + Qg pons
et

(PN + &) % Vyureo + @ip0f = (PN + &) % (V,,0,0) % &2 + @50,
dans o, + {x}.

D’apreés (N + (1/p)e, N) € (PTMS), on a Nxej 6, + Gppof = N (V, . 8)%e,
+ o p.on, €6 done V, e, < (V, ..¢) * ¢, dans o, + {x}. En faisant m— oo,
on arrive a lim, .. V, e, <N, x¢e,. Si,pournzm=1, o, + {x} D w,, on
a, de la méme maniére, (V,,.8) *xe, <V, ,.c, dans o,, et donc N, x¢, <
lim,..V, .6 doit lim,_ ..V, e, = N, x¢,. Par conséquent, pour ;e M%(X)
quelconque, lim,_...V, ¢ = N, =« ¢ (voir (2) de la proposition 16).
Montrons que (IV,),-, est une résolvante. Il suffit de montrer que,
pour g >p >0 quelconques, (3.3) a lieu. D’aprés (8) de la proposition
16 et (2.5), on a, pour tout n>1, V,,e= N, + (@ —p)N,* V, ¢ dans
w,, et donc N, =N, + (¢ — p)N,*N,. Montrons I'inégalité inverse.
Soient n > m = 1 quelconques. Comme (N + (1/p)e, N) € (PTMS), on a

N«V,, ¢+ —l—ao,p,,,,,,é =NxV,, e+ —l—ao,p,mmé dans X .
p 1Y

Posons b,,,, = @y4,., + (@ — D) I @2,0,0.8 V5, 0,6(x). Alors (2) de la proposition
16 montre que

(@Vat + 2@ = D) [ VesdV ), b)
€ @I\Hs/q,N((e + (q - p)Vp,a;me, 0); (07,,) .
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Comme

@GN+ &) x(V,.8) + ,p0s =N+(@—pN=xV,,e dans o,
et N+ (1/q)e e (PMS) et (N + (1/q)e, N) e (PTMS) impliquent

N* Vp.wns —2— N* prwms + l(a(),p,cum - (lo,p,mn)‘g ’
b

on a, d’aprés N + (1/qQ)e € (PMS) et la proposition 16,

@N + 9+ (Vo) + (La. - q;pao,p,wm)e

(qN + E) ( q, mue + (q p)I q, w,, P, wme(x)) + bm n&
et, dapres (N + (1/q)¢, N) e (PTMS),

qN* Vp wne + ( ao pyon q ——p ao,p,am)&
p b

= qN*(Vq o€ + (@ — p)f 0n€28 V), m,ne(x)) + bW

On a donc, dans o,
Vp,a;ne - (Vq,w,,e + (q - p)j Vq,mnex ?, wme(x))

S @49 Ved + (Larpe = 1Py, )0

— @+ 95 (Vaue + @ = D) [ Vaus:@V @) = b

= (q - p)(N* Vp.mne — N« Vp,wms) + ;p (ao,p,wn - ao,p,wm)&.

(q - p)(pN + 6) * (Vp.wne - VP:")mE) - - vawme)

q—p

+ w=

(ao,p,wn - ao,p,wm)e =-9-P (Vp,mns - Vp,mme) .
b
En faisant n1 o, on a

N,—(N,+(@—pN,xV, .0 = q;p(Vp e — N,) dans o, .

Comme deq < (1/q) et j dV,.e=1onalimN,+V,,ec=N,xN, doi

M0

N,<N,+(@—-pN,xN, Ainsi N,— N, =(q —p)N,«N,, et donc
(V,)p>o est une résolvante. Evidemment elle est sous-markovienne.
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Supposons que 7y,; = — . On montrera que (IV,),-, est récurrente
et que, pour tout p >0, (3.4) a lieu. D’aprés N e (PPM), on a, pour tout
p>0, N+ (1/p)eec (PPM). Cela montre que 8,,., <0 (n=1,2,---)
et (@, p0)5-1 est croissante. Donc lim,.. a,,., existe. Posons q,, =
lim,_... @ ,,., = 0. Alors (Nx* V, ), converge vaguement et I'on a

N=limpNxV,,e+ N, + a,,¢.

- 00

Montrons que (IV,),-, est markovienne. Comme N e (PPM) (voir la
remarque 2), on a, pour toute 03 fe Ci(X), Nxf<m, < co sur X, ol
m; = SUPuesupp(s) N« f(x) (voir le corollaire 14). Donc, en posant o =

{x; N+f(x) >0}, on a j N+fdN, < co. Comme Hm | NxfdV,.,e<
o’ n—co J Co’
N*dep, on a I[N*f]dN,, < oo, et N¥xN, a un sens (p >0). Soit
Co’
(K,)z-, une exhaustion de X. On note 7y,cx, = fv,cxn + @ cx,& COmme
dans le lemme 23, ou 7l,cx, € P(N) et @, k, €R. Soit p > 0 quelconque
fixé. Comme N = 5y, ¢x, dans CK,, on a, pour tout m > 1,
Im (N« V, e — NxN,) =lm (gy,cx, * Vp,0f — Qv,0x0 * IVp)

N0 n—c0

Soit ® un ouvert relativement compact # ¢ dans X. Alors SBy((V,, 0); w)
#* ¢, et Pon choisit (v, @) € SBy((INV,, 0); w). Alors 9y cx, * Ny = 9y cx,, *v
+at(m=12 -..). Soit 0+ fe CxX) quelconque. Comme, pour tout
n=z1l, N—a@ay,.,E§=pNxV,,e on a

vSV,CKm - ao,p,mnE g pﬂ;v,cxm * Vp,mﬂe (m = 1’ 2: i ') ’

et donc, pour tout m =1,
lim [ dpox * (Viunt = Ny) = lim [ o % (Vprent = N,)
+ as,axmjfds(% ~[am,) = %—([ s ox — a0 [ 1)

— _[fdﬂ;\r,cx,,. Y — ajfdf + as,CKm‘[fd§<% - Ide)

= (& - [a,) [ anmons + [ i cnn = ([ )e =)

— @, + ) [ fat,

® Pour peM*(X) et acR, on peut définir analogiquement SBy((g, a); ©) d2s que

Ns#p a un sens et j.dy<oo.
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car de,, = Idu. D’apreés les remarques 2 et 3, il existe une constante

C >0 telle que )N*f* ((f dv)e — ﬁ)

(Ja)e =)

j dN, = 1/p. Ainsi (N,),s, est markovienne.
Montrons que (3.4) a lieu. Comme

<C sur X, et donc der)},,g,(m*

< C. Comme lim | fdyy cx, = — oo et Jde <1l/p, on a

Mm—co

Voot — Nplon € M3(X) et lim | d(V,,.e— N,l,,) =0,

le lemme 21 montre qu’il existe b, € R vérifiant b, <0 et lim, .. Nx V, ¢

— N+ N, = b, Posons a, =a,, +pb,. Alors ¢, £0 et
N=(pN + ¢ xN, + a,&.

-'Supposons que a, <0. Comme N, est de masse totale finie, il existe

fe CiX) telle que ffd& =let Nxf< —a,sur X, Alors on a Nxf <

N (pN,) = f sur X. Mais cela est en contradiction avec le lemme 22,
d’oll @, = 0. Ainsi on obtient (3.4). Montrons que (IV,),-, est récurrente.
Supposons contrairement que lim, , N, existe dans M*(X). Posons N,=

lim,,, N,. Comme lim,_ ,pN, = 0, on a, de la méme maniére que ci-dessus,

limpN « N, = limpyy cx, * Np < wiex, (m=1,2,---).

-0 -0
Mais cela est en contraction avec lim,_pN* N, = N — N, et 5y, = — oo.
Par conséquent, (IV,),-, est récurrente.
Supposons que (IV,),-, est récurrente. On montrera que zy,; = — oo,

Evidemment (IV,),., est markovienne. Dans la preuve ci-dessus, on
remarque que, pour obtenir (3.4), on utiliser seulement la markovienne
de (IV,),>,. Par conséquent, (3.4) existe. Supposons que 7ny,#* — oo.
Alors, d’apres la remarque 19, 7y, e M(X). Pour m=1 et n =1 quel-
conques, on choisit (e, rcxn @owancxs) € SBy((, 0); o, N CK,) dés que
w, N CK,, #+ ¢. Dapres (3) de la remarque 19, (IV &) qoxn + Goonnoxnlnet
converge d’une maniére croissante vers 7y cx, avec n 1 co, et donc, pour
p >0 et fe CxX) quelconques, N ¢ (PMS) montre

p’?N,oKm*Np xf < DN,CKm*fépﬂN,oxm*Np*f'i‘ sup Np*f(x)-

2ECKy+supp(f)

Comme (y,cx,)m-1 converge d’'une maniére décroissante vers zy,; lorsque
mtoo et lim, ; N, xf(x) =0, on a ny, = pyy,; * IV,, dout
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N = 7v) =p(N — qu2) * N, + N, .

Donc N + 5y, Comme, pour tout Ventier m =1, >»,p"'(N,)" =
AN — 9y.5) — N — gy.5) * (PN,)™*, on a > oy p"~'(IN,)" converge vaguement,
ou (N,))=N, et (N,)" ={N,)" '« N, (n =2). Evidlemment lim,,,N, =
S p"Y(IV,)", d’olt une contradiction. La démonstration est ainsi com-

plete.

Remarque 24. Soit N e (PMS). £S’il existe une résolvante sous-
markovienne (IV,),., telle que, pour pe M¥YX) et p >0 quelconques,
Nxpy= (pNx*yu+ p)* N, alors elle est unique.

En effet, soient (V,),, et (M,),~, deux résolvantes vérifiant les con-
ditions demandées. Soit fe CY(X) quelconque. Alors N xf est bornée,
et donc, pour tout p >0, (Nxf)«xN,« M, a un sens. D’aprés Nxf =
(Nxf+ )« N, =(pNxf+f)« M, onaaussi (Nxf)xN, =N x«f)« M,
et donc N, xf = M, «f. Comme N, et M, sont de masse totale finie, on
voit N, = M,.

Dans ce cas, (IV,),>, s’appelle la résolvante de N.

Une famille («,);», des noyaux de convolution =0 sur X s’appzlle
un semi-groupe vaguement continu si @, =, «,*a, = a,,, pour tous
t=0, s =0 et t— a, est vaguement continue. Il est dit markovien (resp.

sous-markovien) si, pour tout ¢t =0, jdat =1 (resp. Idat < 1). 11 est
dit transient (resp. récurrent) si, pour toute fe Ci(X), rj fda,dt < oo
0
(resp. il existe fe Cx(X) telle que fwffdatdt - oo).
0

TrEOREME 25. Soit N un noyau de convolution réel sur X. Si Ne¢
(PMS), N est non-périodique®, N e (PPM) et ny; = — oo, alors il existe
un semi-groupe («,),», vaguement continu, markovien et récurrent et un seul
tel que, pour t = 0 quelconque, la convolution N * «, a un sens, N= N=xa,
(35) lim %(N —Nxa)=c.

t—0

Preuve. D’aprés le théoreme 20, il existe la résolvante (IV,),., de N.
Comme N est non-périodique, (3.4) montre que, pour tout p >0, N, est
aussi non-périodique. Il est bien connu qu’il existe un semi-groupe

vaguement continu («,),;, vérifiant N, = J: o, exp(— pt)dt pour tout p >0

M  Cela signifie que, pour tout 0#wx e X, N#N *e¢,.
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(voir, par exemple, [8], p. 9). Comme (IV,),-, est markovienne et récurrente,
(a,):5 est aussi markovien et récurrent. Soit p >0 quelconque. Comme

NN, a un sens, on a, pour f € C(X) quelconque, r exp(— pt)J. |1\7 *flda,dt
(]
< o0, et donc, pour tout ¢ =0, N x (r a, exp(— ps)ds) a un sens. Comme
t

N, x a, = exp(pt) J‘w a, exp(— ps)ds, on a
t

I ]N* Np * flda, < exp(p?) r exp(— ps)J |N*f|dozsds < o0,
t

et donc (N*N,) xa, a un sens. En méme temps, on voit que ¢ — (N % N,)
% &, est vaguement continue. Donc, en utilisant (3.4), on voit que N * «,
a un sens et t— Nxa, est vaguement continue. Pour fe Cix(X) quel-
conque, on définit la fonction ¢,(p) = rjexp(—— p)fd(N — N x a,)dt dans
(0, 0). Alors, pour un entier m > 1 q&elconque,

d
—_ 1)
v

o) = 2L ([ AN — [ fdN + (pN,y*+") 2 0 dans (0, ).

D’apres le théoréme de Bernstein (voir [12], p.161) et la continuité de
t— f fdN+a, on a jdeg j fdN* @, dod N=Nxea, Comme (3.4)
donne, pour p > 0 et £ = 0 quelconques,

-%(N — Nxa,) = %N* (f: a, exp(— ps)ds)

+ %r a, exp(— ps)ds — 1- exi)(— pY) Nxa,
0

et lim, N x «, = N, on obtient (3.5).
Montrons P’'unicité de (@.);s. Soit (B.),», un autre semi-groupe
vaguement continu vérifiant les conditions demandées et posons M, =

Jj B: exp(— pt)dt (p > 0). Soient p >0 et V un voisinage compact de
Porigine quelconques fixés. Comme M, est injectif ® et vérifie le principe
du balayage sur tout ouvert® (voir, par exemple, [6], p. 651, 660), on peut
choisir ¢, € M*(X) telle que M, = M, * A¢y, M, + M, % A¢, et M, = M, * 25,

® Cela signifie que, pour e M(X) quelconque, on a =0 dés que Mp#+p a un sens
et Mp* p=0.
Cela signifie que, pour pe M%(X) et un ouvert o dans X quelconques, il existe
¢ e M*(X) telle que supp(p)C®@, My* p=My+ ¢’ dans X et Mp+ p=Mp g’ dans .

(€]
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dans CV. Comme jd]l/[,, = 1/p, Idlcy <1. Pour feCWX), on pose f,
= (M, — M, x 2cy) xf. Alors f, e C%x(X) et

TINf, = Na gt fil S LI )5 = o)

* (J: B, exp(— ps)ds)\ T exI:(—pt) IV * B, % fy] .

Comme N=xf et Nxf, sont bornées (voir la remarque 3), la fonction
AN = f(x) — N * B, = f(x)) de (¢, x) est bornée sur (0, o) X X. Comme
/)N« f, — N« B, xf,) converge uniformément vers f, sur tout compact

lorsque ¢t — 0 et dep = 1/p, on a
lim—}(N*f,, _ N#pf)« M, = M, +f, sur X.
t—-0

D’autre part, on a

lim (Vs f, — Nx g+ )+ M, = Tim (N £,) + (

-0 1

Mp"Mp*lgt>
t

— T @V+£,) + ([ puexp(— po)ds)

— lim 1= exf(— PY) (N«f))« M, « B,

t—0
=Nsxf, —p(Nxfy)xM,,
car Nxf, est bornée, Donc Nxf, = (pNx*f, + f,) * M,. En posant a,
= JdM,, * (e — A¢v), on obtient que (1/a,)fy, — f dans Cx(X) lorsque V| {0},

et donc
Nxf=((pNxf+f)«M,.

Comme (N*f)* M, N, a un sens, on obtient (N *f) x M, = (Nxf) * N,,.
Par conséquent, M, xf = N, = f. Comme f est quelconque et de,, = JdN,,
= 1/p, M, = N,. L'injectivité de la transformation de Laplace montre
donc que, pour tout £ =0, @, = B,, ce qui montre 'unicité de («,),5,. La
démonstration est ainsi compléte.

De la méme maniére que ci-dessus, on aura la remarque suivante:

Remarque 26. Soit N e (PMS). 8’il existe un semi-groupe (@.);zo
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vaguement continu et sous-markovien tel que N = N=x«, (t = 0) et (3.5)
ait lieu, alors («,),s, est déterminé d’une fagon unique.

Dans ce cas, on dit que («,),s, est le semi-groupe vaguement continu
de N.

Considérons encore la condition 7y, = — co.
Remarque 27. Soit Ne (PMS). Si I'on a Ne(PPM) et, pour 0 = f
€ CHX) quelconque, lim,_; N x f(x) = — oo, alors gy, = — oo.

En effet, soit (K,);_; une exhaustion de X. En regardant le corollaire
14 et (3) de la remarque 19, on voit que, pour 0 # fe Cx(X) quelconque,

Iw,oxn * [ < sup{N = f(x); xe CK, + supp(f)} sur X,

et donc lim,_.. 9y, cx, * f(x) = — oo sur X, d’olt gy,; = — 0.
L’inverse de la remarque 27 n’a pas lieu. Par exemple, soit X = R et

N— { — xdx sur [0, o)
N 0 dans (— o0, 0).

Alors Ne (PMS), ¢ (PPM) (voir la remarque 7), py; = — oo et, pour toute
fe CxX), lim,_._, Nxf(x) = 0.

On dit que N vérifie le principe du semi-balayage sur tout ouvert
(noté N e (PSB,)) si, pour pue M%i(X) et a € R et un ouvert w # ¢ dans X
quelconques, il existe p, e Mi(X) et a,,€ R tels que (B.1), (B.2), (B.3) et
(B.4) aient lieu. Analogiquement on définit SBy((g, @); ®) et SBy((z, @); v).

ProposiTion 28. Soit Ne(PMS). Silon a Ne(PPM)etyy,; = — oo,
alors on a:

(1) Ne(PSB,) et, pour pe M}(X), ac R et un ouvert o + ¢ dans X
quelconques, SBx((1, @); 0) # ¢.

(2) Si Co est compact, alors, pour (v, a,,.) € SBy((4, @); w) quelconque,
a,.,=a.

Preuve. Soit (0,)7.; une suite d’ouverts dans X telle que wNw, #~ ¢,
o,Cwl,, (n=1,2,---) et U0, =X. Posons v, =wNw, Pour deux
entiers n =1 et m = 1, on choisit (¢ m, @n,m) € SByse/m v((, @); @,). D’aprés
la proposition 16, (3), on a g, . = thi1,n dans o). D’aprés (N + (1/m)e,
N + A/(m + 1))e) e (PRMS) et N + f/(m + 1))ec (PPM), on a a, ., < aet
(@, m)p-1 est croissante. On voit aussi que (@,,,)5-; est croissante. Posons
a, =lim,_.aqa,,; alors a, < a et (a,);., est croissante. On pose encore
a,,=1lm,_ .a,<a On voit que, pour tout point vaguement adhérent

"o
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v, de (¢nn)m-1 lorsque m — oo, on a (v,, a,) € SBy((g, @); ©,). Par con-
séquent, il existe une suite (¢,);.. CM#(X) telle que (u, a,) € SBy((, @); @,)
et u, = unyy dans o,. On pose ), =lim,.. y,. Alors Id;z; < jd;z. Soit
(K,)s., une exhaustion de X. Alors, pour tout m > 1, on obtient, de la
méme maniere que dans le théoreme 20, que Nxp, a un sens et que,
pour 0 # fe CHX) et un ouvert relativement compact o’ # ¢ dans X,
lim [ fdV« g, — N'x ) = lim [ Fdns,ox * 1 — o 1£)

n—rc0

< ([ — [ i) [ ranuoxn + [ty ([ dic)e —»)

— @ + ) [ fat,
ou (v, @) € SBy((u., 0); o) (voir la preuve de 7y,; = — o = la markovienne
de (IV,),>, dans le théoréme 20). Donc 5y, = — o donne fd#a', = Idy.

Donc p, — pile, € M(X) et lim,_., I d(y, — pi),,) = 0. D’aprés lemme 21,
il existe 0 = be R tel que lim,_ ., Ny, —- Ny, = b&. En posant a,, =
a,, + b, on voit facilement (u., a,,.) € SBy((¢, @); »), ce qui montre (1).
Montrons (2). Supposons que Cw est compact. On prend (y, a,)e
SBy((p, @); w). Pour n =1 quelconque, on peut choisir (g ., @.,,)€
SBx((pl, @.); @}) tel que pl , = pl dans w,. On peut supposer que lim,_., g ,
existe dans M*(X). Posons p” =lim,. .y ,; alors p” =y, Comme
Idy" < jdyﬁ,, on a y' =y, De la méme maniere que ci-dessus,
lim,_.. Nxpy, , — Nxy, = b&, o0 = beR. Onadonca,=lim,..a,, En
utilisant encore Ne (PPM),onaa,, < a, dol ¢, < a. Posons 1 =Nsx*y
~Nxy, + (@ — a,)¢; alors 1€ Mi(X). Sia, < a, il existe fe Cx(X) telle
que deé:l et Axf<a—a, sur X. Donc Nxp,xf>Nxpxf sur X.
Mais cela est en contradiction avec le lemme 22, ce qui montre (2).
Pour une exhaustion (K,);., de X, on a ny,¢x, = N*¢epg, dés que N
vérifie les conditions dans la proposition 28, ol (efk,, 0) € SBy((c, 0); CK,).

Remarque 29. Soit Ne(PSM) et (a,),», un semi-groupe vaguement
continu et sous-markovien. Posons N, = r a, exp(— pt)dt (p > 0). Alors,
pour que, pour p > 0 et pe M¥YX) quelconoques, Nxp=(pNxp+ p)xN,,
il faut et il suffit que, pour tout ¢ =0 et uecM%X) quelconques,
INxp)x(e — a,) = .[:as * pds.
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Preuve. Montrons que la condition est nécessaire. Comme N x p est
bornée (c’est-a-dire, pour toute fe Ci(X), Nx uxf est bornée) (voir la
remarque 3), on a, d’aprés N p = (pN* pu + p) * N,

(Nxp)*(c—a,)=((pPN=xp+ p *J: a, exp(— ps)ds
— (1 —exp(—pt))(pN* p + p) * N, x a, .

En faisant p 4 0, on a ’égalité demandée. Montrons que la condition est
suffisante. Pour tout p >0, on a

J:e (N % p) * (e — a,)exp(— pt)dt = j: (J: a, * yds) exp(— pt)dt

= lr a, x pexp(— pt)dt = le*g,
b Jo b

t
car (j a, * gds) est vaguement bornée. On obtient donc 1’égalité dé-
0 t>0

mandée.

§4. Les noyaux de convolution réel de type logarithmique

En rappelant le semi-groupe gaussien sur R’ on donne la définition
suivante:

DfrinITION 30. Soit (@,).s, un semi-groupe vaguement continu. On
dit qu’il est semi-transient si, pour xe M%(X) quelconque, (r a, * pdt)a>o

L, 0
est vaguement bornée.

Evidemment («,),5, est semi-transient si et seulement si, pour ¢ € M3%(X)
a Jd,u =1 quelconque, (r(oe, — a, * y)dt) est vaguement bornée. Si
0 a>0

(2,):»o est sous-markovien et transient, alors il est semi-transient. On voit
facilement qu’il existe de semi-groupes vaguement continus et markoviens
qui ne sont pas semi-transients.

ProprosiTioN 31. Soit (@,),s, un semi-groupe vaguement continu, sous-

'a
markovien et semi-transient et pe MY(X). Si limJ. o, * udt exists dans
a—o J0

M(X), alors lim r a, x pexp(— pt)dt existe aussi dans M(X) et l'on a
p—0 JO

(4.1) lim [ @, * pdt = lim r o, * pexp(— pt)dt.
0 p—0 Jo

a—oo

D’autre part, supposons que lim r a, * pexp(— pt)dt existe dans M(X).
-0 JO
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Alors, pour que lim aozt * pdt existe dans M(X) et (4.1) ait lieu, il faut
0

a—roo

et il suffit que lim (1/¢) f a, x psds = 0 dans M(X).
t—co 0

Pour fe Ce(X) et e Mi(X), on pose a(f) = j:jfdas « uds. En appli-
quant le lemme suivant a la fonction «, on a immédiatement la proposition
31.

11 fait question si lim :(xt * pdt existe dans M(X) et (4.1) a lieu dans

a—oo

le cas ott lim | @, x pexp(— pt)dt existe dans M(X).
0

-0

LemMeE 32 (voir [12], p. 180, 188). Soit «(f) une fonction sur R* =

N

{te R; t = 0} de variation bornée sur tout compact CR* & valeurs réelles.

Supposons que, pour s > 0 quelconque, _[ : exp(— sb)|da|(®) < . Si 13}2 a(t)
existe et est finie, alors 1:{101 : exp (—st) da(t) existe et lon a
lim j: exp (—st)da(t) = lim a(t).

D’autre part, supposons que 1315101 :exp(— st)da(t) existe et est finie.

Alors, pour que lim «(f) existe et l'on ait lima(f) = lim r exp(— st)da(t),
80 0

t—oo t— oo

il faut et il suffit que r uda(u) = o(t) lorsque ¢ — oo.
0

ProrosiTioN 33. Soit N un noyau de convolution réel sur X. S’il
existe un semi-groupe («,),», vaguement continu, sous-markovien et semi-
transient tel que, pour pe M(X) quelconque, on ait, avec une constante
c,eR,

“.2) Nxy= Iw o, * pdt + ¢,&
0

(C’est-a-dire, pour toute fe Cx(X), lim rj fda, x pdt existe et f fAN * p =
a—o J0
lim j j fde, * pdt + c, f fde), alors ()., est déterminé d'une maniére
0

a-oo

unique et N e (PMS).

Preuve. Montrons que Ne(PMS). Pour 0 <peR quelconque, N,
= r a, exp(— pt)dt. Supposons que, pour f, g€ Cx(X) a j‘ fdeé = J gdt et
0

aeR quelconques, Nxf < Nxg -+ a sur supp(f). Posons ¢ = c;_,;
alors la proposition 31 montre que

N« ((f— 88 = 13§§1Np*((f—g)€) + ¢t
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Pour un nombre b > 0 quelconque, on choisit un voisinage compact V de
Porigine tel que Nx(f — g) <a + b sur supp(f) + V. On prend ¢, €
Ci(X) telle que supp(p,)CV et Igoydé =1 Alors (N, *(f — &) * ¢y)p>e
converge uniformément vers N x (f — g) x ¢, — ¢ sur tout compact lorsque
p—0, et donc il existe p, >0 tel que, pour 0 < p <p, quelconque,
Nyx(f—8*pp<a+b—c sur supp(f)+ V. Si e+ b — ¢ <0, alors
N, = (f * o) < N, x (g * ¢,) sur supp(f = ¢y), et donc le principe complet du
maximum de N, donne N, % (fx¢y) < N, x (g ¢,) sur X et N, x (f * ¢y)
+ N, #(g*¢y). Comme Jde < oo et J fxppde = j g% gyde, Cest im-
possible, d’ot a + b — ¢ = 0. En utilisant encore le principe complet du
maximum de N,, on a N, * (fx¢,) SN, *(g*¢,) +a+ b —c sur X. En
faisant p [0, V| {0} et )0, on arrive & Nxf< N+ g+ a sur X. Ainsi
Ne (PMS).

Montrons finalement 'unicité de («,),»,. D’apres (4.2), on a, pour tout
x€X, Ceoey) = — Cewc_py- Donc, pour une mesure de Radon positive p
dans X symétrique par rapport & 'origine et de la masse totale de 'unité

quelconque, on a N — Nx py = r (¢, — a, % )dt. On a alors
0

4.3) (PNx(e—p)+E—w)*xN,=Nx(—p).

De la méme maniére que dans la remarque 24 et dans le théoréme 25, on
voit 'unicité de («,);»,, d’aprés (4.3). La démonstration est ainsi compléte.

Par exemple, soit N = (log(1/|x]) + x)dx sur R® et (g,dx),», le semi-
groupe gaussien sur R’ Alors, pour u € M%(R*) quelconque, on a N x p=

(r 8 * #dt) — (J- xld;z(x)>dx. Pour x = (x,, x,) € R?, on note |x| = (x,® + x,)"~
0

On voit facilement la remarque suivante:

Remarque 34. Soient N, (a,),5, et ¢, les mémes que dans la proposition
33. Pour xe X, on pose a, = c,,.o. Alors on a:

(1) La fonction a, de x est additive et continue sur X.

(2) On définit le noyau de convolution réel N sur X par dN = dN
+ a,d&(x). Alors, pour pe M¥(X) quelconque,

4.9) N*p=jwa,*ydt.
0

a0 Cela signifie que, pour f, ge Cx(K) et 0<aeR quelconques, Ny f<N,*g+a sur
supp(f) implique la méme inégalité sur X. Il est bien connu que N, vérifie le
principe complet du maximum (voir, par exemple, [3]).
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En effet, soient x, ¥y € X quelconques. On a alors
Nux(e, —epyp) =Nx(e—e)xe, = L o, x (g, — e54)dt — @€,

et donc on voit facilement a,,, = a, + a¢,. Comme lim, N, x (¢, — ¢}
=lim |~ a, * (e, — e)exp(— pt)dt = r o, * (e, — e)dt (voir la proposition 31),
0 0

p—0
la fonction @, de x est universellement mesurable. Donc le noyau de

convolution réel N est défini. Comme a,=0, on a N x (¢, — ) = N (¢, — )
+ a,&, et donc la fonction a, de x est continue sur X. Pour fe C(X)
et pe M%(X) quelconques, on a,

[[ e+ pa,deidu@ = [[ 1= + D (a..s — a)de)dp(

= — ([ .duw) [ fae .

Comme, pour ve Mx(X) a Idu =1, Cco_y = ja,dy(x), onac, = Iaxdp(x).

Cela donne (4.4), d’out la remarque 34.
D’aprés (2) de la présente remarque, on a, pour toute u e M (X).

dN% = dN % 4 — ( j dp)a,d&(x) + (j a,dy(x))d&.

Remarque 35. Soient N, (@,);s, @, et N les mémes que ci-dessus.
Alors Ne (PPM). En posant dH = a,d&(x), on a N e (PPM) & (N, — H)
€ (PRSB).

En effet, si, pour f, g € Ci(X) avec ‘[fds = Jgd& etacR Nxf<N=xg
+ a sur supp(f), alors, de la méme maniére que dans la proposition 33,

pour 0 < b e R quelconque, il existe ¢ € CE(X) et p > 0 tels que J;odé =1
et N,xfxp < N,xgx¢p+ a+ bsur X, ou NN, =Jwa,exp(—pt)dt. Comme
0

J-de =1p et If* pd§ = Jg*sodé’, onaa+b=0 En faisant b} 0, on
arrive & ¢ > 0. Cela donne N e (PPM).
Supposons que N e (PPM). Soit o un ouvert relativement compact

# ¢ dans X. Il existe 1€ Mi(X) et a € R tels que Jdl-—- 1, Nx2+ a8 <€

dans X et Nx 2 + a& = ¢ dans o (voir la proposition 11). Comme N = N
+H Nx24+(@—1)t< —Hx2 dans X et Nx21+(a—1)&=—H=x2

dans . Soit pge M#X) quelconque. Alors Hx* y — ( dp)H * 4 est pro-
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portionnelle a &, et donc on voit facilement (N, — H) e (PRSB). De la
méme maniére, on voit (N, — H) e (PRSB) = (N, &) ¢ (PRSB).

D’aprés N e (PPM), on voit aussi (N, H) e (PRSB). De la méme
maniére que dans la proposition 33, on aura la remarque suivant:

Remarque 36. Soit N e (PMS) et 7 une fonction additive et continue
sur X. Alors N + 7€ e (PMS).

ProrosiTioN 37. Soient N et (a,),s, un noyau de convolution réel et
un semi-groupe vaguement continu, sous-markovien et semi-transient, respec-

tivement. Supposons que, pour pe M%(X) quelconque, N x y = J @, * pdt.
0

Alors (a,),s, est transient si et seulement si yy; 7= — oo. Dans ce cas, il

existe une constante c € R telle que

(5) N= j: adt + & et oy, =ck.

Preuve. Montrons d’abord que si («,),s, est transient, alors yy , #— o
et (4.5) a lieu. Soit (K,);_, une exhaustion de X et posons w, = l'intérieur
de K,. On écrit ny,ox, = Yv,cx, + Go,0x,& comme dans le lemme 23, ol
Yh,cxn € PA(IN) et aycx, € R. Pour m > n, on choisit (¢} ., @) € SBy((e, 0);
CK,Nw,). Alors Nxe, ., + @pné? vk, avec m1 o et lim,.. Nxe,, =
.ok, D’apres (8) de la remarque 19 et N e (PPM) (voir la remarque

35), on a a,,, <0 et @, 1 a,cx, avec m?t co. Posons N, = I a,dt. Pour
0 .

tout n > 1, lim ; a, * €, ,dt existe et

m—co 0

N= N, + 9ycx, — lim | «, xe, dt.

m—oo J 0
Donc (9y,cx.)i-1 est vaguement bornée et 7zl cx, — lim , a, * e, ,dt ne
tosco

dépend pas de n. Posons y = yly,cx, — lim N a, % &, ,dt. Comme, pour tout

m—oo J 0
xeX, N—Nx¢, = J:o a, % (e —e,)dt, Yy, cx, * (6 —¢,) = lim (f: a, x (e — ez)dt>
* ¢, m, et donc y est invariante par translations. Par z;:lséquent, il existe
ceR tel que p=cg, dou N= N, + c&. Montrons la deuxiéme égalité
dans (4.5). Supposons que («,).», est markovien. Comme N, vérifie le
principe du balayage sur tout ouvert (voir, par exemple, [6], p. 660), on
choisit ek, € M*(X) telle que supp(eix,)CCK,, N, * ¢/x, = N, dans CK, et

Ny * efg, = N, dans X. Comme (e,);», est markovien, on a fde’o,x,, =1
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Par conséquent, (efx,, 0) € SBy((¢, 0); CK,). Comme lim,_. N, *¢elx, =
(voir, par exemple, [6], p.659), on a xy,; = c§. Supposons ensuite que
(a,).so n'est pas markovien. Alors deo < oo, Done, pour un point

vaguement adhérent &, de (e} ,.);.; lorsque m — oo, on a
NN, CcEn = N, x¢, + (ao,cx,, -+ C)f n=12-.- ) .

Comme fde; Z1let yycex, =N dans CK,, on a a,¢x, =0, car on a 0 <

IdNo x (e —¢) < oo. Comme lim Nyx*¢, =0, on a yy,; = cé.

Montrons finalement que si 7y, % — oo, alors (a,),s, est transient.
Si (a,).» n’est pas markovien, alors («,),, est évidemment transient.
Donc on suppose que (@,),», est markovien. D’aprés (5) de la remarque

19, 9y, € M(X). On a, pour tout n = 1.

N — NN, CEn = lim (a;, — a, * 51,z,m)dt — g, 0x,5 +

m—oo JO

Comme (N — N x¢ ,)n_, est uniformément bornée (c’est-a-dire, pour fe
C(X) quelconque, (N — N x ¢, ,,) * f)n_, est uniformément bornée sur X),
on a, pour tout ¢ = 0,

(N — ny,0x,) * @, = Im(N — N x ¢} ,,) % &, — @y cx,&

m—co

= hm (as — U % 57/L,m)ds - ao,CK,,& .
13

m—oo

Donc on a
i3
(N = py.ox) ¥ (6 — o) = limJ. (@, — a, *<,,)ds .
m-o0 J 0

Comme N — pyox, TN —7ys avec ntoco et, pour toute fe Cx(X),
lim(r &sds) *f(x) =0, on a

x—3 0

43
N =) — ) = [ ads.

Comme N — 5, M*(X) et N+ 7. r «,dt existe dans M*(X). Ainsi
0
(a;), est transient, ce qui montre notre proposition.

En regadant la présente proposition, on arrive naturellement a la
définition suivante:
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DErFINITION 38. Soit N un noyau de convolution réel sur X. On dit
que N est de type logarithmique s’il existe un semi-groups («,),s, vaguement
continu, markovien, semi-transient et récurrent tel que, pour ue M¥(X)

quelconque, N x p = r @, * pdt.
0

LemmE 39. Soit (@,),», un semi-groupe vaguement continu, markovien
'a
et récurrent. Si, pour pe M%(X), (I a, * y) est vaguement bornée, alors
0 a>0
lim,_., @, = 0 dans M(X).

Preuve. 1l suffit de montrer que lim,_,, &, = 0. Evidemment («, * &,),5,
est un semi-groupe vaguement continu et markovien. Comme, pour # >
t,>0 quelconques, a;, * &,, et a,, * &, — @, * &,, = @, * &y, * (e — @y, _4, * &y, _y,)
sont de type positif, lim,_. a, * & existe dans M*(X). Posons ¢ =
lim,_. a,*&,; alors ¢ est de type positif. Evidemment, on a, pour tout ¢ =0,

6 —oxa, %& =lim_ (0, x& — a,,,*d&,) =0 Donco=(s)et Jda <1
Pour tout le point v vaguement adhérent de («,),s, lorsque ¢ — oo, on a
o=y« et donc lim,..,a, =0sioc=0. Supposons ¢ 0. Alors ¢ = (o)
et jda < 1 donnent Ida = 1. On voit facilement que ¢ est une mesure

de Haar normalisée sur un certain sous-groupe compact F de X. On
désigne par B, la projection canonique de @, x ¢ sur X/F; alors (8,),s, est
un semi-groupe vaguement continu, markovien et récurrent sur X/F et
vérifie la méme condition que pour («,),s,. Donc on peut supposer F =
{0} et ¢ =e. Alors, pour tout ¢ >0, a, * &, =e¢, et donc il existe x, e X
tel que @, =¢,,. Evidemment ¢ — x, est continue. Supposons que lim, ..,
a, = 0 n’existe pas. Alors il existe une famille filtrante (¢,);c, C R* telle
que lim;., ¢; = oo et lim,., x,, existe dans X. Soit n; I'entier maximal
<t;; alors (x,, — n;x,);c, est relativement compact, et donc (n,x;);c, est
relativement compact. Soit v un voisinage compact de l'origine vérifiant
vox, et X, le sous-groupe ouvert et fermé engendré par v. Comme X,
= R* X Z™ X F, ol n et m sont deux entiers = 0 et ot F' est un groupe
abélien compact (voir [11], p. 110), on voit que (nx,);., est relative-
ment compact, et donc (x,),s, est compact. Comme X est non-compact,

il existe y, e X tel que ¥, € (%,);0 U (—%,);5. Comme (J‘:ozt * (e — eyo)dt)
a>0

est vaguement bornée, («,),, est transient, d’oli une contradiction. Ainsi

lim,_.,«, = 0.
Le lemme suivant jouera un roOle essentiel de déterminer groupes
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abéliens localement compacts sur lesquels il existe de noyaux de convo-
lution réels de type logarithmique.

LemME 40. Soit (@,),», un semi-groupe vaguement continu, markovien
semi-transient et récurrent. Alors on a:

(1) Le sous-groupe fermé engendré par \ J,s,supp(«,) est égal a X.

(2) Pour une fonction additive et continue 7(x) %0 sur X a valeurs
réelles quelconque, on a \J,z,supp(e,) & {x e X; 7(x) = 0}.

Preuve. On désigne par X’ le sous-groupe fermé engendré par
U:sosupp(e;). Supposons que X’ =# X; on choisit x,€ CX’. On a alors
(X' + {x)NX" = ¢, et donc il existe un voisinage ouvert V de l'origine
tel que, pour x € X’ quelconque, (X’ + {x)N(V + {x}) = 4. Soit fe CxX)
vérifiant supp(f) C V et f(0) >0 quelconque. Pour tout £=0, on a

deoct xey = 0. Comme (rj fda, * (e, — e,o)dt) est bornée, on a
0 a>0
ijfdat % g,dt < oo, d’ol I:jf* e_zda,dt < co. Cela donne r a,dt e M+(X),
1] 0

d’olt une contradiction, ce qui montre (1).

Montrons (2). Supposons contrairement qu’il existe une fonction
additive et continue 7(x) = 0 sur X a valeurs réelles telle que |J,s,supp
() c {xe X; 1(x) = 0}. D’aprés (1), on a |J,5,supp(e,) & {x e X; r(x) = 0}.
Posons N, = J: a, exp(— pHdt (p > 0). Alors, pour un entier m =1 quel-
conque, pN,({x e X; 0<7(x) < m) <1, car |J,5,supp(a,) est un semi-groupe.
On note N, . = Nylzexiosrwem- Alors, pour tous les entiers k =1, et n > 1,
on a supp((lV, — N, »)* x (N,)") C {x e X; 7(x) = m}. Soit fe Cx(X) quel-
conque; on choisit un entier m =1 tel que supp(f) C {xe X; 7(x) < m}.
Alors

1

lim ffd > (pN,)* = —Ifd > (PN, < oo .
n—rco p k=1 p n=1
a—»oo 0

Par conséquent, i (pN,)" converge vaguement, Comme lim loz,dt =
n=1
1/p > (PN)", (a,).s, est transient, d’oit une contradiction, ce qui montre
n=1
(2).

ProBLEME 41. Est-ce que la fermeture de | J,.;supp(e,) est égale a
X?

Remarque 42. Soit («,),», un semi-groupe vaguement continu, mar-
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kovien, semi-transient et récurrent sur X; alors il existe un voisinage
compact V, de l'origine tel que, pour un voisinage compact V de l'origine
vérifiant V D V, quelconque, (@,,y);s, S0it aussi un semi-groupe vaguement
continu, markovien, semi-transient et récurrent sur X,, ot X, désigne le
sous-groupe fermé engendré par V et «,, désigne la restriction de «, sur
X,.

En effet, pour un voisinage compact V de l'origine, («;,,),s, est un
semi-groupe vaguement continu, sous-markovien et semi-transient sur X,

car, pour pe My(X,), I: o, * pdt = I: e,y * pdt dans X,. Pour fe Cx(X),

on a I fda, = I fda,, dés que supp(f) C X, et donc il existe un voisinage
compact V, de lorigine tel que («,,,).», soit récurrent. Donc il est
markovien. On voit facilement que V, est un voisinage compact de
Torigine demandé.

LemMME 43. Soit N un noyau de convolution réel et supposons que,
pour fe C¥(X) quelconque, N x fe C(X), application

Cx(X) X Xo(f, ) —> Nx (s, — &) xfe C(X)

est continue et qu’il existe un semi-groupe («,),», vaguement continu, mar-
kovien, semi-transient et récurrent tel que, en posant N, = ” a, exp(— pi)dt
(p>0), on ait, pour p>0 et pe M%(X) quelconques, N x p=(;)N* p+p) x N,.
Si xe X est un élément compact, alors lim,_., (N * (¢, — &)) x a, = 0.

Pour montrer le lemme 43, on utilise le résultat de G. Choquet et J.
Deny suivant:

LEMME 44 (voir le théoréme 1 dans [4] et [5]). Soit ¢ € M*(X) vérifiant
‘[do =1 Si pe M(X) vérifie pxa =y et p est bornée (C’est-a-dire, pour
fe Cx(X) quelconque, puxf est bornée sur X), alors, pour x c supp(c) quel-
conque, p = p* ¢,

Preuve du lemme 43. D’aprés Idat = 1, il suffit de montrer que, pour

f, & € Cx(X) quelconques, 1timJ‘ fxgd(N* (e, — ) * ¢, = 0. Donc on mont-
rera seulement que, pour fe CHX), lim,_.. (N * (¢, — ¢)) * (f€) * &, = 0 dans
M(X). Comme N (s, — &) * f est bornée sur X, (IV (e, — ¢)) * (f&) * @),
est vaguement bornée. Soit 7 un point vaguement adhérent de ((IV * (¢, — ¢))
% (f€) * &)z, lorsque t— oo; on choisit une famille filtrante (¢,);.; des
nombres >0 telle que lim,., ¢, = oo et 3 = lim;., (N * (¢, — ¢)) * (&) x ;.
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Alors 7 est bornée. Comme ((IV* (e, — €)) * (f€) * ,,);c; est uniformément
bornée, on a, pour p > 0 quelconque,

pyx Ny = Imp(N « (e; — &) % (&) x o, % N,
= ]Zler?«N* (o — N *(fE xa,, — N, x (e, — ¢) % (f&) x ;)

= )7 s
car dep =1/p et lim, . a, = 0. Le lemme 44 montre alors que, pour
tout y e supp(V,), n = p=*¢,, et donec, pour tout ye supp(](’p), N =7nke,

D’aprés le lemme 40, il existe b,€ R tel que 5 = b,6. Pour un entier
n>=1 et ge CiX) quelconques,

lim [ gV x ene = eu-02) * () #
iel
= ].im g x E(n—l)zd(N* (ex - E)) * (f&) * Uy,
iel
= b.t jg * E(n—l)zdg = bx fgd& ’

et donc

lilil (N* (Ena: - 5)) * (f&) * 0y, = nba:g .
i€

Comme x est élément compact, ((IV * (e, — &) * (f&) * @, )iernz1 €St vague-
ment bornée, on a b, = 0, d’olt = 0. On obtient ainsi lim,_...(N x (¢, — ¢))
* (fé) * ¢, = 0 dans M(X), ce qui montre le lemme 43.

D’aprés le présent lemme 43, on aura le corollaire suivant, qui sera
utile dans la preuve de notre théoréme principal.

CoROLLAIRE 45. Soient N, (a,);s, et (IN,),>, les mémes que dans le
lemme 43. On suppose les mémes conditions pour N, (&,),z, €t (N,),>o que
dans le lemme 43. Alors, pour une suite (¢,)=., (resp. (p,)c..) des nombres
> 0 vérifiant lim,_. t, = oo (resp. lim,_. p, = 0) quelconque, il existe une
sous-suite (t,)o_, (resp, (P.)o-1) de ()7, (resp. (p.)o_1) telle que, pour
x € X quelconque, lim,, .. (N * (¢,—¢)) * «,,, (resp. im,,._., p AN * (e,—¢)) * N, )
existe dans M (X).

Preuve. Comme X est dénombrable a l'infini, la remarque 42 rapporte
qu’il suffit de montrer notre corollaire dans le cas ol X est engendré
par un certain voisinage compact V de lorigine, car pour pe M¥X,)
quelconque, (N, * p) x a0, = (N * p) x a, dans X, ou N, est la restriction
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de N sur X,. On peut donc supposer que X =R" X Z™ X F, ou n, m
sont deux entiers >0 et F est un groupe abélien compact (voir [11], p.
110). Soit &7 la mesure de Haar normalisée sur F. Alors le lemme 43
donne

48 HmOVx @ — &) ra =lim [V 6 — &) * 0der(y) = 0,

et donc

Imp(N (e — &r)) x N, = 0.
-0

11 suffit donc de montrer qu’il existe une sous-suite (¢,)5., (resp. (p.)e_1)
de (¢,)7-, (resp. (p.);-1) telle que, pour xe R" X Z™ X {Or} quelconque,
(N x (e, — €)) * &p) * (&5 * @) (resp. P AN * (e, — ) * §5) * (67 * N,,)) converge
vaguement lorsque n’ — oo, olt O, désigne l'origine de F. Par conséquent,
on peut supposer que X = R*XZ™ Comme Cr(X) est & base dénombrable,
la remarque 4 montre que, pour x € X quelconque, il existe une sous-suite
(. )-1(resp. (Dn.)rvo1) de (8,)7-1 (vesp. (p,)7-1) telle que lim,. ... (N * (e, —¢)) * a,,,
(resp. lim,..., AN * (¢, — €)) * N, ) existe dans M(X). Donc, en prenant
un sous-ensemble D dénombrable et dense dans X, on peut choisier une
sous-suite (¢,,)5._; (resp. (p,)o-) de (£)2; (resp. (p.)2.y) telle que, pour x € D
quelconque, lim, ..(N (e, — ¢€)) x @, (resp. lim, ..p (N x* (e, —e)*xN,,)
existe dans M(X). Comme, pour fe Cx(X) quelconque, I’application

X — Nx (e, — ¢) x fe C(X) est continue et jdozt,,,=1 (resp. Do IdNI,n,=1>,
on voit que, pour fe Cx(X) et x € X quelconques, lim,._., '[ N x (e,—e¢) * fddt,,,

(resp. lim pn,JN % (e, — &) * fd]\v/'p,,,> existe, d’out le corollaire 45.

n’—o0
La proposition suivante jouera un réle important pour déterminer les
noyaux de convolution réels de type logarithmique.

ProrosiTioN 46. Soit N e (PMS) et (a,),5, un semi-groupe vague-
ment continue, markovien, semi-transient et récurrent. Posons N, =
r a, exp (—pt)dt (p > 0). On suppose que, pour p >0 et pe M¥WX) quel-
cgnques, Nxpy=(pPNxp+ )N, Soient x,€6 X et f,e Cx(X) vérifiant
J fodé =1 quelconques fixés. Alors, pour une valeur adhérente a,, de
(j LA # 6.y — ) # aet>t>0 (resp. (p j FAW # (e, — ) * N,,) ) lorsque t—oo

>0
(resp. p —0), il existe une fonction additive et continue 1(x) sur X telle que
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7(%) = @,y N + 12 €(PMS) et N + 1& ¢ (PPM).

Preuve. On discutera seulement notre résultat pour (I [ (N * (e;,—¢))

* at) , car Pautre est analogue. D’aprés la remarque 4 et le corollairs
t>0

45, il existe (¢,)s., des nombres>0 telle que lim,_. ¢, = oo,

limjfoda\r* (o0 — &) %y, = s,

et, pour xe X quelconque, lim,...(IVx (e, — ¢)) * «,, existe dans M(X).
On désigne par 7, cette limite. Alors 7, € M(X) et 7. est bornée (voir
la remarque 3). D’aprés la remarque 29, on a

Nx(, —e) — 9, = limjtnafs * (e, — e)ds.
n—+0 0
Comme lim,_.. a, = 0 (voir le lemme 39) et (N * (¢, — ¢)) * @,,)7_; est uni-
formément bornée, on a, pour p > 0 quelconque,
Py, * Np = lim (N* (Ex — 5) * O‘t,.) * (pr)
=lm(N — N, * (e, — &) xa,, = 7,.

n— o0

Comme (N,),-, est markovien, les lemmes 40 et 44 montrent que 7, = b.§,
ou b, e R. Evidemment b,, = a,,, Posons 7(x) = b, sur X. Comme, pour
x,yeX et fe Cx(X) quelconques.

lim [ AQV 5 ory — &)+ @, = lim [ £ 5,d (V5 . — ) a,

N~ 00

= 7(x) I fx&,de = 1(x) f fdg,

on voit que 7 est additive. Comme P'application Xox —> Nx (e, —¢) xfe
C,(X) est continue (voir la remarque 4), 7 est continue. Posons N =N
~+ 76 Alors, pour pe M%(X) quelconque,

Nxp= JN* e, du(x) = JN* (e, — e)dp(x)
- JN* (c. — Odu(®) + liij* (co — &) % oty dp(x)
tn tn
= lim ” &, % (ex — )dsdp(x) = lim | e,  pds
0 n—oo J 0

N— oo

et la remarque 36 donne N e (PMS). Montrons que N e (PPM). Supposons
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que, pour f, g€ Cx(X) avec Ifd& e jgd& et acR, Nxf< Nxg+a sur
supp(f). Alors Nxf< Nxg+asur X. Comme Nx(f—g) =Nx*(f—g)
+J‘T(f — 2)d&, on a, pour t = 0 quelconque,

W (f = D+ — @) = W+ (F ~ D) & — @)
= [[ax (F — 99)ds

(voir la remarque 29). On a donc

o Zlim (N * ((f — 8&) xa,, =0,

n—0

d’ott @ = 0. Ainsi Ne (PPM).
Pour l’existence de la fonction 7 additive et continue, on peut rem-
placer les conditions pour N dans le lemme 43 au lieu de N e (PMS).
D’apreés la proposition 46, on aura le corollaire suivant:

CoroLLAIRE 47. Soient N, («,).s, €t (N,),>, les mémes que dans la
proposition 46. Si, pour x e X quelconque, lim,_. (N % (¢, — ¢)) * @, existe
dans M(X), alors N est de la forme N = N + 12, oit N est un noyau de
convolution réel de type logarithmique et t est une fonction additive et
continue sur X.

Nous ne connaisson pas maintenant si ’hypothése dans corollaire 47
a toujours lieu.

Remarque 48. Soit N un noyau de convolution réel et (a,);», un
semi-groupe vaguement continu, markovien et semi-transient. Posons

N, = r e, exp(— pt)dt (p > 0) et supposons que, pour p > 0 et pe Mi(X)
0
quelconques, Ny = (pN#*py + p)xN,. Alors, pour que N e(PMS), il

faut et il suffit que, pour fe C%(X) quelconque, N fe C(X) et V'appli-
cation

XX Cx(X)a(x,f) —> Nx(e, — ) xfe Cy(X)

soit continue.

En effet, la condition est nécessaire (voir la remarque 4). Supposons
que, pour fe C%(X) quelconque, N «fe C(X) et la présente application
est continue. Alors, d’aprés le corollaire 45, il existe une suite (p,)r.;
de nombres >0 telle que lim,..p,=0 et, pour xeX quelconque,
lim,...p.(N * (¢ — &,)) * N, existe dans M(X). D’aprés la proposition 46
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(voir la fin de sa preuve), il existe une fonction additive et continue 7(x)
sur X telle que 7(x)¢ = lim,_...p, (N (¢ —¢,)) x N,,. D’aprés le principe
complet du maximum de N,, et lim,.. N, xpu = (N — 7€) * p (r € M¥(X)),
on a N — 7§ € (PMS) (voir la proposition 33 et sa preuve), et la remarque
36 donne N e (PMS).

ProposiTioN 49. Soit N un noyau de convolution réel sur X. Si N
est de type logarithmique, alors pour une constante ¢ > 0 quelconque, N +
ce est de type logarithmique.

Preuve. Soit («,),s, le semi-groupe vaguement continu, markovien,

semi-transient et récurrent vérifiant Nx p = r o, x pdt pour toute pe
0

M(X). Posons r = 1je, N, = r a, exp(— ri)dt,
0

e = exp(— (e + 3} (rt)ﬂ(rN»"/n!) t > 0)

et a,, = ¢; alors («,,,);», est un semi-groupe vaguement continu et mar-
kovien (voir [6], p. 663). Pour p >0 quelconque, on note (N + (1/r)e),

= r «,. , exp(—pt)dt; alors (IV 4 (1/r)e),),, est une résolvante et
0

@ <N+le)= 1 s+( r )2N,+,.
r/e p+r p+r/7"

Donc (N + (1/r)e),),>o est récurrent, et (@, ).s, est aussi récurrent. On
voit facilement que (N + (1/r)e),),s, Vérifie

(44 2=l 2 ee - 1),

pour tout p > 0 et toute pe M%(X). Comme N + (1/r)e e (PMS) (voir la
remarque 5 et la proposition 33), («,),», est semi-transient. Soit pge
MY(X) quelconque. Comme lim,..(N*p)*a, =0, on a lim,_ . (IV* p) %

(PN))" =0, car (N,)* = 1/n! j” t exp(— rt)e,dt, et donc lim,..(N * ) * a, ,
) :

=0, dott lim,..(Nx g + (1/r)p) x «,, = 0. Par conséquent, on a
<N+ —l—s) * = Jwa,,t*pdt,
r 0

ce qui montre notre proposition.
On discutera l'inverse de la proposition 49 dans le paragraphe 5.
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§5. Les théorémes principals

Pour montrer notre premier théoréme principal (Théoréme A), on
utilisera encore les deux lemmes suivants.

Lemme 50. Soit N e (PMS), € (PPM) et supposons que 7y, = — .
Soit 17(x) = 0 une fonction additive et continue sur X a valeurs réelles.
Posons of = {x e X; r(x) > 0} et soit p > 0 quelconque. On choisit (v,,,, a,)
€ SBy.p((s, 0); ). Alors il existe v, ,e M*(X) telle que:

(1) supp(v,.) C {xe X; 1(x) < 0} et fdu,,,z ~1

(2) Pour tout lentier n = 1, v, .l wexirw<-n F O-
(8) On ait, avec une constante ¢ =1,

(5.1) (DN + &) x (e — v, ) % (e — v,,,) = Ce.

Preuve. D’abord on remarque que 7y.,; = — ©°, car pour un ouvert
relativement compact w + ¢ 4 @ 2 0 dans X, on a Nx ¢, + a,& = (N + (1/p)e)
* &0 1 p.8, OU (¢, @) € SBy((s, 0); @) et (¢},4, @) € SBy. (e, 0); ) (voir
le corollaire 12, (B.5")). Alors la proposition 28 donne SBy..,((s, 0); o))
#* ¢. Soit (v,,1, @) € SBy.e/p((e, 0); ). Alorsy, (fxe X;7(x) = 0}) = 0. En
effet, posons v = v, |lpexirm=0; On a aussi SBy..,((», 0); o) % 4. Soit
(), b) € SBy..;o((v, 0); 7). Comme (v, — v + v/, @ + b) € SBy.e/»((s; 0); &)
et Nxv 4+ (1/p) + b& < Ny (voir le corollaire 12, (B.5")), on a v = 0.
Posons wo,, = {xe X;7(x) < (1/n)} — {0}. On choisit encore (v, @))€
SBy (e, 0); ,.,). Alors (N 4+ (1/p)e) ¥ vy, + a6 < N dans X. Soit
(V52 @) € SBy 1 o/p((, 0); ), olt w7 = {xe X;r(x) < 0}. Alors Nxv), + a”§
S Nxv,,,+af, o' < a, <0 et (a);., est décroissante. Donc, en utili-
sant le corollaire 14 et les inégalités ci-dessus, on voit que, pour fe Ci(X)

quelconque, (I |J\7 xf |dup,2,n>w
Comine »,,, < p(N — N3/, — a”é), on a lim,.. 2, = 0. Comme (v,,,,—
2.).. est croissante (voir la proposition 16, (3)) et, pour fe Ci(X) quel-
conque, (j IN*fId(vp,z‘n — Xn)) est bornée, on a N=xy,,=lim, . N=*

oo
n=1

est bornée. Posons 2, =V, .|weximso-
1

Wpoon — )y, OU v, =1lim, ., (V,2, — 4,). Evidemment J‘du,,,2 <1. Soit

(K,)5-: une exhaustion de X; alors on a, pour tout m = 1, lim,_., N 2,
= lim, ... )y,0x, * 4. S0it ® # ¢ un ouvert relativement compact dans X.
On choisit (v, b’) € SBy((v,,5 0); ). Soit 0 # fe Ci(X) quelconque. Alors,
en posant @ = lim,_.a), on a
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lim [ fdpy, o, * 2, = umj . cin % @poan — ¥p.2)

N+ 0

é Ifd(vN.CKm - a& — NN, ckn ¥ V'’ — b’f)

= (1 — Jdup,2>( fdmv,ax,,,)

+ [ Fanoxa s (( @/)e = ') — (@ + ¥) [ fa.

Comme lim,_. N % 1, existe dans M(X) et limm_,m‘[ fdny.cx, = — o0, on a

Idup,2= 1, et donc limnmjdl,, = 0. D’aprés le lemme 21, on a, avec

une constante o’ < a,
(N S # v+ @i L (N Se) v 6 (a1 o0).
Donc on a N= (N + (1/p)e) #v,,, + o€ et
(N+ %e - (N+ %e) £, — a'e)({xex; 7(x) < 0} — {O]) = 0.

D’aprées Ne(PMS) e¢ N= Nxv,, + a,& on voit que, pour fe Cx(X)
quelconque, la fonction Nxf — Nxv,,xf est bornée sur X. Donc on™a
aussi

(N -+ %e) KV, ¥ V0. + Q6| (N + %s) ¥V, %V, + @& (1 o).
Comme supp(v,,,) C {xeX;7(x) = 0} et v,,({xe X; r(x) =0}) =0, on a
(N + —;—‘)—e - (N + %s) v, — @) %, (xe X;7(x) < 0) = 0.

Donc on a

(PN + &) % (e — v,,) * (e — v, ) ({x e X; T(x) < 0} — {0})
= (DN + 9 * (¢ — v,,0) —pa’8) * (e — v, )({x e X; 7(x) < 0} — {0}
=0

et, d’aprés (N + (1/p)e) xv,, + a’¢ < N,
(pN + 5) * (6 - l"p,l) * (6 - ”p,z)({()}) g 1.

Comme supp(v,,,) C{xeX;7(x) <0}, on a
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((bN + ¢) * (e — ”p,l) — pa,é) * Vp,z(w;) =0.

Par conséquent, en posant ¢ = (pN + ¢) x (e — v, ;) * (¢ — v,,,) ({0}), on obtient
(5.1).

Montrons finalement v, , vérifie la condition (2). D’apres le théoreme
20, il existe la résolvante (IV,),s, de N. Alors, d’apres (3.4), pour n >1
quelconque, (V2 @) € SBy, (PN, 0); o, ,), et donc v, , = pN, dans ;.
Posons

., = exp(— p)(e + 2 (P"(N,)"/n)) (t>0)

et a,,=¢; alors (@, ),z st un semi-groupe vaguement continu et mar-
kovien (voir, [6], p.663), car (IV,),>, est récurrent, et donc deNp =1

(voir le théoreme 20). Posons (N + (1/p)e), = r a,, . exp(— qt)dt (g > 0).
0
D’apres (3.4) et (4.7), on a, pour pe M%¥X) quelconque,

<N—|— le):«cy:(N—i——l«e) *y+q(<N+-1—e)*p)*<N+le) .

b Db /a D P /a
Comme N p est bornée (c’est-a-dire, pour toute fe Cp(X), Nx uxf est
bornée) (voir la remarque 3), («,,.),s, €st semi-transient, et donc le lemme
40 montre (5, supp (a,,;) Z {x € X; 7(x) = 0}. Comme, pour tous 0 < g <,
N, = 2ma(r — @ '(N,)", on a supp(lV,) = supp(dV,), et donc, pour tout
Ventier n = 1, supp(V,) & {x € X; 7(x) = — n}, car sinon, il existe un entier
n, =1 tel que, pour g > 0 quelconque, supp((N + (1/p)e),) C {x e X; 7(x)
> — n,}, mais cela est en contradiction avec supp((N + (1/p)e),) Z {x € X;
7(x) = 0}. Cela montre que v,, vérifie la condition (2). Le lemme 50 est
ainsi démontré.

LemME 51. Soient N, 1(x), (v,,1, @1), v,,. €t ¢ les mémes que ci-dessus.
Alors > 7 (v, )" converge vaguement et

©.2) (PN + 9% = »,.) — pas = ofs + 3 (5.0") -

Preuve. D’apreés la condition (2) du lemme 50, on voit, que >7.;(v,,2)"
converge vaguement, car, pour tout 'entier n =1, v,,., = v,.slwexirmz-n
est & la masse total <1 et D i (Vy o)™ = Dame1 (V)™ dans {x e X; 7(x)>
— n} (voir la preuve du lemme 40). Comme (pN + ¢) x (¢ — v,,) — pa,g€
M+(X), (6.1) montre que (PN + &) * (e — v,,1) — PAE) * (vp,)")5-1 est dé-
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croissante et

(pN + 5) * (e — Vp,l) — pa,§ — }}g} ((pN + 5) * (e — Vp,l) - paxf) * (”p,z)n
- c(e +3 (vp,z)"> :

Comme (pN + &) x (e — v,,,) — pa,& est bornée, supp((pN + ¢) x (¢ — v,,,) —
pa§) Cl{xeX;r(x) £ 0}, (1) et (2) du lemme 50 montrent

Lim (PN + ) (¢ = vp,1) — Pa:§) * ,,)" = 0,

d’ou (5.2), ce qui montre le lemme 51.
Montrons notre premier théoréme principal (THEOREME A) en séparent

(@) et (b).

TukoOREME 52. Soit N un noyau de convolution réel sur X. Supposons
que X% R X F et X#Z X F, otu F est un certain groupe abélien compact.
Alors, pour que N soit de type logarithmique, il faut et il suffit que l'on
ait:

1) Ne(PMS).

(2) N est non-périodique.

() Pour fe C¥(X) quelconque, on a inf,., N x f(x) < 0.

(4) Nn,g = — 0.

Preuve. Si N est de type logarithmique, alors la proposition 33 donne
(1), les remarques 7, 34 et 35 donnent (3) et la proposition 37 donne (4).
D’aprés I'unicité de la résolvante (voir la preuve de théoréme 20) et (3.4),
on a (2).

Supposons que N vérifie (1), (2) et (4). D’apres le théoreme 25, il
existe le semi-groupe vaguement continu («,),», de N. Pour tout p > 0,
on pose N, = f: a, exp(— pt)dt. Alors on a N = (pN + ¢)« N, (voir le
théoréme 20) et donc, pour ¢t = 0 et p e M%(X) quelconques, (N x p) * (e — ;)
= f: a, x pds (voir la remarque 29). Cela montre que («;),s, est semi-

transient. Par conséquent, il suffit de montrer que, pour pe M¥(X) quel-
congue,

(5.3) Iim(Nxpxa, =0,

t—oo

Supposons contrairement que (5.3) n’a pas lieu. Alors il existe x,e X,
€ Ci(X) et (t,)7-, des nombres > 0 tels que lim,_. ¢, = oo, J fdé =1 et
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lim | fild(N * (e, — €)) xa,, # 0. D’apres la proposition 46, il existe une

N~

fonction additive et continue 7(x) % 0 sur X telle que N = N + 7¢ ¢ (PMS),

e (PPM). Soit p > 0 quelconque et soient v, ;, v,, les mesures de Radon
positives obtenues dans le lemme 50 pour nos NV et 7. D’aprés le lemme
51, on a

<N+ %e) *(e —vp) — @ = i—(e + g:l(”p,z)n) )

ot (v,,1, @) € SBy,e/p((e, 0); »?). Montrons que @, = 0. Supposons que
a, #+ 0. Alors a,<0. Soit &2 un entier = 1 et PoSONS v, 5 x = Y, sl iwe xirm>-k)

Alors (2) du lemme 50 donne Idvp,z,k < 1. Donc |d i (vp,2,1)" < co. Comme
n=1

X#RXVFet X#ZXF, X}+={xeX;7(x) =0} est non-compact. Alors

il existe fe C#(X) telle que jfd& =1, supp(f)C{xeX;0=7(x) > — k}

et c/p(e + 2oma (Vp,z,k)n) *f < — a, sur X. Comme Z;::l (Vp,z)" = Z;Q=1(’Jp,z,k)n
dans {x e X; r(x) > — k} (voir la preuve de (2) du lemme 40), on a

%(s + g(vp,z)") % f < — a, sur supp(f).

D’aprés le principe complet du maximum de ¢ + fj (v,,2)" (Voir, par exemple,
n=1

[3]) on a

(N-|- _ll;a> sl —v, )5 f= i(e + i@,,,z)") sf+a, <0 sur X,
p n=1
ce qui contredit le lemme 22, d’ott @, = 0. Comme

N*Vp,l = Nx Vo1 + 76 — ( T(y)d"'p,l(y))s )

on a (v,,,,, J.T(y)dv,,,,(y)) € SBy.esp((, 0); @f). Comme v,, = pN, dans {xe

X; 7(x) > 0}, le lemme 40 montre que v, | e x>0 7 0, et donc JT(y)dup,,(y)
>0. Cela contredit N + (1/p)ec (PPM). On obtient ainsi que, pour
p€ M%(X) quelconque, (5.3) a lieu, ce qui montre que la condition est
suffisante. La démonstration est compléte.

Dans le cas o X~ R X F ou bien X = Z X F, le résultat est un
peu différent.

Dans le cas o X=R X F ou bien X =Z X F, on note N = o(|x|)
a l'infini si, pour f e Cx(X) quelconque, N x f((x, y)) = o(|x|) lorsque |x| — oo,
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o (x,y)e R X F ou bien (x,y)eZ X F. Dans le cas ot X=R X F ou
bien X = Z X F, on définit aussi analogiquement N = o(|x|) & l'infini.

TuEOREME 52". Soit N un noyau de convolution réel sur X. Supposons
que X = R X Foubien X~ Z X F, o F est le méme que ci-dessus. Sous
la condition N = o(|x|) a U'infini, N est de type logarithmique si et seulement
si N vérifie (1), (2), (3) et (4). Dans ce cas, on ne peut pas éviter la con-
dition N = o(|x|) a Pinfini.

Preuve. Si N est de type logarithmique, alors N vérifie toujours (1),
(2), (3) et (4). Supposons que N = o(|x]) & linfini et N vérifie (1), (2),
(3) et (4). On peut supposer que X = R X F ou bien X=Z X F. Soit
(IN3)ps0 la méme que dans le théoréme 52 et supposons qu’il existe p € M¥(X)
telle que (IV* p) *x a, 5 0(t — ). Alors, de la méme fagon que dans le
théoréme 52, on peut choisir une fonction additive et continue 7(x) == 0
sur X telle que N + 7& € (PMS), € (PPM). Evidemment 7((x, y)) = ax, ol
(x,)eRX Foubien eZX F,acR et a #0. Pour fe CiX) vérifiant

f fdé =1 quelconque, le corollaire 14 montre que, en posant b =

sup (N f(x, 3)) + ax — a [ (2, w))2dé(z w), on a

(x,y) € supp(f)

N f(%9) + ax — a [ f(z, wade(e, w) < b sur X,

ce qui contredit N = o(|x]) & l'infini. Donc, pour yxe M%(X) quelcongue,
lim, (V% p) xa, = 0. Par conséquent, le corollaire 47 montre que N est
de type logarithmique.
Donnerons un exemple d'un noyau de convolution réel N sur R
vérifiant (1), (2), (8) et (4) qui n’est pas de type logarithmique. Posons
= — (1/2)|x|dx sur R et soit (g,),s, le semi-groupe gaussien sur R;
c’est-a-dire, pour t >0, g, = (1/(2rt)"*) exp(— |x|//4f)dx. Alors N est de
type logarithmique et, pour uec M%(R) quelconque, N pu= J: 8. * pdt.
Soit @€ R vérifiant 0 < a < 1/2 quelconque et posons N = N + axdx.
Alors N vérifie évidemment (1), (2). Comme la fonction ax est harmonique,
on a, pour un voisinage compact V de l'origine, Ov,ov = Yx,0v + axdx, et
donc N vérifie (4). Soit fe Cx(X) quelconque. Alors, pour x = sup{y;

yesupp(f)}, on a Nxf(x) = (1/2 — a) jf(y)ydy et, pour x <inf{y;ye
supp(f)}, on a N x f(x)=—(1/2 + a) J f(»)ydy. Donc N vérifie (3). Evidem-

‘ment N n’est pas de type logarithmique, d’aprés I'unicité de la résolvante.
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En utilisant le semi-groupe vaguement continu

(=0 + 250500,

n=1 2"n!

sur Z, on peut donner un exemple d’un noyau de convolution réel sur Z
vérifiant (1), (2), (3) et (4) qui n’est pas de type logarithmique. Le théoréme
52" est ainsi démontré.

Remarque 53. Soit N un noyau de convolution réel sur R vérifiant
les présentes quatre conditions (1), (2), (8) et (4) et soit 0 <p e R. Soient
W1 @) € SBy.15((e, 0); (0, ©0)) et (v,,5 @) € SBye/p((e, 0); (— o0, 0)). Si a
= a, = 0, alors N est de type logarithmique.

En effet, supposons que N n’est pas de type logarithmique. Alors
on voit qu’il existe une fonction additive et continue 7(x) % 0 sur R telle
que N= N+ 18c(PMS), e€(PPM) (voir la preuve du théoréme 52).
Comme »;,,((0, o)) = v, ,((— o0, 0)) = 1 (voir la preuve du lemme 50), on a

erul,p >0 ou bien erum > 0. On voit encore que (u,, s JTdv,,,,) e

SBy..,((e, 0); (0, 0)) et (vz,p, jrd”z,p> € SBy.«/»((e, 0); (— 00, 0)), ce qui con-
tredit N + (1/p)e € (PPM), d’ou1 la remarque 53.
D’aprés les théorémes 25, 52 et 52’, on aura le corollaire suivant:

CorOLLAIRE 54. Soit N un noyau de convolution réel de type logari-
thmique. Alors un semi-groupe (e,),», vaguement continu, markovien,

semi-transient et récurrent vérifiant N x p = .ro @, * pdt pour toute p e M¥(X)
0

est déterminé d’une maniére unique et il est le semi-groupe vaguement
continu de N; c’est-a-dire, pour t > 0 quelconque, N = Nx a, et

lim N = Nxa _

t—0 t
De plus, si, pour deux noyaux de convolution réels N, et N, de type
logarithmique, leur semi-groupes vaguement continus sont égaux, alors

N, — N, est proportionnel a &.

La premiére partie en résulte immédiatement. Pour ue MY(X) quel-
conque, on a N, x g = N, * p, et donc, pour x € X quelconque, (N, — N,) =
(N, — N,) xe,, d’olt la deuxiéme partie.

CoRrOLLAIRE 55. Soit N un noyau de convolution réel sur X et (@.);z,
un semi-groupe vaguement continu, markovien et récurrent. Si X =~ R X F
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ou bien X =~ Z X F, o F est le groupe abélien compact, on suppose encore
que N = o(|x]) & linfini. On pose N, = r a, exp(— pt)dt (p > 0). Si,
pour pe My(X) quelconque, lim, N, * u =0N x u, alors (a,),s, est semi-
transient et N x p = J:O a, * pdt (pe MY(X)).

Preuve. En vertu du principe complet du maximum de N,, on a N¢
(PMS), €(PPM) (voir la preuve de la proposition 33 et celle de la
remarque 34), et donc, pour pe M%(X) quelconque, N p est bornée.
Comme, pour fe Cyx(X) quelconque, (IV, * p * f),, converge uniformément
vers (IV* p) xf sur tout compact lorsque p — 0, le principe complet du
maximum de N, et Ne (PSM) montrent que (N, x g * f)iz,50 est uniformé-
ment bornée sur X. Pour p > 0 quelconque, on a donc Ny = (pNx*p
+ ©) * N,, d’aprés (3.3). Comme (IV,),-, est récurrente, le théoréme 20 et
la remarque 24 montrent que 7y, = — oo et que (IV,),>, est la résolvante
de N, et donc, d’aprés les théorémes 52 et 52/, Nx* u = j: a, x pdt pour
toute xe M%(X), d’ou le corollaire 55.

Dans ce cas, on a lim,_, l/tJ: so, % pds = 0 pour toute pe Mu(X)
(voir la proposition 31).

Comme application, on discutera l'inverse de la proposition 49.

CoROLLAIRE 56. Soit N un noyau de convolution réel sur X. Si X =
R X F ou bien X = Z X F, ou F est un groupe abélien compact, on suppose
encore que N = o(|x|) a linfini. Si, pour une constante ¢ > 0 quelconque,
N + ce est de type logarithmique et N est non-périodique, alors N est de
type logarithmique.

Preuve. Pour r > 0 quelconque, on désigne par («,,,),s, le semi-groupe
vaguement continu, markovien, semi-transient et récurrent vérifiant

(N—l— l5> * p = r’am s pdt
r 0
pour toute pe M%(X). On pose
1 0o
(N+ ——e) - j a,, exp(—pydt (p>0).
r /» 0

Soient r, > r, > 0 quelconques. En posant g = r,r,/(r, — r,), on a, pour
tout p > 0,
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ok e B - L (b,
r, /» Ty q /» p+q pP+q r, /odecad
Done, pour 0 < p < r, quelconque, on a
(5.4) (N+ _1_5) =< q )2(N+ le) -1 .
r, /» q—p r, /ra/le-p) q—p

Par conséquent, pour p > 0 quelconque, lim,_...(NV + (1/r)e), existe dans
M*(X). Posons N, = lim,..(IN + (1/r)e),. On a

dep — lim d(N+ ls> =1,
700 r » D
Done, pour uxe M%X) quelconque,

(5.5) Nsxp=((pPNx*xp+ p=*N,,

car le remarque 5 et la proposition 33 donnent N e (PMS), et donc Nx* p
est bornée. En méme temps, on voit que (N,),., est une résolvante et,
pour p > 0 et r > 0 quelconques,

1 1 r 2
N —>: <_ )NT e
( +r5p p—l—re+ pEr pr/(p+r)

Donc (IV,),, est récurrent. Comme N est non-périodique, N, est aussi

non-périodique, d’aprés (5.5) et dep = 1/p, et donc il existe un semi-
groupe («,),», vaguement continu, markovien et récurrent, et un seul tel
que, pour tout p >0, N, = r a, exp(— pt)dt (voir [8], p.9 et le théoreme
]
25). Comme, pour pe M%(X) quelconque,
(v S =tim(¥+ 2)
+ —e)xp=lm(N + —¢) *xp
r r /»

p—0
(voir la proposition 31), on a N g = lim, , N, * g, et donc le corollaire

55 donne notre conclusion.
Montrons notre deuxiéme théoreme principal (THEOREME B).

TufoREME 57. S’il existe de convolution réel de type logarithmique
sur X, alors, pour un voisinage compact V de [lorigine quelconque, X, ~
RxF,ouX,~RXZXF,ouX,=Z'XF, ouX,~RXPF, ouX, =
Z x Fy, ot F, est un certain groupe abélien compact dépendant de V.

Pour montrer le théoréme 57, on préparera encore le lemme suivant:



NOYAUX DE CONVOLUTION 47

LemMmE 58. Soit X = R" X Z™ et supposons que n+ m = 3. Soit p€
M*(X) vérifiant Idy =1, supp(p) = X et pu= g Alors Z‘,l(p)” converge

vaguement.

Preuve. Soit X = R* X T™ le groupe dual de X, ot T™ désigne le
tore & m dimensions. Alors 1 — £(%X) = 0 sur Xet &) # 1des que & = 0,
ol /2 est la transformée de Fourier de y et 0 est lorigine de X Ona
lim,_s (1 — £(R)/|& =1, ol |%| désigne la distance entre £ et 0 dans X. Donc
la fonction 1/(1 — (%)) de % est localement &-sommable, ol & est la mesure
de Haar sur, X et > (W" converge vaguement (voir [2]).

Preuve du théoréme 57. 11 suffit de montrer qu’il existe un voisinage
compact V, de P'origine tel que, pour un voisinage compact V de l'origine
vérifiant V O V, quelconque, notre conclusion existe. D’aprés la remarque
42, il suffit de montrer que si X = R* X Z™ (n, m: entiers > 0), alors 1 <
n+m<2 (voir [11], p.110). Comme X est non-compact, n + m = 1.
Supposons que n + m = 3. Soit N un noyau de convolution réel de type
logarithmique sur X. On désigne par («,),5, le semi-groupe vaguement
continu de N et par (N,),-, la résolvante de N. Soit p > 0 quelconque

fixé. Pourf, ge CxX) a j fdg = jgds quelconques, (I (f—g)d fk'_, ( le,)’)c°
est bornée, car >%., (pN,) = pNx* (¢ — (pN,)"¥), et donc on a,j =Il)our 0 q&k?
e Cx(X) quelconque, lim,_.. j fd 3% (pN,) = oo, car la résolvante de N
est récurrent. Posons

1

W) = iy

r a,t~'* exp(— pt)dt.
0

Alors (N,)#)? = N,. Pour j =1 et fe Ci(X) quelconques, on a
(N) 5 f 5 FO) < (V) 5 (N, f  F(0) .
D’apres le lemme 40, on a supp((IV,)"/* * (Np)‘/z) = X. Comme pjd(Np)‘/2 *
~(Np)‘/2 =1, le lemme 58 montre que > 5., (p(N,)/*x (Np)‘/z)" converge
vaguement. Donc > i (PN,)* « fx f (0) < o0, d’olt une contradiction. On
obtient ainsi n + m < 2, ce qui montre notre théoréme.
De la méme facon, s’il existe un semi-groupe vaguement continu,

markovien, semi-transient et récurrent sur X, on a la m8&me conclusion
que dans le présent théoreme.

Remarque 59. Si X~ R*X Fou X=~R X ZXF ou X=2*X F ou
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X~RXFouX=UZXF, ouF est un groupe abélien compact, alors il
existe de noyaux de convolution réels de type logarithmique sur X.

En effet, si X = R? alors le noyau logarithmique est un noyau
de convolution demandé. Posons N = —(1/2)|x|dx sur R (resp. N =
—1/2 > _.|nle, sur Z); alors N est un noyau de convolution réel de type
logarithmique sur R (resp. sur Z). Soit X =R X Z (resp. X =Z X Z) et
posons

N=—%]n||x1|dx1 sur RX{n} n=0,+1+2, .-°)

2 2 Inlimleqm sur Z X Z);

n

(resp. N=— %

alors N est un noyau de convolution réel de type logarithmique sur X.
Soit X,=R*ou X,=R X ZouX,=2"ou X,=R ou X,=Z et soit N,
un noyau de convolution réel de type logarithmique sur X,. On désigne
par («,.):s, le semi-groupe vaguement continu de N, Soit &, la mesure
de Haar normalisée sur F et posons X = X, X F,

« = a0, ® (exp (= 00 + 5L 6

et oy =¢, ol ¢ et ¢ désignent les mesures de Dirac a l'origine sur X et
sur F, respectivement. Alors («,),., est un semi-groupe vaguement continu,
markovien et récurrent sur X, X F. Posons

N=N0®§F+N1®(E(l)_EF)’

ou N, = J‘: @,,; exp(— t)dt. Comme, pour a > 0 quelconque,

[fwdt = [(an ® = eoexp(— odt + [, @ e,
()2, est semi-transient et, pour pe M%(X, X F) quelconque,
N*y:fma,*ydt,
0

d’ol1 la remarque 59.
Finalement on donne le probléme suivant:

PropLEME 60. Soit («,),», un semi-groupe vaguement continu, mar-
kovien, semi-transient et récurrent. Est-ce qu’il existe un noyau de
convolution réel de type logarithmique dont le semi-groupe est égal & («,),,?
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