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UNE CARACTERISATION DES NOYAUX DE CONVOLUTION

REELS DE TYPE LOGARITHMIQUE

MASAYUKI ITO

§ 1. Introduction

Soit X un groupe abelien localement compact separe et denombrable
a Γinfini. On designera par ξ la mesure de Haar sur X. Un noyau de
convolution reel N (c'est-a-dire, une mesure de Radon reelle) sur X sera
dit de type logarithmique s'il existe un semi-groupe (at)t^0 vaguement
continu, markovien et recurrent des noyaux de convolution (non-negatifs)
tel que l i m ^ at = 0 (vaguement) et, pour toute μ e M°K(X) (pour la nota-
tion, voir § 2),

(1.1) N*μ = Γ at

Jo

Dans ce cas, (at)t ^0 est determine d'une maniere unique. S'il existe un
noyau de convolution reel de type logarithmique sur X, alors X est non-
compact. Done, dans cet article, on supposera toujours que X est non-
compact et Γon designera par δ le point d'Alexandroff de X.

Dans le theorie classique du potentiel, il est bien connu que le noyau
logarithmique sur Γespace euclidien R2 a 2 dimensions verifie le principe
du maximum semi-complet (equivalent au principe du semi-balayage) (voir
[9] et [10]).

Le but de cet article est de montrer les deux theoremes suivants:

THEOREME A. Soit N un noyau de convolution reel sur X.
(a) Supposons que X ψ R x F et X ψ Z x F, oύ R est la droite reelle,

Z est le groupe additif Rentiers et F est un groupe abelien compact Alorsf

pour que N soit de type logarithmique, il faut et il suffit que Γon ait:
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(1) Cela signifie que, pour / e Cκ(X) quelconque,

ί fdN * μ = lim 1 1 fdat * μdt = \ \ fdat * μdt.
α-oo Jo J Jo J
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( 1 ) N vέrifie le principe du maximum semi-complet.

(2 ) N est non-pέrίodίque.

( 3 ) Pour fe C°K(X) quelconque m£xez N * f(x) ^ 0.

( 4 ) Pour une exhaustion (Kn)n=i de X(2), on dέsigne par ηN,cκn l<*>

reduite de N sur CKn. Alors on a limn^O0τ]N)CKn = — oo; c9est-ά-dire, pour

toute Oφfe Ci(X), l im w _ jfdηNtCKn = - oo<3>.

(b) Supposons que X ~ R X F ou Men X ~ Z X F. Sous la condition

JV=o(|x |) a Γinfinί (c9est-ά-dire, pour feCκ(X) quelconque, N*f((x,y))

= o(\x\) lorsque \x\ —> oo, oύ (x, y) e R X F ou bien e Z x F), N est de type

logarithmique si et seulement si N verifie (1), (2), (3) et (4). Dans ce cas,

on ne peut pas evίter la condition supplementaire.

THEOREME B. SHI exίste un noyau de convolution reel de type logari-

thmique sur X, alors pour un voisinage compact V de Γorίgine quelconque,

Xy « R2 X Fy OU Xy « RX Z X Fy OU Xy « Z2 X Fy OU XyttRX Fy

ou Xv « Z X Fy, oύ Xy est le souS'groupe ferme engendrέ par V et Fv est

un certain groupe abέlien compact.

§ 2. Le principe du maximum semi-complet et le principe du semi-

balayage

On designera par:

C(X) Γespace de Frechet usuel des fonctions finies et continues sur X;

Cb(X) Γespace de Banach des fonctions continues et bornees sur X

a valeurs reelles muni de la norme | |/ | | = supxez\f(x)\;

CK(X) Γespace vectoriel topologique usuel des fonctions finies et

continues sur X a support compact;

M(X) = CK(X)* Γespace vectoriel topologique des mesures de Radon

reelles sur X muni de la topologie vague;

MK(X) = C(X)* Γespace vectoriel topologique des mesures de Radon

reelles sur X a support compact;

C+(X), Cϊ(X), Ci(X), M+(X) et Mi(X) leur sous-ensembles des ele-

ments ̂ 0 ;

C\X) = {/6 C(X); J|/|df < oo, jfdξ =

(2) Pour n^l quelconque, Kn est compact, contenu dans Γinterieur de Kn+1 et U Kn=X.
(3) Lorsque une famille ίiltrante (μa)aeΛ dans M{X) converge vaguement vers μ e M(Z),

on ecrit aussi lim μa=μ.
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C0

K(X)=[feCK(X);

M\X) = [μeM(X); \d\μ\ < oo, j dμ = θ};

M°K(X) ={μe MK(X); J d/ι = θ}.

DEFINITION 1. Soient iVj et JV2 des noyaux de convolution reels sur X

(1) Ni verifie le principe relatif du maximum semi-complet par

rapport a iV2. (designe par (Nl9 N2) e (PRMS)) si, pour /, geCi(X) a

1 fdξ — gdξ et a e R quelconques, N1*f<ίN2*g + a sur X des que la

meme inegalite a lieu sur le support de /, supp(/), oύ * designe la con-

volution sur X

(2) Ni verifie le principe transitif du maximum semi-complet par

rapport a N2 (designe par (Nl9 N2) e (PTMS)) si, pour /, geC£(X) a

fdξ = gdξ et a e R quelconques, N2*f<LN2*g + a sur X des que

Nt^f^N^g+a sur supp(/).

Evidemment, pour un noyau de convolution reel N9 (N, N) e (PRMS)

et (N9 N) e (PTMS) sont equivalents. Dans ce cas, N est dit simplement

de verifier le principe du maximum semi-complet et designe par Ne(PMS).

Remarque 2. On a (Nu N2) e (PRMS) (resp. 6 (PTMS)) φ=> (Nu N2) e

{PRMS) (resp. e (PTMS)), oύ Nj est le noyau de convolution symetrique

de Nj par rapport a Γorigine (j — 1, 2).

En effet, pour un noyau de convolution reel N et fe CK(X)9 on a

N * f(x) — N*f(— x), oύ f(x) = /(— x), et cela montre la remarque 2.

Remarque 3. Si (Nl9 N2) e(PTMS), alors, pour feC°κ(X) quelconque,

JV2 * / est bornee sur X

En effet, posons α=max{iV1 * f(x); x e supp(/+)} et b= max{— Nx * f(x);

x e supp(/")}. Alors (Nu N2) e (PTMS) montre que N2*f^a et — N2*f

<I b sur X, d'oύ \N2 * / | ^ max(α, 6) sur X

Pour x 6 X, on designe par εx la mesure d'unite a x. En particulier,

on ecrit ε = e0, oύ 0 designe Γorigine de X

Remarque 4. Soit (iV1? iV2) e (PTMS). Alors Γapplication

C^(X) XXB(f9x) • N2 * (εx - ε) * /6 Cb(X)

€st continue.
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En effet, soit (/, x) e CK(X) X X quelconque. Pour un compact K

de X verifiant iflDsupp(/) et un entier n I> 1 quelconques, il existe un

entier m ^ 1 et un voisinage compact Vn(x) de x tels que, pour g e CK(X)

verifiant supp(g) (Z K et \\f — g\\ <. 1/rn et y e Vn(x) quelconques, en posant

K + Vn(x) = {y + z; y e K, z e Vn(x)}, on ait

\Nt * (εx - ε) * / - N, * (εy - ε) *g\ < 1 sur (K + Vn(x)) U K.
n

Comme (εx — ε) * / — (εy — ε) * g est portee par (K + Vn(x)) U K et (εx — ε)

(Nu N2) e (PTMS) montre que

- e ) * / - JV2 * (ε, - e ) *

Cela donne notre remarque.

Remarque 5. (1) (iVj, iV2) e (PRMS) <=> Pour toute constante c > 0,

(Nt + cε, iV2) e (PRMS).

(2) (iVj, JV2) e (PTMS) <=Φ Pour toute constante c > 0, (iV; + cε, iV2)

e (PTMS).

(3) iVe (PMS) φ=φ Pour toute constante c > 0, iV + cε e (PMS).

En effet, Γimplication => de (1) est evident. Supposons que, pour toute

c > 0, (N, + cε, N2) e (PiίMS) et que, pour f,ge C+

K(X) a J/df = j ^ d ? et

αef i , Nitf^NiXg + a sur supp(/). Alors, pour c > 0 quelconque,

(iVj + cε) *f< N2 * g + a + c 11/11 sur supp(/), et done la meme inegalite

a lieu sur X. En faisant c j 0, on a JVi * / <; JV2 * g + a sur X, d'oύ <= de

(1). De la meme faςon, on voit <= de (2) et 4= de (3).
Supposons que (Nu N2) e (PTMS) et que, pour une constante c > 0,

f,geCi(X) avec ^fdξ = ̂ gdξ et α eiϊ, (Nx + cε) * / ^ (iV, + cε) * £ + α

sur supp(/). Alors N^(f- g)+ ^ (N, + cε) * (/ - g)+ ^ (iVt + cε) * (/ - g)~

+ a = N1*(f-g)- + a sur supp((/-g)+) et done N2*(f-g)+<LN2* (f-g)~
+ a sur X Ainsi (N, + cε, iV2) e (PTMS)9 d'oύ => de (2). De la meme

faςon, on voit => de (3).

Si (N, ξ) e (PRMS) (resp. (iV, f) e (PTMS)), alors on designe simplement

par Ne(PM) (resp. Ne(PPM)). Evidemment, Ne(PM) est equivalent a

Γenonce suivant:

Pour / e C~κ(X) quelconque, on a

(2.1) N*f£ sup N*f(x)8urX.
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On verra facilement la remarque suivante:

Remarque 6. Soit N un noyau de convolution reel sur X Alors on

(1) N e (PMS) et N e (PPM).

(2) Pour f, ge C£(X) a fdξ = gdξ et a e R quelconques, on a

u ^ 0 et N*f^N*g-\- a sur X des que N*f^N*g-\- a sur X.
Par consequent, on aura la remarque suivante:

Remarque 7. Soit Ne(PMS). Alors on a (1) <=̂ > (2) <==> (3):

(1) Ne(PPM).

(2) Pour / e C°K(X) etO<aeR quelconques, {x e X; N * /(*) 2> a} Φ X

(3) Pour feC°κ(X) quelconque,

(2.2) inf N*f(x)^0.

Remarque 8. (1) On a (Nu N2) e (PRMS) <=Φ Pour μ, v e M+

K(X) a

\dμ = \dv et a e R quelconques, Nt* μ ^L N2*v + aξ des que N^ μ ^

N2*v + aξ dans un certain voisinage de supp(μ). Dans ce cas, si N = Nt

= N2 et Ne(PPM\ alors a ̂  0.

(2) Soit iV e (PMS) et c une constante > 0. Si, pour μ,ve M+

K(X) a

\ dμ = c?y et α, 6 e i?, (iV + cε) * μ + αf = (N + cε) * y + bξ, alors μ = v

et α — 6.

Evidemment <= dans (1) a lieu. Montrons son inverse. On choisit

un voisinage ouvert V de Γorigine tel que N*μ<^N*v + aξ dans

supp(μ) + V. Alors, pour toute fe C£(X) a supp(/)c V, μ *fd$ = v *fdξ

et Nx * (μ * /) ^ iV2 * (v * /) + a fdξ sur supp(μ * /), et done la meme

inegalite a lieu sur X. En faisant fξ-+ε dans MR^X), on arrive a

N*μ <LN*v + aξ, d'oύ φ .
Montrons (2). Comme (JV + ce,N) e (PTMS), on a, pour toute / e

C£(X), N*μ*f+ a ϊfdξ = N*v*f+ bϊfdξ, et done N*μ + aξ = N*v

+ 6f. Done μ = v et a = b.

DEFINITION 9. Soient iVx et iV2 deux noyaux de convolution reels sur

X. On dit que JVΊ verifie le principe relatif du semi-balayage par rapport

a N2 (designe par (Nu N2) e (PRSB)) si, pour μ e M£(X) a e R et un ouvert

relativement compact ω Φ φ dans X quelconques, il existe μ' e M£(X) et

a! eR tels que:
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(B.I) J<V = J V
(B.2) supp(//) C ω.

(B.3) Nx * μr + a'ξ = N2 * μ + αf dans ω.

(B.4) iVi * // + α'f <; N2 * μ + αf dans X.

Dans ce cas, (//, α') s'appelle un couple semi-balaye de (μ, α) sur a>

relativement a (NUN2). On designe par SBNuN2 ((μ,a);ώ) Γensemble des

couples semi-balayes ci-dessus. Evidemment, pour une constante c eR

quelconque, SBNl+cξtN2+cξ((μ9 a); ω) = SBNuN%(μ, a); ω). E n particulier, si

(N, N) e (PJRSJB), alors on dit simplement que N verifie le principle du

semi-balayage et designe par Ne(PSB). On note encore SBN((μ, a); ω) =

SBNiN((μ9a); ω). Un element de SBN((μ,ά);ώ) s'appelle simplement un

couple iV-semi-balaye de (μ, a) sur ω.

Evidemment on aura la remarque suivante:

Remarque 10. (1) (Nu N2) e (PRMS) 4=> Pour tous a,beR, (N, + aξ,

N2 + bξ) 6 (PRMS).

(2) (Nu N2) e (PTMS) <=φ Pour tous a,beR, (N, + aξ, N2 + bξ) e

(PTMS).

(3) (Nu N2) e (PRSB) <=φ Pour tous a, b e R, (Nt + aξ, N2 + bξ) e

(PRSB).

De la meme maniere que dans [3] (voir aussi [1]), on obtiendra la

proposition suivante:

PROPOSITION 11. On a (Nu N2) e (PTMS) <=φ (Nu N2) e (PRSB).

Preuve. <=: Supposons que, pour f,ge C£(X) a fdξ = gdξ et a e R,

Nt^f^Nί^g + a sur supp(/). Posons ω = {xeX; f(x) > 0}. Pour x e X

quelconque, on choisit (ε̂ , b) e SBNuN2((εx, 0); ω). Alors

g(x) + a = J^diV2 * £a; + α ̂  ί

^ + bj/df + a(l - J ώ i

Ainsi on obtient (iV^ N2)e(PTMS), et done (Nl9 N2) e (PTMS).

φ : On utilisera la methode de Choquet-Deny (voir [3]). Pour μ e
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Mκ(X) et un ouvert relativement compact ω Φ φ dans X9 on pose

I v e M£(X), supp(i>) C ω, f ώ = I dμ, 6 e i?{
(2.3) Aμtω = ΪN^v + bξ + η; J J L

[ 7) e M+(X)9 supp(^) c Cω j

Alors A ^ est convexe et ferme dans M(X). Evidemment (Nl9 N2) e (PRSB)

si et seulement si, pour tous μ e M£(X) et a e R9 N2* μ + aξ e Aμi(0.

Supposons que (Nl9 N2) 6 (PRSB). Alors il existe μ e M£(X) et a e R tels

que \ dμ = 1 et N2* μ + aξ £ Aμ>ω. Alors le theoreme de Hahn-Banach

montre qu'il existe fe CK(X) et c e R tels que

(2.4) /c?(iV2 * μ + aξ) < c et, pour Γ 6 Aμtm quelconque, fdϊ ;> c .

Soient veM^(X) et ηeM+(X) verifiant supp(y) c ω, I <ά> = 1 et supp(j?)

C Cω quelconques fixees. Alors, pour tout b e R9 fd(Nx * v + η) +

b fdξ ^> c, et done fdξ — 0. Comme, pour tout x e Cω et tout 0 < b e Rf

Nt * v + 6εx e A^α, on a /1> 0 sur Cω. Comme, pour tout x e ω, JVΊ * ε̂  e

Aμ%ω, on a iVi */(JC) = /cϋVj * εΛ ^ c sur ω. Ainsi on obtient que fe C°K(X)T

Ni*f~ ^N!*f+ - c sur ω et supp(/~) c ω. D'apres (iV;, N2) e (PTMS)

(voir la remarque 2), on a iV2 * / >̂ c sur X. Mais cela est en contradic-

tion avec (2.4), d'oύ (N19 N2) e (PRSB).

COROLLAIRE 12. Supposons que (Nl9 N2) e (PRSB). Alors9 pour μ e

M£(X)9 aeR et un ouvert relativement compact ω Φ φ dans X quelconques,,

il existe (μ\ a') e SBNltN2 ((μ, a); ω) tel que:

(B.5) Pour veMχ(X) verifiant supp(y) c ω et \dv = \dμ9 beR et

un noyau de convolution reel N3 vέrifiant (Nl9 N3) e (PTMS) quelconques,

on a Nz*v + bξ ^> Nz* μ! + a'ξ des que Nt * v + bξ ^ N2 * μ + aξ dans ω.

En particulier, dans le cas oύ N = Nt = JV2, tout (μ'9 af) e SBN((μ9 a); ω)

vέrifiant (B.5) possede la propriέtέ suivante:

(B.50 Pour veMZ(X) vέrifiant supp(v) C ω et f dv = f dμ9 b e R et

un noyau de convolution rέel N' vέrifiant (N9 N') e (PRMS) quelconques,

N' * v + bξ ^ N* // + a'ξ des que Nf * v + bξ ^>N* μ + aξ dans ω.

Preuve. On choisit une famille filtrante (ωα)α6i4 d'ouverts Φ φ verifiant

ωa dωβ(a^ β) et (J«eΛ <»<* = ω. Soit (μ'a, a'a) e SBNliNi ((μ9 a); ωa). Alors,

pour iV3 verifiant (N19 iV3) e (PTMS) quelconque, la remarque 8, (1) montre
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que (N3 * μ'a + af

aξ)aeΛ est une famille ίiltrante a droite, car, pour a, β e A

verifiant a jg β quelconques, JVi * μf

a + α«? ^ iVi * μ£ + a'βξ dans ω̂  et

supp(/O c ωβ. Comme dμ'a = dμ, (μOaeΛ est vaguement bornee, et done

on peut supposer qu'elle converge vaguement. Posons μf = limαe^ μ« Alors

MmaeΛ Nj * μ'a = iVj * // (7 = 1, 2, 3), et done limαeyl α« existe. Posons α' =

\vaxa&Λ a'a. Alors (^7, a') est un couple demande. En effet, evidemment

(μ\ a') e SBNuNz ((μ9 a); ω). Si, pour v e M£(X) verifiant supp(v) C ω et

\dv — \ dμ et b eR, Nt*v + bζ ^ JV2 * μ + aζ dans ω, alors (Nl9 N3) e

(PTMS) montre que, pour a eΛ quelconque, iV3 * v + bξ ^ iV3 * ^ + α f̂.

En faisant ωα f ω, on voit que (/i', αθ verifie (B.5).

Montrons la deuxieme partie. On remarque que, pour (μ\ af), {μff, a")

€ SBN((μ, a); ω) verifiant (B.5) quelconques, ΛΓ* pi + a'ξ = N* μ" + a"ξ.

D'apres la remarque 8, (1), (μ\a') e SBN((μ,a); ω) obtenu ci-dessus verifie

{B.50. Ainsi le corollaire 12 est demontre.

Posons SBNuN2 ((μ, a); ω) = {(//, a') e SBNltNi ((μ, a); ω); (μ\ a') verifie

(B.5)}. Si SBNuN2 ((//, a); ω) forme un seul element, il s'appelle le couple

eanonique semi-balaye de (μ, a) sur ω relativement a (Nu N2). De la meme

faςon, on definit SJBN((μ,a); ω) et le couple eanonique JV-semi-balaye de

(μ, a) sur ω.

D'apres le corollaire 12, on voit le corollaire suivant:

COROLLAIRE 13. Soίt (Nu iV2) e (PRSB), et soient ωx et ω2 deux ouverts

relativement compacts dans X verifiant ω2 Z> ωx Φ φ. Pour μ e Mί(X),

aeR et (μ\ a') e SBNuNi ((μ, a); ω2) quelconques, on a SBNuN2 (μ, a); ω^ =

COROLLAIRE 14. Si Ne(PMS) et Ne(PPM\ alors Ne(PM).

Preuve. Soit feCi(X) quelconque. Pour montrer (2.1), on peut

supposer que \fdξ — 1. On pose mf = s\ipxesnvί>{f)N *f(x). D'apres la

proposition 11, on a (N, ξ) e (PRSB). Pour un ouvert relativement compact

<ύ Z) supp(/), on choisit (λ'a9 aω) e SBN,ξ ((ε, 0); ω). Alors on peut choisir

g e Ci(X) verifiant I gdξ = 1 telle que, en posant g0 = λ'ω * g, on ait N * gQ

+ aω ^ 1 sur X et N*g0 + aω = 1 sur supp(/). Comme godξ = 1 et

(JV, N + (aω + mf - l)ξ) e (PRMS) (voir la remarque 10), on a

gQ<Lmf sur X,
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d'oύ (2.1), ce qui montre Ne(PM).

PROBLEME 15. Est-ce qu'il existe (Nl9 N2) e (PRMS) φ=> (Nu N2) e

(PRSB)Ί

PROPOSITION 16. Soit N e (PMS). Alors, pour 0 < p e R, μ e M+

K(X) et

un ouvert relatίvement compact ω Φ φ dans X quelconques, SBN+ε/p,N((μ, 0); ω)

forme un seul element On le dέsίgne par (μ'p,ω9 Q>μ,Piω) On a encore:

(1) Pour toute feCκ(X), les fonctίons \fdε'XtPtΦ et aXiPyω de x sont

universellement mesurables sur X, ou (e£tPιω, aXtPfQ) e SJBN+t/PiN((εxy 0); ω).

(2) Pour toute μeMi(X), μ'p>n = f e£iPfβ<fy(x)w et aμtPtV = [ax^jdμ(x\.

(3) Pour tous ouverts relatiυement compacts ωx et ω2 dans X verifiant

χj)2'Dω1Φ φ, on a μPtωi ^ μPtWΛ dans ωt.

Preuve. D'apres la remarque 8, (2) et (B. 5), on voit que

•SBN+είPiN((μ, 0); ω) forme un seul element.

Montrons (1). II suffit de montrer que pour toute / e C£(X), les

functions J/a(2V + (l/p)e) * e'XtPtm + aXtPtω^fdξ et j fdN * ε'x^ω + aStPi. jfdξ

de x sont semi-continues inferieurement, car si c'est vrai, alors, pour

g 6 CK(X) quelconque, gdeatPtω est une fonction universellement mesurable

de x9 et done I gdN* ε'XiPtω Test aussi. Soient xeX et (xa)aeΛ une famille

filtrante C X verifiant xa-+x quelconques. Comme dεXa,Piω = 1 et

<iV + (l/p)e) * eiβ,P,- + α*«,P,«> = N* ε*a d a n s ωy (aχa,pJaeA est bornee. Done,

pour fe Ci(X), on peut choisir v e Mi(X) et a e R tels que v soit un point

vaguement adherent de (εXayPtω)aeΛ, a soit un point adherent de (aXaiPi(ΰ)aeΛ

lorsque xa -> x et que

- ε ) * 4,,,. + aSβtPt.ή .

Comme (N + (l/p)e)*v + aξ — N* εx dans α>, on a (N + (l/p)e)*y + aξ Ξ>

(N + (l/p)ε) * eXtPtω + aXtP,ωξ dans X. Cela montre que la fonction

/c?((iVr+ (l/p)e) * fi£fP,β + ax%PyJξ) de x est semi-continue inferieurement.

D'apres (N + (l/p)ε, iV) e (PTMS), on voit, de la meme fagon, que la fonc-

tion fd(N* εXiPy(0 + ax%p%ωξ) de x est aussi semi-continue inferieurement.

(4) Pour toute feCκ(X), § fdμ'p>ω=[f fd#x%Pt.dμ(x).
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Montrons (2). D'apres (1), ε'XtP,ωdμ(x) est deίini dans Mχ(X), et

aχ,p,ωdμ(x) est aussi deίini. Comme

(N + — β) * (J<P,ω<fy(*)) + (jaXtP,ωdμ(xήξ = N*μ dans ω,

on a, d'apres (B.5),

Soit (ωΛ)α€/1 une famille ίiltrante d'ouverts Φ φ verifiant ωa dωβ (a ^ j8)

et {JaeΛo>a = o). Alors, pour tout xeX, ((N + (l/p)ε) * εXίPt(ύa + aXίPί(ΰaζ)aeΛ

converge d'une maniere croissante vers (N + (l/p)ε) * εXtPi(ΰ + aXiP,ωξ lorsque

ωa t ω. Comme suppM εXiP,ωadμ(x)j C ωa c ω et (iV + (l/p)ε) * ε'XtPtmadμ(x)>

+ ( ^^cp^α^W) ^N* μ dans ω, on a, d'apres la remarque 8, (2),

+ l e ) * ̂ >ω + α,,p,ωf ^ (iV + l e ) * (J εx,p,ωdμ(xή + (J α,,p,ω

En faisant ωa | ω et combinant Γinegalite inverse, on obtient

N + l β ) * /4,ω + α,,p,ωί = (iV + l e ) * ( I εx,p,ωadμ(xή + (jax,p,ωdμ(xήξ.

D'apres la remarque 8, (2), on voit (2).

Comme SBN+ε/p,N((μ, 0); ωj) forme un seul element (j = 1,2), on a

+ C"Λ-.l<7.i)Λ i(β) θ t β/..P.-i = a^P^ + ^ OU ( ( ^ 1 ^ ) ^ , 6 ) 6
a'l(7 i>0); ώ!) (voir le corollaire 13). Done (3) en resulte im-

mediatement.

De la meme fagon, on aura la remarque suivante:

Remarque 17. Soit N e (PSB) et ω un ouvert relativement compact

Φ φ dans X. Alors on a:

(1) Pour fe C£(X) quelconque, la fonction fd(N* εXiΦ + aXtmξ) de x

est definie et semi-continue inferieurement dans X, oύ (ε >̂ω, aXt<0) e

SB^(β« 0; ω).

(2) Pour μ e M^(Z) quelconque, iV*^ + α >̂ωf = J (iV*εί>α> + ax>ωξ)dμ(x)>

(5) Pour //6ilί(Z) et un ensemble μ-mesurable A dans X, ^U designe la mesure definie
par μU=μ sur A et μU=0 sur CA.
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oύ (μ'ω, aμj G SBN(μ, 0); ω).

COROLLAIRE 18. Soient N et ω les memes que dans la proposition 16.

Pour p > 0 et μβM^(X), on pose Vp,ωμ = (1/p) εXiPi<ΰdμ(x). Alors, pour

p > 0, q > 0 et μe M£(X) quelconques, on a:

(2.5) VPt.μ - Vq,ωμ = (q - p) J Vq,ωεxdVPiΰ)μ(x) .

(2.6) J (aXtPiW - ax,qJdμ(x) = (q - p) J ax^ωdVp^μ{x).

Preuυe. On prend un nombre r tel que r ^ max {p, q). Comme

(rN + ε) * V^μ = iV* /̂  — α^^^f + (r — p)iV* V^,^ dans ω,

(B.5) et (2) de la proposition 16 donnent

(rN+ε)* VPtmμ + aPtPtjξ

( 2 / 7 ) > (rN + ε) * (vrtmμ + (r-p)^ VTi

+ (aμtrtW + (r - p) J αΛ,r,«dVp^/ί

Soit (ωα)α€i4 une famille filtrante a droite d'ouverts veriίiant ωa C ωβ(a ^ j8)

et Uαe. ωα = a). Comme (iV + (l/p)ε, iV + (l/r)e) e (PTMS), ((rN + ε)>κ VPtt$aμ

+ aμ,P,ωaζ)aeΛ converge d'une maniere croissante vers (rN + ε) * VPi<uμ +

aμtPi(ϋξ. Comme (rN + ε) * V^,^ + aμ,Pyωξ <^> N* μ + (r — p)N* Vp,ωμ dans

X, on obtient que, pour tout a e Λ,

(rN + ε) * Vp,.ΛjK + aμtPtωaξ

£ (rN + ε) * ( V Γ f ^ + (r - p) J Vri

En faisant ωα | ω et combinant (2.7), on obtient que

(rN + ε) * Vp,ωμ + aμ,pJ

(2.8) = ^ + ^ * ( ^ + ( Γ "" P) j r̂.

+ ίθ/ι,r, + (r -p)\ aXtrtωdVPtUμ(x)jξ.

D'apres la remarque 8, (2), on a:
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VPtmμ = Vrtmμ + (r - p) J Vr,.

a,,*,. = α .̂r. + (r - />) J aXtrtωdVPtmμ(x).

Pour un entier n^2, on definit, par recurrence, Vr,ω

nμ= Vrtω

n~ιεxdVrtωμ(x)9

oύ V^^e* = Vrtωεx. Alors on a, en remarquant r dVr>ωεx = 1,

(2.9) VPf#ieι i

De la meme maniere, on a aussi

(2.10) Vqtmμ =

Ceux donnent immediatement (2.5). En utilisant (2) de la proposition 16,

(2.5), Γegalite analogue a (2.6) pour p, r et celle pour q9 r, on voit facile-

ment (2.6).

§ 3. Le resolvante de N et le semi-groupe vaguement continu de N

Pour un noyau de convolution reel N sur X, μ e Mj(X) et un ouvert

<ύ Φ φ dans X, on definit la iV-reduite de N * μ sur ω. Posons

/ O 1 N D , v L , ft * e Mϊ(X), supp(i>) c ω , f dv = f d/ι)
(3.1) RN(μ; ω) = jiV* v + σf J J f •

[ aeR, N*v + aξ<LN*μ J

On note

(3.2) 5^,^ = sup{iV * v + αf iV * v + αf e RN(μ; ω)}

des que la droite existe. On dit que ηN,μ,ω la iV-reduite de N * μ sur <w.

Evidemment ηNtμtω croit avec ω. On note simplement ηNt(ΰ = ^,β,«. Pour

une exhaustion (ifw)~=1 de X, lim^oo ηN,μ,Cκn existe (c'est-a-dire, pour fe

Cχ(X), lim fdηNiμίCKn existe) et ne depend pas du choix de (Kn)™=1.

n—*°o J

Remarque 19. Soit Ne(PMS). Alors on a:

(1) Pour c eR, μe MJ(X) et un ouvert ω Φ φ dans X quelconques,
VN,μ>ω e x i s t e e t ηN+cξ,μ,ω = rjN,μ>ω + cf.

(2) Si ω est compact, alors ηN,μ,ω = N * μ'ω + aμ,ωξ9 o ύ (μ'ω,aμiω)e
h((μ> o); <»)•

(3) Pour une famille filtrante (ωa)aeA d'ouverts relativement compacts
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verifiant ωa ZDωβ(a^ β) et UaeΛ ωa = ω, on a ηNtμt. = limαeΛ(iV* ̂ β + aμtωj).

(4) Pour feCκ(X), la fonction /(i^,βjBfβ, de Λ: est semi-continue

inferieurement dans X, et pour μ e M j ( X ) , ^ )̂/u,ω = y)N,εx,ωdμ(x).

(5) Pour une exhaustion (ifJ^U de X, l im^^oo^^,^^ = — oo (c'est-a-

d;.re, pour OΦfe CJ(X) quelconque, lim fdηNyflίCKn •= — oo) ou bien e

(6) Pour 0 Φ μ e M J ( X ) quelconque, lim^^oo rjN,μ,CKn = — oo

lim^..^ 3^f C J 5 Γ T C = — oo. Si lim^,,^ ^ , CJΓ7l e M(X), alors l i m , ^ ηNtΛ> CiΓ?ι =

En effet, comme Ne(PMS) <=> Ne(PSB), on a evidemment (1), (2)

et (3) (voir la remarque 8, (1)).

Montrons (5). Supposons qu'il existe 0 Φ f0 e Cχ(X) telle que

lim I fodηNfμiCKn Φ — oo. On peut supposer que I fodξ = 1. Soit 0 Φ fe
n-*oo J J

Ci(X) quelconque. Posons α = 1 /1 fdξ. Comme 2V e (PMS), la remarque

3 montre qu'il existe une constante A JΞ> 0 telle que |2V* (/0 — α/)| ^ A

sur X. Alors, pour n^l et N*v + bξ e RN (μ; CKn) quelconques,

ί(/o - af)d(N*v + bξ) £AJdμ9 d'oύ J(/o - af)dηNtPtCKn ^ A ^dμ. Done

lim fdτjNtμtCKn Φ — oo. En remarquant que (ηN,μ,cκn)n=ι est decroissante,

on voit que lim^*, ηN,μ,cκn € M(X).
Montrons (6). Pour n Ξ> 1 et x e l quelconques, on a, d'apres iV6

(PMS) et la remarque 8, (1), ηN,,xtCκp ^ VN,CKU * ^ ^ ^,«*,^e

 d έ s ^ u e

Ciί,, 3 Cifw + {Λ:} 3 CKq. Done, en utilisant (3) et (5), on a (6).

Une famille (Np)p>0 des noyaux de convolution (e'est-a-dire, des

mesures de Radon ^ 0) sur X s'appelle une resolvante si, pour p > 0 et

q > 0 quelconques,

(3.3) Np - Nq = (q - p)Np * iV? (Equation resolvante).

On dit que (Np)p>0 est markovienne (resp. sous-markovienne) si, pour

p > 0 quelconque, p f diVp = 1 (resp. p ί diVp ^ lV Si lim iVp e M+(X\

alors (Np)p>0 est dite transiente. Sinon, elle est dite recurrente.

THEOREME 20. Soit N un noyau de convolution reel e (PMS) et (ωn)~βl

une suite d'ouverts relatiυement compacts telle que φ Φ ωn d ωn d ωn+ί et

\Jn=ιωn = X* On suppose encore que Ne(PPM). Pour p > 0, on pose

Np = lim^oo VPtΛne. Alors Np ne depend pas du choix de (ωTO)~=1 et (Np)p>0

est une resolvante sous-markovienne. Pour que (Np)p>0 soit recurrente
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(necessairement markovίenne), ίl faut et ίl suffίt que ηNίδ = — oo, oώ, pour

une exhaustion (JSΓw)~βl de X, ηNiδ = limn_oo ηNtCκ»- Dans ce cas, pour tout

P>0,

(3.4) N = (pN +ε)*Np.

Pour montrer le theoreme 20, on preparera les trois lemmes suivants:

LEMME 21. Soίt Ne(PMS) et (μ^aeΛ une famille filtrante dans M£(X).

Si lim dμa = 0 et (N* μa)aeΛ converge vaguement, alors il existe aeR tel

que UmaeΛN* μa = aξ. En particular, si Ne(PPM), alors a <£ 0.

Preuve. Soit ω un ouvert relativement compact Φ φ dans X et

(μ'a,*, aμatω) e SBN((μa9 0); ω). Alors limα e^^,ω = 0. Comme supp(X,JCω,

limα€^ N * μ^ω = 0. Done aω = limαeyl α//αjύ) existe et limαe/1 N * μω = aωξ dans

ω. Cela montre aussi que aω ne depend pas de ω, d'oύ limαe/1iV* μa = aξ,

o ύ α = αω. Si N e (PPM), alors aμaiύ) ^ 0, et done a <I 0.

LEMME 22. Soi* iV e (PPM) βί μ e M°(X). Supposons que, μ- e M+K(X),

N * μ a un sens. Si N * μ >̂ 0, alors ίl existe 0 Φ foe C£(X) telle que

Preuve. Soit ω Φ φ un ouvert relativement compact 3 supp(/r).

Comme N e (PPM) (voir la remarque 2), la proposition 11, (1) montre

qu'il existe λ e M£(X) et aeR tels que supp(Λ) C δ , d^ = 1, N* λ + aξ

^ ξ dans X et iV*^ + αf = ? dans ω. On choisit / e C£(X) telle que

= 1 et (N + αf) * (λ */) = 1 sur supp(/r). Alors f0 = λ*f est une

fonction demandee, car

0 ^ jfod(N + of) * /ι - j(N + aξ) *fodμ

£^(N+aξ)*fodμ+

d'oύ le lemme 22.

LEMME 23. Supposons que Ne(PSM) et Ne(PPM). Alors, pour

μ e Mχ(X) et un ouvert ω Φ φ dans X quelconques, il existe un couple

(VN,μ,w, Ό e Pi(N) X R et un seul tel que ηN%μ%Λ = τfNtμtU + aμt0)ξ, ou P^N)

designe la fermeture de <N*v; veM£(X), \dv = 1> par la topologie

vague. De plus, aμ>ω est non-positίf et croissant avec ω.

Preuve. D'apres (3) de la remarque 19, ηN,μt9 = limaeΛ(N* μia + aμ%maξ\
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oύ (ωa)aeΛ est une famille ίiltrante (Γouverts relativement compacts Φ φ

verifiant ωa C ωβ (a ^ β)9 \JaGΛωa = ω et oύ (/4, α,,.,) e SBN((μ, 0); ωα).

D'apres Ne(PPM), aμiωa<*0 et (o^,«β)β6iι est croissante (voir la remarque

8, (1)). Posons aμtM — limαe^ aμ%ttΛ. Alors η'N^^ω = limaeΛN* μia existe et

appartient a Pλ(N). On a α ^ ^ 0 et ηN,μ,ω = J ^ . + α ,̂ωf. Pour iV* i; +

aξeRN(μ; ω) quelconque, o n a α ί α ^ , d'apres la remarque 8, (1). Done

Γunicite de {η'N,μ,ω, ^,ω) en resulte immedίatement.

Preuve du thέoreme 20. Pour montrer que (Np)p>0 est une resolvante,

il n'est pas necessaire de supposer que Ne(PPM). D'apres (3) de la

proposition 16, lim^oo VPtWnε existe et ne depend pas du choix de (ωn).

Soit xeX quelconque. Si, pour deux entiers n JΞ> m !Ξ> 1, ωn 3 ωm + {x}9

alors on a

ε) * Vp,ωnεx + aXfPiωnξ ^ (pN + ε) * (^.^ε) * ε,, + Oo,,,^

et

(pN + ε) * V ^ e * + α,;)Pjωwf = (piV + ε) * (VPίΦJ) * εx + ao,Pi(aJ

dans ωm + {x}.

D'apres (iV + (l/p)e, iV) € (PTMS), on a iV* e^^e, + ax^nξ ^ iV* (Fp,ωwιε) * εx

+ αo,p,ωrof? et done VPtωuεx ^ (V^,^) * ε̂  dans ωm + {x}. En faisant m->oo,

on arrive a lim^.,^ VPiΰ)nεx ^>NP* εx. Si, pour n^>m^>l,ωn + {x}Z) ωm, on

a, de la meme maniere, (VPιβ>ne) * ε̂  ^ ^ , ^ 3 . dans <oTO, et done Np * εx <L

lim^oo Vp,.^, d'oύ lim^oo Vp.̂ ea = Np* εx. Par consequent, pour μ 6 Mi(X)

quelconque, lim^^^Vp^^ = iVp * μ (voir (2) de la proposition 16).

Montrons que (Np)p>0 est une resolvante. II suffit de montrer que,

pour q > p > 0 quelconques, (3.3) a lieu. D'apres (3) de la proposition

16 et (2.5), on a, pour tout n ^ 1, Vp^e ^ Nq + (q — p)Nq * Vp,ωnε dans

<ωn, et done Np ^ Nq + (q — p)Nq * Np. Montrons Γinegalite inverse.

Soient n > m ^ 1 quelconques. Comme (2V + (l/p)ε, iV) e (PTMS), on a

N * Vp,.^ + — ao,p,ωJ ^ iV* yp>α,mε + —aOtPtmmξ dans X .
P P

Posons &m>n = α0>ί>β>n + (q — p) \ aχtqtω»dVPtVmε(x). Alors (2) de la proposition

16 montre que

»ε + Q(Q -P)] Vq,*fxdVP,»Ax)> bm,n)

€ SBN+ε/q,N((* + (9 - PWP,ωmε, 0); ω j .
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Comme

(qN + ε) * (VPi(ΰnε) + a0ίPtO>nξ = N + (q - p)N * VPt(ΰnε dans ωn

et N + (l/g)ε e (PMS) et (N + (l/g)ε, N) e (P7WS) impliquent

N * Vp,ωnε ^ iV* yp,ωmε + — (αO)P,ωm - αo,P)<Wn)f,

on a, d'apres iV + (llq)εe(PMS) et la proposition 16,

ε) * (Vp,ωTCε)

+ ε) * (Vβ,.me + (g - p) J ^ . A i V p , ^ ) ) + 6.,n?

et, d'apres (N + (l/g)ε, N) e (PTMS),

ne
VPtmne + (—a - q~~p

o,Ptnp p

^ qN * (Vq,ωnε + (q - p) J Vq,ωnεxdVp,ωmε(xή + bm,nξ .

On a done, dans ωm,

< (qN + e)

- (qriV + β) * (Vq,«nε + (q - p) J ^ ^ d F ^ s ) ) - όro,n?

= (q- p){N* Vp,ωne - N* Vp,aMe) + i ^ ( f l o , f Λ - αo,p, Jξ
P

= -(a - P)(PN
P P

- a,.,.Of = - ^ ^ ( F , , ^ - VPtmme).

En faisant n | oo, on a

iVp - (iV? + (qr -p)ΛΓ, * VPl^β) ^ Q^P-(Vp,»me - Np) dans ωm .
P

Comme ί dNq £ (1/q) et f dVPtΦmε = 1, on a lim Nq * VPιUmε — Nq * Np, d'oϋ
J J m~*°o

Np <> Nq + (q - p)Nq * Np. Ainsi Np - Nq = (q - p)Np * iV,, et done

(Np)p>0 est une resolvante. Evidemment elle est sous-markovienne.
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Supposons que ηNtδ = — co. On montrera que (NP)P>Q est recurrente

et que, pour tout p > 0, (3.4) a lieu. D'apres N e {PPM), on a, pour tout

p > 0, N + (l/p)ε e (PPM). Cela montre que ao,Pjωn ^ 0 (n = 1, 2, . •>

et (αo.p. Jn-i e s ^ croissante. Done l i m , ^ ao,p,ωn existe. Posons aOiP =•

limn_0O αO)Pjβ,n ^ 0. Alors (iV* Vp.^e)",! converge vaguement et Γon a

N = limpiV* yp,ωnε + iVp + αo,pf.
W-*oo

Montrons que (Np)p>0 est markovienne. Comme iVe(PPM) (voir la

remarque 2), on a, pour toute 0 Φ fe Ci(X), N*f<L mf < oo sur X, oϋ

τnr = supx6supp(/)iV*/(jc) (voir le corollaire 14). Done, en posant α/=

{*; N*f(x) > 0}, on a ί N*fdNp < co. Comme Πm f N*fdVPiύ)nε ^

f N*fdNp, on a f |iV * /1rfiV̂ , < oo, et N*NP a un sens (p > 0). Soit
J Cω' J

(JK"w)S-i une exhaustion de X On note ηNiCκm = V'N.CK* + a*,cκj comme

dans le lemme 23, oύ η'N,cκm£Pι{N) et aεiCKmeR. Soit p > 0 quelconque

fixe. Comme N = ^ ,c^ m dans CKm, on a, pour tout m Ξ> 1,
Vp,ωne - N*NP) = li

Soit ω un ouvert relativement compact =£ ^ dans X Alors SBN((NP, 0); ω)

^ ^(6), et Γon choisit (v, a) e SBN((NP9 0); ω). Alors ^,σ^TO * ΛΓp ^ ^,c^TO * »

+ aξ (m — 1, 2, •)• Soit 0 Φ fe C^(X) quelconque. Comme, pour tout

n^l, N- aOiPiωnξ ^ pN * VPίΰ>nε, o n a

^ , c * m — βo,p, nf ^ PV^cκm * Vp,βne (/n = 1, 2, •) ,

et done, pour tout m ^ 1,

lim f fdηN,0Km * (F p,ω ne - iVp) = lim \fdη'N,CKm * (V,,#.e - iVp)
n-*<χ> J n-*o° J

d ? ( - - J

= (- - J ώv,) j / ^ , « . + J / ^ , C ^ * ((J

* v - α | / d ί + aε,CK

(6) Pour /ίθikf+(Z) et α e β , on peut definir analogiquement SBN({μ, a); ω) des que

N*μ a un sens et I dμ<co.
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car dNp = dv. D'apres les remarques 2 et 3, il existe une constante

C > 0 telle que N*f*(([diλε--ί\ ^ C sur X, et done I [fdη'N%CKm *

(( dv\ε — v\ ^ C. Comme lim fdηN CKm = — oo et dNp <^ 1/p,

j
on a

p = 1/p. Ainsi (Np)p>0 est markovienne.

Montrons que (3.4) a lieu. Comme

Vp,ωnε-Np\ωneM+

κ(X) et lim \ d(Vp,ωnε - NP\J = 0,

le lemme 21 montre qu'il existe bp e R veriίiant bp ^ 0 et l i m ^ ^ N* VPi0>nε

— N*NP = bpζ. Posons ap = aOtP + pbp. Alors ap ^ 0 et

iV = (pN + ε) * Np + apζ .

Supposons que ap < 0. Comme Np est de masse totale finie, il existe

fe Ci(X) telle que [fdξ = 1 et JVP * / < - ap sur X Alors o n a i V * / <

iV * (pNp) * / sur X Mais cela est en contradiction avec le lemme 22,

d'oύ ap = 0. Ainsi on obtient (3.4). Montrons que (Np)p>0 est recurrente.

Supposons contrairement que 1impl0Np existe dans M+(X). Posons ^ 0 =

lim p l o iV p . Comme limp^OjpiVp = 0, on a, de la meme maniere que ci-dessus,

limpiV* Np = ]impηNt0Km * Np £ ηN,Cκm (m = 1, 2, •).
2>-+0 p-»0

Mais cela est en contraction avec limp^QpN* Np = N — No et ηNtδ = — oo.

Par consequent, (Np)p>0 est recurrente.

Supposons que (Np)p>0 est recurrente. On montrera que ^ > δ = — oo.

Evidemment (Np)p>0 est markovienne. Dans la preuve ci-dessus, on

remarque que, pour obtenir (3.4), on utiliser seulement la markovienne

de (Np)p>0. Par consequent, (3.4) existe. Supposons que ηN,δ Φ — oo.

Alors, d'apres la remarque 19, ηN)δ e M(X). Pour m >̂ 1 et n >̂ 1 quel-

conques, on choisit (e'mΛΓιCKn9 aQ,ωnncκJ e SBN((ε, 0); ωn Π C i f J des que

<yw Π CKm Φ φ. Dapres (3) de la remarque 19, (N* είn^CKm + a0iO)nnCκJ)n=i

converge d'une maniere croissante vers r)N,cκm avec τι f oo, et done, pour

p > 0 et / e C£(X) quelconques, N e (PMS) montre

PVN,cκm * Np * / <; ^,Cirm * / ^ PηN,cκm * iVp * / + SUp iVp * /(*) .
Λ?6CϋΓTO+supp(/)

Comme (^,c^m)m=i converge d'une maniere decroissante vers ηNtδ lorsque

m f oo et l i m ^ Np * f(x) = 0, on a ^ = p ^ , δ * Np9 d'oύ
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(N - VN,S) = p(N - ηNt8) *NP + NP.

Done NφηN>δ. Comme, pour tout Γentier m ^ 1, Σn=ιPn~\Np)
n =

<iV - j^,,) - (JV - ^ f ί ) * (pNp)
m+\ on a Σ n - i P " " 1 ^ * ) " converge vaguement,

oύ (iV )̂1 = JVp et (iVp)
w = (Np)71-1 *Np(n^ 2). Evidemment limpl0Np =

Σn=iPn~1(Np)
n, d'oύ une contradiction. La demonstration est ainsi com-

plete.

Remarque 24. Soit Ne(PMS). S'il existe une resolvante sous-

markovienne (Np)p>0 telle que, pour μ e M°K(X) et p > 0 quelconques,

N * μ — (pN* μ + μ) * iVp, alors elle est unique.

En effet, soient (Np)p>0 et (M p) p > 0 deux resolvantes verifiant les con-

ditions demandees. Soit / e C°K(X) quelconque. Alors N * / est bornee,

et done, pour tout p > 0, (N * f) * Np * Mp a un sens. D'apres N *f —

(pN*f + f)*Np = (pN*f + f)*Mp, on a. zussi (N* f) * Np = (N*f)*Mp,

et done Np *f = Mp * /. Comme JVP et Mp sont de masse totale finie, on

Ύoit Np = Mp.

Dans ce cas, (Np)p>0 s'appelle la resolvante de JV.

Une famille (αt)t^0 des noyaux de convolution ^ 0 sur X s'appalle

un semi-groupe vaguement continu si α0 = ε, αt * αs — αt+s pour tous

t ^ 0, s ^ 0 et t -> α t est vaguement continue. II est dit markovien (resp.

sous-markovien) si, pour tout t >̂ 0, d^ί = 1 ίresp. cίαrj ^ 1). II est

dit transient (resp. recurrent) si, pour toute feC£(X), \fdαtdt < oo

/resp. il existe fe C£(X) telle que fdαtdt = oo V

THEOREME 25. iSoiί iV wzi noyαu de convolution reel sur X. Si Ne

(PMS), N est non-perίodίque{7), Ne(PPM) et ηN,δ = — oo, αlors il existe

un semi'groupe (αt)tzo vaguement continu, markovien et recurrent et un seul

tel que, pour t^tO quelconque, la convolution N * at a un sens, N^iN * at

<3.5) lim— (N -N*at) = e.
ί-*0 t

Preuve. D'apres le theoreme 20, il existe la resolvante (Np)p>0 de N.

Comme N est non-periodique, (3.4) montre que, pour tout p > 0, Np est

aussi non-periodique. II est Men connu qu'il existe un semi-groupe

vaguement continu (at)t^o verifiant Np = at exp(— pt)dt pour tout p > 0
Jo

(7) Cela signifie que, pour tout OφxeX, NΦN*εx.
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(voir, par exemple, [8], p. 9). Comme (Np)p>0 est markovienne et recurrente,,
(#f)ί;>o est aussi markovien et recurrent. Soit p > 0 quelconque. Comme

exp(—pt) \N*f\datdt
J

<oo, et done, pour tout t ^ 0, iV* ί as exp(— ps)dsJ a un sens. Comme

Np* at = exp(pt) as exp(—ps)ds, on a

\N* Np * f\dat <; exp(pt) exp(— ps) \N*f\dasds <oo,

et done (N * Np) * at a un sens. En meme temps, on voit que t-+(N* Np)

* at est vaguement continue. Done, en utilisant (3.4), on voit que N * at

a un sens et t-+N*at est vaguement continue. Pour feC£(X) quel-

conque, on definit la fonction <pf(p) = exp(— pt)fd(N — iV* at)dt dans

(0, oo). Alors, pour un entier m >̂ 1 quelconque,

(- ir^φf(P) - -—^(J/tfiV - $fdN*(pNpr^ ^ 0 dans (0, oo).

D'apres le theoreme de Bernstein (voir [12], p. 161) et la continuite de

t->ϊfdN*at, on a [ fdN ̂  f fdN* at, d'oύ N^N*at. Comme (3.4)

donne, pour p > 0 et t ^ 0 quelconques,

-ί(iV - 2V* at) = £-N* (Γ αf exp(-
ί ί \Jo

+ λ f α, Θχp(-
ί Jo

et lim^oiV* α t = N, on obtient (3.5).

Montrons Γunicite de (<xt)t^0. Soit (βt)t^o ^ n autre semi-groupe

vaguement continu verifiant les conditions demandees et posons Mp =

βtexp(— pt)dt (p > 0). Soient p > 0 et V un voisinage compact de
Jo

Γorigine quelconques fixes. Comme Mp est injectif(8) et verifie le principe

du balayage sur tout ouvert(9) (voir, par exemple, [6], p. 651, 660), on peut

choisir λcv e M+(X) telle que MP^MP* λcv, MPΦ Mp* λcv et Mp = Mp * λcv

(8) Cela signifie que, p o u r μ e M(X) quelconque, on a μ=0 des que Mp * μ a u n sens
et Mp * ̂ = 0 .

(9) Cela signifie que, p o u r μ e M £ ( X ) e t u n o u v e r t ω d a n s X quelconques, il ex i s te
//eM+(X) telle que supp(//0cω, Mp* μ^Mp* μ' dans X et Mp% μ=Mp* μ' dans ω.
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dans CV. Comme { dMp = ljp, idλCr<l Pour feCκ(X), on pose fr

= (Mp - Mp * λcr) * f. Alors fr e C°K(X) et

\\N*fr - N* βt *fr\ ̂  ±W*f) * (ε -

* ( £ β, exp(-

Comme iV*/ et N*fv sont bornees (voir la remarque 3), la fonction

(l/t)(N * fv(x) — iV* βt *fv(x)) de (ί, x) est bornee sur (0, oo) x X Comme

{llt){N*fv — N* βt */F) converge uniformement vers fv sur tout compact

lorsque t -> 0 et dMp = 1/p, on a

lim— (iV*/Γ — iV^^ί *fv)*Mp = Mp */F sur X .

D'autre part, on a

lim —{N*fv - iV* ft */Γ) * Mp = lim (JV*/Γ)
ίo £ to

{fv ft /Γ) p

= lim—(iV* /V) * (I ft exp(~ p5)ds)
ί-0 £ \Jθ /

lim

= N*fv-p(N*fv)*Mp,

car N*fv est bornee. Done N*fv — (pN*fv+fv)*Mp. En posant αΓ

= dMp * (ε — ̂ c^, on obtient que (l/αΓ)/Γ -> / dans C^X) lorsque V j {0},

et done

Comme (JV * /) * Mp * Np a un sens, on obtient (N * /) * Mp = (N * /) * iVp.

Par consequent, Mp * f = Np * f. Comme / est quelconque et dMp = dWp

= 1/p, M p = JVP. L'injectivite de la transformation de Laplace montre

done que, pour tout t ̂  0, at = ft, ce qui montre Γunicite de (at)t^ La

demonstration est ainsi complete.

De la meme maniere que ci-dessus, on aura la remarque suivante:

Remarque 26. Soit N e (PMS). S'il existe un semi-groupe (at)t^0
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vaguement continu et sous-markovien tel que N ^ JV * at (t J> 0) et (3.5)

ait lieu, alors (at)t^0 est determine d'une faςon unique.

Dans ce cas, on dit que (at)t^0 est le semi-groupe vaguement continu

de N.

Considerons encore la condition ηNyδ = — oo.

Remarque 27. Soit Ne(PMS). Si Γon a Ne(PPM) et, pour Oφf
e Cχ(X) quelconque, limx_δ N* f(x) = — oo, alors 27̂ ,3 = — 00 .

En effet, soit (ϋΓJSLi une exhaustion de X. En regardant le corollaire

14 et (3) de la remarque 19, on voit que, pour 0 Φ f e C£(X) quelconque,

VN,cκn*f^ sup {iV */(*); xeCKn + supp(/)} sur X,

et done lim^^ ηN,cκn *f(x) = — 00 sur X, d'oύ 37̂ ,3 = — 00 .

L'inverse de la remarque 27 n'a pas lieu. Par exemple, soit X = R et

f — xdx sur [0, 00)
N = I

I 0 dans ( - 00, 0).

Alors Ne(PMS), e(PPM) (voir la remarque 7), ηNtδ = — 00 et, pour toute

feCi(X), Kmx^N*f(x) = 0.
On dit que iV veriίie le principe du semi-balayage sur tout ouvert

(note N e (PSBg)) si, pour μ e M£(X) et α e R et un ouvert ω Φ φ dans X

quelconques, il existe ^ e M£(X) et α ^ 6 R tels que (B.I), (B.2), (B.3) et

(B.4) aient lieu. Analogiquement on definit SBN((μ, a); ω) et SB_N{{μ, a); ώ).

PROPOSITION 28. Soit Ne(PMS). Si Γon aNe (PPM) et ηN,δ = - 00,

alors on a:

(1) N e (PSBg) et, pour μ e M£(X), aeR et un ouvert ω Φ φ dans X

quelconques, SBN((μ9 a); ω) Φ φ.

(2) Si Cω est compact, alors, pour (μ'ω, aμ,u) e SBN((μ, a); ώ) quelconque,

aμ,ω = a»

Preuve. Soit (ω£)»-ί une suite d'ouverts dans X telle que ωC[ω'nΦφ,

ω'nciω'n+ί (n = 1, 2, •) et Un-iβ>ή = X Posons ωn = ωPiω'n. Pour deux

entiers n ^ 1 et m ^ 1, on choisit (/4m, α n , J 6 SBN+ε/mA(μ> α); <»»)• D'apres

la proposition 16, (3), on a ^ ϊ T O ^ μi+i,™ ^ans ω .̂ D'apres (iV + (l/ίw)e,

iV + (l/(m + l))e) e (PRMS) et N + (l/(m + l))ε e (PPikί), on a αn,m ^ α et

(c n ,J ; B i est croissante. On voit aussi que (αn,m)^=1 est croissante. Posons

an = limm^ooan)7ϊl; alors an ^ a et (αw)~=1 est croissante. On pose encore

eo an ^ α. On voit que, pour tout point vaguement adherent
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»n de 04J£_i lorsque m-+ oo, on a (i;n, αn) e SBN((μ, a); ωn). Par con-

sequent, il existe une suite (/4)£=i cΛfJ(X) telle que (μ'n, an) e SB^dμ, a); ωn)

et μ'n ^ μ'n+\ dans ω .̂ On pose μr

ω = l i m , ^ /4 Alors c£/4 <I dμ. Soit

(Km)Z=i une exhaustion de X. Alors, pour tout m ^ 1, on obtient, de la

meme maniere que dans le theoreme 20, que N * μ'ω a un sens et que,

pour 0 φ fe Cχ(X) et un ouvert relativement compact ωf Φ φ dans X,

l i m I fd(N* μ'n - iV* μ'u) = l i m \ fd(ηNίCKm * μ'n- ηNiCKm * μ'ω)

- ( ί dμ ~ ί d j" :) \fd7i»*cκ« + \fdΊf»>°χ» * ( ( j d

oύ (v, a) e SBN((μi, 0); ω') (voir la preuve de ηNii = — oo =̂> la markovienne

de (Np)p>0 dans le theoreme 20). Done ^ f ί = — oo donne dμ'ω = dμ.

Done /ά - μίl>Λ e Mί(Z) et l im^^ f d ( ^ - ^|β J i) = 0. D'apres lemme 21,

il existe 0 >̂ 6 e R tel que lim^oo JV* μf

n — iV* ^ = 6f. En posant α̂ ,,, =

a'μ,ω + 6> o n voit facilement (μ'ω9 aμ,ω) e Sβ^((//, a); ω), ce qui montre (1).

Montrons (2). Supposons que Cω est compact. On prend (μ'ω, aω) e

SBN((μ, a); ω). Pour n ^ 1 quelconque, on peut choisir (μ«,n, αω>n) 6

SBN((μ'ω, aω); ω'n) tel que ^ , n ^ ^ dans <*4 On peut supposer que l i m , ^ μ^n

existe dans M+(X). Posons μ" = lim^.,^//^; alors μ" ^ μ'ω. Comme

dμ" ^ dμi, on a //' = μ'm. De la meme maniere que ci-dessus,

lim^̂ oo N*μ'Λtn — N*μ'ω — bξ, oύ 0 ^ 6 e 12. On a done αω ^ limŵ oo αβ ι n. En

utilisant encore Ne (PPM), on a αω)W ^ α, d'oύ aω ^ α. Posons X = N* μ

-N*μ'ω + (σ - α.)£; alors ^ e M£(X). Si αω < α, il existe / e C^(X) telle

que fdξ = 1 et λ*f< a — aω sur X Done N*μ'ω*f>N*μ*f sur X

Mais cela est en contradiction avec le lemme 22, ce qui montre (2).

Pour une exhaustion (Kn)n=1 de X, on a ηN,cκn = N*ε'CKn des que i\Γ

veriίie les conditions dans la proposition 28, oύ (ε^n, 0) 6 SB^N((e, 0); CKn).

Remarque 29. Soit Ne(PSM) et ( α * ) ^ un semi-groupe vaguement

continu et sous-markovien. Posons Np = αrt exp(— pt)dt (p > 0). Alors,
Jo

pour que, pour p > 0 et μ e M°K(X) quelconques, iV* μ = (pN* μ + μ) * Np,

il faut et il suffit que, pour tout £ ̂  0 et μ 6 M°K(X) quelconques,
(N * μ) * (ε — off) = I or,

Jo
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Preuve. Montrons que la condition est necessaire. Comme N* μ est

bornee (c'est-a-dire, pour toute /eC£(X), N*μ*f est bornee) (voir la

remarque 3), on a, d'apres iV* μ = (pN* μ + μ) * iVp,

(N* μ) * (ε — at) = (pN* μ + μ) * # s exp(— ps)ds
Jo

— (1 — exp(— pt))(pN* μ + μ) * Np * α t .

En faisant p ψ 0, on a Γegalite demandee. Montrons que la condition est

suffisante. Pour tout p > 0, on a

I (N* μ)*(ε — at)exp(— pt)dt = ί ί as

1 Γ°°
= — α«

p Jo

1
μ ( = — Np * ^ ,

p Jo p
car (I α, * j«ds) est vaguement bornee. On obtient done Γegalite de-

\Jo /«>o

mandee.

§4. Les noyaux de convolution reel de type logarithmique

En rappelant le semi-groupe gaussien sur R2, on donne la definition

suivante:

DEFINITION 30. Soit (ext)t^0 un semi-groupe vaguement continu. On

dit qu'il est semi-transient si, pour μ e M°K(X) quelconque, (\ at * μdt)
\Jθ /α>0

est vaguement bornee.
Evidemment (at)t^Q est semi-transient si et seulement si, pour μ e M£(X)

a \ dμ = 1 quelconque, ( (at — at * μ)dt) est vaguement bornee. Si
J \Jθ /α>0

(^ί)ί^o e st sous-markovien et transient, alors il est semi-transient. On voit

facilement qu'il existe de semi-groupes vaguement continue et markoviens

qui ne sont pas semi-transients.

PROPOSITION 31. Soit (at)t^0 un semi-groupe vaguement continu, sous-

markovien et semi-transient et μβ M°K(X). Si lim at * μdt exists dans
α-oo Jo

M{X), alors lim at * μexp(— pt)dt existe aussi dans M(X) et Von a
p-*0 JO

(4.1) lim at * μdt — lim at * μ exp(— pt)dt.
α->oo J 0 p-»0 J 0

Λoo

D'autre part, supposons que lim at * μexp(— pt)dt existe dans M(X).
p-»0 JO
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Alors, pour que lim at * μdt existe dans M(X) et (4.1) ait lieu, il faut
α-+°o J 0

et il suffit que lim (1/t) as * μsds = 0 dans M(X).
ί^oo JO

Pour fe CK{X) et μ e M°K(X), on pose a(t) = /d<xs * μcfe. En appli-

quant le lemme suivant a la fonction a, on a immediatement la proposition

31.

II fait question si lim at * μdt existe dans M(X) et (4.1) a lieu dans
α-oo JO

Λoo

le cas oύ lim at * μexp(— pt)dt existe dans M(X).
p^O J o

LEMME 32 (voir [12], p. 180, 188). Soit a(t) une fonction sur R+ =

{£ e i ϊ ; ί ^ 0} de variation bornee sur tout compact dR+ a valeurs rέelles.

Supposons que, pour s > 0 quelconque, exp(— st)\da\(t) < oo. Si lim a(t)
Jθ C-»oo

Λoo

βxisίβ eί est finίe, alors lim exp (—st) da(t) existe et Von a
S-+0 Jo

lim exp (—st)da(t) = lim α(ί).
s—0 J o ί—oo

D'autre part, supposons que lim exp(— st)da(t) existe et est finie.
s^O Jo

Alors, pour que lim a(t) existe et Γon ait lim a(t) = lim exp(— st)da(t)9
ί-»oo ί—oo S—0 J O

il faut et il suffit que uda(u) = o(t) lorsque t-+ oo.
Jo

PROPOSITION 33. Soit N un noyau de convolution reel sur X. SHI

existe un semi-groupe (<xt)t^o vaguement continu, sous-markovίen et semi-

transient tel que, pour μ e M°K(X) quelconque, on ait, avec une constante

cμ e R,

(4.2) N*μ= Γ at * μdt + cμξ
Jo

(c'est ά-dire, pour toute fe CK(X), lim fdat * μdt existe et fdN* μ =
α->°o Jo J J

lim fdat * μdt + cμ fdξ), alors (at)t^0 est determine d9une maniere

unique et Ne(PMS).

Preuve. Montrons que N e (PMS). Pour 0 < p e R quelconque, Np

= atexp(— pt)dL Supposons que, pour /, ge C£(X) a fdξ — gdξ et

a e R quelconques, N*f<*N*g + a sur supp (/). Posons c = c ( / _ g) ξ

alors la proposition 31 montre que

N*((f-g)ξ) = lim JV, * ( ( / - g)ξ) + cξ .
0
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Pour un nombre b > 0 quelconque, on choisit un voisinage compact V de

Γorigine tel que N*(f — g) < a + b sur supp(/) + V. On prend φv e

Ci(X) telle que supp(^F)cV et \ φvdξ = 1. Alors (Np * (/ — g) * ψv)p>Q,

converge uniformement vers N *{f — g)*φv — c sur tout compact lorsque

p -> 0, et done il existe p0 > 0 tel que, pour 0 < p < p0 quelconque,

Np * (f — g) * φv < a + b — c sur supp(/) + V. Si α + 6 — c < 0, alors

JVp * (/* £>F) < Np*(g* ψv) sur supp(/* pF), et done le principe complet du

maximum de iVp(10) donne iVp * (/* ^Γ) tί Np * (g * ψv) sur X et Np *(f* φv}

Φ Np * (g * φv). Comme diVp < oo et / * φvdξ = \ g * £>FG?f, e'est im-

possible, d'oύ a + b — c ^ 0. En utilisant encore le principe complet du

maximum de Np, on a Np * (/* ^Γ) ^ iVp * (g * ^y) + α + b — c sur X. En

faisant p j 0, V| {0} et b j 0, on arrive h N*f <L N* g + a sur X Ainsi

iVe(PMS).

Montrons ίinalement Γunicite de (^ί)ί^0 D'apres (4.2), on a, pour tout

xeX, c(6_εα;) = — c(ε_ε_x). Done, pour une mesure de Radon positive μ

dans X symetrique par rapport a Γorigine et de la masse totale de Γunite

quelconque, on a N — N * μ — \ (at — at * μ)dt. On a alors
Jo

(4.3) (pN* (ε - μ) + (e - μ)) * Np = N* (ε - μ) .

De la meme maniere que dans la remarque 24 et dans le theoreme 25, on

voit Γunicite de (at)t^0, d'apres (4.3). La demonstration est ainsi complete.

Par exemple, soit N = (log(l/|#|) + xt)dx sur R2 et (gtdx)t^0 le semi-

groupe gaussien sur ϋ 2 . Alors, pour μ e M°K(R2) quelconque, on a N * μ =

( Γ g t * μdt\ - {[xλdμ{x))dx. Pour x = (xl9 x2) e R\ on note \x\ = (x2 + x2ψ\

On voit facilement la remarque suivante:

Remarque 34. Soient N, (at)t^0 et cμ les memes que dans la proposition

33. Pour xeX, on pose ax = c(fiΛ?_ε). Alors on a:

(1) La fonction ax de x est additive et continue sur X.

(2) On definit le noyau de convolution reel if sur X par dN = dN

+ axdξ(x). Alors, pour μ e M°K(X) quelconque,

(4.4) R * μ = αβ * μdt.
Jo

(10) Cela signifie que, pour /, geCχ(K) et 0£aeR quelconques, Np*f^Np*g+a sur
SUPP(/) implique la meme inegalite sur X. II est bien connu que Np verifie le
principe complet du maximum (voir, par exemple, [3]).
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En effet, soient x, y eX quelconques. On a alors

Λoo

N* (εy - εx + y) = iV* (e — εx) * εy = α, * (ey - εx+y)dt - αΛf ,
Jo

et done on voit facilement ax+y — ax + ay. Comme liπip^o ^ P * iβx — s)
Λoo Λoo

= lim at * (εx — ε)exp(— p£)cft = at*(εx — ε)dt (voir la proposition 31),
p^O JO Jθ

la fonction ax de x est universellement mesurable. Done le noyau de
convolution reel iV est defini. Comme a0 = 0, on a iV" * (εx — ε) = N * (ê  — e)
+ αΛf, et done la fonction ax de x est continue sur X. Pour / e C^
et μ e M°K(X) quelconques, on a,

J J x + y)(αβ + lf - ax)dξ(y)dμ(x)

Comme, pour veMi(X) a \ dv = 1, c(υ_ε) = axdv(x), on a ĉ  = axdμ{x\

Cela donne (4.4), d'oύ la remarque 34.
D'apres (2) de la presente remarque, on a, pour toute μ e MK{X).

dN*μ = dN*μ-([ dμyxdξ(x) + (T axdμ(x)^jdξ.

Remarque 35. Soient N9 (at)t>o> <*>χ et iV les memes que ci-dessus.
Alors Ne(PPM). En posant diϊ = axdξ(x), on a iVe (PPΛf) <=Φ (i\ζ - fl>
e (PBSβ).

En effet, si, pour f,ge CJ(X) avec f/df = ί gdξ et a e iϊ, i\Γ*/ ^ iV* g -

+ a sur supp(/), alors, de la meme maniere que dans la proposition 33,

pour 0 < b e R quelconque, il existe φ e C£(X) et p > 0 tels que φdξ = 1
Λoo

etNp*f*φ<LNp*g*φ + a + b sur X, oύ Np = αt exp(—pί)^ Comme
Jo

diVp ^ 1/p et / * ?̂df = \ g * ?̂df, on a a + b 2> 0. En faisant 6 | 0, on

arrive a c ^ O , Cela donne Ne(PPM).
Supposons que N e (PPM). Soit ω un ouvert relativement compact

Φ φ dans X. II existe ^ e M£(X) etaeR tels que ί dλ = 1, iV* ^ + aξ ^ f

dans XetN*λ + aξ = ξ dans ω (voir la proposition 11). Comme N = N

+ H, N*λ + (a- ΐ)ξ ^ -H*λ dans X et iN^* λ + (a - l ) f = • - H* λ

dans ω. Soit μeM£(X) quelconque. Alors H* μ — ( dμ}H*λ est pro-
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portionnelle a ξ, et done on voit facilement (N, — H) e (PRSB). De la

meme maniere, on voit (iV, - H) e (PRSB) φ (N, ξ) e (PRSB).

D'apres Ne(PPM), on voit aussi (N, H) e (PRSB). De la meme

maniere que dans la proposition 33, on aura la remarque suivant:

Remarque 36. Soit Ne(PMS) et ΐ une fonction additive et continue

sur X. Alors N + Tξ e (PMS).

PROPOSITION 37. Soίent N et (at)t^0 un noyau de convolution reel et

un semί'groupe υaguement continu, sous-markovίen et semi-transient, respec-
Λoo

tίvement. Supposons que, pour μeM°κ(X) quelconque, N* μ = at *μdt.
Jo

Alors (oct)t^o est transient si et seulement si ηNiδ Φ — oo. Dans ce cas, il

exίste une constante c e R telle que

(4.5) N=Γatdt + cξ et ηNti = cξ .
Jo

Preuve. Montrons d'abord que si (at)t>o est transient, alors ηNtδ Φ — oo

et (4.5) a lieu. Soit (Kn)ζ=1 une exhaustion de X et posons ωn = Γinterieur

de Kn. On ecrit ηN,Cκn — yN,cκn + ^cκnξ comme dans le lemme 23, oύ

y]NiCκn e P!(N) et aOiCKn e R. Pour m > n, on choisit (ε^m, αw,m) 6 SBN((ε, 0);

CKnΠωm). Alors iV* ε'Λtm + αn,m? f τηN%CKn avec m f oo et l i m ^ iV* e£.m =

Virtcκn D'apres (3) de la remarque 19 et Ne(PPM) (voir la remarque

35), on a αTO,m ^ 0 et an>m | α0 c^n avec m t oo. Posons iV0 = αf^ί. Pour
Jo

Λoo

tout n > 1, lim α̂  * ε )̂Wcίί existe et
m-»oo J 0

N= No + v'NtCKn - l im Γ a 4 * ε'n>mdt.
m-»oo J 0

Λoo

Done 0^,ctfn)?=i est vaguement bornee et τfNtCκn ~~ ϋ m α« * ε«,mrfί ne
m-»oo J θ

depend pas de n. Posons η = η'NtCκn — lim «« * ε'n,mdt. Comme, pour tout
m-»oo J 0

x € X, N— N* ex = α t * (ε — ε jώ, ^ , c ^ n * (e — ε j = lim ( α, * (ε — e,)Λ)
Jθ m-oo \JO /

* ε̂ >m, et done 37 est invariante par translations. Par consequent, il existe

ceR tel que η = cξ, d'oϋ N = No + cξ. Montrons la deuxieme egalite

dans (4.5). Supposons que (at)t^0 est markovien. Comme No veriίie le

principe du balayage sur tout ouvert (voir, par exemple, [6], p. 660), on

choisit εfίKn e M+(X) telle que supp(ε^n)c~CKn, No * $Kn = iV0 dans CKn et
iVo * ε"Kn ^ iV0 dans X. Comme (at)t^0 est markovien, on a dε^ n = 1.
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Par consequent, (ε^n, 0) e SBN((ε, 0); CKn). Comme l i m , ^ No * e'cKn = 0

(voir, par exemple, [6], p. 659), on a ηNiδ = cξ. Supposons ensuite que

(at)tzo n'est pas markovien. Alors dN0 < oo. Done, pour un point

vaguement adherent ε'n de (ε^m)~=1 lorsque m-> oo, on a

Comme dε'n ^ 1 et ηN,cκn = N dans CK^, on a aOtCKn = 0, car on a 0 <I

diVΌ * (ε — ε£) < oo. Comme lim iV0 * ε£ = 0, on a ^ t i = cf.

Montrons finalement que si ηNtδ Φ — oo, alors (««)«*<) est transient.

Si (^ί)ί^o n'est pas markovien, alors (at)t^0 est evidemment transient.

Done on suppose que (oct)t%o est markovien. D'apres (5) de la remarque

19, τ]N,δ € M(X). On a, pour tout n ^ l .

Comme (N — iV* ε^m)^=i est uniformement bornee (e'est-a-dire, pour / e

CK(X) quelconque, ((N — N* ε̂ ,m) * / ) ; β l est uniformement bornee sur Z),

on a, pour tout t >̂ 0,

( ^ - 9*,<7*») * «« = lim(iV - iV* ε^m) * α t - αo,Ci,nf

= lim (as — as* ε ,̂m)cίs — aOίCκJ
m-»oo J ί

Done on a

(iV — ηN,Cκn) * (ε — α:^ = lim (as — as * ε^)?n)(is .
m-+oo J 0

Comme N — ηN,cκn t -^ — îv,a avec n f oo et, pour toute / e CK(X),

limί άsds) * f(x) = 0, on a
X-δ \J 0 /

Λί

(N - ^ > δ ) * (e — at) = α sds .
Jo

Λoo

Comme iV — ηN%i e M+(X) et N Φ ηN,δ, atdt existe dans M+(X). Ainsi
Jo

(<̂ ί)ί̂ o est transient, ce qui montre notre proposition.
En regadant la presente proposition, on arrive naturellement a la

definition suivante:
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DEFINITION 38. Soit N un noyau de convolution reel sur X. On dit

que N est de type logarithmique s'il existe un semi-groups (at)t^0 vaguement

continu, markovien, semi-transient et recurrent tel que, pour μ e M°K(X)
Λoo

quelconque, N * μ = \ at * μdt.
Jo

LEMME 39. Soit (at)t^o un semί-groupe vaguement continu, markovien

et recurrent. Si, pour μ e M°K(X), I \ at * μ) est vaguement bornέe, alors
\Jθ /α>0

limf_oo at = 0 dans M(X).

Preuve. II suffit de montrer que lim^^ at = 0. Evidemment (at * at)t^0

est un semi-groupe vaguement continu et markovien. Comme, pour tx >

t2>0 quelconques, atχ * άtl et at2 * &t% — atl * atl = at2 * άH * (ε — atl_t2 * atl_t2)

sont de type positif, lim^^ at * at existe dans M+(X). Posons σ =

lim^oo at * άt alors σ est de type positif. Evidemment, on a, pour tout t ^ 0,

a — (7 * αrί * α« = lims_>oo(tfs * as — at + s * αί + ί) = 0. Done a — (of et do <Ξ!1.

Pour tout le point v vaguement adherent de (cxt)t^0 lorsque ί-> oo, on a

<; ̂  v * ί, et done lim^oo at — 0 si o = 0. Supposons σ =£ 0. Alors σ = (of

et cίo ^ 1 donnent cZσ = 1. On voit facilement que o est une mesure

de Haar normalisee sur un certain sous-groupe compact F de X. On

designe par βt la projection canonique de at * o sur X/F; alors (βt)t^0 est

un semi-groupe vaguement continu, markovien et recurrent sur X/F et

verifie la meme condition que pour (at)t±0. Done on peut supposer F =

{0} et o = ε. Alors, pour tout t ^ 0, #4 * α{ = ε, et done il existe xt eX

tel que at = εXt. Evidemment t -> xt est continue. Supposons que lim^^

at = 0 n'existe pas. Alors il existe une famille ίiltrante (tj)jeJ c i?+ telle

que limJ€t7 ^ = oo et limj€t7 x ίy existe dans X Soit nj Γentier maximal

^tji alors (xtf — n>jXi)jej e s ^ relativement compact, et done (n^^j est

relativement compact. Soit v un voisinage compact de Γorigine veriίiant

vBXi et Xv le sous-groupe ouvert et ferme engendre par v. Comme XΌ

^ Rn X Zm X F, oh n et m sont deux entiers ^ 0 et oύ F est un groupe

abelien compact (voir [11], p. 110), on voit que (nx^o est relative-

ment compact, et done (xt)t^o e s ^ compact. Comme X est non-compact,

il existe yoeX tel que y0 £~(xt)t^0 U ( — xt)w Comme (\ at * (ε — eyQ)dt)

est vaguement bornee, (at)t±0 est transient, d'oϋ une contradiction. Ainsi

^ at = 0.

Le lemme suivant jouera un role essentiel de determiner groupes
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abeliens localement compacts sur lesquels il existe de noyaux de convo-

lution reels de type logarithmique.

LEMME 40. Soit (at)t^o un semί-groupe vaguement contίnu, markoυίen

semi-transient et recurrent Alors on a:

(1) Le sous-groupe ferme engendre par Uίs<>supp(αt) est έgal a X.

(2) Pour une fonction additive et continue T(x) φ. 0 sur X a valeurs

reelles quelconque, on a U«^osuPP(^ί) Φ {xsX; T(x) ̂  0}.

Preuve. On designe par Xf le sous-groupe ferme engendre par

Uί^osupp^ί). Supposons que Xr Φ X; on choisit xoeCX'. On a alors

{X' + {x0}) Π Xf = φ9 et done il existe un voisinage ouvert V de Γorigine

tel que, pour x e Xf quelconque, (X' + {xQ}) Π (V + {x}) = φ. Soit fe C£(X)

verifiant supp(/) c V et /(0) > 0 quelconque. Pour tout t Ξ> 0, on a

fdat * £Xo = 0. Comme ( fdat * (εx — εXo)dt) est bornee, on a
J VJoJ /α>o

Π Λoo /» Λoo

/doff * ε̂ cίί < oo, d'oύ / * ε_xdatdt < oo. Cela donne atdt e M+(X),
Jo J Jo

d'oϋ une contradiction, ce qui montre (1).

Montrons (2). Supposons contrairement qu'il existe une fonction

additive et continue ϊ(x) ^ 0 sur X a valeurs reelles telle que Uί^osupp

(at) a{xeX) r(x) ^ 0}. D'apres (1), on a \JW s u p p ^ ) ςt {x e X; T(x) = 0}.
Posons Np = \ at exp(— pt)dt (p > 0). Alors, pour un entier m >̂ 1 quel-

Jo

conque,pN v ({xel O^ΐ(x) < m)< 1, car (J^osupp(α t) est un semi-groupe.

On note NPtΊΛ = Np\{xex.0^ΐ(x><m}. Alors, pour tous les entiers k ^ 1, et n ^ 1,

on a supp((iVp - iVP)W)fc * (iVp)
TC) c {x e X; ϊ(x) ^ m}. Soit / e Cί(-X) quel-

conque; on choisit un entier m^l tel que supp(/) C {xe X; T(x)< m).

Alors

lim 1 \fd ± (pNPY = 1 \fd Σ (PN,,J < co .
n-*oo p J k=l p J n=l

Par consequent, J ] (pNp)
n converge vaguement, Comme lim atdt =

n=l α-*°° J 0
oo

(ίOί^o e s t transient, d'oύ une contradiction, ce qui montre

PROBLEME 41. Est-ce que la fermeture de Uί^cSuppO^) est egale a

X?

Remarque 42. Soit (cO^o u n semi-groupe vaguement continu, mar-



32 MASAYUKI ITO

kovien, semi-transient et recurrent sur X; alors il existe un voisinage

compact Vo de Γorigine tel que, pour un voisinage compact V de Γorigine

veriίiant VZD Vo quelconque, (atiV)t^0 soit aussi un semi-groupe vaguement

continu, markovien, semi-transient et recurrent sur Xv, oύ Xv designe le

sous-groupe ferme engendre par V et auv designe la restriction de at sur

Xv.

En effet, pour un voisinage compact V de Γorigine, (atiV)t^0 est un

semi-groupe vaguement continu, εous-markovien et semi-transient sur XV9
Λoo Λoo

car, pour μ e M°K(XV), at * μdt — octyV * μdt dans Xv. Pour fe Cχ(X),
Jo Jo

on a fdat = fdauv des que supp(/) d Xv, et done il existe un voisinage

compact Vo de Γorigine tel que (octiVo)t^0 soit recurrent. Done il est

markovien. On voit facilement que Vo est un voisinage compact de

Γorigine demande.

LEMME 43. Soit N un noyau de convolution reel et supposons que9

pour feC°κ(X) quelconque, N*feCb(X), Γapplication

CK(X) X Xs (f, x) > N* (ex - e) * / € Cb(X)

est continue et quHl existe un semi-groupe (at)t^Q vaguement continu, mar-

kovien, semi-transient et recurrent tel que, enposant Np = at exp(— pt)dt
Jo

(p> 0), on ait, pourp>0 et μβ M°K(X) quelconques, N* μ = (pN* μ+μ) * Np.
Si xeX est un element compact, alors lim^oo (JY* (εx — ε)) * at = 0.

Pour montrer le lemme 43, on utilise le resultat de G. Choquet et J.

Deny suivant:

LEMME 44 (voir le theoreme 1 dans [4] et [5]). Soit a e M+(X) verifiant

\dσ — 1. Si μeM(X) verifie μ* σ — μ et μ est bornee (c9est-ά-dire, pour

fe CK(X) quelconque, μ*f est bornee sur X), alors, pour xesupp(<7) quel-

conque, μ — μ * εx.

Preuve du lemme 43. D'apres dat = 1, il suffit de montrer que, pour

f, § € Cκ(X) quelconques, lim /* gd(N* (εx — ε)) * at = 0. Done on mont-
ί—oo J

rera seulement que, pour fe Ci(X), l i m ^ (iV* (ε̂  — ε)) * (fξ) * at = 0 dans

M(X). Comme N * (εx — ε) * f est bornee sur X, ((N * (ε̂ . — ε)) * (fξ) * at)t3i0

est vaguement bornee. Soit η un point vaguement adherent de ((N * (ε̂ . — ε))

* (/?) * ^ί)ί^o lorsque t->oo; on choisit une famille filtrante (ti)ίeI des

nombres > 0 telle que l im i 6 / tt — oo et η = l im ί e 7 (iV * (ε̂ . — ε)) * (fξ) * <xtt.
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Alors η est bornee. Comme ((JV* (ε,, — ε)) * (fξ) * ati)ίeI est uniformement

bornee, on a, pour p > 0 quelconque,

pη*Np= limp(N* (εx - ε)) * (/£) * at. * Np
iei

= lim ((N * (eβ - ε)) * (/£) * Λ ί < - Np * (eβ - ε) * (fξ) * αt<)

car dNp = 1/p et lim^^ at = 0. Le lemme 44 montre alors que, pour

tout y e supp(iVp), η = 37 * ey, et done, pour tout y e supp(iVp), η = η* ey.

D'apres le lemme 40, il existe bx e R tel que 37 = bxξ. Pour un entier

λi ^ 1 et ^ 6 C£(X) quelconques,

lim ί gd(N* (enx - e(n.1)x)) * (fξ) * αt
iei J

= lim I g * e(n-1)xd(N* (εx - ε)) *
iei J

et done

lim (iV* (εnΛr - ε)) * (/f) * a ί < = nbxξ .
iei

Comme x est element compact, ((N* (εnx — ε) * (fξ) * α^Xe/.n î est vague-

ment bornee, on a bx = 0, d'oύ 5 = 0. On obtient ainsi lim^o^iV* (e* — ε))

* (fξ) * &t = 0 dans M(X), ce qui montre le lemme 43.

D'apres le present lemme 43, on aura le corollaire suivant, qui sera

utile dans la preuve de notre theoreme principal.

COROLLAIRE 45. Soίent N, (at)t^0 et (Np)p>0 les memes que dans le

lemme 43. On suppose les memes conditions pour N, (at)t%o e^ (Np)p>0 que

dans le lemme 43. Alors, pour une suite (On=i (resp. (pn)n=i) des nombres

> 0 verίfiant limn̂ eo tn = 00 (resp. lim^ooP^ = 0) quelconque, il existe une

sous-suite (ίn,)»'-i (resp, (pn)*=ι) de (O*=i (resp. (p»0?-i) telle que, pour

x e X quelconque, l i n v ^ i V * (ε̂  — ε)) * atn, (resp. l i π v ^ pn,(N * (ex — ε)) * NPn)

existe dans M(X).

Preuve. Comme X est denombrable a Γinfini, la remarque 42 rapporte

qu'il suffit de montrer notre corollaire dans le cas oύ X est engendre

par un certain voisinage compact V de Γorigine, car pour μ e M°K(XV)

quelconque, (Nv * μ) * atiV = (N* μ) * at dans Xv, oύ Nv est la restriction
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de N sur Xv. On peut done supposer que X = Rn X Zm X F, oύ n, m

sont deux entiers ^ 0 et F est un groupe abelien compact (voir [11], p.

110). Soit ξF la mesure de Haar normalisee sur F. Alors le lemme 43

donne

(4.6) lim(iV * (ε - £,)) * α, = lim f (iV * (ε - εy)) * atdξF(y) = 0 ,

et done

limp(iV * (ε — ξF)) * Np = 0 .

II suffit done de montrer qu'il existe une sous-suite (tn)Z~i (resp. (pn')?-i)

de (£n)ίί-i (resp. (pn)n-i) telle que, pour x 6 Rn X Z m X {O }̂ quelconque,

((N * (eΛ - e)) * ξF) * (ξ> * αrtn,) (resp. /v(iV * (e* - ε) * ξF) * (ξF * iVPn/)) converge

vaguement lorsque nr -> oo, oύ OF designe Γorigine de F. Par consequent,

on peut supposer que X — RnχZm. Comme CK(X) est a base denombrable,

la remarque 4 montre que, pour x e X quelconque, il existe une sous-suite

(^τι//)n"=i(rβsp. (pΛ//)n"=i) de (ίw)^= 1 (resp. (pn)n=i) telle que lim '̂/^oo (iV* (ε^.—ε)) * α:ίn/,

(resp. l inv^/v^iV* (e, — ε)) * iVPn//) existe dans Λf(X). Done, en prenant

un sous-ensemble D denombrable et dense dans X, on peut choisier une

sous-suite (£n/)n'«i (resp. Qv)~,=1) de (£n)n=i (resp. (jp«)»-i) telle que, pour Λ ef l

quelconque, lim^^ooίiV* (εΛ — ε)) * atn, (resp. l i π v ^ p ^ i V * (ε̂  — ε)) * NPn)

existe dans M(X). Comme, pour feCκ(X) quelconque, Γapplication

x -> N* (εx — ε) * fe Cb(X) est continue et datn,=l ίresp. pw/ dNPn,=l j ,

on voit que, pour fe CK(X) et xeX quelconques, lim^^oo N*(εx—ε) *fdatn,

/resp. lim/v iV* (εx — ε) *fdNPnΛ existe, d'oύ le corollaire 45.
\ tt/-»oo J /

La proposition suivante jouera un role important pour determiner les
noyaux de convolution reels de type logarithmique.

PROPOSITION 46. Soit Ne(PMS) et (oct)t^0 un semi-groupe vague-

ment continue, markovίen, semi-transient et recurrent Posons Np =

at exp(—pt)dt (p > 0). On suppose que, pour p > 0 et μ e M°K(X) quel-
o

conques, N * μ = (pN * μ + μ) * iVp. Soient xoeX et foe CK(X) verifiant

fodξ = 1 quelconques fixes. Alors, pour une valeur adhέrente aXQ de

fod(N* (εXQ - ε)) * aή^ (resp. (p J fod(N * (εXo - ε)) * iV ĵ ) lorsque ί->oo

(resp. p -> 0), iZ exisίe ι/λie fonction additive et continue Γ(x) sur X telle que
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T(x0) = aXQ, N+Tξe (PMS) et N + ϊξ e (PPM).

Preuve. On discutera seulement notre resultat pour ί fod(N* (εXo—ε))

* at) , car Γautre est analogue. D'apres la remarque 4 et le corollaira
Λ>o

45, il existe (tn)^i des nombres>0 telle que l i m ^ ^ ^ = oo,

lim I fod(N* (εXo - ε)) * atn = aXo

et, pour xeX quelconque, limn_too(N^ (εx — ε)) ̂  atn existe dans M(X).

On designe par ηx cette limite. Alors ηx e M(X) et ηx est bornee (voir

la remarque 3). D'apres la remarque 29, on a

~ ε) — ^ = lim as * (εx —
rc-»oo J o

Comme lim^oo^t = 0 (voir le lemme 39) et ((iV* (ε,, — ε)) * αίn)n=i e st uni-

formement bornee, on a, pour p > 0 quelconque,

P?, * iVp = lim (iV * (ε* - ε) * α j * (pNp)

= lim (iV - iVp) * (e, - ε) * atn = 27̂  .

Comme (Np)p>0 est markovien, les lemmes 40 et 44 montrent que ηx = 6̂ f,

oύ fe^e JR. Evidemment 6̂ 0 = α^0. Posons ΐ(x) = 6̂  sur X Comme, pour

JC, y e X et /e CX(X) quelconques.

lim fd(N* (εx + y — εy)) * atn = lim / * εyd(N* (εx — ε)) * α:ίn
n-^00 J W-»oo J

on voit que ϊ est additive. Comme Γapplication XB Λ -> N*(εx — ε) * / e

Cδ(X) est continue (voir la remarque 4), Γ est continue. Posons fiί = N

H- Γf. Alors, pour μ e M^(X) quelconque,

N* μ = \ N* εxdμ(x) = \N*(εx — ε)dμ(x)

= iV^ (βa. — ε)dμ(x) + lim iV* (ε^ — ε) * atndμ(x)
J 7l->oo J

= lim ors * (ε^ — ε)dsdμ(x) — lim <̂ s * μds
n-»oo J J 0 n-»oo J 0

et la remarque 36 donne N e (PMS). Montrons que N e (PPM). Supposons
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que, pour /, ge Ci(X) avec fdξ = gdξ et αe i? , N*f<LN*g + a sur

supp(/). Alors iV * / ^ iV * g + a sur X Comme N* (f — g) = N*(f — g)

+ Kf ~ 8)dξ9 on a, pour ί >̂ 0 quelconque,

( # * ((/ - g)ξ)) * (ε - at) = (iV * ((/ - g)ξ)) * (e - α t)

Jo

(voir la remarque 29). On a done

of ^ lim (N * ((/ - g)ξ)) * atn = 0,
7l-»°o

d'oύ α ^ 0. Ainsi i? 6 (PPM).

Pour Γexistence de la function ϊ additive et continue, on peut rem-

placer les conditions pour N dans le lemme 43 au lieu de Ne(PMS).

D'apres la proposition 46, on aura le corollaire suivant:

COROLLAIRE 47. Soίent N, (at)t^o & (Np)p>0 les memes que dans la

proposition 46. Si, pour xeX quelconque, limt^iN* (εx — ε))*at existe

dans M(X), alors N est de la forme N = JNί + ϊξ, oύ N est un noyau de

convolution reel de type logarίthmίque et T est une fonction additive et

continue sur X.

Nous ne connaisson pas maintenant si Γhypothese dans corollaire 47

a toujours lieu.

Remarque 48. Soit N un noyau de convolution reel et (at)t^0 un

semi-groupe vaguement continu, markovien et semi-transient. Posons
Λoo

Np = \ at exp(— pt)dt (p > 0) et supposons que, pour p > 0 et μ e M°K(X)
Jo

quelconques, iV* μ = (pN* μ + μ) * Np. Alors, pour que Ne (PMS), il

faut et il suffit que, pour feC°κ(X) quelconque, N*feCb(X) et Γappli-

cation

X X CK(X) B(x,f) • N * (β, - ε) * / 6 Cb(X)

soit continue.

En effet, la condition est necessaire (voir la remarque 4). Supposons

que, pour feC°κ(X) quelconque, N*feCb(X) et la presente application

est continue. Alors, d'apres le corollaire 45, il existe une suite (pπ)~=i

de nombres > 0 telle que lim^ooj^ = 0 et, pour xeX quelconque,

limn_oopn(N^(ε — εx))*NPn existe dans M(X). D'apres la proposition 46
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(voir la fin de sa preuve), il existe une fonction additive et continue ϊ(x)

sur X telle que ϊ(x)ξ = Imx^^ pn{N* (ε — εx)) * NPn. D'apres le principe

complet du maximum de NPn et l i m , ^ NPn * μ = (N — ϊξ) * μ (μ e M°K(X)),

on a N — ΐξ e (PMS) (voir la proposition 33 et sa preuve), et la remarque

36 donne Ne(PMS).

PROPOSITION 49. Soit N un noyau de convolution reel sur X. Si N

est de type logarίthmique, alors pour une constante c > 0 quelconque, N +

cε est de type logarithmique.

Preuve. Soit (at)t^0 le semi-groupe vaguement continu, markovien,

semi-transient et recurrent verifiant N * μ = \ at* μdt pour toute μ e
Jo

M°K(X). Posons r = 1/c, Nr = Γ at exp(- rt)dt,
Jo

artt = exp(- rt)(e + Σ (ri)n(riVr)
w/n!) (ί > 0)

et <xr,0 = e; alors (ocr^t^ est un semi-groupe vaguement continu et mar-

kovien (voir [6], p. 663). Pour p > 0 quelconque, on note (JV + (l/r)ε)p
Λoo

= aTit exp(— pt)dt; alors ((N + (l/r)e)p)p>0 est une resolvante et
Jo

(4.7) (N + 1 ε) = - A _ ε + (_L_)V p r / p + r .
\ r Iv p + r \p + τl

Done ((iV+ (llr)ε)p)p>0 est recurrent, et (<^r,ί)ί^0 est aussi recurrent. On

voit facilement que ((N + (l/r)ε)p)p>0 verifie

+ 1 e) * /ι = (p (iV + 1 ε) * μ + μ) * (N + j - e) ̂

pour tout p > 0 et toute ^ e Afί(Z). Comme N + (l/r)e e (PMS) (voir la

remarque 5 et la proposition 33), (<xrtt)t*o e s t semi-transient. Soit μe

Mg(X) quelconque. Comme lim^*, (N* μ) * at = 0, on a lim^̂ oo (N* μ) *

(riVr)
w = 0, car (Nr)

n = 1/n! Γ Γ e x p ( - rί)αrtdί, et done lim^ooίiSΓ* μ) * ar t

Jo
= 0, d'oύ lim^ooCZV* j« + (l/^)j") * r̂,« = 0. Par consequent, on a

UV + — ej * μ = j αΓ f t * μdt,

ce qui montre notre proposition.

On discutera Γinverse de la proposition 49 dans le paragraphe 5.



38 MASAYUKI ITO

§ 5. Les theoremes principals

Pour montrer notre premier theoreme principal (Theoreme A), on
utilisera encore les deux lemmes suivants.

LEMME 50. Soit Ne(PMS), e(PPM) et supposons que ηNyδ = — oo.

Soit ϊ(x) =£ 0 une fonction additive et continue sur X a valeurs reelles.

Posons ωγ — {xeX; ϊ(x) > 0} et soit p > 0 quelconque. On choisίt (vPtU at)

e SBN+ε/p((ε, 0);ωr

+). Alors il existe vPt2eM+(X) telle que:

(1) suppOP>2) d{xeX; ϊ(x) £ 0} et ί dvPt2 = 1.

(2) Pour tout Γentier n^l, vPi2\{xex.ΐix)<_n} Φ 0.

(3) On ait, avec une constante c ^ 1,

(5.1) (pN + ε) * (ε - vpΛ) * (ε - vPt2) = cε .

Preuυe. D'abord on remarque que ηN+ε/p,δ — — °°, car pour un ouvert

relativement compact ω Φ φ a ω d 0 dans X, on a N * ε'ω + aωξ ^ (N + (l/p)ε)

* 4 + ap,ωξ, oύ (eί, aω) e SBN((ε, 0); ω) et (εPi(ΰ, apj 6 SB^+£/p((ε, 0); ω) (voir

le coroUaire 12, (B.5')) Alors la proposition 28 donne SBN+ε/Ό((ε, 0);ωr

+)

^ f Soit(vP|1,σ1)€fiBi,+,/p((e,0);ωr

+). Alors ι/Pfl({x e X; ϊ(x) = 0}) = 0. En

effet, posons y = vPiί\{xex.>ΐ(x)=0]; on a aussi SB^+«/p((y, 0); ωr

+) ^ ^. Soit

(ι/, 6) e SBN+ε/p((v, 0); < ) . Comme (vp>1 - v + i/, ^ + 6) e SBN+ε/p((ε, 0); < )

et N* i/ + (1/P)P' + bξ ^ iV* i; (voir le coroUaire 12, (B.50), on a v = 0.

Posons ωri7l = {xeX; T(x) < (1/n)} — {0}. On choisit encore {vPi2%n> a'n) β

fiB^+./pfe 0); ωun). Alors (2V + (l/p)e) * vp^n + <£ξ £ N dans X Soit

« 2 , α'O e fiBy+ί/p((e, 0); ω;\ oύ ω" = {x e X; r(x) < 0}. Alors N* < 2 + a"ξ

^ iV* ρPi2in + a'nξ, a" ^ α ^ 0 et «)«=! est decroissante. Done, en utili-

sant le corollaire 14 et les inegalites ci-dessus, on voit que, pour fe

quelconque, ( |iV*/|ώ;p,2fn) est bornee. Posons λn = vp^n\
\J /n=l

Comme vPt2tn <^p(N — N*v'p't2 — a"ξ), on a lim^oo^^ = 0. Comme {vp^n—

ίn)n-i est croissante (voir la proposition 16, (3)) et, pour feCi(X) quel-

conque, (\ \N *f\d(vp^n — λn)j est bornee, on a iV* vp>2 = limn_^iV*

K,2,n — Ό , oύ vp,2 = limn̂ oo(yp,2,« — ^«). Evidβπunβnt j Λp,2 ^ 1. Soit

(Km)Z=i une exhaustion de X; alors on a, pour tout m >̂ 1, lim,,^ ΛΓ * Λ̂

= limn_>oo^Λr,ί7irm * λn. Soit o ) ^ ^ un ouvert relativement compact dans X

On choisit (i/', 60 e SBN((vPi2y 0); ω). Soit 0 ^ / e Ci(X) quelconque. Alors,

en posant α = limn^TO α ,̂ on a
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l i m fdηNiCKm * λ n = l i m fdηNyCKm * (v P t 2 t n — v P i 2 )

+ \fdη«%cκm * ( ( j Λ")β - u") - (α + 60

Comme lim^^iV* Λn existe dans M(X) et lim^o. fdηN,Cκm = — oo, on a

Λ P i 2 = 1, et done l i m , ^ dλn = 0. D'apres le lemme 21, on a, avec

une constante a! <S α,

+ l e ) * vPi2iW + af

nξ i (N + l β ) * vp>2 + α7f (n t oo).

Done on & N>(N + (l/p)e) * vp,2 + α'f et

^ + l ε - (N+ l ε ) *p P f l - a'ή({xeX;r(x) £ 0} - {0}) = 0.

D'apres Ne(PMS) et iV^ iV* vPιl + α^, on voit que, pour feCi(X)

quelconque, la fonction N*f — N*vpΛ*f est bornee sur X. Done on^a

aussi

Comme supp^^) d{xeX; ϊ(x) ^ 0} et vPtί({x e X; T(x) = 0}) = 0, on a

+ l ε + l ε ) * i^ 2 - a'ξ) * yPil({x € X; ϊ(x) £ 0}) = 0 .
p \ p /

Done on a

(ptf + ε) * (ε - yPtl) * (ε - v,,2)({x e X; r(*) ^ 0} - {0})

= ((pN + ε) * (ε - pPfί) - pa'ξ) * (ε - i>p>1)({* e X; Γ(Λ) ̂  0} - {0})

= 0

et, d'apres (N + (l/p)e) * vp,2 + a'ξ ^ iV,

(piV + ε) * (ε - vpΛ) * (ε - vPf

Comme supp(vP)2) a{xeX; ΐ(x) ^ 0}, on a
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((jpN + ε) * (ε - vpΛ) - pa£) * vp,2(ωr

+) - 0 .

Par consequent, en posant c = (pN + ε) * (ε — vPtl) * (ε — vp,2)({0}), on obtient

Montrons finalement vp,2 verifie la condition (2). D'apres le theoreme

20, il existe la resolvante (Nq)q>0 de JV. Alors, d'apres (3.4), pour τι I> 1

quelconque, (yPf2,n, O e SBN+ε/P((pNp, 0); ωrιn), et done vPi2^pNp dans ω~.

Posons

α P i ί = e x p ( - pί)(e + Σ (pt)n(pNpyin\) (t > 0)

et aPi0 = ε; alors (α^, ,)^ e s t u n semi-groupe vaguement continu et mar-

kovien (voir, [6], p. 663), car (Np)p>0 est recurrent, et done p dNp = 1

(voir le theoreme 20). Posons (N + (llp)ε)q = ί «P } ίexp(— gί)dί (ςr > 0).
Jo

D'apres (3.4) et (4.7), on a, pour μ e M°K(X) quelconque,

Comme N*μ est bornee (e'est-a-dire, pour toute feCκ(X), N*μ*f est

bornee) (voir la remarque 3), (aPtt)t^0 est semi-transient, et done le lemme

40 montre Uί^o supp (aPtt) gL {x e X; T(x) ̂  0}. Comme, pour tous 0 < q < r,

Nq = Σ ; B i ( r — q)n-\Nr)
n, on a supp(iVg) = supp(iVp), et done, pour tout

Γentier n^l, supp(iVp) ςt {x e X; T(x) ̂  — n}, car sinon, il existe un entier

n0 ^ 1 tel que, pour q>0 quelconque, s\xpv((N + (llp)ε)q) a {xeX; 7(x)
^ — 7ZO}, mais cela est en contradiction avec supp((iV+ (l/p)ε)g) ςzί {xeX;

T(x) ^ 0}. Cela montre que vPt2 verifie la condition (2). Le lemme 50 est

ainsi demontre.

LEMME 51. Soient N, 7{x), (ypΛi α j , vPt2 et c les memes que cί-dessus.

Alors Σn=i(vp,2)n converge vaguement et

(5.2) (pN + ε) * (ε - ι>Ptl) - pa,ξ = c(e + Σ (^^2

Preuve. D'apres la condition (2) du lemme 50, on voit, que Σln=i(vP,2)n

converge vaguement, car, pour tout Γentier n ^ 1, vp^n = P̂,2|{a;eχ;ru)̂ -«}

est a la masse total < 1 et Σm=i(^,2,.)m = Σm=i(^,2)
m dans {xeX; ϊ(x)>

— n) (voir la preuve du lemme 40). Comme (pN + ε) * (ε — vPtl) — paxf 6

M+(X), (5.1) montre que (((pN + ε) * (ε - ι>Ptl) - pa,ξ) * (v^)71)^ est de-
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croissante et

(pN + ε) * (ε - vPtl) - pa,ξ - lim ((pN + e) * (e - Vptl) - paxξ) * (vp,2)
n

Comme (pN + ε) * (ε — vPιl) — paxξ est bornee, supp((piV + ε) * (ε — vPtl) —

pa£) d{xeX; T(x) ̂  0}, (1) et (2) du lemme 50 montrent

lim((piV + ε) * (ε - vpΛ) - pa,ξ) * (vPi2)
n = 0 ,

ri-»oo

d'oύ (5.2), ce qui montre le lemme 51.

Montrons notre premier theoreme principal (THEOREME A) en separent

(a) et (b).

THEOREME 52. Soit N un noyau de convolution rέel sur X. Supposons

que XψRxFetXψZxF, oύ F est un certain groupe abelien compact.

Alors, pour que N soit de type logarithmίque, il faut et il suffit que Von

ait:

(1) Ne(PMS).

(2) N est non-periodique.

(3) Pour fe C°K(X) quelconque, on a infxex N*f(x) ^ 0.

(4) ηNtδ = — oo.

Preuve. Si N est de type logarithmique, alors la proposition 33 donne

(1), les remarques 7, 34 et 35 donnent (3) et la proposition 37 donne (4).

D'apres Γunicite de la resolvante (voir la preuve de theoreme 20) et (3.4),

on a (2).

Supposons que N verifie (1), (2) et (4). D'apres le theoreme 25, il

existe le semi-groupe vaguement continu (at)t^0 de N. Pour tout p > 0,

on pose Np = at exp(— pt)dt. Alors on a N = (pN + ε) * Np (voir le
Jo

theoreme 20) et done, pour t ^ 0 et μ e M°K(X) quelconques, (N * μ) * (ε — at)
= α β * μds (voir la remarque 29). Cela montre que (at)t>o est semi-

Jo
transient. Par consequent, il suffit de montrer que, pour μ e M°K(X) quel-

conque,

(5.3) 1im(N*μ)*at = 0.

Supposons contrairement que (5.3) n'a pas lieu. Alors il existe x0 e X,

/o € Cκ(X) et (On=i d e s nombres > 0 tels que lim^*, tn = oo, I fodξ = 1 et
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lim \fod(N* (eXo — ε)) * atn Φ 0. D'apres la proposition 46, il existe une
71-* oo J

fonction additive et continue ΐ(x) Ξ£ 0 sur X telle que ft = N + ϊξ e (PMS),

e (PPM). Soit p > 0 quelconque et soient vpΛi vPi2 les mesures de Radon

positives obtenues dans le lemme 50 pour nos N et T. D'apres le lemme

51, on a

(N + ±ε) * (ε - vpΛ) - α,f = ±(e + £ (»pJn) ,

oύ (vpΛ, a^) e SBN+ε/p((ε, 0); ω*). Montrons que ^ = 0. Supposons que

α2 Φ 0. Alors aλ < 0. Soit k un entier ^ 1 et posons vPf2tk = ̂ ,2|{^ex;r(^>-*}*

Alors (2) du lemme 50 donne dvv^% < 1. Done d £ (vPy2,k)n < °° Comme

X^RxFetXηbZxF, Xf-= {xeX;T(x) = 0} ê st non-compact. Alors

il existe fe C£(X) telle que [fdξ = 1, supp(/) c { x e l ; 0 ̂  r(x) > - yfe}

et φ ( ε + ΣSLi (^,2,*Y) * / < ~ α, sur X Comme 2 ; β l (^,2)
w = 2 ; . , (^,2, fc)

dans {x e X; Γ(x) > — k) (voir la preuve de (2) du lemme 40), on a

—(e + Σ (^,2)
w) * / < - a, sur supp(/) .

P \ l /

oo

D'apres le principe complet du maximum de ε + 2] (vp,*)71 (voir, par exemple*
W = l

[3]) on a

+ 1 Λ * (e - p P ί l ) * / = J^(ε + Σ ( ^ , 2 ) n ) * / + « ! < 0 sur X ,

ce qui contredit le lemme 22, d'oύ ax = 0. Comme

on a ^ P ι l , Jr(y)dvP ϊ l(y)j e SBχ+ε/p((ε, 0); < ) . Comme vPιl ^pNp dans {Λ:6

X; r(x) > 0}, le lemme 40 montre que vPil\{xex,r(x)>0] Φ 0, et done \r(y)dvPtl(y}

> 0. Cela contredit ft + (l/p)ε e (PPM). On obtient ainsi que, pour

μeM°κ(X) quelconque, (5.3) a lieu, ce qui montre que la condition est

suffisante. La demonstration est complete.

Dans le cas oύ X « R X F ou bien X & Z x F, le resultat est un

peu different.

Dans le cas oύ X = R X F ou bien X = Z x F9 on note N = O(|JC|>

a Γinfini si, pour / e C*(X) quelconque, N*f((x9 y)) = o(|x|) lorsque |Λ| -> oô
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oύ (x, y) e R X F ou bien (x,y)eZχ F. Dans le cas oύ X« J? x F ou

bien X ^ Z X F, on definit aussi analogiquement iV== o(|x|) a Γinfini.

THEOREME 52'. Soiϊ iV un noyau de convolution reel sur X. Supposons

que X ^ R X F ou bien X ~ Z X F, oύ F est le meme que ci-dessus. Sous

la condition N — o(\x\) a Γinfini, N est de type logarithmique si et seulement

si N verifie (1), (2), (3) et (4). Dans ce cas, on ne peut pas έviter la con-

dition N = o(\x\) a Γinfini.

Preuve. Si N est de type logarithmique, alors N verifie toujours (1),

(2), (3) et (4). Supposons que N = o(\x\) a Γinfini et N verifie (1), (2),

(3) et (4). On peut supposer que X = R x F ou bien X = Z X F. Soit

(Np)p>Q la meme que dans le theoreme 52 et supposons qu'il existe μ e M°K(X)

telle que (N* μ) * at -/>0(t —> oo). Alors, de la meme faςon que dans le

theoreme 52, on peut choisir une fonction additive et continue ΐ(x) φ. 0

sur X telle que N + Tξ e (PMS), e (PPM). Evidemment ΐ((x, y)) = ax, oϋ

(x, y) e R X F ou bien e Z x F, a e R et a Φ 0. Pour fe C£(X) verifiant

fdξ = 1 quelconque, le corollaire 14 montre que, en posant b =

sup (N*f((x, y)) + ax-a ί f((z, w))zdξ(z, w)\ on a
(a;,y)esuρp(/) J

N*f((x,y)) + ax — a \f((z, w))zdξ(z, w) ^ 6 sur I ,

ce qui contredit N = o(\x\) a Γinfini. Done, pour μ e M°K(X) quelconque,

limt_too(N^ μ) * at — 0. Par consequent, le corollaire 47 montre que N est

de type logarithmique.

Donnerons un exemple d'un noyau de convolution reel N sur R

verifiant (1), (2), (3) et (4) qui n'est pas de type logarithmique. Posons

i9"= — (l/2)\x\dx sur R et soit (gt)t^o lβ semi-groupe gaussien sur R;

e'est-a-dire, pour t > 0, gt = (l/(2τrO1/2)exp(- |x|74*)<2x. Alors iV" est de

type logarithmique et, pour μ e M°K(R) quelconque, N * μ = ^ * μd£.
Jo

Soit α e R verifiant 0 ^ α ^ 1/2 quelconque et posons JV = iff + axdx.

Alors N verifie evidemment (1), (2). Comme la fonction ax est harmonique,

on a, pour un voisinage compact V de Γorigine, ηNiCv = ^ c v + ^^cί^, βt

done N verifie (4). Soit feC°κ(X) quelconque. Alors, pour x ^ sup{y;
y e supp(/)}, on a N*f(x) = (1/2 — α) f(y)ydy et, pour x ^ inf{y; y e

supp (/)}, on a iV * f(x) = — (1/2 + a) ί f(y)ydy. Done iV verifie (3). Evidem-

ment JV n'est pas de type logarithmique, d'apres Γunicite de la resolvante.
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En utilisant le semi-groupe vaguement continu

sur Z, on peut donner un exemple d'un noyau de convolution reel sur Z

verifiant (1), (2), (3) et (4) qui n'est pas de type logarithmique. Le theoreme

52' est ainsi demontre.

Remarque 53. Soit N un noyau de convolution reel sur R verifiant

les presentes quatre conditions (1), (2), (3) et (4) et soit 0 <p e R. Soient

{vvΛ, a,) e SB*+i/p((e, 0); (0, oo)) et (i/Ptϊ, α2) e SBN+ε/p((ε, 0); ( - oo, 0)). Si a,

= α2 = 0, alors N est de type logarithmique.

En effet, supposons que N n'est pas de type logarithmique. Alors

on voit qu'il existe une fonction additive et continue ΐ(x) ^ 0 sur R telle

que N= N +ϊξe (PMS), e (PPM) (voir la preuve du theoreme 52).

Comme vhp((0, oo)) = vitP((— oo, 0)) = 1 (voir la preuve du lemme 50), on a

TdvltP > 0 ou bien Tdv2tP > 0. On voit encore que (vUp, ϊdvuΛ e

SBN+e/P((e, 0); (0, oo)) et (vίfP> J rΛ 8 , p ) € SB^+β/p((e, 0); (-oo, 0)), ce qui con-

tredit N + (l/p)e 6 (PPM), d'oύ la remarque 53.

D'apres les theoremes 25, 52 et 52;, on aura le corollaire suivant:

COROLLAIRE 54. Soit N un noyau de convolution reel de type logari-

thmique. Alors un semi-groupe (at)t^0 vaguement continu, markovien,

semi-transient et recurrent verifiant N * μ — \ at* μdt pour toute μ e M°K(X)
Jo

est determine d'une maniere unique et il est le semi-groupe vaguement
continu de N; ύest-a-dire, pour t Ξ> 0 quelconque, i\Γ̂ > N* at et

limN-N*at _

t-o t
= ε .

De plus, si, pour deux noyaux de convolution reels Nx et N2 de type

logarithmique, leur semί-groupes vaguement continus sont egaux, alors

JVj — N2 est proportionnel a ξ.

La premiere partie en resulte immediatement. Pour μeM°κ(X) quel-

conque, on a 2Vi * μ — N2 * μ, et done, pour xeX quelconque, (Ni — N2) =

(Ni — N2) * ex, d'oύ la deuxieme partie.

COROLLAIRE 55. Soit N un noyau de convolution reel sur X et (at)t>o

un semi-groupe vaguement continu, markovien et recurrent. Si X « R X F
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ou bien X « Z X F, oil F est le groupe abelien compact, on suppose encore

que N = o(\x\) ά Γinfini. On pose Np = atexp(—pt)dt (p > 0). Si,
Jo

pour μeM°κ(X) quelconque, limp_>QNp * μ = N*μ, alors (at)t^Q est semi-

transient et N * μ = at * μdt (μ e M°K(X)).
Jo

Preuve. En vertu du principe complet du maximum de Np, on a Ne

(PMS), e(PPM) (voir la preuve de la proposition 33 et celle de la

remarque 34), et done, pour μ e M°K(X) quelconque, N * μ est bornee.

Comme, pour fe CK(X) quelconque, (Np * μ * / ) p > 0 converge uniformement

vers (N* μ) *f sur tout compact lorsque p ~> 0, le principe complet du

maximum de Np et Ne (PSM) montrent que (Np * μ * f)i^p>0 est uniforme-

ment bornee sur X. Pour p > 0 quelconque, on a done N * μ = (piV * μ

+ μ) * Np, d'apres (3.3). Comme (Np)p>0 est recurrente, le theoreme 20 et

la remarque 24 montrent que ηNίδ = — oo et que (Np)p>0 est la resolvantfr
de iV, et done, d'apres les theoremes 52 et 52r, iV * μ = <xt * μcίί pour

Jo
toute μ e MSr(X), d'oύ le corollaire 55.

Dans ce cas, on a lim^*, 1/t sas * μds = 0 pour toute μ e M°K(X)
Jo

(voir la proposition 31).
Comme application, on discutera Γinverse de la proposition 49.

COROLLAIRE 56. Soit N un noyau de convolution reel sur X Si X &

R X F ou bien X & Z X F, ou F est un groupe abelien compact, on suppose

encore que N = o(\x\) a ΓinfinL Si, pour une constante c > 0 quelconque,

N + cε est de type logarithmique et N est non-periodίque, alors N est de

type logarithmique.

Preuve. Pour r > 0 quelconque, on designe par (ar>t)t^0 le semi-groupe

vaguement continu, markovien, semi-transient et recurrent verifiant

(N + — ε) * μ = ί artt * μdt
\ r I Jo

pour toute μ e M°K{X). On pose

(N + —ε) = Γ ar%t e x p ( - pt)dt (p > 0) .
\ r /p Jo

Soient rx > r2 > 0 quelconques. En posant g = r1r2l(r1 — r2), on a, pour

tout p > 0,
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+i..) _ ( W + i . + i . ) _ _ ^ . H
r2 JP \ r2 q /P p + q . . _

Done, pour 0 < p < r2 quelconque, on a

(5.4) fa + ί.) = f-ί-Vίw + i.\ !_. .
q—p/\ r2 /PQ/(Q-P) q—p

Par consequent, pour p > 0 quelconque, limr_OoCW+(l/r)e)i, existe dans

M+(X). Posons iVp = lim^CZV + (l/r)e)p. On a

Done, pour μ 6 M°K(X) quelconque,

(5.5) N * μ = (pN * μ + μ) * Np ,

car le remarque 5 et la proposition 33 donnent Ne (PMS), et done N* μ

est bornee. En meme temps, on voit que (Np)p>0 est une resolvante et,

pour p > 0 et r > 0 quelconques,

p + r

Done (NP)P>Q est recurrent. Comme JV est non-periodique, iVp est aussi

non-periodique, d'apres (5.5) et dNp = 1/p, et done il existe un semi-

groupe (at)tzo vaguement continu, markovien et recurrent, et un seul tel

que, pour tout p > 0, Np = \ at exp(— pt)dt (voir [8], p. 9 et le theoreme
Jo

25). Comme, pour μ e M°K(X) quelconque,

:V + — ε I * μ
r /p

(voir la proposition 31), on a iV* μ = limp^oiVp ^ , et done le corollaire

55 donne notre conclusion.

Montrons notre deuxieme theoreme principal (THEOREME B).

THEOREME 57. SHI existe de convolution reel de type logarithmίque

sur X, alors, pour un voίsίnage compact V de Γorίgine quelconque, Xv «

R2 x Fv ou Xv « R x Z x Fv ou Xv & Z2 x Fv ou Xv ~ R X Fv ou Xv «

^ X Fv, oύ Fv est un certain groupe abelίen compact dependant de V.

Pour montrer le theoreme 57, on preparera encore le lemme suivant:
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LEMME 58. Soit X = Rn X Zm et supposons que n + m ;> 3. Soit μ e

M+(X) verifiant [ dμ = 1, supp(μ) = X et μ = μ. Alors f](μ)n converge

vaguement.

Preuve. Soit X = Rn X Tm le groupe dual de X, oύ !Γm designe le

tore a m dimensions. Alors 1 — μ(x) ^ 0 sur X et μ(x) Φ 1 des que x Φ 0,

oύ /2 est la transformee de Fourier de μ et 0 est Γorigine de X. On a

lim^_6(1 — μ(x))l\xf ^ 15 o^1 \x\ designe la distance entre x et 0 dans X Done

la fonction 1/(1 — fi(x)) de x est localement ξ-sommable, oύ | est la mesure

de Haar sur, X et J]n-i (i")n converge vaguement (voir [2]).

Preuve du thέoreme 57. II suffit de montrer qu'il existe un voisinage

compact Vo de Γorigine tel que, pour un voisinage compact V de Γorigine

verifiant V D Vo quelconque, notre conclusion existe. D'apres la remarque

42, il suffit de montrer que si X = Rn X Zm (n, m: entiers ^ 0), alors 1 ^

n + rn <̂  2 (voir [11], p. 110). Comme X est non-compact, n + m^>l.

Supposons que n + m ^ 3. Soit JV un noyau de convolution reel de type

logarithmique sur X. On designe par (at)t^0 le semi-groupe vaguement

continu de N et par (Np)p>0 la resolvante de N. Soit p > 0 quelconque

fixe. Pour /, g e Cj&f) a J/df = J gdf quelconques, (J (/-g)d g (pN^ ^
est bornee, car ΣI%I(PNP)J = pN* (ε — (pNp)

k), et done on a, pour 0 Φf

eCκ(X) quelconque, l im*^ \fd 2*-i (pNp)
j = oo, car la resolvante de JV

est recurrent. Posons

(iVp)V2 = 7χϊ/2) Γ " ί ί"V2exp(~ p ί ) *

A l o r s ((NP)
1/2Y = N p . P o u r j ^ l e t f e C+

K(X) q u e l c o n q u e s , o n a

(Npy * / * f(0) ^ ((Npy> * (iV,)1^)^ * / * /(0).

D'apres le lemme 40, on a supp((iVp)
1/2 * (Np)

lβ) = X Comme p ί d(iVp)
1/2 *

(iV)1/2 l l l 58 t Σ Λ W 1 ' 2 (N)ί/2)k(iVp)
1/2 = l, le lemme 58 montre que Σ^ΛPW1'2 * (NP)

ί/2)k converge

vaguement. Done Σ*=i(pNP)
k */*/(0) < oo, d'oϋ une contradiction. On

obtient ainsi n + m ^ 2, ce qui montre notre theoreme.

De la meme fagon, s'il existe un semi-groupe vaguement continu,

markovien, semi-transient et recurrent sur X, on a la meme conclusion

que dans le present theoreme.

Remarque 59. Si X « R2 X i? ou X « J? X Z X F ou X « Z2 X F ou
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X & R X F ou X ΪZ Z X F, oύ F est un groupe abelien compact, alors il

existe de noyaux de convolution reels de type logarithmique sur X.

En effet, si X = R2, alors le noyau logarithmique est un noyau

de convolution demande. Posons N= —(Il2)\x\dx sur R (resp. N =

— 1/2 ^n=-oo\n\en surZ); alors N est un noyau de convolution reel de type

logarithmique sur R (resp. sur Z). Soit X = R X Z (resp. X = Z χ Z ) e t

posons

N = - — |n| tol dxj sur i? X {rc} (n = 0, ± 1, ± 2, •)
4

(resp. JV= - — Σ 2 | Λ | |τn|ε(n,m) sur Z X Z);

alors JV est un noyau de convolution reel de type logarithmique sur X.

Soit Xo = R2 ou Xo = R X Z ou Xo = Z 2 ou Xo = R ou Xo = Z et soit #<>

un noyau de convolution reel de type logarithmique sur Xo. On designe

par (^o,ί)ί^o le semi-groupe vaguement continu de No. Soit f̂  la mesure

de Haar normalisee sur F et posons X = Xo X F,

at = aOtt 0 (exp(—
n!

et a0 = ε, oύ ε et ε(1) designent les mesures de Dirac a Γorigine sur X et

sur F, respectivement. Alors (at)t ^0 est un semi-groupe vaguement continu,

markovien et recurrent sur Xo X F. Posons

N=NQ0ζF + N1®(εV -ξF),

oύ iVj = a01 exp(— t)dt. Comme, pour a > 0 quelconque,
Jo

[aatdt = fααrOίί ® (ε(1) - ξF)exp(- t)dt + Γa O i t ® f F Λ ,
Jo Jo Jo

(Όί^o est semi-transient et, pour μ e M^(X0 X F) quelconque,

ΛΓ * μ = \ at * μd£ ,
Jo

d'oύ la remarque 59.

Finalement on donne le probleme suivant:

PROBLEME 60. Soit (at)t^0 un semi-groupe vaguement continu, mar-

kovien, semi-transient et recurrent. Est-ce qu'il existe un noyau de

convolution reel de type logarithmique dont le semi-groupe est egal a (at)t^0?
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