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Introduction

Soit h(m) le nombre des classes de Q(^/m), m > 0. Dans [1], [3] et [5]

des conditions suffisantes pour que him) > 1 sont etablies, lorsque m — 4q2

+ 1, m — q2 + 4 et m = q2 ± 2. Dans le present travail on degage, par

Γalgorithme de Chatelet, des cycles principaux canoniques d'ideaux reduits

pour ces cas. On retrouve alors les resultats de [1], [3] et [5] et on de-

montre des criteres de divisibilite de h(m) dont certains se trouvent dans

[4].

§ 1. Principe de Γalgorithme de Chatelet [2]

Soit m un entier sans facteur carre et positif. On note: k = Q(λ//n),

Ofc Γanneau des entiers de k qui admet une Z-base {1, θ) avec θ = (1 + <y/m)/2

si m = 1 (4) et θ = jm sinon et F(X) = X2 - SX + P avec S = θ + θτ et

P — θ θτ ou θτ est le conjugue de θ. Chaque classe d'ideaux de k contient

un ideal SI sans facteur rationnel (S.F.R.) defini par: tout diviseur premier

?β de SI est soit decompose avec $βτ qui ne divise pas Si soit ramifie avec

$β2 qui ne divise pas. Un ideal SI S.F.R. est tel que:

SI = aZ + (θ - c)Z = (α, θ - c)

a est la norme de SI, c e Z (racine de SI), avec F(c) = 0(α). On prendra c

verifiant: 0 < θ — c < a. Un ideal S.F.R. est dit reduit si et seulement si

il admet deux racines dans Γintervalle ]θ% θ[. Si SI = (α, θ — c) est reduit

et F(c) — — ab on appelle successeur de SI Γideal S.F.R. 58 = (b, θ — cf) oύ

d veriίie: d - S + c = 0(6) et 0 < θ - c' < 6. On a alors:

93 = °T ~ c SI
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L'es sentiel de Γalgorithme de Chatelet est resume dans le theoreme suivant:

THEOREME. 1) Uideal S.F.R (a, θ — c), avec F(c) — — ab, est rέduit si

et seulement si

(α + 6 ) 2 < S 2 - 4 P .

2) Dans Γensemble finί des idέaux reduits la relation "il exίste une

chaίne de 2ί vers 93, Sί = St0, 81,, •, 3Tn = S3 telle que pour tout 0<ί<n

— 1, Sί ί+1 soit le successeur de SI/' est une relation dequίvalence. Ses classes

sont cycles d'ideaux reduits.

3) Les cycles dHdeaux reduits representent proprement les classes d'i-

deaux de k.

4) Soit 2ί0; Sίz_j un cycle quelconque dHdeaux reduits avec Sϊ4 =

{at, θ — Ci) alors p = Πί=ofo ~ θτ)lai e s i Vunite fondamentale de k.

% 2. Groupe des classes de certains corps quadratiques

Dans la suite h(m) designe le nombre des classes de k = Qi^nΐ) et pm

Γuni te fondamentale de k.

( 1 ) m = 4ρ2 + l .

On a:

- λ ± j y / ^ , F{X) - X2 - X - q2 et [θ] = q.
Li

Des deux valeurs suivantes:

= - q r e ί

On peut construire le cycle pincipal, en effet les ideaux (1, θ — q), (q, θ — q)

et (q, θ — 1) sont reduits et on a:

^ - 1) = (Q,θ ~ 9)

c'est done:

(l,θ- q) >(q,θ- 1) >(q,θ- q)



NOMBRE DES CLASSES 129

et

Pm = fa - w - *) = 2q

i) Si q n'est pas premier, alors q = ab et de JF(g) = — q — — ab on

a les deux ideaux (a, θ — q) et (6, 0 — g), qui sont reduits, du fait que:

(α + fe)2 < (ab)2 = q2<4q2 + 1 = S2 -4P

ii) Si g = a71, somme dans i) les ideaux:

(α, 0 — q), - - , (αn~\ 0 — g), (αn, θ — q) sont reduits.

LEMME. Four tout l < ί < n on a:

(a\ θ-q) = (a,θ- q)1

Demonstration. Posons 21 = (an, θ — q).

Un diviseur premier $β de Sϊ et decompose avec N(ψ) = p et divise a.

Plus precisement si a = pf1 p ' r alors

2ί = φj χ. . . φ -r o ΐ ι

et done 2ί = 93W. Comme:

θ - qeί8n c ^ - 1 c . . . c id

on a θ — q e S3* pour tout: 1 < i < n et S3* = (a\ θ — q) pour tout l<ί<n.

Comme aucun des ideaux (a\ θ — q)l<i<n — 1 n'est dans le cycle

principal, la classe de (α, θ — q) est d'ordre n.

THEOREME 1. Soίt m = Aq2 + 1.

1) Si m — 4q2 + 1, q non premier, alors h(m) > 1 [1],

2) Si m = 4a2n + 1, alors n divise h(m) [4].

(2) m = q2 + 1, q impair

On a

et [β] = q. Comme F(q) = — 1 le cycle principal ne contient que (1, 6 — q)

et:

Si q — an on a:
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F{q - 1) = - 2g = - 2an

Les ideaux (2, θ — q + 1), (a, θ — q + ΐ), , (αn, 0 — g + 1) sont reduits

et non principaux. Comme dans 1) on a:

(a\ θ — q + ϊ) = (a,θ — q + iy pour tout 1 < i < n

Puisque (2, θ — q + 1) est premier ramiίie, sa classe est d'ordre 2 et (2,

θ — q + 1)Γ = (2, 0 — q + 1) si bien que:

Λ[(α, * - Q + 1)"] = ^(α n , 0 - 9 + 1) = Λ(2, 0 - ? + 1)

et done (a, θ — q -\- ΐ) est d'ordre 2n.

THEOREME 2.

Si m = α2n + 1 et a impair, alors 2n divise h{m).

( 3 ) m — q2 + 4, q impair :

On a:

= 1 + Vq2 + 4 F(X) = X2 - X - k2 - k - 1
2

oύ

g = 2/2 + 1 et [θ] = k + 1

Comme JF(& + 1) = — 1 le cycle principal est reduit a (1, θ — k — 1) et

Pm = fe + 1 - y = 9 + Vg2 + 4

D'autre part:

et comme g2 < S2 — 4P = g2 + 4 on obtient un theoreme du meme type

que dans 1)

THEOREME 3. Soίt m = q2 + 4 et q impair.

1) Si q est non premier, alors h(m) > 1. [3]

2) Si q = an, alors n divise h(m). [4]

( 4 ) m = g 2 + 2, g impair :

On a:
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θ = vV + 2", F(X) = X2 -q2 -2 et [0] = g.

Comme F(q) — — 2 le cycle principal est le suivant:

( 1 , 0 - g ) > ( 2 , 0 - g )

et

pm = ( g ^ - = g2 + 1

THEOREME 4 [5]. Soiί #ι = q2 + 2, g impair. Si g est divisible par un

nombre premier p, avec p ~ ± 1 (8), alors /ι(m) > 1.

Demonstration. Comme 2 est un carre modp, soit a e {1, -,p — 1}

tel que:

α2 = 2 + Λp et 0 < λ < p

On pose c = α + (6 — ϊ)p oύ g = 6p, or

F(c) = - p[26p - ^ + 2ab - 2α) - p]

= — pd

Comme p + d < 2bp on a:

(p + df < 4b2p2 <S2 ~4P = 462p2 + 8

les ideaux (p, θ — c), (d, θ — c) sont done reduits et non principaux.

(5) m = q2 — 2 , g impair.

On a:

0 = Vg2 - 2, F(X) = X2 - g2 + 2 et [0] = g - 1

Des deux valeurs:

F(q - 1) = -(2g - 3) et F(g - 2) = - 2(2g - 3)

On construit le cycle principal:

(1, θ - g + 1) >(2g - 3, θ - q + 2) >(2, 0 - g + 2)

> ( 2 g - 3 , 0 - g + l)

et on a:
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Si q = (pn + 3)/2 et p impair on a:

F(q-1)= -p»

Les ideaux (p, θ — q + 1), , (pn, θ — q + 1) sont reduits et (p, θ — q + 1)

est d'ordre n.

THEOREME 5. Sim = (p2n + βpn + l)/4 (g = (p* + 3)/2) αi ec p impair,

alors n divίse h{m).
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