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Z-GRADUATIONS DE TYPE PARABOLIQUE ET
POLYNOMES HARMONIQUES

ABDEL LATIF MORTAJINE

A la mémoire de mon pére

Abstract. We give pluriharmonic and harmonic representations of prehomo-
geneous vector spaces of regular classical parabolic type (L = I'x M, V') througt
the commutative quotients V' // M = spec(C[V]™) of them.

§0. Introduction

0.1. Soit (L, p, V) un triplet composé d’un groupe linéaire algébrique
connexe complexe L et d’une représentation rationnelle p de L dans un
espace vectoriel V' de dimension finie n sur C.

Si, dans une base de V, P(z) = 321", a;,. ;%' -+ -zl on note:

P =Y () ()

Soit H un sous-groupe de L, on note C[V] I’algebre de polynomes p(H)-
invariants et Z(V) I'idéal des polynomes de C*[V] qui s’annulent en 0.
Un polynéme @ € C[V] est dit harmonique si P(9)Q = 0, pour P €
(V).
Dans ce travail, on se place dans le cas ou le triplet (L,p, V) est un
espace préhomogene classique (dont la définition est rappelée ci-dessous),

on détermine un sous-groupe H de L et:

i) on montre que tout polynéme sur V' s’écrit sous la forme ) PQ ou P
est un polynoéme p(H )-invariant et () un polynoéme harmonique.

ii) on décrit les composantes isotypiques de 'action de L sur I’algebre des
polynoémes C[V] sur V définie par: g - P(z) = P(o(g7! - x) (P(z) €
C[V]et geL).
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0.2. Dans [K-V], Kashiwara et Vergne décrivent les représentations
du groupe GL(n) x O(k) (resp. GL(p) x GL(q) x GL(r)) dans ’espace de
polynomes pluriharmoniques sur l’espaces M (n, k) (resp. M (p,q)®M (q,7)).
Ils construisent par la suite, apres avoir défini les polynémes harmoniques,
des opérateurs d’entrelacements entre les représentations harmoniques et
les représentations unitaires sur des espaces symétriques hermitiens G/ K.

Dans [Ru-Sch], Rubenthaler et Schifmann, en partant des espaces
préhomogenes de type parabolique commutatifs, décrivent les représenta-
tions harmoniques sur l'espace de la représentation de départ.

Notons que les deux théories généralisent directement la définition
classique des polynomes harmoniques; a savoir les polynomes nuls sous
I’action de 'opérateur de Laplace.

Dans ce travail, toujours dans le cadre des espaces préhomogenes de
type parabolique classique, on construit des opérateurs d’entrelacement avec
des représentations des P. H. de type parabolique commutatif (qui sont en
bijection avec les espaces symétriques hermitiens G/K) et nous décrivons
les représentations pluriharmoniques.

§1. Notations

1.1. Soient p, ¢ deux entiers non nuls; M (p,q) désigne lalgebre des
matrices de type p x ¢ a coefficients complexes. On note M (p) au lieu de
M (p,p). Le groupe des matrices inversibles de M (p) est noté GL(p). On
note H(p) I'un des sous-groupes de GL(p) suivants:

SL(p) = {g € GL(p) | det(g) = 1}
SO(p) = {9 € GL(p) | -9 = Ip}
avec I, la matrice identité de M(p) si p = 2p/,

Sp(p) = {9 € GL(p) | g~ Jy'g = Jp}

avec J, = ( (} Ig)
~I,

-0 {(;

1.2. Lareprésentation p, o) de GL(p) x GL(q) dans M (p, q) est définie
par:

a,b € C*}

Ppa)(gh) - x=g-x-h™" (g€ GL(p), h € GL(q) et x € M(p,q))
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On note 7, 4) la restriction de p(, ) & GL(p) x H(q). La représentation
2A,_1 (resp. Ap_2) du groupe GL(p) dans l'espaces MS(p) (resp. MAS(p))
des matrices symétriques (resp. antisymétriques) est définie par:

20p-1(9)r = gz'g (9 € GL(p) et x € MS(p))
(resp. Ap_o(g9)z =ga'g (9 € GL(p) et x € MAS(p)))

1.3. Soit r € N*, on note p(r) = (p1,...,pr) € (N*)". On considere
le groupe GL,,y = [[;—; GL(p;) muni de la représentation:

r—1
Pp(r) = [@ P(pi,pit1)

=1

r—1
dans ’espace Vp(r) = [@ M(piapiJrl)] .
i=1

1.4. Dans toute la suite le triplet (L, p, V) désigne I'un des triplets
suivants:

Tableau 0
L P vV
GLP(T) X H(q) P = Pp(r) D T(pr,q) V= Vb(r) S M(pra Q))
GLp(r) P = pp('r) QP 2Apr—1 V= ‘G)(r) @ MS(pT))
GLy(r) P=Ppir) B Ap,—2 |V =Vpi) & MAS(p,))

Remarque 1.4.1. A V’exception du cas ou H(q) = D3, la représentation
p est irréductible si et seulement si r = 1.

§2. Les espaces préhomogénes

2.1. Soit (G, 0, F) un triplet composé d’un groupe linéaire algébrique
connexe complexe G et d’une représentation rationnelle ¢ de G dans un
espace vectoriel ' de dimension finie sur C. Un tel triplet est dit espace
préhomogene (en abrégé P.H.) s'il existe dans F' une orbite Zariski-ouverte
Q. Le sous-ensemble algébrique S = F —(Q est dit lieu singulier de (G, o, F).
Par point générique, on entend les éléments de la grosse orbite ) et par
sous-groupe d’isotropie générique le sous-groupe d’isotropie G, = {g € G |
p(g) - =z} avec x € Q.

2.2. On note X(G) le groupe des caracteres rationnels de G. Une
fraction rationnelle f sur F' est dit un invariant relatif de (G, o, F) s'il
existe x € X(G) tel que f(o(g)-z) =x(g9) - f(x)ouz € Fet g€ G. Et on
dit que x est associé a f ou que f est de caractere y.
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2.3. Soient Sy, ..., S, les composantes irréductibles de codimension 1
deS. Ona Sy = {x € F'| Py(z) = 0} avec Py un polynome irréductible. On
sait (voir [S-K]) que P,..., P, sont des invariants relatifs algébriquement
indépendants et que tout invariant relatif f de (G, o, F') s’écrit sous la forme
suivante:

m
f:c~HPZ.mi avecce C et m; €Z
i=0

On dit que {Fp, ..., Py} est le systéme fondamental des invariants relatifs
de (G,0,F).
2.4. Un P. H. (G,o0, F) est dit régulier sl existe un invariant relatif
[ et un point générique x tels que Hy(x) # 0 (Hy désigne I'Hessien de f).
2.5. Deux P. H. (G,0,F) et (G',0', F') sont dits équivalents s'il existe
un isomorphisme rationnel &: o(G) — o/(G’) et un isomorphisme d’espaces
vectoriels ¢: F' — F” tels que:

o'((9)) - d(z) = ¢(o(g) - x); Vz €V et VgeG.

On note (G,0,F) = (G',0', F'). 1l est clair que deux P. H. équivalents ont
les mémes propriétés.

2.6. On appelle préhomogene réductif tout P. H. dont le groupe G
est un groupe réductif. Si le groupe G est réductif, le P. H. est régulier si
et seulement si les sous-groupes d’isotropies génériques G, (ou = € ) sont
réductifs (voir [S-K]).

2.7. UnP. H. est dit irréductible si la représentation p est irréductible.
Un P. H. est dit quasi-irréductible (en abrégé Q-irréductible) s’il admet au
plus un seul invariant relatif fondamental.

63. Les espaces préhomogeénes de type parabolique

3.1. Soit g une algebre de Lie réductive complexe de rang [, h une
sous-algebre de Cartan de g et R le systeme de racine de la paire (g,b).
Soit ¢ = {a1,...,a,} une base de R et § une partie de 1. On pose ) — 0 =
{ai,,..., ;. }. Soit Hp I'élément défini par:

0 si e
Q(He)_{Q si a€p—0

Pour tout p € Z, on pose dy() = {X € g/[Hp, X] = 2pX}. On obtient
ainsi une Z-graduation, dite de type parabolique. Il est clair qu’il existe un
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Ny € N tel que g = @;}V:(’_Ne d,(0). On appelle 'entier Ny la longueur de
la graduation.

3.2. Pour tout « € R,on a: a = ajoy +- - +apay, avec (a,...,a,) €
(Z1)" ouey (a1, ...,an) € (Z-)". Onnote |a|g = a;, +- - -+a;, qu'on appelle
la #-longueur de la racine . Si g* désigne I'espace raditiel associé a la racine

a on vérifie, facilement, que pour tout p # 0, on a: dp(8) = @ aecr g*.
lalg=p

Si & désigne la plus grande racine, alors la longueur de la graduation est
donnée par la f-longueur de a: |alp = Ny.

3.3. Soit G le groupe adjoint de g et Ly le centralisateur de Hy dans G,
c’est un groupe linéaire, algébrique, connexe et réductif dont Iy est 1'algébre
de Lie. II est bien connu que 'action adjointe de Ly stabilise les d,(6) et
ainsi, définit une représentation dans chaque dp(#). On note (Lg,d,(6))
une telle représentation. Par un résultat connu de Vinberg (voir [V]),
la représentation ci-dessus admet un nombre fini d’orbites dont I'une est
Zariski-ouverte. (i.e. le triplet (Lg, dy(6)) est un P. H.).

DEFINITION 3.3.1.

i) Le P. H. (Lg,d1(0)) est dit P. H. de type parabolique. Par extension,
on appelle P. H. de type parabolique tout P. H. équivalent & un P. H. de
la forme (Lg,d1(0)).

ii) Un P. H. de type parabolique est dit commutatif si Ny = 1.

Remarque 3.3.2. Tout P. H. (Ly,d,(#)) est un P. H. de type parabolique.
(voir [Gy], [Mor 2], [Ru]).

3.4. Décomposition du P. H. (Ly,di(0)) En identifiant toute
partie de ¥ a un sous-diagramme du diagramme de Dynkin, nous don-
nons un sens aux composantes connexes d’une telle partie. On note vy
la composante connexe de 6 N {a;, } contenant o, . Soit 8, = ¢y, — {ay, }

et I, = >y CHy + X 5,y 87 On définit Iélément Hy € Y- ., CH,
par: a(HF) = {gg;giﬁgk. On a di(6) = {X € g/[HF, X] = 2X} et

lp = >3 1, (la somme n’est pas directe).

THEOREME 3.4.1. ([Ru])

i) L’espace vectoriel di(0) = @)_, di(0x) et chaque dy(0y) est lg-stable
et irréductible sous Uaction de lg (aussi celle de ly).
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ii) Les éléments Hg’ forment une base de by.

Remarque 3.4.2. Le P. H. (Lp,d1(0)) est irréductible si et seulement
si (1 — 0) contient une seule racine (i.e. r = 1).

3.5. Les P. H. de type parabolique classique réguliers

DEFINITION 3.5.1.  On dit qu'un P. H. de type parabolique est
classique si lalgebre de Lie g est classique (le diagramme de Dynkin est
de type A,,, By, C,, ou Dy,).

PROPOSITION 3.5.2.  Le P. H. (Ly,di(0)) est de type parabolique
classique si et seulement s’il est équivalent a l'un des triplets (L, p, V).

Pour la démonstration voir [Mor 1].

Liste des P. H. étudiés et leur type 3.5.3. Dans le tableau 1,
on dresse la liste des triplets considérés dans ce travail et on distingue les
différents cas selon le type de l'algebre de lie de départ g et la longueur de
la graduation Ny qui dépend des racines dans ¥ — 6 et de leur nombre.

Tableau 1

L P (pr,q) type Ny

GLy(r) X SLAQ) | Ppr) © Tip..g) A r
GLyy X SO(q) | Pp(r) © T(p,.q) | P1 =1,q impair Bl |2(r—1)+1
GLyr) X SO(q) | Ppr) ® Tprg) | PL=1,¢ pair | D' [2(r—1)+1

GLp(ry X SO(q) | ppr) ® T(ppq) | PL > 1,q  impair | B? 2r

GLP(T) x SO(q) Pp(r) P T(p,.q) p1 > 1,q pair D? 2r

GLyp) X (@) | Pp(r) D T(p,.g) q_pair ct 2r
GLP(T) X Do Pp(r) D T(p,,2) pr =1 D> 2(r—1)+1

GLp(r) X Do Pp(r) D T(p, 2) p1 > 1 D* 2r
GLp(r) Pp(r) D 2Apr*1 C? 2(r—1)+1
GLp(r) pp(r) D Apr_g D3 2(7" — 1) +1

GLp(r) Pp(r) D Apr—Q p1=1 D° 2(7" - 1)

Remarque 3.5.4.  Mis & part les cas D* D5 et D 11 est clair que
Ny =1=r =1 (la réciproque est fausse).

Remarque 3.5.5. La régularité du P. H. (L, p, V') est équivalente aux
relations entre les p; (pour 1 < i <r) et q.

Nous renvoyons le lecteur a [Mor 1] pour plus de détails.
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§4. L’application 7
4.1. Théoreme de I’application 7
THEOREME 4.1.1.
(L,p,V), Il existe un sous-groupe I' de L, une représentation (1,U) du

groupe I' (donc de L) et des polynomes homogénes non nuls, de degré Ny,
m1(x),...,mk(z) dans C[V] (avec k = dimU) tels que:

1) Pour tout P. H. de type parabolique classique

i) (I',7,U) soit un P. H. de type parabolique classique commutatif.
ii) L’application m:V — U définie par n(z) = (mi(x),...,mx(z)) est L-
équivariante, i.e.: w(g.x) = p(g)m(x); Vg € L, Yz € V.
iii) Ona L =T x M et l’algebre CM[V] des polynémes M -invariants est
negendré par w1 (x),. .., 7g(x).
iv) L’application *: C[U] — C[V] définie par: m*(P(z)) = (Pom)(x) est
un homomorphisme d’algébres.

Démonstration. (voir [Mor 2]) Le tableau 2, rappelle, dans chaque cas
le triplet (I, 7,U) et application 7. Par une sipmle comparaison de L et de
I', on déduit la forme du sous-groupe M. Si (z1,...,2,-1) € Vip(r), o0 pose
X =@y w1 et on note (z1,...,7,-1,y) un élément de V = V) @ E.

Siye€ M(pr—1,2), on pose y = (y1,y2) ot y; € M(pr—1,1).

Tableau 2
Type r T U m
A GL(p1) x SL(q) | Tpi.g) | M(p1,9) Xy
B' | GL(p1) x SO(q) Tprg) | M(p1,9) Xy
B? GL(p1) 2Ap,—1 | MS(p1) X -y)'(Xy)
¢! GL(p1) Ap,—2 | MAS(p1) (X - y) ' (Xy)
02 GL(pl) 2Ap1_1 MS(pl) X - Y- tX
D' | GL(p1) x S0(q) | Tprg) | M(p1,9) Xy
D? GL(p1) 2Ap,—1 | MS(p1) (X - y)'(Xy)
D? GL(p1) Ay, 2 | MAS(p) X y-'X
D* | GL(p1) xC* | 7,y | M(p) (X - y1)" (zy2)
D5 GL(pQ) X (C*)Q T(p2,2) M(pg, 2) (X . yl)t(iﬂg e Tp—1Y2
D6 GL(pl) X SL(pQ) T(pl,pQ) M(pl,pg) (X . yl)t(iﬂg e Tp—1Y2

Remarque 4.1.2.  Sile P. H. (L, p, V') est régulier, le P. H. commutatif
(I, 7,U) est régulier et 'application polynémiale L-équivariante m:V — U
est surjective. Dans ce cas 7* est injective et par conséquent CM[V] est
isomorphe a ’algebre C[U].
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Remarque 4.1.3.  Si (L, p, V') est un P. H. commutatif, alors I’applica-
tion 7 est ’application identique de V.

4.2. La décomposition de C[r] Dans toute la suite le triplet
(L, p,V) est régulier.

RAPPELS ET NOTATION 4.2.1.

i) On note C[r] = Im(7*) = CM[V]. Cest la sous-algébre engendrée
par my, ..., Tg.

ii) Le P. H. (', 7,U) admet, & la multiplication par un scalaire pres, un
seul invariant relatif fondamental. On note Ag cet invariant relatif, g
le caractere correspondant et H = Keryg.

On pose d + 1 = le degré de (Ag) et k = dim(U).

iii) le P. H. (I', 7,U) admet d + 2 orbites.

iv) Soit Q 'orbite ouverte de (I', 7,U) et soit Iy € Q.
Le sous-groupe d’isotropie S = I'7, est réductif.

v) Soit B un sous-groupe de Borel de I, le triplet (B, 7,U) est un P. H.
régulier dont le cardinal du systeme fondamental des invariants relatifs
est égal a d + 1.

On note {Ag,Aq,..., Ay} ce systeme (ou on les a rangé par ordre
décroissant de leurs degrés).

vi) la représentation (I', C[U]) se décompose avec multiplicité un.

Pour a = (ag,...,aq) € N on note U, = Uy, a4, le sous-
I-module de C[U] engendré par AFAJ---A%. On a: C[U] =
®a€Nd+1 Ua.

vii) Chaque représentation (I',U,) admet un unique vecteur S-invariant.
viii) Un polynéme P(X) € C[U] est dit harmonique si Aj(9) - P(X) = 0.
On note H[U] 'algébre des polynémes harmoniques et on rappelle que:

H[U] = @ U(O,ah..‘,ad)
(al,..‘,ad)ENd

et ainsi, tout P € C[U] s’écrit d’une maniere unique sous la forme:

P(X) =Y Af(X)Q(X) avec Q€ H[U]

THEOREME 4.2.2.  La représentation (L, C[r]) se décompose avec mul-
tiplicité un et chaque représentation irréductible intervenant dans la décom-
position de C[r] est paramétrée par des entiers (aq, . .., aq) € N tels que
(Agom)®o - (Agom)®™ soit le vecteur dominant de la représentation.
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On note Vy,, . a, une telle composante et on a Clr| = @(ao o ag)ENdHL

Vi

05

Pour la démonstration voir [Mor 2].
85. Le polynéme de Bernstein-Sato

THEOREME 5.1.  On note A§ = Agor:
i) Il existe un polynome By de degré Ny(d + 1) tel que:

AG(9) - [AGP(X) = By(s) - [AJPH(X);  seC
ii) Il existe un polynome B de degré (d + 1) tel que:
No(d) - Aj(X) = B(s) - AT (X);  seC

d k’ 2
/
- % (k—-d-1
avec B(s Jl |08+j k X 1)(k d—1)

Démonstration.
i) C’est un résultat de [S-K].
ii) C’est un résultat de [Mu-Ru-Sch].

THEOREME 5.2. Il existe un polynome b; de degré Ny tel que:

B 1 st 1=3

mi(0) - 7 (X) = 6ijbi(s) STy (X); se€Cetdy= {O si i
Démonstration. i) Dans le cas A: on a p; = ¢, donc k = ¢ (car
U = M(p1,q) = M(q)). Les polyomes 7;;(x) sont les coefficients de la
matrice m(x) (x € V). Onpose z1 = (u1,...,uq) € M(q, p2) ol u; désigne le
ieme vecteur ligne de la matrice 1. On pose , = (v1,...,vq9) € M(pr—1,q)

ou v; désigne le ieme vecteur colonne de la matrice x,. Il est clair que
mij(x) = u;- a2 xp—1 - v; (pour 1 <4, j < q). Donc, 7;;(0)[m(x)]® =0 si
et seulement si (4, 7) # (k,1). Si on considere le P. H.:

(L'=cC" XH; 2 GL(p1), (1,p2)®@;;21 Pprpis1) PT(pr,1)5 V =M(1,p2)®

rf o M(pr1,p1+1) @M (pr, 1)) (qui est aussi de type A), on vérifie facilement

que 1e polynome m;; en est un invariant relatif. D’ou I'existence du polynéme
de Bernstein-Sato associé au polynome ;.

Notons que dans ce cas b(; j)(s) = b (s) pour 1 < i, j,k, 1 < gq.
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ii) Dans le cas B! et D': on a p; =1, donc k = q (car U = M(1,q)).
Les polyomes m;(x) sont les coefficients de la matrice 7(z) (z € V). On
pose z, = (v1,...,vq) € M(pr—1,q) ot v; désigne le ieme vecteur colonne
de la matrice x,. Il est clair que 7;(z) = &1 22 - zp—1-v; (pour 1 < j < q).
Donc, 7;(0)[m(x)]* = 0 si et seulement si j # [. Si on considere le P. H.:

(L' = C*xTTi—y GL(p1), P(1.p2) SDB12 Plpr ) BTty V = M(1,p2)®
@;;21 M (p1, pi+1) @ M (pr, 1)) (qui est de type A), on vérifie facilement que
le polynome 7; en est un invariant relatif. D’ou I'existence du polynéme de
Bernstein-Sato associé au polynome ;.

Notons que dans ce cas bj(s) = b(s) pour 1 <4,j,k,1 < q.

k — pl(p21+1) (car U =

iii) Dans le cas B? et D?: on a p; > 1, donc
MS(p1)). Les polyomes m(; ;y(x) sont les coefficients de la matrice 7(x) (v €
V). On pose 1 = (u1,...,up,) € M(p1,p2) ol u; désigne le ieme vecteur
ligne de la matrice x1. Il est clair que m(; jy(z) = u;- (2 - -~ 2,) N (@2 - - - 2 ) uy
(1 <i<j<p1). Done, m;;(0)[mu,)(x)]* = 0 si et seulement si (i,5) #

(k,1).

%) Si i # j, on considere le P. H.: (L' = C* x [[;_, GL(p;) x SO(q),
P(1,p2) D P(1,ps) D 69;:21 Porpis)) P T q)r V= M(1, p2) ® M(L, p2) @
@;;21 M (p1, pi+1) ® M (pr,q)) (qui n’est pas de type parabolique, voir [Gy]),
on vérifie facilement que le polynome 7(; ;) en est un invariant relatif. D’ou
l'existence du polynome de Bernstein-Sato associé au polynome m(; ;).

Notons que dans ce cas b jy(s) = bp(s) pour 1 < i < j < py,
1<k<I< P1-

Si i = 7, on considere le P. H.:

(L/ = C* x H;:Z GL(pl) X SO(Q)a P(1,p2) D @;:_21 Pwipii1) @ T(prig)s V=
M(1,p2) ® @;;21 M (py,pi+1) © M(pr,q)) (qui est de type B! ou D), on
vérifie facilement que le polynome 7(; ;) en est un invariant relatif. D’ou
l'existence du polynome de Bernstein-Sato associé au polynome 7 ;).

Notons que dans ce cas b ;)(s) = b(;;)(s) pour 1 <, j < pr.

Et ainsi de suite.

PROBLEME 5.3.  Peut-on calculer By en fonction de B?

Nous savons répondre a cette question dans le cas ou (L,p,V) est
irréductible régulier (pas forcément commutatif ) et dans le cas ou (L, p, V)
est un P. H. Q-irréductible de type A.

On trouve By(s) = B(s)B(s + ¢(p1,---,0r,q))-
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CALCUL EXPLICITE 5.4.
Dans le cas (GL(p) x GL(q) x SL(p), M (p, ) & M (p,p)): ¢(p,q) = q—p.
Dans le cas (GL(p) x SO(q), M(p,q)): ¢(p,q) =q — p.
Dans le cas (GL(2p) x Sp(q), M (2p,q)): ¢(p,q) = q¢ — 2p.

CONJECTURE 5.5. [l eziste des fonctions @i (1<k<Ny) sur {pi,...,
Pryq} G valeurs dans Q telles que:

Ny
By(s) = [ B(s + ex(prs- - prr0))
k=1

avec ©1(p1,-..,Pr,q) =0, i.e. B(s) divise By(s).
§6. Les polynémes harmoniques

DEFINITION 6.1.  Un polynome @ € C[V] est dit M-harmonique si:

1) Q e CM[V] = C[x].
2) A8(9).Q = 0.

L’ensemble H s (V') désigne 'espace des polynomes M-harmoniques sur V.

Remarque 6.2.

i) Si le P. H. (L, V) est commutatif, le groupe M est trivial et dans
ce cas la notion de polynémes M-harmonique coincide avec celle des
polynoémes harmoniques introduite dans [Ru — Sch].

ii) Un polynéme P est M-harmonique si et seulement s’il existe un
polynéme ) € C[U] harmonique tel que P(X) = Q(7(X)).

iii) Soit le sous-groupe Hy = Keryp. On a montré dans [Mor 2] que
CHo[V] = C[Af] et que 'idéal Ty engendré par A est 'ensemble des
polynémes qui s’annullent sur 'ensemble ¥y = {X € V/AY(X) = 0}.

iv) Les polynémes M-harmoniques sont les polynémes @) € C[n] tels que
P(0)Q = 0 pour tout P € ;.

v) Dans le cas du P. H. (C* x SO(q), 7(1,), M(1,q)) de type parabolique
commutatif de type B!, on retrouve la définition classique des
polynomes harmoniques.

LEMME 6.3.

i) L’opérateur Ag(@) induit un isomorphisme de Hy-modules de Vg, . 4,

sur Vag—1,...ay-
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0<ag

CMV] = C[r] =Zn(V) @ Hu (V).

ii) L’opérateur Ag(a) est nul sur Voa,,...ay-
i) Har (V) = @(al,..‘,ad)GNd Vo,a1,....a4-
V) I = €D (ag...apend+t Vag,..aq-

)

Démonstration. Vu que la représentation (L, Clr]) est équivalente a
la représentation (I', C[U]), alors le lemme est une simple conséquence des
résultats précedents, du Lemme 4.2 et le Théoreme 4.4 de [Ru-Sch].

Remarque 6.4. Tout polynéme dans C|r| s’écrit d’une maniére unique
sous la forme S"[A§*Qy, ot Qy est M-harmonique.

DEFINITION 6.5.  Un polynémes P est dit w-pluriharmonique si 7;(9) P
= 0 pour tout 1 < i < k. On note H,(V) l'espace des polynéomes -
pluriharmoniques et Z (V') I'idéal de C[V] engendré par les m;; i.e. Z,(V) =
{P € C[V]/P(x) = O; Yz € 7= 1(0)}.

Remarque 6.6.

i) Soit la 7-fibre 7=1(0) = {z € V/m;(z) = 0; 1 <i < k}.

ii) Vu la nature des polynomes m;, par le théoreme des zéros de Hilbert,
L’idéal Z (V') de C[V] engendré par les m; est I’ensemble des polynomes
qui s’annulent sur la w-fibre 771(0).

PROPOSITION 6.7. C[V]|=Z.(V) ® H,(V).

Démonstration. Sur C[V], on a la forme bilinéaire symétrique non
dégénérée (P,Q) = (P(0)Q)(0). I est clair que H, (V') est le complémentaire
orthogonal de Z (V). Donc, C[V] = Z,(V) &+ H.(V).

PROPOSITION 6.8. CI[V] = C[nx]-H,(V).

Démonstration. 1l suffit de montrer que tout polynéme homogene est
dans C[n] - H;(V). Soit P un polynéme homogene de degré m. Par la
proposition précédente, P = P, + Py ou P, € Z(V) et Py € H(V). Donc,
P(z)=P (x)+2f:1 Q;(z)m;(z) avec d°Q; = m— N et ainsi, on a le résultat
par récurrence sur le degré de P.
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PROPOSITION 6.9. C[V]| = C[r] @ H(V).

Démonstration. C’est une simple conséquence des propositions précé-
dentes et du fait que les 7; soient algébriquement indépendants.

PROPOSITION 6.10. C[V]|=Zyn(V) @ Hyu(V) @ He (V).

Démonstration. C’est une simple conséquence des propositions précé-
dentes.

6.11. Les poids dominants des représentations irréductibles
de (L,C[V]): Soit (L,V) un P. H. de type parabolique classique régulier
et soit V = @;_, V; la décomposition de V' en composantes irréductibles.

DEFINITION 6.11.1.  On dit qu'un sous-ensemble [ de A, = {1,...,r}
est connexesii € [eti+1¢ I =supl=1i.
On note C 'ensemble des parties connexes de A, ={1,...,7}.

Remarque 6.11.2. cardC = w

Remarque 6.11.3.  Pour tout I € C, l'action (L,V; = @@, Vi) est
préhomogene de type parabolique classique de type A sir ¢ I et de méme
type que (L, V) sir e Il.

Notation 6.11.4. On note 7 'application de V7 sur Uy telle que (L, Ur)
soit le commutatif de (L,V;) et on note {Al, ... vAcIl,} le systeme fonda-
mental des invariants relatifs de ’action du I-Borel By de L sur V.

PROPOSITION 6.11.5.  Les vecteurs dominants P des représentations

wréductibles qui apparaissent dans la décomposition de la représentation
(L,C[V]) sont:

d
P-1IJ)"
1€C j=0

avec aJI- € N tel que si P est homogéne de dgré d,

dr
S (di+1-j)a) =d

IeC j=0
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PROPOSITION 6.11.6.  Les vecteurs dominants P des représentations
wrréductibles qui apparaissent dans la décomposition de la représentation

(L,HA(V)) sont:
dr
al
P= H H(Ag)a
[eC—{A,} j=0

avec aJI- € N tel que st P est homogene de dgré d,

dr
S (di+1-j)aj =d

IeC j=0

Démonstration. 11 est clair que P = [];cc_gay H?IZO(AJI.)“JI' est 7-
pluriharmonique.

Inversement, un vecteur dominant P d’une représentation irréductible
de L sur H,(V)) est un invariant relatif de 'action d’un sous-groupe de
Borel B de L sur V, donc, il est de la forme

dr
P =[TTI@)"

IeC j=0
Comme P € H,(V)), I # A,.

§7. Le Cas des P. H. 1-Elementaires

7.1 Rappellons la notion de P. H. 1-élémentaire introduite dans [Mor]
et notons que cette notion généralise celle des P. H. des chaines déscendantes
introduite par F. Sato dans [Sa III].

DEFINITION 7.1.1.  On dit quun P. H. (L, V) est 1-élémentaire de
longueur m + 1, §’il existe une décomposition V' = @, Vi et un point
générique J =Y ;" Ji tel qu'en posant L = Lg et Ly = (Ly_1)s,_, on ait:

1) (Lg, Vi) quasi-irréductible régulier k € {0,...,m}.
2) (Lg, @;:t V) quasi-irréductible non régulier pour k+1 <t < j <r <
m.

Remarque 7.1.2.

i) Un P. H. 1-élémentaire est régulier et un P. H. quasi-irréductible
régulier est 1-élémentaire de longueur 1.
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m
ii) Le P. H. (L, @ V;) est 1-élémentaire de longueur (m — k + 1).
j=k
iii) Le P. H. (L, @?zo Vj) est 1-élémentaire de longueur (k + 1).
iv) Dans un P. H. 1-élémentaire de type parabolique de longueur m + 1,
il y a exactement m + 1 invariants relatifs fondamentaux P, ..., Py,
tels que chaque Py dépend (et seulement) des variables (zg,...,zx) €

@, V; (voir [Mor 1]).

On note o, ..., xm les caractéres correspondants.

Notations 7.1.3.

i) On considere dans toute la suite (L, V') un P. H. de type parabolique
1-élémentaire classique et soit V = @), Vi la décomposition
correspondante.

ii) On pose V! = @!_,Vi. 1l est clair que (L, V?) est un P. H. de type
parabolique classique 1-élémentaire.

Notons que V" = V.

THEOREME 7.1.4.  Pour tout t € {0,...,m}:

1) Il existe une représentation (pt,U") de dimension ky d’un sous-groupe
I't de L et des polynémes homogénes algébriquement indépendants, de
degré Ny, wi(x),...,m}, (x) dans C[V] tels que:

i) (T, p', UY) soit un P. H. de type parabolique classique commutatif
régulier.
ii) l'application polynomiale wt:Vt — Ut définie par n'(z) = (7t (z),
., mh(x)) soit surjective.
iti) L’application 7w est L-équivariante, i.e.: m'(g-x) = p(g)rt(x);
Vg € LYz € V1.
2) Il existe un homomorphisme injectif d’algebres (nt)*: C[U!] — C[V].

Démonstration. Voir [Mor 2].
7.2. L’algebre Cir]

DEFINITION 7.2.1. Par le théoréme précédent, on a les ployndomes
homogenes:

0 0 1 1 t t m m
Thseees Thgs Ty e e s TWhoyseees Thyeees Mhpseoey T geees Mg
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On note C|[r] la sous algebre de polyndémes engendré par les 7r 0<t<m
et 1 < j < k) de l'algebre C[V].

Remarque 7.2.2.

i) Sion pose U = @), U", alors l'algébre C|n] est isomorphe & I’algébre
C[U].
ii) Il existe un sous-groupe My de L tel que:

L=T¢gx---xT,, x M

(notons que M peut étre réduit a ’élément neutre).

iii) Chaque P. H. (I'*, U') admet un et un seul invariant relatif
fondamental, on le note Af.

iv) L’algébre des polynomes My-invariants sur V est CMo[V]=Clmo(Vp) @
DL, il

v) Comme Clr] = C[U] alors, (L, C[r]) est équivalente a (I', C[U]).

vi) On a C[U] = ®;~, C[U'|

Comme (T, C[U"]) se décompose avec multiplicité un, il est clair que (o, W)
intervient dans (I, C[U?]) si et seulement si (®i" 0", @i, C[U])
intervient dans (G, C[U]). On a alors:

c'ov = clrl =P |® P Vi ot

seN | t=0 (at “fz yeNdt+1

m dp+1
Zt an( t+1)+ +a =0

7.3. Les invariants relatifs fondamentaux du P. H. (L,V) et
fonction B Les invariants relatifs fondamentaux des P. H. (L, p, V') sont
{AL(7(X),0 <t < m} ou Al est le seul invariant relatif fondamental du
P. H. (T, U"). On a, alors, P;(z) = Al(n!(z).

On pose P(z) = [[}%, Pi(z).

Notation 7.3.1.  Pour s = (sq,...,sn) € C™"l on pose:
i) F5(X) =1Ly Pr(x)™
i) s —1=1(50,.-,8t—1,5t — L, St41,-.-,Sm) et s(t) = (S0, ..., St, St4+1 —

1,..0,8m —1).
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THEOREME 7.3.2.
i) Il existe un polynome By(s) de degré Ny - (dy + 1) tel que:
PY(8) - P*(x) = By(s) - P>~ (x)

(d¢ + 1 est le degré de A}).
ii) Il existe un polynome B(s) de degré Y ;o Ny - (d¢ + 1) tel que:

P(8) - P(z)* = B(s) - P(a)*"!
B(s) = [1;2o Be(s(t)).

Démonstration.

i) Nest clair que pour tout g € L, g-(P*(9)-P*(z))=([1}~, X;“l)(Pt(f))'
P3(x)) ou x; désigne le caractére associé a l'invariant relatif P;. Et
ainsi, P'(9) - P*(z) est un invariant relatif de caractére | J th_l,
donc il ne différe que par une constante multiplicative de I'invariant
relatif [}, Pjst_l. On a alors:

m

PY(9) - P*(x) = By(s) [[ Py
j=0

Il est clair que By (s) est un polynéme en s de degré au plus N;-(d;+1).

On sait, voir [S-K], qu’il existe un polynéme B;(s;) de degré N;-(d;+1)

tel que P'(9) - P (z) = By(s¢) PF .

Il est clair que B(s) = by(s¢) + ¥(s) d’ou degré Bi(s) = Ny - (d¢ + 1).
ii) C’est une simple conséquence de 1i).

7.4. Les polynémes harmoniques On note Z(V') I'idéal engendré
par les polynomes Py(x), ..., Py(x). L’idéal Z(V') est I’ensemble des polynomes
s’annulant sur le lieu singulier V — Q = S = {z € V/[[}*, P:(z) = 0}. On
sait que CH[V] = C[R, ..., Py] ot H = %, Ker(x:); voir [Mor 2].

Démonstration. Comme [[;~, P;(z) est produit de polynomes
irréductibles, alors \/Z(V) = Z(V) (le théoréme des zéros de Hilbert).

DEFINITION 7.4.1.

i) Un polynome @ € C[V] est dit harmonique si:
P(0)-Q=0;Y0<t<m
h(V) désigne l'espace des polynéomes harmoniques sur V.
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ii) Un polynome @ € C[V] est dit quasi-harmonique (en abrégé Q-har-
monique si: P € h(V) N CJn].
has, (V) désigne l'espace des polyndémes Q-harmoniques sur V.

iii) Un polynoéme @ € C[V] est dit pluriharmonique si: 7¢(d) - Q = 0;
VO<t<metl<i<kie. P estnt-pluriharmonique pour 0 <t <
m).

h- (V) désigne 'espace des polynomes pluriharmoniques sur V.

Remarque 7.4.2.

i) Sile P. H. (L, p, V') est Q-irréductible, un polynéme harmonique est Q-
harmonique et un polynome pluriharmonique est w-pluriharmonique.
ii) Sur un P. H. commutatif les deux premieres notions sont confondues
et h(V) = C.
iii) on a b, (V) C h(V).

Notation 7.4.3. Comme d,, > d,,_1 > ... > dy, on note:

N:{A:(a§)0<l<m e M(m+1,d,+1;N)/a -—0p0urj>dl-}

0<i<dm

N* = {(a}) ozizm € N/ah =0 pour 0 < i < m}

0<j<dm
et N ={(a}) osizm inN/af >0 pour 0 <i < m}

0<i<dm

SiAeWN, onnoteA—I:(bz-) o<icm avec by = ah — 1 (pour 0 < i < m)

0<j<dm

Remarque 7.4.4. 1l est clair qu’une représentation irréductible o inter-
venant dans la décomposition de (L, C[r]) est paramétrée par une matrice
A € N. On note Uy 'espace d’une telle représentation.

LEMME 7.4.5.

i) L’opérateur P(0) induit un isomorphisme de H-modules de Uy sur
Ua-1.
ii) Pour tout A € N*, lopérateur P(9) est nul sur Uga.

i)
ii) bary (V) = D aen+Ua-
iv) Z(V) = @A€N+ Ua.
v) Clr] =Z(V) ® bag, (V).
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Démonstration. Vu que la représentation (L, Clr]) est équivalente a
la représentation (L, C[U]), alors le lemme est une simple conséquence des
résultats précedents.

Notons Jr(V) l'idéal de C[V] engendré par les wf (0 < t < m et
0<i<k).

LEMME 7.4.6. C[V]=J:(V)® H(V).

Démonstration. L’espace H.(V') est le complémentaire orthogonal de

Tx(V).
PROPOSITION 7.4.7. C[V] = C[n] - Hr(V).

Démonstration. 11 suffit de montrer que tout polynéme homogene est
dans C[n] - H,(V).

Soit P un polynéme homogene de degré d. Par la proposition précé-
dente, P =P, + Py ou P, € J:(V) et P, € H,(V).

Donc, P(z) = Pi(z) + Ygcrem Sort, QL (z)mt(x) avee d°Qt = d — Ny et

ainsi, on a le résultat par récurrence sur le degré de P.
PROPOSITION 7.4.8. C[V] = C[r] ® H,(V).

Démonstration. C’est une simple conséquence des propositions précé-
dentes et du fait que les 7! soient algébriquement indépendants.

PROPOSITION 7.4.9. C[V]=Z(V) @ Hp, (V) @ Hry (V).

Démonstration. C’est une simple conséquence des propositions précé-
dentes.

CONCLUSION 7.4.10. h(V) = (@AEJ\/* UA) ®@ Hr (V).
Ainsi, C[V] =Z(V) @ h(V).
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