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Continuing the work of Dunfield, we determine the fibred status
of all the unknown hyperbolic 3-manifolds in the cusped census.
We then find all the fibred hyperbolic 3-manifolds in the closed
census and use this to find over 100 examples each of closed
and cusped nonfibred virtually fibred census 3-manifolds, in-
cluding the Weeks manifold. We also show that the corank of
the fundamental group of every 3-manifold in the cusped and in
the closed census is 0 or 1.
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,�!" �� �'&����( �'������%(�* 9�� ��, ������� � ��

��! 	'����!���! �'!�%���! �!��� G  �� β1(G) = 2* � ��
� �!� �!� �� ��$���� �����! ��  �����!� ���� �!�� G

���� Z ��(  �!� 9!�,�=� �%��!�� � ,�!"� �� � � ��%%�,'

��� ,��* 5� (!�, � � +!�(�&�( ��( &�&%�&�%%� !�(�&�(-

!�%����� �� � �,�'(���������% �!�() ��( �� ��  �� F�!� �2'

��������% ��� �� ��� a ��( b ,� $��� �� � � �!����* 5�

� �� &����(�! � � &��#�2  �%% C �� R
2 �� � �� ��� ��(

!���!( �  �����!� ��� �!�� G ���� Z �� � (�!�&�����%

#�&��!) ,�� �%��� n/m ��! χ(a) = m,χ(b) = n* � �� � �

 �����!� ���� ,�� $����%� ����!���( "�!��% �!� � ���

,�� �%��� %���� ���,��� +��� ��� ��&%�(���- � � �%��� ��

� � ���,�!( �������� ��!��%� �� �,� ��&&����#� �(��� ��

C) �!�#�(�( � �� � � ;������ #�!��2) , �& ,�%% �� � #�!'

��2 �� � � ��� )  �� ��%� ���� �����( � !��� ��&� , ��

� � ���  �� ���� �!�&�( ���L �� ,�%% �� � � #�!��&�%  �'

����!� ��� �� ��( ��%� �� C  �� �  �!�F����% ��(� ��

%���� � �� � � ��� � �� �� �����( � !��� ��%� ��&�L ��(

����%�!%� ��! � �  �!�F����%  �����!� ���* :� ��&�) �

 �����!� ��� �� !��%%� !��!������( �� �,� #�&��!� ,�� 

� � ���� �%���) �������� �� �������� (�!�&�����) ��( ��� 

�� � ��� ���� ������� � � ���#� &��(������) ��� ��! � �'

������%( �!��� � � &��(������ �� ��& �� � � �,� #�&��!�

,�%% �� �!�� �! ��%�� ����� �! ��&���� C  �� !��������%

������!� �� �!(�! 	*

2.1 Example

.�� �� (������!��� � �� �!�&���* 5� %��" ��! �'&����( �'

������%(� �� � � &����� ,�� β1(M) > 1 �� � �� ,�  �#� �
#�!���� ��  �����!� ���� �� ,�!" ,�� * � � �!������%�

&����( &����� �� (�#�(�( ���� � !�� ��!��) ,�� � ���  �'

��!��%�& �'������%(�  �#��� � (�&���������� ���� $#� �!

%��� �(��% ���!� �(!� ����� �����!�( �� �!(�! �� ��&!���'

��� #�%��� ��( ,�� � � �!�$2 �* � �� � ��� &����(

�'������%(� ,�� � (�&���������� �� ��2 ��( ��#�� �(��%

���!� �(!� �!� �!(�!�( ����%�!%� ,�� � � �!�$2 � ��( �

!����&��#�%�* +� � � %��� ��&%�(�� ����!������%� &����(

 ���!��%�& �'������%(� ,�� � � ���!��!���� (�&����'

������) , �!��� � � � ��( # ��&����� &������ ����!�%� ��

�!������%� �'������%(�) �� �,� ����!��� %���� �!� ��(� ��!

� � ����!������%� ����*- 5� $�( ��%� �
7?) #���?) ��(

#�	
?) �%% ,��  ���%��� Z + Z* @���C�� ��#�� � �'
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FIGURE 1* ������� �	 
�� ��
�
��� 
��
 	���� ������ ��

 C�

����!���! �!���������� ��! � � ���(������% �!��� �� �,�

�� � ��) ��� ,� ������

π1(#1539) = 〈a, b|a4B2Ab3AB2Ab3AB2〉
,�� (m, l) = (Ab,B3a5B2) � ����� ��! � � ���(������%

�!��� �� � � &���*

� �� �2���%� ,�%% �� ����!���� �� @�&���� >* 6!�,���

��� � � !�%����� �� ��!� � � &��#�2  �%% C �� �� D���!� �

��( ����� 9!�,�=� �%��!�� � !�#��% � �� �%% ��� � � � !��

 �����!� ���� +����!��� �����- χ(a) = 1, χ(b) = 0L
χ(a) = 1, χ(b) = 1L ��( χ(a) = 1, χ(b) = 2  �#� $����%�

����!���( "�!��%*

� �� ,� ��� � �� (���!������ � � $�!�( ������ ��

&����(  ���!��%�& �'������%(� ,�� � 	'����!���! �'

!�%���! ���(������% �!��� �!���������� �!������ �� �!��'

%��) ��� ��! � &%���( �!������%� �!!�(�&��%� �'������%(

M ,�  �#� � �� �#�!� �!���������� �� π1M  �� �� %����

�� ���� ����!���!� �� !�%���!�* � �� �� ,��%( �����!

 �!� � �� 9!�,�=� �%��!�� � �� ��, �� �� ���)  �,�#�!

,� ��"� �� ��#���� ��� �����% ������ ������� ,�  �#�

� 	'����!���! �!��� G = 〈a, b|r1, . . . , rm〉 � �� ��� 	'

����!���! �!��� Γ �� � � ��!� 〈a, b|r〉 , �!� r �� ��� ��

� � ri +�! �#�� ;��� � &��������&� �� r1, . . . , rm- ��!;�&��

���� G* :� ,�  �#� � $����%� ����!���( "�!��% K �� �

 �����!� ��� χ �!�� Γ ���� Z) , �& &�� �� (���!'

����( �� 9!�,�=� �%��!�� �) � �� � � ����� �� K �� G

�� ���%% $����%� ����!���() �� � � ��%� ����� �� , �� �! χ

��&��!� � !��� G ��( � �� �� ����%� ��%#�( �� %��"���

�� � � ���%����������� �� Γ ��( G* :� ��!��&�%�!) �� ,�

 �#� � ��!;�&���� �!�� ��� Γ = π1M �� ��� G = π1N

, �!� M ��( N �!� ��� &����&� �!������%� �!!�(�&��%�

�'������%(� ,�� β1(N) = β1(M) � �� M �� $�!�( ��'

�%��� � �� N �� ���*

�� ��#���� ��� �( �� ������ ���(������% �!��� ��!'

;�&����� �!�� �'������%(� �� �� �! �'������%(� �� � !��� 

� � ��� �� 6� � ��!��!�) , �!� ,� ����& � ��%�( ��!��

�� � &�������� �� � � ����(�!� �� � &����( �'������%(

M * :� � � &���  �� ����!���!� m ��( l �� π1M � ��

(p, q) 6� � $%%��� ��! &��!��� ������!� p, q ,�� q ≥ 0
����� � �� ,� ����& � � &�!#� mplq �� � � &���!���'

��%� &�!#� �� � � ��%�( ��!��) � �� �((��� � �� !�%�����

�� π1M ��( !�(�&��� � � �����! �� &���� �� ���* :�

,� ���!� ,�� � �'&����(  ���!��%�& �'������%( M ,�� 

β1(M) = 1 � �� � �!� ,�%% �� � ������ 6� � ��!��!�

��!���� � &%���( �'������%( N ,�� β1(N) = 1 +,� ��� �

&�%% � �� &�!#� � � %������(�) �� ���%��� ,�� � "��� �� S3

, �!� � �� �� � � ��%� ����%� &%���( &�!#� �� � � ����('

�!�  ���%����� �� 
- ��( � �� �� M �� $�!�( ��( N ��

�!!�(�&��%� � �� N �� �%�� $�!�() �� � � !�%�#���  ���'

��!� ��� χ : π1M → Z ��&��!� � !��� N * :� ��&�)

 �!� ,� (� ��� ���( �� "��, � �� N �� �!!�(�&��%�) ��

���� �� ��&��!��� � �� ������!�&�%%�) ��&���� ,� �!� ;���

��!��!���� 6� � $%%��� �%��� � � ����(�!� �%��� �� � �

$�!� �� M * � �� ����!#����� ,�%% �� ���( �� @�&���� >)

��� �� &��&%�(� � �� ��&���� %�� �� ���%� � �� �� ��! �2'

���%� M = #���?* C�!��!���� (p, q) 6� � ��!��!� ,�� 

� � ���#� ����� ��! � � &��� ����� � �� � � ��%�  ���'

��!� ��� χ � �� ��&��!� � !��� π1N �� χ(a) = χ(b) = 1
+��%��� (p, q) = (5, 1) �� , �& &��� � �� �%% (�- , �& ��

��� �� � � � !�� �2&�������%  �����!� ���� �� � �� (���

��� ��%% �� � �� N �� $�!�(* 3�,�#�! ,� &�� ��� � � 6� �

$%%��� !�%����� ������( �� ��#� �� � ��!�� 	*�*

Theorem 2.1. ����� ����� �	
	����� 
�	� ������ ������

����� 
���� ����	������ ��
�	������ ���� ���	��� ����
��

������ 5� ��"� #���?+p)�- ��( &����(�! Γ = 〈a, b|mpl〉
, �& ��!;�&�� ���� ��� ���(������% �!���) ,�� β1(Γ)
�%�� ����% �� � �� p �= 5* ��"��� � �  �����!� ���

χ(a) = χ(b) = 1) ,� (!�, ��� � � !�%����� �� �� D��'

�!� 	) , �!� ,�  �#� &��&�%%����� �%��� � � (����( %����

�� p > 0 ��� ,� ���%%  �#� � ������ ��2���� ��( ����'

���)  ��&� � $����%� ����!���( "�!��%* 5� � �� ���%�

� �!����=� 6� � ��!��!� � ��!�� �� ������  ���!��%�&'

���)  ��&� �!!�(�&���%��� , �& ��#�� �� � � $�!�( �!��'

�!��) �%��� ,�� � � ��&� � �� � ��� &%���( �'������%(�

 �#� #�%��� �&&���%����� �� � �� �� #���?*
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3. THE ALEXANDER POLYNOMIAL

3����!�&�%%�) � � �%�2��(�! ��%������% ,�� $!�� ���!�'

(�&�( ��! "���� �� S3 ��� �� &�� �� (�$��( ��! ��� $'

����%� �!������( �!���* �%� ��� �� �� ��� ��%� �� ��#�

�� �� ��& ����!������ �� � � 9B@ ��#�!����) ��  �� � �

�(#������ � �� �� �� ��!��� ���!,�!( �� ,�!" ��� �!�� ���

$���� �!���������� �� � �!��� ����� D�2=� �!�� (�H�!�����%

&�%&�%��* � �!���!�) ,� ��#� � �!��� (��&!������ �(������

� � ���!��& �� D�2 �� /4!�,�%% ��( D�2 >�1*

.�� � � $����%� �!������( �!��� G �� 〈x1, . . . , xn|
r1, . . . , rm〉 �� ��!�� �� ����!���!� ��( !�%���!�) ��( %��

��� �!�� ���%���������� �� ab(G)) , �& ,�%% �� �����!� �&

�� Z
b , �!� b = β1(G)* :� Fn �� � � �!�� �!��� �� !��" n

,�� �!�� ����� x1, . . . , xn � �� � (�!�#����� �� � � �����!�%

�!��� !��� Z[Fn] �� � ��� �!�� Z[Fn] �� ����%� ����������

D(v1 + v2) = Dv1 + Dv2,

D(v1v2) = (Dv1)τ(v2) + v1Dv2

, �!� τ �� � � �!�#��%���!� ����%� � � !���  �����!� ���

�!�� Z[Fn] �� Z ,�� τ(x) = 1 ��! �%% x ∈ Fn* :� �� �

��&� � �� ��! ��& �!�� ����!���! xj � �!� �2���� � ������

(�!�#����� Dj ) �%�� ,!����� ∂/∂xj ) ��& � �� ∂xi/∂xj =
δij * �� &�%&�%��� � � ���!���% (�!�#���#�� ∂w/∂xj ��! ���

w ∈ Fn ,� &�� ��� � � ��!��% !�%��

∂xi

∂xj
= δij ,

∂x−1
i

∂xj
= −δijx

−1
i ,

∂(w1w2)
∂xj

=
∂w1

∂xj
+ w1

∂w2

∂xj
,

, �!� ����!�%%� w2 ,�%% �� � � %��� %����! �� � � ,�!(

w = w1w2* .�� γ �� � � ����!�% ��� �!�� Z[Fn] ��
Z[G] ��( %�� α �� � � ���� �!�� Z[G] �� Z[ab(G)]* � ��
� � �%�2��(�! ���!�2 A �� � � �!���������� �� � � m× n

���!�2 ,�� ���!���

aij = αγ

(
∂ri

∂xj

)
.

5� (�$�� � � k� �%������!� �(��% Ek(A) �� �� � � �(��%
�� Z[ab(G)] ����!���( �� � � (n − k) × (n − k) ����!�

�� A �� 0 < n − k ≤ m) � ��) ��(�! � �� ��������) k ��

� � �����! �� &�%���� � �� �!� (�%���( �� ��!���� � �

����!�* D���%%�) ,� (�$�� � � �%�2��(�! ��%������% ∆G

�� �� � � ����!���! +�� �� �����- �� � � ���%%��� �!��&���%

�(��% &��������� E1(A)* �� &�%&�%��� �� ,� &�� & ���� �

����� (t1, . . . , tb) ��! ab(G)) ���%� � � �!�� (�H�!�����% &�%'
&�%�� �� ���#� ��( � �� ��!� ��! ���!�2 �� �#�%������*

D!��  �!� ,� &�� (���!���� � � ����!� ��( � ��!  �� ���

&����� ��&��!* <� &��!�� � �� ,��%( �� �� %���%� ��� �� ��

(����(�( �� � � �!���������� �� G) ��� � �� �� �� ��#�!�'

��� &�� �� ���� (�!�&�%�) �� � �,� �� /4!�,�%% ��( D�2 >�)

K:: �*�1) �� ����!#��� � �� ���%���� � ����F� �!�����!'

������ �� � �!���������� (��� ��� & ���� � � �%������!�

�(��%�* �%��!����#�%� ,�  �#� � ����%���&�% (�$������ ��

� � �%�2��(�! ��%������%) �� (��&!���( �� /E&E�%%�� 
	)

@�&���� 	1 �! /6��$�%( 
�) @�&���� �1� �� X �� � $���� 45'

&���%�2 ,�� π1X = G ��( f : X̃ → X �� � � !���%�!

&�#�! &�!!�����(��� �� � �  �����!� ��� α �!�� G ��

ab(G) � ��) ��"��� p ∈ X) � � �%�2��(�! ��(�%� �� X

�#�! � � �!��� !��� Z[��(G)] �� H1(X̃, f−1(p); Z)* � �

&����&���� ���,��� � � �,� ���!��& �� �� � �� �� ��"���

� �!�� !���%����� �� � �� ��(�%�) ,� ������ � � �%�2��(�!

���!�2 �� ���#� +�! !�� �! ��(�! ��! �������� �� �� � �

�!������� �� A-* � � �%�2��(�! ��%������% ∆G �� ��%�

(�$��( �� �� �����) � �� ,� &�� � ��" �� ∆G �� � .��'

!��� ��%������% �� Z[t±1
1 , . . . , t±1

b ] �� �� ��%���%�&�����

�� ±tk1
1 · · · tkb

b * <� &��!�� � � �&���% &��G&����� (����(

�� � �� �����* @�������� � �!� ,�%% �� � ����!�% & ��&�)

��& �� ��! � b'&�������� %��" �� S3 , �!� ,� ,��%(

��"� ��!�(���� ����� ��& %��"* 3�,�#�! ,� ��� � ���

�� ����!�%  �#� � �� %�2�!�) �%� ��� ,� &�� �%,��� ��"�

� & ���� �� ����� �� ��&����!� �� ������� ti = ski1
1 · · · skib

b

,�� � � #�&��!� (ki1, . . . , kib) ��"��� �� �� �%����� ��

GL(b, Z)*
� � ���%��� �� � � �%�2��(�! ��%������% ��! ��  �!� ��

� � ,�%% "��,� !���%�) (�!�#�( %���!) � �� �� ,�  �#� �

&����&� �'������%( M ,�� β1(M) = 1 � �� ��� �%�2��'

(�! ��%������% ∆M (t)) �� � �� &��� � .��!��� ��%���'

���% (�$��( �� �� ����� ��( ,�� ∆M (1/t) ����% ��

∆M (t) ����� � ����) �� ����& �� M �� $�!�(* 5� �%��

 �#� �� 6��$�%( � ������%� ����!�%������� �� � �� ��! � �

&��� β1(M) ≥ 2 , �& ,� ,�%% ��� %���!* � ��!�� �*�

�� /6��$�%( 
�1 ������ � �� �� � � �%�2��(�! ��%������%

∆M  �� �� ��!�� ,�� &��G&����� � �� �!� ±1 � �� M

�� ��� $�!�(* E�!� �!�&���%�) %�� N �� � � B�,��� ��%�'

���� �� ∆M ) � �� �� � � &��#�2  �%% �� R
b �� � � ������

(k1, . . . , kb) , �!� tk1
1 · · · tkb

b �� � +����!�#��%- ��!� �� ∆M *

:� ���� �� � � #�!��&�� �� N  �#� &��G&���� ±1 �� ∆M

� �� � � 9��!�'B������'@�!���% ��#�!���� Σ �� π1M ��

����� ��( �� � �!� �!� ��  �����!� ���� ���� Z ,�� 

$����%� ����!���( "�!��%*

4. THE UNKNOWN CUSPED 3-MANIFOLDS

5 �� 6��$�%( !��  �� �!��!��� �� � � �)7�� �'������%(�

�� � � &����( &����� �� ��� , �& ,�!� $�!�()  � $!��

��� �� � � &������! �� ���%� 9!�,�=� �%��!�� � �� ���

�'������%( M ,�� � 	'����!���! �'!�%���! �!����������

��( ,�� β1(M) = 1* �� ,�  �#� ���� �� @�&���� 	)
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� �� �� ���!�����( �� ��!������ ��( ��#� � (�$���� ������

���,�!* � � �!��!�� ���" ����� � ������ �� ����% ��

&���%��� � � �)�
� �2���%�� ��#�� �� ��) �)>�� �� , �& 

,�!� $�!�( ��( ��	 �� , �& ,�!� ���*

� � �� �! �%��!�� � � �� ,�� ���%��( ,�� .�&"����=�

�(�� �� ���� �(��% �!�����%������* 5� ,�%% ��� �� �����

� �� ��&���� ��! ��� ���� �� �� ��� �(� � �� ��%� !�'

���!� "��,%�(�� �� � � ���(������% �!���L ,� ���� ��%�

� �� � �� �!�&��� ,�%% ��� ��%% �� � �� � � �'������%( ��

���$�!�( ��� ��  �� �� !���!�&���� �� ���#� �� � � ���'

��! �� ����!���!� �! !�%���!�* 5 �� � �� ,�� ���%��(

�� � � &����( &����� �� �!�(�&�( ��� ��!� �! $�!�( �'

������%(�) �� ,�%% �� &��$!���� � %�� �� � � �'������%(�

�%!��(� "��,� �� �� $�!�( �� 9!�,�=� �%��!�� �* � �!�

,�!� ���� �'������%(� � �� �� (�( ��� ,�!" ��!) ��( � �

!������ ���� ,�� � %�� %����!*

� �� � �� %��#�� �>? &����( �'������%(� , ��� ������

�� ��"��,�* :� � �� ��&���� ,� ,�%% (���!���� , �� �! �!

��� � ��� �!� $�!�(* �� ��� ��"��,� �'������%(  ��

�%!��(� �����( � !��� � � �,� �%��!�� �� ���#�) ,�

�!�&��( �� � #�!���� �� %����( ��� �(� ��#�%#��� ��,�!

��( ��,�! �'������%(�* 5� ,�!" �� � � ���������� � ��

� �� �!� ���� %�"�%� �� �� ���$�!�() ��&���� � $�!�(

�'������%(  ��  �( �,� & ��&�� �%!��(� �� �� (���&��()

��( � �� ��%� �� � � #�!� ��( (� ,� �(��� � � �������%���

� �� , �� !������ ��� � �� $�!�(*

4.1 Use Other Data

:� /4�%%� �� �� �%* ??1) �%% "���� �� S3 �����!��� �� � � �

�! � ��!� �� � � &����� �!� (���!����( ��( %����()  �%�'

��%%� ,�� � � ����� �� � ��! $�!� �! �� � �� � �� �!� ���'

$�!�(* 5� ��� � �� ,�%% �������� 6��$�%(=� %��� �� �!�'

#�(� � ��%%�! (��&!������ �� ��& �'&����( �'������%(�* 5�

$�( ��!��%#�� ��!"��� �� ��"��,� �'������%( �� � �&&�'

������ ��
	 �� � � ���$�!�( "��� 946 �� � � �%�2��(�!'

9!�����M�%����'9��%�� ���%�� +��! �%��!����#� ����� ,�

 �#� �)�)	 �' �� 4��,�� �������� �! 9n5 �� � � 6�,"�!'

� ���%�� ,���� �!(�!��� ���( �� 0����&���) , �!� n (�'

����� � ����%��!������ "���-) �7
? �� � ���$�!�( "���

,�� �� &!������� +����#�%���%� �)�)	 �' �! 11n139-) ��(
�

� �� � � $�!�( "��� 10140 +����#�%���%� �)�)	 �' �!

10n29- ,�� ����� 	* +� �� %��� ��� �� ����, �� %�&"��

#�!� ��, �� � � !�������� �'������%(� �!� $�!�(*-

4.2 Any Other 2-Generator Groups?

:� � � &��!�� �� ��! ���(�) ,� ����( ��� �'������%(

M ,�� � 	'����!���! �'!�%���! �!���������� ��( ,�� 

β1(M) = 1 , �& ,�� %����( �� ��"��,�* � �� �� #�
�>

,�� �!����������

a3b3AbAb3a3b3AbAb4AbAb3

, �& ,� ��� �� �� ����(�!( ��!� ,�� !����&� �� a* <�

���%���� 9!�,�=� �%��!�� �) ,� !��& � � ��� ����! � �

��((%� a3 ��!� , ��&� ,�  �#� b3) �� � �� �� ��� $�!�(*

5� �%�� $�( �,� 	'����!���! �'!�%���! �'������%(� M

,�� β1(M) = 2 ��( ,�� ������ ��"��,�) ��! , �& ,�

&�� ��� � � �2���(�( #�!���� �� 9!�,�=� �%��!�� �* 5�

&�� ���&"%� & �&" � �� � ��� �!� � � ��%� ��"��,�� ��

� �� ��!� ��&���� � � &����( &����� &�%%�&�� �'������%(�

,�� � � ���� �����! �� &���� ����� �!* 9�� β1(M) ��
�� %���� � � �����! �� &���� ��( ,� "��, � �� � �!� �!�

��%� � !�� &���� , �!� M  �� ��� &��� ��� β1(M) = 2)
,�� � ��� %����( �� $�!�(* � �!���!� ,� ,�!" (�,� � �

���%� �� 	'&����( �'������%(�) �%% �� , �&  ����� ��  �#�

β1(M) = 2) ��( %��" � �� �� �� 6��$�%(=� %���* 5� "��,

� �� ��� �! � �� ,�%% �� �!�#�( $�!�( ����� ���� ��%�������

�! � �� ,�%% �� ��"��,�* :� ��&� ,� $�( � �� �� �� � �

��!��! �� �%% ��� ���! &����� #	?��) #��
?) #��7�) #��?>*

� � %��� �,�  �#�  ���%��� Z5 + Z + Z ��( Z3 + Z + Z

!����&��#�%� �� �!� ��� 	 ����!���!) ��� ,� $�(

π1(#2943) = 〈a, b|
abAB2AbaBAba3bABab2aBAbaBA3B〉,

π1(#3379) = 〈a, b|
abABa3BAbaBAbaB2abABabA3baBAbaBAb2AB〉,

���� �! �� , �& �!� $�!�() ���� �� (!�,��� ��� � � !�'

%����� ��( ������ � �� �%% #�!��&�� �� � � &��#�2  �%% �!�

�����( � !��� ��!� � �� ��&�*

E�!��#�! � �!� �!� ��%� � !�� �'&����( �'������%(�

M ) �%% �� , �& �!� $�!�( ��(  �#� β1(M) = 3) ��(
���� �� �%% ,�� ��!� � �� � !�� &����* � �� ��, %��#��

��%� �'&����( �'������%(�) ��( #��7� ��( #��?>*

4.3 The Alexander Polynomial

5� ��, ��!� �� � � � � �!�����% ���������� �� 6��$�%(

�� &�%&�%����� �%�2��(�! ��%������%�* <�&� ���� �!�&'

��&� �� �����() � � �!�&��� ��&���� ��& �����! �� ,�

��� � �� ,�%% ���%� �� �� �%% � � !�������� ��"��,��*

.�� �� $!�� ������ � �� M �� � �'&����( �'������%( ,�� 

β1(M) = 1* �� ��������( �� @�&���� �) ���� ��"��� t ��

� ����!���! +�� ������!� �� (��� ��� �����! , �& ���-

��! ab(π1M) ,�  �#� � �� � � �%�2��(�! ��%������% ��

M �� �� �%����� �� � � !��� Z[t, t−1]) �� �� ����� , �& 

�!� t±k ��! k ∈ Z*

:� � � �!�&��� �� &�%&�%����� � � ��%������%) ,� ����(

�� ���&"��� �� ��"� ������������� �� � �� ,� �%,���  �#�
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� �!���������� ��! π1M , �& �� �� ����(�!( ��!� ,�� 

!����&� �� ��� �� � � ����!���!�) ��� x* � �� �� �� ����

� �� ∂ri/∂x = 0 ���� �#�%������ ��! ��& �� � � !�%������

ri� $!�� ���� � �� α(gj) = 1 ��! �%% � � �� �! ����!���!� gj

�� ��! �!����������* � �� , ���#�! ,�  �#� �� x �����!'

��� �� ri �� &���!������ � ��!� , �& �� +���� �#�%������-

tk) , �!� k �� � � �2������ ��� �� x �� � � ���,�!( ��

ri ��!�&�%� �� � � %��� �� � �� �����!��&� �� x) , �!��� ��

X &���!������ −tk , �!� k �� � � �2������ ��� �� x ��

� � ���,�!( �� � � %��� �� ��( ��&%�(��� X* � � !���%�

� �� ��%%�,� �� ���!��� �H ��& x ��( � � X ,�� , �& 

�� &��&�%� , �� �%% �� �! gj �!� ��� �� � � �(������* �

���&��% &��� �� � �!���������� �� ����(�!( ��!� �� , ��

��& !�%���!  �� ��%� ��� �����!��&� �� x) , �& ,� !���!

�� �� ����%� ��!� ,�� !����&� �� x) �� ,� ���

ri = xuiXvi ��(
∂ri

∂gj
= kijt + lij , +�N�-

, �!� ui, vi &������ �� �����!��&� �� x ��( X) ,�� 

kij � � �2������ ��� �� gj �� ui ��( lij � �� �� gj

�� vi* :� ��!��&�%�!) �� M �� $�!�( �#�! � � &�!&%�

,�� $�!� � � ��!��&� S) �� � �� π1S �� �!�� �� !��"

n) � �� ,� &�� ��"� � �!���������� ��! π1M �� � �

��!� 〈g1, . . . , gn, x|r1, . . . , rn〉) , �!� ri = xgiXvi* � ��

∂ri/∂gj = δijt + lij �� � �� � � �%�2��(�! ��%������% ��

� � & �!�&��!����& ��%������% �� � � n × n ����(!���

���!�2 −lij ��(�&�( �� � � �%���� ���) ��(  ��&� ��

����& ,�� (��!�� n* � �� ,� %��" ��! �������& �%�2��'

(�! ��%������%� �� ��! &�%&�%������ ��( &��&%�(� � ��

� ��� �'������%(� �!� ���$�!�(*

:� ��&�) �� � � &��� �� � 	'����!���! �'!�%���! �!��� G

,�� β1(G) = 1) � �!� �� � ��!��� ���!,�!( &����&���� ��'
�,��� 9!�,�=� �%��!�� � ��( � � �%�2��(�! ��%������%

∆G� � � ,�� �� ��� � �� �� �� ������ � �� G = 〈a, b|r〉
�� �� ����(�!( ��!� ,�� !����&� �� a ��( � �� ��&� � �

!�%����� �� (!�,� ��� ,� ���� � �� � � �!�&��� ��#�� ��

&�%&�%����� ∆G �� ��!�%� � �� �� &������� � � �����!'

��&� �� b� +, �& &���!����� +1- ��( B� +−1- �� � �

!�%����� �� ��& %�#�%) ��( � ��� #�%��� �!� � � &��G'

&����� �� ∆G* :� ��!��&�%�!) ,� ������ � #�!� #����% ��'

��� � ����  �, � 	'����!���! �'!�%���! "��� &��%(  �#�

����& �%�2��(�! ��%������% ��� ��� �� $�!�(� � � !�%�'

���� ���� !��& ��� ���" ��!� � �� ��&� ��( �%% ��� ���

�� � �� ���� &��&�% ���* ���� �! �2���%� �� � �� ,�

&�� ����%� !�&������ �'���&��!�( ��!�� ���(%�� �������

 ���!��%�& �'������%(� ,�� 	'����!���! �'!�%���! ���(�'

�����% �!����� �� π1M = 〈a, b|r〉) ,�� r !�(�&�( ��(

&�&%�&�%%� !�(�&�() �� � � ���(������% �!��� �� �  ���!'

��%�& �'������%( M � �� M �� � �'���&��!�( ��!�� ���'

(%� �� ��( ��%� �� β1(M) = 1 ��( � � !�%����� %��� ��

��%� � !�� %�#�%� ,�� � ������ ��2���� ��( �������

, �� (!�,� ��� �� ����(�!( ��!�* � �� �� ��&����  ���!'

��%�& �'���&��!�( ��!�� ���(%�� M ����  �#� β1(M) = 1
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����& ���(!���& �%�2��(�! ��%������%* 3�,�#�!) �� ,�
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M���!���� �� � � ��"��,� &����( �'������%(� M ) �%%

��! &�%&�%������ �!� �� �'����!���! 	'!�%���! �!���� ��

� �� ,� ��� π1M = 〈g1, g2, x|r1, r2〉 ���� ����(�!( ��!�

,�� !����&� �� x ��( � �� ,� &�%&�%��� � � (���!������
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%������ �!� �� ����%� ��!� ,�� !����&� �� x) � �� �� �� ��
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� � �!�&��) ���&� � � �%�2��(�! ��%������% ,�%% �� +��
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&��G&���� �� t2) ��( � �� (��(lij) , �& �� � � &�������*

� ��� ���� �� ����% , �& �&�� �� � �����% & �&") ��#��

� �� ,� �!� (���� � ��� ��  ��( +��( �!�  �!� ��� ��'

��!����( �� � � ��((%� ��!�-* E�!� ����!�%%�) ,� ����!�

� �� ��! !���%� �� � .��!��� ��%������% � �� �� ������'

!�& ��(�! t 	→ t−1* � � !���%�� �!� %����( �� ���%� � ,�� 

��%� ��2 �� � ��� ��"��,� �'������%(�) ,!����� �� ��%()

 �#��� � ����& �%�2��(�! ��%������%* 5� &�� (!�, (��'

����� &��&%������ ��! �,� �� � ��� !�&�%% �!�� @�&���� �*�

� �� �

� �� � $�!�( "���) , �!��� #	��
 ,�� �%�2��(�!

��%������% t+1 �� (��!�� � &����� �� $�!�( ��&���� � �

$�!� ����!��� ,��%(  �#� �� �� &�&%�&*

5� &�� ��� �!�� � � ���%� � �� ���� �!���!���� �� � �

�%�2��(�! ��%������% �� � "��� �!� �� %����! �!�� �� � ��

,�(�! �������� ��! ������&� ,� �� %����!  �#� |∆M (1)| =
1* :� ��&�) ,� &�� ��� �!�� ��! ��� �( �� &�%&�%����� ��

∆M �� � �!���������� �� ����(�!( ��!� � �� ��! t = 1
,� �!� ;��� ��!���� � � ��������� �� � � �2������ ����

�� � ��� ����!���!� +�%% ��� ���- , �&  �#� $���� �!(�!

��  ���%���) �� ∆M �� ��#�! F�!� ��&���� |∆M (1)| ��
�%,��� � � �!(�! �� � � $���� ��!� �� � �  ���%���* +��

� �� ,�� ��� "��,� �� �� , �� $!�� &����%��� � � ���%�)

�� �!�#�(�( ���� �! �����% & �&"*- 5� &�� �#��  �#� �

&����� ��&��! �� �%% � � &��G&�����) �� �� ∆s773(t) =
2(t3 + t2 + t + 1)* E�!��#�!) � �� �2���%� � �,� � ��

�%�2��(�! ��%������%� �!� ��� ��&����!�%� �� �#�� (��!��

�� � �� �!� ��! "����L �� �! �2���%�� ��  ���!��%�& �'

������%(� ,�� �%�2��(�! ��%������%�  �#��� �(( (��!��
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�!� �� M �� $�!�( �� � ��!��&� ,�� �� �#�� �����! ��

����(�!� &��������� +, �!��� "���� &�� ��%� �� $�!�(

�� � ��!��&� ,�� ��� ����(�!� &��������-*

5� �%�� ���( �� &����(�! � � ��"��,� 	'&����( �'

������%(� #��7� ��( #��?>* ��"��� � � ��#�� �!������'

���� ��! G = π1(#3384) ��( ������� �� ���� ����(�!( ��!�
,�� !����&� �� (b, c) #�� � � ������������ a = yB2 ��#��

�� � � �,� !�%������

y3B2Cb2y2Bcb, yB2Cb2Y c,

�� � � �%�2��(�! ���!�2 �� +�!(�!��� � � ����!���!� ��

(b, c, y) ��( ����� � � ������ �� b, c �� ab(G) �� � �����)

��! , �& ,� �%�� ,!��� b, c-(
b−2c−1(1 − c) b−2c−1(b − 1) c−1(2 + 3c)

b−2c−1(1 + b)(1 − c) b−2c−1(b − 1)(b + 1) c−1(c − 1)

)

��#��� � � � !�� ����!� +�� �� �����-

m1 = −(b − 1)(3bc + 2b + 2c + 3)

m2 = (c − 1)(3bc + 2b + 2c + 3)

m3 = 0,

� �� � � �%�2��(�! ��%������% �� 3bc + 2b + 2c + 3*
@���%�!%� � � ��#�� �!���������� ��! π1(#3396) �� �%'

!��(� �� ����(�!( ��!� ,�� !����&� �� (b, c) �� �(������
� � ���� �������� ,� $�( ��� �%�2��(�! ��%������% ��

2(b − 1)(c − 1)* �� ��������( �� � � ��( �� @�&���� �)

� �� ��#�� �� � �� #��7� ��( #��?> �!� ��� $�!�(*

4.4 Fibred after All?

5� ��,  �#� �� ��&� �� �� � � ���! !�������� ��"��,��

��?�) #	7>?) #�
?�) #����) ��( � ��%( ��"� ��!����%� � �

�������%��� � �� � �� �!� $�!�(* :� �� � �� ,� ����  �#�

� �!����������

π1M = 〈t, a1, . . . , ar|tait
−1 = wi〉, +�N	-

, �!� ��& wi �� � ,�!( �� a1, . . . , ar ����% �� φ∗(ai))
��! φ∗ � � ��(�&�( ������!� ��� �� π1M �������( �!��

� � �%����  ������!� ��� φ* � ��� ,�!(�) �� ,�%% ��

a1, . . . , ar) ����!��� � � $�!� ����!��� F , �& ,�%% ��

�!�� �� !��" r ����% �� � � (��!�� �� � � �%�2��(�! ��%���'

���%* @�& � �!���������� ,�%% ���( ��!� � �� � � � !��

����!���!� � �� ,�  �#� ���� ��#�� ��! ��! �'������%(�)

��( �� ��� � ��� �� ���� �� ��#� ���,��� � � �,� (�H�!'

��� �!�����������* 3�,�#�! ���� ������ �!� &%��!� ���&�

β1(M) = 1) � � �%������ �� F �!� �!�&���%� � ��� �� π1M

,�� $���� �!(�! ��  ���%���) ��( �� %��"��� ��! � &��(�'

(��� ��! t) ��� �%����� ����!����� � � ��$���� ��!� �� � �

 ���%��� &�� �� ���( ��&���� ,� &�� !��%�&� t ,�� kt

��! ��� k ∈ F ) ��( wj ,�� kwjk
−1 �� � � �!����������

���#�*

:� �!(�! �� ��� �!���( � � �����! �� ����!���!�) ,�

��� $���� &�#�!�* :� π1M �� $�!�( � �� ,� ,�%%  �#�

� � &�&%�& &�#�!� π1Mn �� (��!�� n) ����!���( �� � �

r + 1 �%������ tn, a1, . . . , ar ��( ,�� r !�%������) � ��

&�!!�����( �� � � �%����  ������!� ���� φn* 5 ��

,� ��" E���� ��! � �!���������� �� �� ��(�2 n ���'

�!��� �� ��! �'����!���! 	'!�%���! �!���) �� ���%��� � �

M��(�!������!'@& !���! �!�&��� , �& ,�%% ������ � �!�'

��������� �� 2n + 1 ����!���!� ��( 2n !�%���!�) ��� ����

�� � ��� ��� � �� !�(��(��� �� � � ������ &��%( �� %���*

� �!���!�) ,� ���!� ,�� ��! ��"��,� π1M ) ����� � �!�'

��������� �� ����(�!( ��!� ,�� !����&� �� � ����!���!

x* 5� ��" E���� ��! +� � ����!���!� ��- ����!���� ��

��(�2 n +�� ��#�� � ����!��� �� ��& &��;���&� &%���- ��(

��&" � � &�&%�& &�#�! Hn) � �� �� � � ��� ,�� � � �2'

������ ��� �� x ≡ 0 ��( n +, �& �� ���� �� ���� ��

& �&"��� � �� &��(�����  �%(� ��! �%% �� � � ��#�� ����!�'

��!�-* 5� � �� (����( � �!���������� �� Hn)  ����� ���

��%� � �� �� �� � +d + 1-'����!���! ��( d'!�%���! �!����'

������ ��! d � � (��!�� �� � � �%�2��(�! ��%������%) ���

�%�� � �� � � �!���������� 〈h, x1, . . . , xd|r1, . . . , rd〉 �� ��
����%� ��!� ,�� !����&� �� � � ����!���! h = xn �� Hn*

� �� ,� %��" �� � � d ���,�!(� �!�� h �� h−1 �� ��& !�'

%����� ��( �� � �� �� � ����� ��! � � �!�� �!��� �� x1, . . . , xd

,� &��&%�(� � �� &��;������� �� h ���(� 〈x1, . . . , xd〉 ����
����%�* :� ��, � � ���,�!(� �����!��� �!�� h−1 �� h �!�

�%�� � ����� � �� 〈x1, . . . , xd〉 �� ��!��% �� Hn) ,�� Hn

 �#��� � �!���������� �2�&�%� �� �� �������� +�N	- �� ��

@��%%����= &��(����� ,�  �#� � $���� &�#�! �� M , �& ��

$�!�() ,�� $�!� ����!��� 〈x1, . . . , xd〉*
:� ��&�) ,� &��  �%#� � � ,�!") �� ,� ���( ��%�

& �&" � �� ��� �� � � �,� ���� �� ���,�!(� �� � �����*

� �� ��%%�,� �!�� C!��������� �*� �� 0* @* 9!�,�=� ��'

��! /9!�,� 7
1* @������ � �� G �� � $����%� ����!���(

�!��� ��( χ : G → Z �� � ��!;�&��#�  �����!� ���*

�� ��� � �� � 3BB (�&���������� �� G  �� χ �� ��'

��&����(  �����!� ��� ����� � �� ,� &�� ,!��� G ��

〈B, t|B1 = tB2t
−1〉) ��! B � ����!��� �� G ��( B1, B2

����!���� �� B) ,�� χ(B) = 0, χ(t) = 1* � �� ,�

��� � � !���%� � �� χ ∈ Σ �� ��( ��%� �� �#�!� 3BB (�'

&���������� �� G ,�� χ �� ����&����(  �����!� ��� ��

��&��(���) ����%� B2 = B* :� � �� �� ��) � �� ,� &��

��!� �! ��" , �� �! χ ∈ −Σ) ��� −χ �� ����&����( ,�� 

� � (�&���������� �� G , �!� B1 ��( B2 �!� �,����()

� �� � ��&��( ��� ���,�! ���%��� � �� B1 = B2 = B*

3�,�#�!) �� G �� � �'������%( �!��� � �� Σ = −Σ ��

/9��!� �� �%* 7
) 4�!�%%�!� D1) ������� � �� ��� &��(�����

�� ����� *
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�� ��#� �!�� � � $�!�( &�#�! ��&" �� � � �!�����% �'

������%( ,� ��� /9����� 
��) 4�!�%%�!� 	*>1 , �& ����

� �� �� � � $�!�( �'������%(N �� � $���� &�#�! �� � � &��'

��&� �!������%� �'������%( M ) �� � �� β1(N) ≥ β1(M))
� �� M �� $�!�( �� � � ����!�% ��� ��#�� �� ��&%�����

���,��� � � ��$���� ��!� �� � � ���%����������� π1N ��

π1M  �� "�!��% &����� �!�� � � $�!� ����!��� �� N *

9�� �� π1N �� ����% �� Hn �� ���#� ��( x1, . . . , xd �!�

�%������ �� $���� �!(�! �� � �  ���%��� �� π1M +, �& 

;��� ����� � �� , �� �2�!����( �� �%������ �� π1M � ��

 �#� F�!� �2������ ��� �� t- � ��) ���&� h  �� ��$����

�!(�! �� π1M ) ,�  �#� � �� � � "�!��% ,�%% �� ����!���(

�� x1, . . . , xd +&����(�!�( �� �%������ �� π1N- �� �� ,�%%

�� &�������( �� � � $�!� ����!��� �� N * 5� � �%% ��� (�'

!�&�%� � �� � �� &��(����� �%,���  �%(� �� ,� &�� &��&%�(�

� �� M �� $�!�( �� ,�%%*

@��!���� ,�� ��?�) � � �%�2��(�! ��%������%  �� (�'

�!�� � ��) ����� � � �!���������� 〈a, c, x〉 �� ����(�!( ��!�
,�� !����&� �� a �� �������( �!�� ���%� �) ,� ��� � ��

� � ��(�2 	 ����!��� H &�!!�����(��� �� � � &�&%�& &�#�!

 �� ���%���������� Z2 + Z4 + Z + Z) �� �� �� �� %���� �

�'����!���! �!���* ����! !�,!����� ,� ��� � �� �� �� ���'

�!���( �� p = x, q = c, r = axa−1, t = a2 ,�� !�%������

RQRtpqpT, PQPTqP tP, QPTRtRqP

��( ��"��� � � ���,�!(� ���,��� T ��( t ,� ����%� ���

� �� � ��� ����!��� � � �!�� �!��� �� p, q, r �� � � &�#�!

�� $�!�() �� �� ��?�* 5� &�� (���&� � � $�!� �� ������

� �� �� ����  �#� ���(������% �!��� �!�� �� !��" �) ��

�� �� � �'���&��!�( �� �!� �! � 	'���&��!�( ��!��* :�

��&�) �� ���� �� � � %����! ��&���� � � �%����  ������!'

� ��� ���� ��!���� � � ����(�!� &��������� ��( ���

��� � �� �� $2�( ���� �� ���� �� � &��;����� �� ����%�

�� � � ���(������% �!��� �� � � $�!� ��(�! � � ��(�&�(

������!� ��� +�� �� ��� ���� �� ��� ��#�!�� �� � � ��� ��

�!��������� �!���!#���-) � �� �((��� � �� � � 9���� ���'

��! �� � � �'������%(* � ��) �� ,�  �#� � �'���&��!�(

�� �!� ��! ��?� � �� �� ��  �� 9���� �����! �) � � ��'

(�&�( ��!�������� ���� �� ,�� ��� $2�( ������* 9��

,� &�� & �&" � �� � � &�&%�& &�#�! �� (��!�� �  �� 9����

�����! �) , �!��� ,� ,��%( ���( � � 9���� �����! �*

E�#��� ���� #�
?�) ,�  �#� π1(#3093) = 〈b, x, y〉
�� ����(�!( ��!� ,�� !����&� �� b ��( ,�� (��!�� �

�%�2��(�! ��%������%* .��"��� ,�� E���� �� � � $'

���� ��(�2 ����!����) � � ���(������% �!���� Hn �� � �

&�&%�& &�#�!� �� (��!�� 	 ��( � �!� ��#�� ,�� ���! ����!'

���!�) , �!��� ��! (��!�� � ��( � ,�  �#� ��2 ����!���!�*

O��� !�,!����� H2 ��( H3) � � �����! �� ����!���!�

&����� ��&!����) �� ,� �!� � � !�,!����� �!�&��� ��! H4

��( H5 � �� (� � ��  �#� � � !����!�( $#� ����!���!�

��( ���! !�%������) ,�� t = bn �����!��� �� � ����!'

���!* O���!�!�����%�) t �����!� ��� ���� ����� �� � �

!�%������ ��! H4) ��� %�&"�%� ,�  �#� H5 ,�� ���%������'

���� Z2 +Z2 +Z2 +Z2 +Z �� ����%� ��!� ,�� !����&� ��

t* @������ p = x, q = y, r = b−1xb, s = b−1yb) ��( t = b5

,�  �#� !�%������

rsQPqrp2qTqSrsPRst,

sP tQPqrpqrpqrTSrsPsP,

QpqTpSQpqSrsPRsPqtRQPR,

sTQpqSrsPRsqSrsPRsqSrsPRstr2,

��( ,� ��� � � &������! �� � �, � �� � � ���,�!(� ��'

�,��� t ��( T �!� � �����) �� ������� �� �  �����!� ���

�!�� � � �!�� �!��� F4 = 〈p, q, r, s〉 �� ����%� ,�� � ��� ��

������ ��( ��"��� �� �� �� � ��!;�&����* :� ��* +5� %���!

&��$!��( � �� ��  ��() ����! ��������� �!�&��&� ,�� ���'

�%�! &�%&�%������ �� @�&���� >*-

5�� � � �,� !�������� ��"��,��) #	7>? ��( #����)

� ��! �%�2��(�! ��%������%�  �#� (��!�� > ��( �
) !�'

���&��#�%�* D�! #	7>? ,� ���( � ����!��� �� �� %���� ��'

(�2 � ��  �#� �  ��� �� ��#�� ����!���!�) ��� � � &�&%�&

&�#�!� �� (��!�� �)�)� �%% ��%% � �!�* D�! #���� ,� ���(

��(�2 �� %���� � ��! �� ����!���!�) ��� ��(�2 �)>)
 �%%

 �#� ��� � �! %��� ����!���!� ����! !�,!�����* 5 �� �!�'

��� �� %��� �%% ����!���� ��  �� �! ��(�2 ,� !�� ���� � �

�!��%�� � �� � �!� �!� ;��� ��� ����* :�����() ,� !�%�

�� � � ��&� � �� ,�  �#� � ���( �(�� , �� � � ����!�'

��!� �� � ��� ��!��&�%�! &�&%�& &�#�!� � ��%( %��" %�"�� ��

��! �!�����% ���(������% �!��� G = 〈u, v, s〉 �� �� ����'

(�!( ��!� ,�� !����&� �� s � �� Hn  �� � ����!�����

��� sius−i, sjvs−j , sn ��! #�!���� #�%��� �� i, j) ��( ����!

�������� ��& � ����!����� ��� ,� &�� ��" ��! � � ��(�2

�� Hn �� G �� & �&" , �� �! �! ��� ,� �!� &�!!�&�*

� �!���!�) �� ,�  �#� π1+#	7>?- = 〈x, y, z〉 �� ����'

(�!( ��!� ,�� !����&� �� x) ,� %��" �� � � ����!���

H ����!���( �� xiyx−i, xjzx−j , xn ��! i = 0,±1,±2)
j = 0,±1,−2) ��( n = 6* 5� (� ��(��( $�( � �� H

 �� ��(�2 > �� G ,�� ���%���������� Z13 + Z ��( ����!

!�,!����� ,� ��� � � ����& 
'����!���! >'!�%���! �!����'

������) ,�� ����!���!�

(a, b, c, d, e, f, t) = (y, z, xyX,Xzx, x2yX2, x2zX2, x6),

� �� �� �� ����%� ��!� ,�� !����&� �� t ��( ,�� � �

��%%�,��� �!�� ����� �� �� ����( ���,��� T ��( t�

(F 2eBdBaceBabf, Fef,

FBabFeBAbEceBabf,

F 2eBdBaeBadBaCAbDbEf2,

F 2eBdBacAbDbEFeBdBabFeBAbEcef,

F 2eBdBacAbDbf).
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D���%%� ��! π1+#����- = 〈x, y, z〉 �� ����(�!( ��!�

,�� !����&� �� z) ,� �!� � � ����!���� Hn ����!���(

�� zixz−i, zjyz−j , z−n ��! i = 0,±1,±2) j = 0,±1,±2)
��( ,�� n !������ �!�� 7 �� ��* �%%  �#� � � &�!!�&�

��(�2� ��! n = 8, 9, 10 ,� ��� ��� ��, ����!���!�) ���

��! � � �� �! n ,� ��� �2�&�%� � � !����!�( �� ����!�'

��!� ��( ��� !�%������* D�! n = 11 � � �!���������� ��

�� ����(�!( ��� ��� ����%� ��!� ,�� !����&� �� t = zn)

��! � � �� �!� � � �!���������� �� �� ����(�!( ��( ���'

�%� ��!� ��� ,�� � � !�%������ ��&����� �!��!����#�%�

%����!) �� ,� ��"� n = 12* � � ����!���  �� ���%������'

���� Z7 + Z35 + Z + Z + Z ,�� � � �� �! ��� ����!���!�

(a, b, c, d, e, f, g, h, i, j) =

(x, y, zxZ, zyZ,Zxz, Zyz, z2xZ2, Z2yz2, Z3yz3, Z4yz4).

3����%� ,� $�( � ����� ���,��� t ��( T �� � � ��!�

��%�,�

(WJ, jwJ, jwfBAweJiCIjaI, jI, jEWaJ, iAJicI,

jbDIjEWabFeWJ, iH, hFEfBAweJidBAweJ,

hCIhgFEfBAweJidFWJ)

, �!� w = bDCIjaIhGHicH*

5� �%!��(� ��������( �� @�&���� �*� /4�%%� �� ��

�%* ??1) , �& %���� � � "���� �� S3 �!�� � � � ��( � ��!�

�� � � &�����* M�&���%�) ,� ,�!� ����!��( �� /4 ��'

����!"�! �� �%* 
�1 , �& (��� � � ���� ��! � � # ��&'

����* �%� ��� � � ���%� (��� ��� ��%% �� , �& �� � ���

"���� �� $�!�( +��( ��, (��� ��� ���( ��) �� %�� � ��

� �� ��&���� ��( 6��$�%(=� %���-) ,� $�( �� �� ��� � �� ��!

��"��,� �'&����( �'������%(� ��&%�(��� � � %��� � !��

,�� , �& ,� (��%�* /4 ������!"�! �� �%* 
�1 (��&!����

#�
?� �� �>�	����> �� 0����&��� +�� ��  �( ���� �� �%'

��!������ "��� � �� ��! ,�!" ,��%(  �#� ���� �� #��� ��'

&���� ,� ,��%(  �#� ���� ��%� �� &��&%�(� � �� �� ,�� $'

�!�( ;��� �!�� � � �%�2��(�! ��%������%-) ��( #	7>? ��(

#���� �!� ��#�� �� ��!�� �� � +����%��!������- 6�,"�!'

� ���%�� ,���� &�(� ,�� �7 ��( 	� &!������� !����&��#�%�*

�%� ��� � ��� ��� ��� �� � � ������% &!������ ���'

��!�) � �� ���� �� �!���� &%��� ��&���� 0����&��� ��%%�

�� � �� � �� �!� ��� �� ��� &����� , �& ���� �� �� �>

&!�������* �%��) ,� ��, "��, � � ����%���&�% ���� ��

� ��! $�!��) ��&���� �� "���� �� S3 � ��! $�!�� ,�%%  �#�

��� ����(�!� &�������� ��( �����  �%� � � (��!�� ��

� � �%�2��(�! ��%������%*

:� &��&%����� ,�  �#��

Proposition 4.1. ��� ���������	 �� 
���� ��


�	������ �	 ��� �����	����� ������ ��	��� �� �������

!"##$!%"&'(�%)�(**!&%#%���

5. VIRTUALLY FIBRED CUSPED 3-MANIFOLDS

�� ,� ��, "��, �%% $�!�( �'������%(� �� � � &����( &��'

���) ,� ��!� ��  �, ,� &�� $�( ���$�!�( #�!���%%� $�!�(

�2���%��* � � &!�&��% ����� �� � ��� � ���$�!�(  ���!'

��%�& �'������%( � �� �� &�������!��%� ,�� � $�!�(  �'

��!��%�& �'������%( �� ����%� #�!���%%� $�!�() �� &����('

�!��� � � &����� $���� &�#�!) �� � � �!���!�� �� �����

#�!���%%� $�!�( �� &������� �� &�������!���%��� &%�����*

� �!���!�) ,� ��� �) �� �!��&��%�) �� �� ��%� �� ��� ��! $'

�!�( �'������%(� �� ������ ���$�!�( &�������!��%� �2'

���%�� M * � � $!�� &��� � �� &���� �� ���( �� , ��

π1M �� �!�� ����&) , �& �� � � &����( &��� ����� � ��

��  �� �����!�% �!�&�� ��( � � ��#�!���� �!�&� $�%( �� ��

�������!� ���(!���& �����! $�%(* 3�!�) �,� �!�� ����&

���(������% �!���� ,�%% �� &�������!��%� �� � ��  �#�

� � ���� ��#�!���� �!�&� $�%() �� ���� $�(��� � $�!�(

�2���%� ,�  �#� � �� �%% �!�� ����&  ���!��%�& &����(

�'������%(� ,�� � �� �������!� ���(!���& �����! $�%(

,�%% �� #�!���%%� $�!�(*

� � ����! /A��(��� �� �%* 
�1 ��#�� �� �%��!�� �

� �� (���!����� � � &�������!���! �� ��� ����!�� '

����& &����(  ���!��%�& �'������%( ��( �� �� � �� ��'

�%��( �� $�( &�������!���%��� &%����� ��! � � �'������%(�

�� � � &����( &�����) �� ,�%% �� ��!  ���!��%�& "����

��( %��"� ��! �� �� �,�%#� &!�������* � �!���!�) �� ��

,�!� %��"��� �� � � >�> ���$�!�( &����� �'������%(�

�� ��� �� ��� �!� �� � � ���� &�������!���%��� &%��� ��

� $�!�( �'������%() ��#�� � �� ,� ��, &�� !�&������

�%% $�!�( �'������%(� �� � � &����( &�����* 6���� � ��

��#�� �� 7> ���$�!�( #�!���%%� $�!�( &����(  ���!��%�&

�'������%(� �� %����( �� ���%� 	 +� ��, �� , �& ,��%(

 �#� ���� "��,� ����!�) ��� ��! ������&� /4�%���!� ��(

6��$�%( 
	) 3�(���� �� �%* ?	) .�������! 
	1-* E��� ��

� � $�!�( �'������%(� &�!������� � �� � ��� �2���%�� �!�

#�!���%%� $�!�(  �#� ��!� � �� ��� &���L ��!��#�! � �

���! ���$�!�( �'������%(� ,�� 	 &���� +#	?��) #��
?)

#��7�) #��?>- �%% �����! � �� ,� &�� ��� � �� ���  ���!'

��%�& �'������%( �� � � &����� ,�� ��!� � �� ��� &���

�� #�!���%%� $�!�(*

5� &�� ��!� �! �(( �� � �� ���%� ��&���� � � (��� ,�

�!� ����� ��&%�(�� &�������!���%��� &%����� �� "���� ��(

%��"� �� S3* 3�,�#�!) !�� �! � �� ;��� %��"��� ��! $�!�(

"���� ��( %��"�) ,� ��� � � !�&��� !���%� /5�%� 
�1 � ��

�%% 	'�!�(�� "���� ��( %��"� �!� #�!���%%� $�!�(* 5� &��

�(������ 	'�!�(�� "���� ��( %��"� �� � � ���%�� �� � ��!

4��,�� ��������* � �� ��#�� �� ���� �! �� �2���%�� ��

�(( �� ��! ���%�* E��� �� � ��� �!� � ����%#�� ���$�!�(

	'�!�(�� "���� �! ��2� �� ��� �� � � &�����) �%� ��� �

��, �!� � �,� #�!���%%� $�!�( �� ����� &�������!��%�
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<�� ������� &��������&� �� � � �������� �� 	'�!�(��

"���� ������� � ��� ,�� %�, &!������ �����! �� � ��

;��� �� ��!�"��� ��� �!�� � � ���%�� �� "���� ,�� ����

&!������� �! %��� � � 	'�!�(�� "���� ��( � � "���� ,�� 

����& �%�2��(�! ��%������% +, �& ��! � ��� &!������

�����!� ,�%% �� $�!�(-) ,� ��� � �� �%% ��� ��� "����

�!� &��$!��( #�!���%%� $�!�(* :� ��&� /5�%� 
�1 �%��

� �,� � �� �� �!�&�% E��������� "���� �!� #�!���%%� $'

�!�() , �& %��#�� ��%� $#� ��"��,�� �� �� ���� &!���'

����* � �!� ��� �� � ��, ��!� &����( �'������%(� �� � �

&����� � �� &��%( �� �((�( �� � �� ���%� ��  �#��� ��%%

"��,%�(�� �� , �& "���� ��( %��"� �� �� �,�%#� &!���'

���� �!� $�!�() ��� &�!����%� ���� ���$�!�( �'������%(�

�!� %����( �%��� �� � ��! &�������!���%��� &%��� �� � ��

�!�&��� ,��%( ��� $��� � � ;�� �H* 3�,�#�! ,�  �#�

��� �( � � �����! �� #�!���%%� $�!�( �'������%(� �� � �

&����( &����� �� �� �)��> , �& �� � �!�&���� �#�! ?
8*

6. CLOSED FIBRED HYPERBOLIC 3-MANIFOLDS

:� � � 3�(����'5��"� &����� /3�(���� ��( 5��"� 
�1

�� &%���(  ���!��%�& �'������%(�) &��������� �� ;��� ��(�!

��)


 �2���%�� +� � �����! ��#�� �� ��)
�� ��� � �!�

�!� � ��, (��%�&������-) ���!%� �%%  �#� $���� $!��  �'

��%���� ��%� �	
  �#� $!�� 9���� �����! � ��( ���#�

� �� � �!� �� ��%� ��� �'������%( ,�� $!�� 9���� �����!

	* � �� ��%� � ��� ��, ���&��% &%���( �'������%(�  �#� �

& ��&� �� ����� $�!�() ��� �� ��&� � �!� �� � !����� , �

�� �� %�"�%� �� �� � ���( & ��&�* �%% �'������%(� �� � �

&%���( &����� �!� �������( �� 6� � ��!��!� �� �'&����(

�'������%(� �!�� � � &����( &����� ��( � �� �!�&��� ��'

� �! �!���!#�� � � $!�� 9���� �����! �! !�(�&�� �� �� ���*

� �!���!� � � &%���( �'������%(� M ,�� β1(M) = 1
&��� �!�� �'&����( �'������%(� M ′ ,�� β1(M ′) = 1
�! 	* 9�� � �!� �!� ��%� � !�� �2���%�� �� � � %����!

��( ��!��#�! ,� ��, "��, � �� � � #��� ��;�!��� ��

�'������%(� M ′ �� � � &����( &����� �!� $�!�(* :� M ′

�� $�!�( ��( �� β1(M ′) = 1 � �� ,�  �#� ��������( ��

@�&���� 	 � �� M ���� �%�� �� $�!�(*

:� �((�����) � � ��� &%���( �'������%( M ,�� 

β1(M) = 2  ������ �� �� #���?+�)�-) �� �� �� �!!�(�&��%�

��( � �!���!� @�&���� 	 ��%%� �� �� �� $�!�() �� ,�%% ��

#���?+'�)�- , �& �%�� �����!� �� � � &�����* <� �!'

,���) ,� ,�!" � !��� � � &%���( �'������%(� M ,�� 

β1(M) = 1) ������ �� � �� !���%� �!�� ��!��!� �� �

�'&����( �'������%( M ′ � �� �� %����( �� $�!�( ��� , �& 

�� ��� ��� �� � � � !�� ���&��% &���� ,�� β1(M ′) = 2* :�
� �� ,��) ,� $�( 7
 �((������% &%���( $�!�( �'������%(�

�� � � &�����) , �& �� � ��� �!���!���� �� � ��� ,�� 

������#� $!�� 9���� �����!* � � !���%�� �!� %����( ��

���%� �*

�� ��! � � !�������� �> &%���( �'������%(� M ,�� 

β1(M) > 0 �� � � &�����) ,� &�%&�%��� � � �%�2��(�!

��%������% �� � � ��#�� ���(������% �!��� �!����������

, �& �!�#�� � �� �%% ��� $#� �!� ��� $�!�(* �� ,�  �#�

β1(M) = 1) ,� &�� (� � �� �� �2�&�%� � � ���� ,�� ��

,� (�( ��! �'&����( �'������%(�) ��( ��(��( �� �� ���%%

��#�!���� ��(�! t 	→ t−1* E�!��#�!) �� �� ����� � � &���

� �� �� M �� $�!�( �#�! � � &�!&%� � �� ∆M ���� �� ����&)

��(  �!� � � (��!�� �� ∆M ���� �� �,�&� � � ����� ��

� � $�!�� ,� &�� ��� � �� �!�� �������� +�N	- �� ������

� �� ,� ���( �� �(( � !�%����� ��! � � &%���( ��!��&�) ���

� �� !���%�� �� �� �2�!� !�, �� F�!�� ���� ���%�&����� ��

� � �!�� (�H�!�����% &�%&�%��*

<�! ���(������% �!���� �!� ����%%� 	'����!���!

	'!�%���! ,�� � ��, �'����!���! �'!�%���! �2���%�� ���

,� &�� ��� � �!� &��� � �� ��� � �#��( &�%&�%�����

� � , �%� �%�2��(�! ��%������%* :� ,�  �#� π1M =
〈g, x|r1, r2〉) , �& ,� �%,��� ������ �� �� ����(�!( ��!�

,�� !����&� �� x) � �� ∂ri/∂x = 0) � �� � � �%�2��(�!
��%������% �� � �  �� ��� &����� ��&��! �� � � �,� ��%�'

�����%� ∂ri/∂g* 9�� ���&� ,� "��, M ��  ���!��%�&) �� ��

�� $�!�( � �� � �� ���� �� �� � ��!��&� �� ����� �� %����

�,�) �� � � �%�2��(�! ��%������% ���� �� ����& �� �#��

(��!�� �� %���� ���!* 5� � �� &�%&�%��� ��%� ��� ��%�'

�����% &�!!�����(��� �� � � ��&��� %��"��� !�%����� ��(

�� � �� (��� ���  �#� ��& � ��&��! � �� ,� �!� (���* :�

��!�� ���) �� ���� �� ���%� �) � �� �� �%% ��� � !�� �� � �

&���� � � ��%������% �������( ,�� ���!��&) �������&)

��( ��� � �&�%�! ��%���%� �� � ����& ���!��& ��%������%)

�� � ��� �'������%(� �!� ��� $�!�(* � � � !�� �2&�������

,�!� � �� ,�� #	
�7+'�)�- � ������& ,�� �������( , �& 

��&��!� �� (t+1)(t2+1)(2t2−3t+2) �� � �� �� ���$�!�() ��'
(��( � � �� �! !�%����� ��#�� (t2+t+1)(t2+1)(2t2−3t+2)
�� � � %��� �,� ��&��!� �!� � � �%�2��(�! ��%������%*

� �� �'������%( ,�%% �����!� ����� �� @�&���� 
 , �!�

,� ,�%% $�( � �� �� �� #�!���%%� $�!�(* � � ��2� �2'

&������ � �� ���(� �� �� & �&"�( �� #		�7+'�)�-) ���

 �!� � ������& �� �������( � �� ��&��!� ���� �!!�(�&��%��

�� (t + 1)(2t4 − t3 − t + 2) �� � �� �� $��* � � ��%�

�� �! �!��%�� �� #��7�+'�)	- , �& ���%(� 2(t4 + 1) �� ,�
,�!!� � �� t4 + 1 ��� � �� � � �%�2��(�! ��%������%)
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��� %��"��� �� � � �� �! !�%����� ,� ��� � �� &����� ��

� � &���*

D�! � � � !�� �'����!���! &����) ,� ����%�!%� ��"� �,�

!�%������ ��( &�%&�%��� � � !�%�#��� 2 × 2 (���!������L

� ��� �!� �%% ���!��& ��( �!����� �� �!��%���*

5� �!��� � � &%���( �'������%(� , �& &��� �!�� � �

� !�� ���&��% �'&����( �'������%(� �
7?) #���?) #�	
?

����!���%�* D�! � � 	'����!���! �!��� π1(#1539) ,�  �#�
�%!��(� �����( �� @�&���� 	*� � �� (Ab,B3a5B2) �� � ��'

��� ��! � � &���) �� ��"��� � � !�%����� (Ab)p(B3a5B2)q

�!�� #���?+p, q- ��( ������������ a = bx �� � �� �� �� ��

����(�!( ��!� ,�� !����&� �� b ��#�� �� � � ��%������%

qt4 + qt3 + (q − p)t2 + qt + q,

, �!��� � � �!�����% !�%����� ��#�� 
) �� � �� �� � � �%�2��'

(�! ��%������% +�2&��� ��! (p, q) = (5, 1) , �!� β1(M) =
2- ��( q �= 0, 1 ���%��� � �� � � �'������%( �� ��� $'

�!�(* 5� ��,  �#� ���%� �� � � &���%��� ��&��!� ��!

� ���  ���!��%�& �'������%(�� ,� ��, �� @�&���� 	 � ��

#���?(p, 1) �� $�!�( +�� �� &%��! � �� #���?(1, 0)  �� &�&%�&
���(������% �!��� �� �� ���  ���!��%�&- ��() �� ��!��&�'

%�!) #���?+�)	- � �� �����!� �� ���%� � �� ���$�!�(* @��'

�%�!%� ��! �
7? ,�  �#� (abc2, a3cbcA3C) �� � ����� ��! � �
&��� ��( ,� ��"� � �� 6� � $%%��� !�%����� ��! �
7?(p, q)
�%��� ,�� ��� �! ��� �� � � �,� �!�����% !�%������ +� ��

!���%� �� � � ���� ��%������%�-* 5� ��� c = Ax ��(

b = ya �� ��� �,� !�%������ �� ����(�!( ��!� ,�� !����&�

�� a ��( � �� ���%(� � � �%�2��(�! ��%������%

qt4 − qt3 + (p + q)t2 − qt + q,

�� ��&� ����� �� �� ��� $�!�( �� q �= 0) � +,�� 

π1�789(1, 0) = Z �����-) ��!���� ��� �
7?+'�)	-* D���%%�

,� (� � �� ��! #�	
?) ,�� ����� (aCbc2, aCacAcAC) ��(
��� �! ��� �� � � �!�����% !�%������) ������� a = Cx �� � ��

,� �!� �� ����(�!( ��!� ,�� !����&� �� c* D�! #�	
?(p, q)
,�  �#� π1#3209(1, 0) = Z ��( �%�2��(�! ��%������%

qt4 − 2qt3 + (p + 2q)t2 − 2qt + q,

, �& !�#��%� ���� &%���( �'������%(� �� ���%� � �� ���

$�!�( , �� q > 1*
5� ����� � �� �
7?(p, 1) ��( #�	
?(p, 1) �!� �%% $�!�(L

��� ��%� ,��%( � �� $� ���� � � ���� �����!� �� #���? ���

,�  �#� �%!��(� ���� �� ���%� � � �� �
7?(p, 1) ��! p =
±5 ��( #�	
?(p, 1) ��! p = ±3 �!� $�!�() �� � ��  �#�

�%��!����#� (��&!������� �� 6� � $%%���� �� �'������%(�

M ′ ,�� β1(M ′) = 1* 5� &�� ��� � �� �� ��) � �� ����

 �#� $�!�� �� ����� �,�*

3�,�#�!) � �� ���%% %��#�� �� � � &����� $#� �'������%(�

#�	
?(p, 1) ��! p = ±4,±5, 6 , ��� ������ �� ��"��,�* :�

� �  ��� �� $��� ��� � �� �H) �� �� ,�!� %��"��� ��! &�&%�&

&�#�!� , �& ,� &�� � �, �!� $�!�() ;��� �� ,� (�( ,�� 

� � !�������� �'&����( �'������%(� �� @�&���� �* 3����%�

� �� ,�!"� ��! �%% $#�) � �� � � $�!�( ������ �� �#�!� �'

������%( �� � � &%���( &����� �� "��,�� 7
 �!� $�!�() ��

�!� ���$�!�( ,�� β1(M) = 1 ��( � � !��� �!� ���$�!�(

,�� β1(M) = 0*
5� �����!��� � � (����%� �� � � %��� $#� ��"��,�� ��

�� �� �%%�, � � &%���� �� �� & �&"�(* �%% $#� &���� �!�

#�!� ����%�!* 5� ��� a = xC �� ��! �!���������� ��(

� �� ,�  �#� � � ���(������% �!��� 〈a, c, x〉 �� ����(�!(

��!� ,�� !����&� �� c* 5� "��, � � $�!� ,��%( �� �

����� 	 ��!��&� �� ,� �!� ����! � �'����!���! �!����������*

:� ��& &���) � � &�&%�& &�#�!� �� (��!�� 	 ��( �  �#� ���

��, ����!���!� +�� %���� ����! !�,!�����- ��� E���� ��%%�

�� � �� � � &�&%�& &�#�! �� (��!�� � ���%(� � �'����!���!

�!���������� �� � � ��!� 〈g1, g2, g3, g4, t〉 ��!

(g1, g2, g3, g4, t) =




(x, cxC,Cbc, c2xC2, c4), p = 4,±5,

(cbC, cxC,Cbc, c2xC2, c4), p = −4,

(x, cxC,Cbc, Cxc, c4), p = 6.

@��&� t = c4  �� ��$���� �!(�! ��� �%% gi  �#� $���� �!(�!

�� � �  ���%��� �� M ) ,� "��, � � �!���������� �������(

�� ��& &��� ,�%% �� �� ����(�!( ��!� ,�� !����&� �� t*

5 �� �� ���� �!������� �� � �� ,� �%,��� $�( � � $!��

!�%����� ��#��  �� �� �����!��&� �� t +��� t (��� �����!

�� � � �� �!�-* :�(��() �� �%%) ��� p = −4) � �� !�%����� ��

�� %���� 7 ,�� ��& g±1
i �����!��� ��&�) ��( �� � !�%�����

(�$���� � � &%���( ��!��&� �� ����� 	* D�! p = −4 �� �� ��

%���� �	) ��� �� � &��������&� �� � �,��� � � �'������%(

�� $�!�() � �� !�%����� �%��  �� �� (�$�� � � ����� 	 &%���(

��!��&� �!���*

5� � �� �!�&��() ;��� �� �� @�&���� �) �� %��"��� ��

� � ���,�!(� �!�� t �� T ) �! �!�� T �� t +,� (�( �� ��&�

(� ��� -* :� �%%) ��� p = −4) ,� �!� ��#�� ��!� � ��

$#� !�%������) �� ,� �!� %��"��� ��! ����!����� ���� ��!

� � �!�� �!��� �� g1, g2, g3, g4 !�� �! � �� � �!�� �����)

��� ,� �%,��� �!�&��( �� ��"��� ��! n ���,�!(� +, �!�

n &�� �� �) �) �! >- ��( ����� � � � �!��! ���,�!(� ��

"��&" %����!� �H � � %����! ���,�!(� ����% ,�  �#� ��& 

����!���! gi*

5� (� � �� ��  ��(* D�! p = ±4) � � !�%������ �!�

�� ����%� ��!� ,�� !����&� �� t* D�! p = 5) � � ���!� 

��( ��2� �� � � ��#�� !�%������  �#� �,� �����!��&��

�� t +, �!��� � � $!�� !�%�����  �� ���� ��( � � !���

 �#� ���-* � �� �!� �� � � ��!� tw1Tw2tu1Tu2 ��(

v1tv2TW2tW1T ��! uj , vj , wj ,�!(� �� � � gi) �� ,� &��

&��&������� � �� �� ������ � !�%����� �� ����%� ��!�

, �& ,� ��, ���* D�! p = −5 ,�  �#� ��2 !�%������
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,�� � � � �!() $�� ) ��( ��2� �� � �� (���%� ��!� ���

��& ���! �� � ��� � !�� &�� �� &��&�������( �� ���#� ��

������ $#� !�%������ �� ����%� ��!�* � �� ��! p = 6 ,�

�!� ��#�� ��#�� !�%������ ,�� � � %��� � !�� ����%�* 5�

��� ����� �! � � ��&��( ��( $�� �� ������ tsT ) , �!�

s = Cxc) , �& ,� &�� ��, ����!� ���� � � � !�� !�'

%������ �� (���%� ��!�) !���%���� �� ����� !�%������ ��

����%� ��!� �� ������ �%% � � ����!���!�*

D���%%� �� � �, � � �!�����% �'������%(� �!� $�!�() ,�

%��" �� � �  ���%��� �� � � (��!�� � &�#�!�* � ��� �!�

%����( ��%�, ��( �%%  �#� $!�� 9���� �����! �) �� ,� �!�

(���*

�'������%( 3���%��� �� &�#�!
#�	
?+�)�- Z2 + Z4 + Z4 + Z24 + Z

#�	
?+'�)�- Z2 + Z4 + Z4 + Z8 + Z

#�	
?+�)�- Z5 + Z5 + Z65 + Z

#�	
?+'�)�- Z5 + Z5 + Z15 + Z

#�	
?+>)�- Z2 + Z6 + Z6 + Z42 + Z

� �� ,� ��, "��, �%% � � $�!�( �'������%(� �� � �

&%���( &�����* 5�  �#� ���� � �� �� M ′ �� � �'&����( $'

�!�( �'������%( ,�� β1(M ′) = 1 ��( ,� 6� � $%% �%���

��� %������(� �� &!���� M � �� M �� $�!�(* 5� ��� �

�2��&� � �� �� ������( M ′ �� ���$�!�( � �� M �� ���) ���

� �� �� ��%�"�%� �� �� �!�� �� ��%% ����!�%���* D�! ������&�)

%�� �� ��"� � � �'&����( �'������%( ���
 +�� ����!������

�2���%� �� ��  �� � ���(!���& �������!� ��#�!���� �!�&�

$�%( ��� �� � � $!�� �� � � &����( &����� ��� ��  �#� ��'

���!�% �!�&��-* :� �� ��� $�!�( +��(��( �� ��� "��,� ��

�� #�!���%%� $�!�(- ��( �� � "��� �� �� �����!�%  ���%���

�� �!�* 5� $�( �!�� @���C�� � ���(������% �!��� �!�'

��������� ��( ����� ��! � � &���) , �!����� �� �� ����%�

���� � �� � � �!��� Z �� �������( ���� 6� � $%%��� ��

� � %������(�) � �� +�������� C���&�!I- M = S2 × S1

��( �� �� $�!�(* +���� �! �'������%( M ′ �� � � &�����

,�� β1(M ′) = 1 , �!� Z �� �������( ���� 6� � $%%��� ��

� � ���$�!�( �
7�* � � ����%�! ��&� �� �!�� ��! � � � !��

�'&����( �2���%�� ,�� β1(M ′) = 2*-
3�,�#�!) �� M ′ �� � � �2��!��! �� � ����!�#��% "��� ��

S3 � �� A���� � �,� �� /A���� 7
1 � �� π1M �= Z* 3�

���� �� �� �!�#� � �� ��! "����) M ′ �� $�!�( �� ��( ��%�

�� M ��) �� , �& &��� � � $�!��  �#� � � ���� �����*

�%� ��� � �� ����� �����%) ��( &�!����%� ,�  �#� ��'

&%�(�( �� ���%� � � � ����� �� � � $�!� �� � ��� &%���(

�'������%(� M , �!� � � ��#�� M ′ �� � "��� �2��!��!

�� S3) � �!� ,�� ��%� ��� &��� , �!� � �� ,��%(  �#�

�!�#�( M �� ���$�!�(� �7>	 �� � � ���$�!�( "��� 84 ��

�7>	+
)�- �� ���%� � �� ��� $�!�(* :� �!���� �� ����!�%���

A����=� !���%�) � &��;�&��!� �� 9��%��� +C!��%�� �*7
 +4-

�� � � 0�!�� �!��%�� %��� /0�!�� ?�1- ������ � �� �� K ��

� ��%%' �������& "��� �� � &%���( �!������%� �!!�(�&��%�

�'������%( M � �� � ����!�#��% 6� � ��!��!� �� M −K

�!�(�&�� � $�!�( �'������%( �� ��( ��%� �� M − K �� $'

�!�( ��( �� �� � � %������(���% ��!��!�* 3�!� � � �!�#��%

��!��!� �� ;��� $%%��� �� K �� ������ M � �� (���!�����

� � ��!�(���) ��( � ��%%' �������& "��� &�� �� (���&��(

��&���� � � %������(� � �� ��&���� �!�#��%* � ���! #�!�'

��� �� � �� �������� ��� � ��� �� M ′ �� � �'&����(  ���!'

��%�& �'������%( ,�� β1(M ′) = 1 , �!� � � %������(���%

��!��!� �!�(�&�� � &%���( $�!�( �'������%( M � �� ��  �'

��!��%�& � �� �� M ′ $�!�(P � �� �� �!�� ��! �%% �2���%��

,�  �#� &����(�!�(*

7. VIRTUALLY FIBRED CLOSED 3-MANIFOLDS

5� ,�%% ��, ��� ��! (��� �� $�( ���$�!�( #�!���%%� $'

�!�( &%���(  ���!��%�& �'������%(�* � �!� ���� �� ��

�#�� %��� �2���%�� �� � ��� � �� �� � � &����( &���� ��'

��% � �� ����� � � ��%� "��,� ���� �� � � %���!���!� &��'

�����( �� � � ����� �� �,� �,����( I'���(%�� �#�! � ����!�'

�����%� ��!��&� +�!�����%%� (�� �� � �!����-) , �&  �#� �

$�!�( (���%� &�#�!) ��( � � ���! �� ���'3�"�� �2���%��

�� /M��( ?�1 +��� �� , �& �� � � ������ (���%� &�#�! �� � �

�� �!-* 3�,�#�!) ;��� �� �� � � &����( &���) ,� ��!�%�

���( �� $�( ���$�!�(  ���!��%�& �'������%(� � �� �!�

&�������!��%� ,�� $�!�(  ���!��%�& �'������%(�* :�

��!��&�%�!) ��� �'������%( M �� � � &%���( &����� , �& 

�� &�������!��%� ,�� ����� ��� �� ���%� �) ��� , �& 

�� ��� �� ���%� � ����%�) �� � ���$�!�( #�!���%%� $�!�(

�2���%�* 5� &�!����%� (� ���  �#� � ��%% �����!�����

�� � � &�������!���%��� &%����� �� �� � � &����( &���) ��

,� ��!� �� � � � ��!� �� �!�� ����& 0%������ �!����� � ��

��) �� ,�  �#� �!�� ����&  ���!��%�& �'������%(� M1,M2

� �� � �� �!� &�������!��%� �� ��( ��%� �� � ��! ��#�!�'

��� �!�&� $�%(� ��( ��#�!���� �����!���� �%���!�� �!� ���'

��!� �&* :� � � &%���( �!�� ����& &��� ,� �!� ���!��'

���( ��!� ��#�!���� �!�&� $�%(� � �� ;��� � � �������!�

���(!���& ����� �� ��&�) � � $�%(� � �� �&&�! �!� �!�'

&���%� � ��� ,�� �2�&�%� ��� &��;����� ���! �� &���%�2

����((����* :� �!(�! �� (���!���� � �� ,� ���%��� � �

�!��!�� @��� /@��� 
�1 +��� /4��%��� �� �%* 

1 ��! �

(��&!������- ��( %��" ��! � � $%� ����Q(����&%���(*$�%(�

, �& %���� +�� �!(�! �� #�%���- �%% &%���( �'������%(�

�� � � &%���( &����� ��! , �& � � ��#�!���� �!�&� $�%(

��( ��#�!���� �����!���� �%���!� &��%( �� ����(* :� ��

"��,� � �� M = H
3/Γ �� �!�� ����& �� ��( ��%� �� � �

��#�!���� �!�&� $�%( kΓ  �� �2�&�%� ��� &���%�2 �%�&�)

� � ��#�!���� �����!���� �%���!� AΓ �� !���$�( �� �#�!�
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!��% �%�&�) ��( Γ  �� ������! �!�&��* � ��) �� M �� � $'

�!�( �'������%( �!�� ���%� � �����!��� �� � �� %��� ,�

��2� %��" �� � � $%� ����Q(����&%���(Q&�����Q�%���!��

, �& ��#�� +%����( �� �!(�! �� �!�&� $�%(- �'������%(�

�!����( ����� �! �� ��#�!���� �!�&� $�%() �����!���� �%'

���!�) ��( , �� �! �! ��� � �� �!� �!�� ����&* 3��&�) ��

M �� �!�� ����& � �� �%% �'������%(� �����!��� ����� �!

�� � � ���� �!������ �� M �!� &�������!��%� ,�� M )

��( �� �!� #�!���%%� $�!�(*

� � !���%�� �!� %����( �� ���%� �* :� ��!��&�%�!) ,�

$�( � �� � � 5��"� �'������%( �

�+'�)�-) &��;�&��!�(

�� �� � � ���%%��� #�%��� &%���(  ���!��%�& �'������%(

��( "��,� /4 ����!� �� �%* 
�1 �� �� � � ���%%��� #�%���

�!�� ����& �'������%() �� #�!���%%� $�!�( �� �� �� &�����'

��!��%� ,�� �	7?+
)�-* � � � �!( ���!� �


+�)�- ��

� � &%���( &����� �� ��� �� � � �,� ���'3�"�� #�!���%%�

$�!�( &%���( �'������%(� �� /M��( ?�1 ��( �� &�%%�( K�%+�-

�� �� �� � � &��;�&��!�( � �!( ���%%��� &%���(  ���!��%�&

�'������%(* � �� �� "��,� �� �� �!�� ����& +��� /R����

��( M��( 
�1- �� ,� &�� �(( �� ��( � � �� �! �'������%(�

� �� @��� %���� �� ��� &�������!���%��� &%��� �� ���%� �*

5�!" �� 6��$�%( /6��$�%( ??1 (���!����� � �� ��� �� � �

	�> �'������%(� �� � � &%���( &����� ,�� #�%��� %���

� �� �) �2�&�%� �� �!� 3�"��* <�%� ��� �!�� � �� %���

�����!�  �!� +� �� �� ���
+�)�- ,�� #�%��� 	*>>>
- ��

�%% �� �! �'������%(� �� ���%� � ,�� #�%��� %��� � �� �

�!� ���'3�"�� #�!���%%� $�!�(  ���!��%�& �2���%��* D�!

�� �! ���&�$& �2���%�� �� 3�"�� ���$�!�( #�!���%%� $'

�!�( &%���(  ���!��%�& �'������%(�) ��� &�� ��� � ��'

!�� 	 �� /M��( ?�1 , �& � �,� � �� � � 3k'��%( &�&%�&

�!��& �( &�#�! M3k �� � � $��!� ��� � "��� �� � (��'

�%� �,����( I'���(%� ,�� β1(M3k) = 0* 3�,�#�!) ,�

�%��  �#�) �� �!�����() � &%���( ���$�!�( #�!���%%� $'

�!�( �'������%( �� � � ��!� �� #	
�7+'�)�- ,�� ������#�

9���� �����!* :�&�(����%%�) �� &�� �� & �&"�( � �� � ��

�'������%( �� �������%� � ��, �2���%� ��( ��� � �����

�� �,� �,����( I'���(%�� ��&���� �� �� �� ,��%(  �#� � $'

�!�( (���%� &�#�!) ��� �%% �� ��� � !�� ��(�2 	 ����!����

 �#� $!�� 9���� �����! �* 5� &%��� � �� � �� �� � �

$!�� "��,� �2���%� �� ��� "��(� ��! ������&� �� /9��%���

��( 5��� ?>1 �� �� � �,� � �� ��! �#�!� n > 0 � �!�

�2��� ���$�!�( &%���(  ���!��%�& �'������%(� Mn ,�� 

β1(Mn) = n ��� �� �� ��� "��,� �� � �� �!� #�!���%%�

$�!�(*

5� ��( �� ,�� �	? ���$�!�( #�!���%%� $�!�( �'

������%(� �!�� � � &%���( &�����* <�� ��� � ��� � ��

� �� �� ��%� � ���%% �!���!���� �� � � , �%� &�����) ��� ��

&��!�� ��! ��� �( ��%� ��#�� !��� �� �!�� ����& �2���%��

��&���� (kΓ, AΓ) �� ��� � &���%��� &�������!���%��� ��'

#�!���� �� � � ����!�� ����& &���* ���� �! ����� �� � ��

�%% � � �2���%�� �� #�!���%%� $�!�( �'������%(� ,�  �#�

��#�� �!� &�������!��%� ,�� $�!�( �'������%(� � ��

��&����!�%� ���� �����! �� � � &�����) , �!��� �� � � #�%'

��� �!�,� ��( ,�  �#� ��!� ��( ��!� �'������%(� ���

,��%( �2��&� ��  �#� �� %��" ��!� �! ��! &�������!��%�

$�!�( �'������%(�* � �� &��%( �2�%��� , � ,� (� �����!

,�� � � �'������%(� �� ���%%��� #�%���� �� � � $!�� ��

&����� �'������%(� +, �& ���� �� �� #�%��� �,�&� � ��

�� � � !���%�! �(��% ���!� �(!��-) �� �!� �!�� ����&) ,�� 

�� �� � ��� ��, "��,� �� �� #�!���%%� $�!�(*

8. CORANK OF THE CENSUS 3-MANIFOLDS

� � &�!��" c(G) �� � $����%� ����!���( �!��� G �� � �

��2���� n ��! , �& � �!� �� �  �����!� ��� �!�� G

���� � � �!�� �!��� Fn �� !��" n* 4%��!%� β1(G) ≥ c(G)
��( β1(G) ≥ 1 ���%��� c(G) ≥ 1* � �� �������� �� �� �%��'
�!��& ����!��� ��( ,� &�� � ��" �� � � �!���!�� c(G) > 1
�� ��#��� !��� �� ��� �� � � ��#�!�% ������� �� �%�!��'

����� �� � �!���L ��� ��! ������&� /9����� 
��1* 9�� ��

G = π1M ��! M � &����&� �!������%� �'������%( +��!

, �& ,� ,!��� c(M)- � �� ,�  �#� � ������!�& ����!'

�!������� , �& �%%�,� �� �� � ��" �� �� �� � �����!�

�� �%�!������� �� � �'������%(� � �� �� ��&���� c(M) ��

� � ��2���% �����! �� (��;����%� ��( �!���!%� ����('

(�( �!������%� &����&��( ��!��&�� Si ��! , �& M\∪Si ��

&����&��( +��( �� � �� &����2� �� �%�� &�%%�( � � &�� ���'

��! �� M-* 5� &�� ��" ����� � � &�!��" �� �'������%(�

�� � � &%���( �! &����( &�������� � �� &�� ���&"%� �� (�'

��!����( ��! �#�!� ����%� ���) ��( �� ��!�� ��� � �� ,�

(� ���  �#� ��� �2���%�� �� �%�!��� �'������%(�  �!�*

�� ������( ��� �� /3�%� ��( M��� ?>1) � �!� �� � +&��'

���������%%� #�!� ���G&����- �!�&�(�!� �� (���!���� �� �

$����%� �!������( �!��� ��!;�&�� ���� Fn) ��� �� ,�%% ���

�!�#� � � ����2�����&� �� ��& � ��!;�&����* 3�,�#�!)

�� � �� ������� ,�  �#� �#��%��%� �!���!���� �� �'������%(

�!���� ��  �%� ��*

Theorem 8.1. +� M �� � ��
�	����� �������	� �	 ���

������ ��	��� ���	 c(M) = 0 �� β1(M) = 0 �	� ������

���� c(M) = 1� +� M �� � ��
�	����� �������	� �	 ���

������ ��	��� ���	 c(M) = 1�

������ 5� ��%� ���( �� (� ���� ��� , �� β1(M) > 1*
3�,�#�!) �� �� ��( �� M �� $�!�( � �� β1(M) > c(M)*
� �� �� � ��!�� �*	 �� /9����� 
��1) ���  �!� �� � #�!�'

����� �� � �� �!���* :� β1(M) = c(M) = n ,�� 

θ : π1M → Fn � ��!;�&��#�  �����!� ��� � �� ���

 �����!� ��� �!�� π1M �� Z ��&��!� � !��� θ* :� M

�� $�!�( � �� ,�  �#� ��! $����%� ����!���( "�!��% K ��
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��! !�%�#��� ��!;�&��#�  �����!� ��� �� π1M , �& ��

��!��% ��( �� ��$���� ��(�2) �� θ(K) ���� �� � � ����

�� Fn* 9�� ������%��� �!�� �!���� (� ���  �#� $����%�

����!���( ��!��% ����!���� �� ��$���� ��(�2 �2&��� ��!

� � �!�#��% �!���*

� �� � �� ��!�� ��� #���?+�)�-) � � ��%� &%���( �'

������%( ,�� 9���� �����! 	* :� �%�� ��!�� ��� �%%

&����( �'������%(� M +, �& ����  �#� β1(M) ≥ 1- �2'
&��� ��! � � ���! ���$�!�( �2���%�� �� @�&���� �*	 ,�� 

β1(M) = 2 ��( � � � !�� $�!�( �2���%�� �� � � &�����

,�� β1(M) = 3* D�! � ��� ��#��) ,�  �#� �� �%�������

� � �������%��� � �� c(M) = 2*
D�!��%�) #	?�� ��( #��
? �!� 	 ����!���!) �� ,� &�����

 �#� π1M ��!;�&���� ���� F2 ��%��� π1M = F2 , �& ��

��� �!��* � � ��#�� �!���������� ��! π1+#��7�- ��

〈a, b, c|ab2ab2aCb2ab2abcb, aCAc〉.

� � ��&��( !�%����� ����� � �� ��! ��!;�&���� θ �� F2

,��%(  �#� �� ���( a ��( c �� ��,�!� �� � � ���� �%�'

���� v ∈ F2 ��&���� � �� �� � � ��%� ,�� �%������ &��

&������ �� � ������%��� �!�� �!���* @� u = θ(b) ��(

v ���� ����!��� F2)  ��&� �� � �!�� �����) ��� � �� ��

��� ������%� �� %��"��� �� � � ����� �� � � $!�� !�%�����

, �& ,��%( �%,��� ��#� � ����!�#��% !�%����� ���,��� u

��( v*

� �� �!������ �%�� ,�!"� ��! � � � !�� �'������%(�

�

>) #�		
) #��7� ,�� β1(M) = 3� ,� "��, c(M) = 3
�� ��� ������%� ��( �� �%������� c(M) = 2 ,� ��� � �

��&��( !�%������ ��#�� �� ��& &���* M����&��#�%� � ��

�!� aCAc) bCBc) ��� �� , �& ,�!" �� �2�&�%� � � ����

,�� ���#�) ��( aCb2AcB2) , �& �� $!�� ������� a = cx

��( � �� c = b2Y ��&���� b2Y xyXB2) �� ,� ��, ;���

��� � � ���! �� ����!���!� x, y*

� �� %��#�� ��%�

π1+#��?>- = 〈a, b, c|aBca2bC, a2cba2CAB〉

,�� ���%���������� Z3 + Z + Z* 5� ������� θ :
π1+#��?>-→ F2 �� ���� ��( �� $��� ,� (�!�#� � !��

���&" &���!�(�&�����* 9�� �!����  �#� � !�� ����!����

�� ��(�2 	) , �& �� � � &��� �� F2 �!� �%% &����� Hi ��

F3* �� ��& θ−1(Hi) �� (�����&� ��(  �� ��(�2 	) � ���

���� �� � � � !�� ��(�2 	 ����!���� Ki �� π1+#��?>- ��

c(Ki) ≥ 3) , �& ���%��� � �� β1(Ki) ≥ 3 ��( Ki ,�%%

���( �� %���� ���! ����!���!�* �,� ����!���� ���� � ���

����� ��� � � � �!( �� 〈a, cb−1, b2〉 ��(  �� ���%����������

Z24 + Z + Z �� �� ���%� �� ��� &�����* <! ,� &��%( �!�

� � %�F� ���!��& � �� &����(�!��� θ−1(H) ��! H $����

��(�2 �� F2) �� ����!� ,�  �#� � �� π1+#��?>- ����  �#�

�� ���� ����!���� �� ��(�2 n �� F2 (���) �� ,� ��" � �

&������!* � � �����!� ,� ��� �!�� ��(�2 	 ��,�!(�

�!� �) ��) �	) >� ��! π1+#��?>- , �!��� ��! F2 � �� �!�

�) 
) 	>) ?
 �� ,�  �#� �%!��(� ���� �#�!��"�� �� ��(�2

�* :� ��&� � �� �� �&���%%� � � �����! �� ����!���� �� ��

&��;���&� ��� ��! ����� ���%%  �%(�*

9. GUIDE TO TABLES

9.1 Table 1: Alexander Polynomials of Unknown
Cusped Census 3-Manifolds

� �� %���� �� � � &�%��� �B���� � � �>� &����( �'

������%(� M ,�� β1(M) = 1 , �& �!� ��"��,� ��

6��$�%(=� %��� +�#��%��%� ��  ������,,,*���*&�%��& *�(��

S(��$�%(������������%����J(�Q, �& Q$��!- �� $�!�(

��( ���$�!�( &����( �'������%(�* D�! ��& ���) ,� ��"�

� � �!���������� ��! ��� ���(������% �!��� +�� ��#�� ��

 ������,,,*���*&�%��& *�(��S(��$�%(�#�!���%Q �"���

#�!���%Q �"��Q(����������%(��&����(*���- , �& ��

�%,��� +,�� � � �2&������ �� #�
�> , �& �� ��!"�( ��

T	 ���T- ����!���( �� a, b, c ��( ,�� �,� !�%������* � �

�@���(�!( &�%���� ��(�&���� � � ������������� ,� ����

��"�) �� �!(�!) �� ��� � � �!���������� ���� ����(�!(

��!� ,�� !����&� �� � ����!���! +������� � �� � �

����!���!  �� F�!� �2������ ��� �� ��� !�%������-L � ��

����!���! �� � �� ��#�� �� � � ��(* � �� � � &�%���

�C�%�� ��#�� � � �%�2��(�! ��%������% , �& �� ,!�����

�� � &����&� ��!�* :� � ����%� �����! n �� ��#�� ,�� ���

�!�&"��� � �� � � �!���������� �������( ,�� �� ����%�

��!�) �� (��&!���( �� @�&���� �*�) �� � �� � � �%�2��(�!

��%������% ���� �� �� � � ��!� nt + m + nt−1* 3�!� n

&�� �� �������( ���&"%� ��( ,� (� ��� ���( �� &�%&�%���

m) ��%��� n �� F�!� �� , �& &��� ,� (� ��( ,� ,!���

0 = [m]* � � �!�&"��� �������� � �� ,� ��� �� ����!�% ��

��&���� � � �%�2��(�! ��%������% �� ����%) �� �� �����)

, �� t �� ����������( ��! t−1 ��( �� �� ���F�!� , ��

�#�%����( �� �* � �� �� �� ��� �! �� �#�� (��!�� ��( ��

� � ��!�

aktk + . . . + a0 + . . . + a−k
k , ,!����� [ak, . . . , a0],

�! �� �(( (��!�� �� � � ��!�

aktk + . . .+a1t+a1 + . . .+a
−(k−1)
k , ,!����� (ak, . . . , a1).

� � ��2 �'������%(� � ��  �#� ����& �%�2��(�! ��%���'

���% �!� �!����( �� ��%() �� �� � � %��(��� &��G&����*

� �� �!� �%% $�!�( �2&��� #	��
*

9.2 Table 2: Cusped Virtually Fibred Nonfibred Census
3-Manifolds

3�!� ,� %��� ��(�! �B���� � � ���$�!�( #�!���%%� $�!�(

&����( &����� �'������%(� � �� ,� ����( +,� "��, � ��
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